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Notations

R : Ensemble des nombres réels.

RN : Espace euclidien de dimension N .

N : Ensemble des entiers naturels.

N∗ : Ensemble des entiers naturels non nulle.

Ω : Un ouvert borné de RN .

Ω : L’adhérence de Ω.

∂Ω : Le bord de Ω.

→ : La Convergence forte.

⇀ : La Convergence faible.

p′ : Exposant conjugué de p, 1
p

+ 1
p′

= 1.

p.p : Presque partout.

t.q : Telle que.

∇u =
(
∂u

∂xi
, · · · , ∂u

∂xN

)
: Gradient de u.

∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂ηi
= div(∇u) : Le Laplacien de u.

div(u) : Divergence de u.

D(Ω) : Espace des fonctions différentiables a support compact dans Ω.

D′(Ω) : Le dual de D(Ω).

Ck(Ω) : Espace des fonctions k-fois continument différentiables dans Ω.

Lp(Ω) : Espace des fonctions de puissance p-éme intégrable sur Ω pour

la mesure.

‖.‖ : La norme.

BR : La boule de RN de rayan R Centré à l’origine.
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Résumé
Dans ce mémoire on va étudie quelques problème elliptique et parabolique linéaire

et non linéaire avec la méthode de monotonie.

Mots-clés : Lax-Milgrame, L’opérateur de Leray-Lions, problème élliptique, prob-

lème paraboliques, Faedo Galerkin, Monotonie.

ملخـــــــــــص
خطيך. ਤ৻ฝ و خطيך زاޣ߈يך و نӯقصيך مسӯئؗ يӯضيך، ೓ೂا اࣀࣄسӯئؗ مذ ಔ౸ยنڔ ӯدرسن اࣀࣄષજշة هշه ᄙჳ

.ؗाاۼ وոฤاஸࣺך و وجڔد ࣇӯँா࣋ت ا೓ೂتӯبך يقך طي Ӯ໗ستعمӯل ӯله೜බ نقڔم و

.ಔ౸ࣇ࣌ركӯฝ فيոو زاޣ߈يך، مسӯئؗ نӯقصך، مسӯئؗ ليڔ഼ູ، ࣇ࣌ري مڇۉۢ ميلقيام، ࣇ࣌كٞ الكلماتالمفتاحية:

Abstract
In this memory we will study some elliptic and parabolic linear and non linear prob-

lems with the monotony method.

Keywords : Lax-Milgrame, Leray Lions operator, elliptic problem, parabolic prob-

lem, Faedo Galerkin.
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Introduction

D’un point de vue mathématique, les équations aux dérivés partielle permettent d’aborder

les domaines observés à titre d’exemple dans le domaine physique et chimique.

En fait, pour résoudre les équations aux dérivées partielles non linéaire, il existe quatre

méthodes :

— Méthode de compacité [9].

— Méthode des opérateurs monotone [9].

— Méthode de semi groupes [9].

— Méthode de degré topologique [9].

Notre but est de savoir utiliser la méthode "monotonie" pour prouver l’existence et l’unicité

des solutions du problemes non linéaires. Dans celle-ci nous ramenons un problème d’un cas

plus simple.

Ce manuscrit se compose principalement de trois chapitres :

Le premier chapitre : est consacré à des rappelles de quelques notions d’analyse fonc-

tionnelle.

Ces rappelles concernent les notions des convergences faible et faible* ainsi que les défi-

nitions et propriétés des certains espaces fonctionnels qui nous seront d’une grande utilité,

comme les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev.

Et on rappelle la définition et les propriétés des opérateurs monotones.

Le deuxième chapitre :

Est constitué de deux parties pour étudier l’existence et l’unicité des problèmes linaires :

8



1ère partie : Étudie le problème elliptique linéaire par la méthode de Lax-Milgram en consi-

dérant le problème modèle suiant :


−∆u+ u = f dans Ω
∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω.

Ω ouvert borné de RN et f est une fonction donnée (f ∈ C(Ω̄)).

2éme partie : Étudie le problème parabolique linéaire abstrait en utilisant l’approximation

de Faedo-Galerkin et les propriétés des espaces intervenants.

Ce résultat abstrait est ensuite illustré par un exemple concret :



ut −∆u = f dans Ω×]0, T [

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [

u(., 0) = u0.

Où f une fonction de Ω×]0, T [ dans R et u0 une fonction de Ω dans R, et Ω ouvert

bornée de RN .

Le dernier chapitre :

Est consacré à démontrer l’existence et l’unicité du problème non linéaire, est basés sur la

méthode monotone.

Problème elliptique : En utilise l’opérateur de Leray-Lions pour résoudre le problème

suivant : 
−div(θ(x)a(∇u(x)) = f(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Ω ouvert borné de RN , f ∈ L2(Ω) et a : RN −→ R une applications continue et θ ∈ L∞(Ω).
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Problème parabolique : En utilisant la méthode de Faedo Galerkin et la monotone pour

Résoudre cette exemple :



∂tu− div(A(u)∇u) = f dans Ω×]0, T [

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [

u(., 0) = u0.

Ω ouvert borné de RN , f : Ω×]0, T [−→ R, u0 : Ω −→ R et A matrice symétrique.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons certains notions et concepts, essentiels au développe-

ment des autres chapitres. Nous rappellerons certaines définitions ainsi que certains théo-

rèmes d’analyse fonctionnelle qui sera utilise que la suite de notre travail.

1.1 Quelques outils de base

1.1.1 Formes linéaires et Formes bilinéaires

Définition 1.1 (Forme linéaire)[3] On appelle forme linéaire ϕ(.) est une application

linéaire sur un espace vectoriel réel H dans R telle que, pour tout α,β ∈ R et tout x1,x2 ∈ H :

{
−ϕ (αx1 + βx2) = αϕ (x1) + βϕ (x2) ∀α, β ∈ R.

Définition 1.2 (Forme bilinéaire) [3] Une forme bilinéaire ϕ(., .) sur un espace vecto-

riel réel H est une application de H × H dans R telle que, pour tout α, β ∈ R et tout

x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ H :

 1− ϕ (αx1 + βx2, y) = αϕ (x1, y) + βϕ (x2, y) ,∀α, β ∈ R

2− ϕ (x, αy1 + βy2) = αϕ (x, y1) + βϕ (x, y2) ,∀α, β ∈ R,

linéairité par rapport à chaque variable.
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Remarque 1.1 (symétrique) [3] Elle est dite symétrique, si pour tout x, y ∈ H :

ϕ (x, y) = ϕ (y, x) .

Définition 1.3 (Produit Scalaire)[9] Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel H

est une forme bilinéaire symétrique et définie positive, on la notera 〈., .〉H .

Définition 1.4 (Norme)[3] Une norme sur H est une application p : H → R+ telle que :

1) p (x) > 0,∀x ∈ H et p (x) = 0⇔ x = 0,

2) p (αx) = |α| p (x) , ∀α ∈ R,∀x ∈ H,

3) p (x+ y) 6 p (x) + p (y) , ∀x, y ∈ H,

la dernière inégalité est l’inégalité triangulaire.

Remarque 1.2 [3] On associe à 〈., .〉H la norme définie sur H par :

‖.‖H =
√
〈., .〉H .

Définition 1.5 (Espace complet)[1] Soit E un espace vectoriel muni d’une norme ‖.‖E.

On dit que (xn)n de E est une suite de cauchy ssi :

∀ε > 0,∃N > 0,∀n,m ≥ N, ‖xn − xm‖E ≤ ε,

cela s’écrit en termes de limite comme :

lim
n,m→∞

‖xn − xm‖E = 0.

Définition 1.6 [1] Un espace normé (E, ‖.‖E) est complet si toute suite de Cauchy de E

est convergente dans E.

Définition 1.7 (Espace de Banach)[1]

L’espace de Banach est un espace vectoriel normé complet c’est á dire qui est telle que tout

suite de Cauchy dans E converge dans E.
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Définition 1.8 (Espace de dual )[3] L’espace dual d’un espace vectoriel E est l’espace des

formes linéaires sur E.

Définition 1.9 (Espace Préhilbertien )[3] Un espace vectoriel réel ou complexe H est un

espace préhilbertien s’ il est muni d’un produit scalaire 〈., .〉H .

Définition 1.10 (Espace de Hilbert )[3] Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien

qui est complet pour la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.11 [3] Un espace vectoriel préhilbertien (H, 〈., .〉) est un espace de Hilbert s’il

est complet pour la norme

‖x‖ =
√
〈x, x〉H

1.1.2 Espace de Lebesgue Lp

Pour tout la suite, Ω est un ouvert borné et régulier de Rn, p ∈]1,+∞[ et p′ son conjugué :
1
p

+ 1
p′

= 1.

Définition 1.12 [3] L’espace D(Ω) est l’ensemble des fonctions de class C∞(Ω) à support

compact dans Ω C-à-d :

D(Ω) = {u : Ω→ R; u ∈ C∞(Ω) et supp u ⊂ k ⊂ Ω, k compact }.

Définition 1.13 [3]

Lp(Ω) = {u : Ω→ R mesurable :
∫

Ω
|f(Ω)|pdx < +∞}.

Il est muni de la norme :

‖u‖ =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p

.

Remarque 1.3 [3]

1. Lp(Ω) est un espace de Banach.

2. En particulier pour p = 2, L2(Ω) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

(f, g) =
∫

Ω
f(x)g(x)dx.
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Remarque 1.4 [3] Si u ∈ Lp(Ω) alors |u|p−2u ∈ Lp(Ω) où 1
p

+ 1
p′

= 1 car :

∫
Ω

∣∣∣|u|p−2u
∣∣∣p′ dx =

∫
Ω
|u|(p−1)p′dx =

∫
Ω
|u|pdx.

Définition 1.14 [3] Soit X un espace de Banach de norme ‖.‖X et I ⊂ R, on note :

Lp(I,X) = {u : t ∈ I 7→ u(t) ∈ X et
∫

Ω
‖u(t, .)‖pxdt <∞}.

Définition 1.15 [3] L’application : u 7→
(∫

I
‖u(t)‖pXdt

) 1
p

est une norme sur Lp(I,X). De

plus, cet espace est un espace de Banach.

1.1.3 Les espace de Sobolev Wm.p(Ω)

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les puissances et les dérivées

sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces de Banach

Définition 1.16 [3] (Espaces H1 (Ω)) on note H1 (Ω) l’espace fonctionnel linéaire défini

par

H1 (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) : Diu ∈ L2 (Ω)

}
.

Définition 1.17 [3] (Espaces H1
0 (Ω)) On définit l’espaces H1

0 (Ω) comme la fermeture de

D (Ω) pour la norme ‖.‖H1(Ω) ainsi pour chaque v ∈ H1
0 (Ω), il existe une suite ϕn ∈ D (Ω)

tell que :

lim
n→∞

‖ϕn − v‖H1(Ω) → 0,

les fonction de H1
0 (Ω) s’annulent donc au bord et on peut écrire :

H1
0 (Ω) =

{
w ∈ H1 (Ω) | w = 0 sur Γ

}
,

où Γ la frontiere de H1.

Définition 1.18 [3]
(
Espaces H2 (Ω)

)
On note H2 (Ω) l’espace défini par :

H2 (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) | ∂u

∂xi
∈ L2 (Ω) , ∂2u

∂xi∂xj
∈ L2 (Ω) , 1 ≤ i , j ≤ 3

}
.
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Proposition 1.1 [3] soit Ω est un domaine ouvert dans Rn. Ensuite, la distribution T ∈

D′ (Ω) est dans Lp (Ω) s’il existe une fonction f ∈ Lp (Ω) tel que

〈T, ϕ〉 =
∫

Ω
f (x)ϕ (x) dx, pour tous ϕ ∈ D (Ω) , (1.1)

où 1 ≤ p ≤ ∞, et il est bien connu que f est unique.

Notations 1.1 [3] Pour (α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn) on pose :

|α| =
n∑
i=1

αi et Dα = ∂|α| |∂xα1
1 , · · · , ∂αnxn .

Définition 1.19 [3] On note par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m},

est muni de la norme :

‖u‖Wm,p =
 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

.

Proposition 1.2 [3]

1. Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

2. En particulier pour p = 2, Wm,2(Ω) note Hm(Ω) est un espace de Hilbert,c-à-d :

Hm(Ω) = Wm,2(Ω), Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω).

Pour le produit scalaire :

(u, v)m =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) .

Définition 1.20 [3] Soit Wm,p
0 (Ω) = D(Ω)W

m,p(Ω) d’adhérence de D(Ω) dans Wm,p(Ω).

D’après la définition de Wm,p
0 (Ω), l’espace D(Ω) est dense dans Wm,p

0 (Ω).

En d’autres termes :

∀u ∈ Wm,p
0 (Ω);∃(ϕk) ⊂ D(Ω) : ‖ϕk − u‖Wm,p(Ω) −→ 0, qaund k −→ +∞

15



Proposition 1.3 [9]

1. Wm,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞.

2. Wm,p(Ω) est séparable, pour 1 ≤ p < +∞.

3. Wm,p(Ω) et réflexif, pour 1 < p < +∞.

Proposition 1.4 [9] Si Ω est régulier, on a :

u ∈ W 1,p
0 (Ω)⇔ {u ∈ W 1,p(Ω) et γ0u = 0 sur Γ}.

Définition 1.21 [9] Le dual de W 1,p
0 (Ω) est note W−1,p′(Ω) ou p′ est le conjugué de p.

Proposition 1.5 [9] Soit Γ : W 1,p
0 (Ω) −→ R une forme linéaire. Alors :

Γ ∈ W−1,p′(Ω)⇔ ∃c > 0, (Γ(ϕ)) ≤ C‖ϕ‖W 1,p(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Les injection de Sobolev

Théorème 1.1 [9] Soit 1 ≤ p < N , alors :

W 1,p(RN) ⊂ Lp
∗(RN) où p∗ est donné par 1

p∗
= 1
p
− 1
N
, il existe une constante

C = C(p,N) t.q :

‖u‖Lp∗ (R) ≤ C‖∇u‖Lp(RN ), ∀u ∈ W 1,p(RN).

On note alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω).

Corollaire 1.1 [9] Le cas limite p = N

On a W 1,N(RN) ⊂ Lq(RN), ∀q ∈ [N,+∞[ avec injection continue.

Théorème 1.2 [9] Soit p > N , alors :

W 1,p(RN) ⊂ L∞(RN) avec injection continue.

Définition 1.22 (Espace réflexif)[3] Soit E un espace de Banach et soit J l’injection

canonique de E dans E ′′.

On dit que E est réflexif si J(E) = E ′′.
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Proposition 1.6 [3] 1 < p < +∞ W 1,p est un espace réflexif.

Lemme 1.1 [3] Soit V un espace de Banach réflexif, alors de toute suite bornée (un)n de

V , on peut extraire une sous-suite (xnk) qui converge c’est à dire

〈T, xnk〉 → 〈T, x〉,∀T ∈ V ′.

Définition 1.23 (Espace séparable)[3] On dit que l’espace de Banach E est séparable si

et seulement si E possède une partie dénombrable dense.

1.2 Type de convergence

Définition 1.24 (La convergence faible )[1] On dit qu’une suite (xn)n∈N éléments de E

convergence faiblement vers x ∈ E, et on note xn⇀x si :

pour tout f ∈ E ′ , 〈f, xn〉E′,E → 〈f, x〉E′,E, quand n 7→ +∞.

Remarque 1.5 [1]

— Il ya unicité de la limite faible quand elle existe, car si 〈f, x − y〉E′,E = 0 pour tout

f ∈ E ′, par passage au sup en f pour ‖f‖E ≤ 1, il vient que

‖x− y‖ = 0, soit x = y.

— Par opposition la convergence au sens de la norme, xn 7→ x quand ‖xn − x‖ → 0, est

appellé " la convergence forte " on s’écrit assez souvent xn 7→ x faiblement dans E on

xn → x fortement dans E.

Définition 1.25 (La convergence faible* )[1] On dit qu’une suite (fn)n∈N éléments de

E ′ convergence faible* ou faiblement* vers f dans E ′, et on note fn ∗
⇀ f si :

pour tout x ∈ E, 〈fn, x〉E′,E → 〈f, x〉E′,E quand n 7→ +∞.
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Remarque 1.6 [1] Si p = ∞ et A ⊂ R est un ensemble mesurable la convergence faible *

dans L∞(A), fn ∗
⇀ f s’écrit :

∫
A
fn g dx→

∫
A
f g dx, pour tout g ∈ L1(A).

1.3 Quelques résultats sur l’intégration et la dualité

Théorème 1.3 :(Théorème convergence dominée de Lebesgue)[9] Soit (fn) une suite

de fonctions de L1(Ω). Ou suppose que :

• fn(x)→ f(x) p.p sur Ω.

• Il existe une fonction g ∈ L1(Ω) t.q pour chaque n : |fn(x)| ≤ g(x) p.p sur Ω.

Alors :

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖ −→ 0.

Théorème 1.4 (Inverse du théorème de convergence dominée)[1]

Soient (fn)n∈N une suite de LP (Ω) et f ∈ Lp(Ω) telle que :

‖fn − f‖Lp −→ 0.

n −→ +∞.
.

Alors il existe une sous-suite extraite de (fnk)k∈N et h ∈ Lp(Ω) telle que :

• fnk(x) 7−→ f(x) p.p sur Ω.

• |fnk(x)| ≤ h(x) p.p sur Ω, ∀k ∈ N.

Théorème 1.5 (Convergence monotone de Beppo-levi)[9] Soit (fn) une suite crois-

sante de fonction de L1(Ω) telle que sup
∫
fn <∞.

Alors fn(x) converge p.p sur Ω vers une limite finie notée f(x), de plus f ∈ L1(Ω) et

‖fn − f‖L1 −→ 0.

Théorème 1.6 (Théorème de densité )[9] L’espace Cc(Ω) est dense dans L1(Ω) c-à-d :

∀f ∈ L1(Ω) et ∀ε > 0,∃f1 ∈ Cc(Ω) t.q : ‖f − f1‖L1 < ε.
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Théorème 1.7 (Théorém de Riez)[9] Si (H, 〈.|.〉) est un espace de Hilbert. La conver-

gence faible xn ⇀ x dans H s’exprime avec le produit scalaire sous la forme :

pour tout y ∈ H, 〈x1/y〉⇀ 〈x/y〉.

Théorème 1.8 (De représentation de Riez)[9] Soit 1 < p < ∞ et φ ∈ (Lp(Ω))′ alors

il existe u ∈ Lp′(Ω) unique t.q :

〈φ, f〉 =
∫
uf, ∀f ∈ Lp(Ω).

Théorème 1.9 (De Lax-Milgrame)[9] Soit L une forme linéaire continue sur l’espace

de Hilbert H et a une forme bilinéaire continue et coercive, alors il existe une et une seule

fonction u ∈ H telle que :

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ H.

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l’unique élément de H qui minimise

la fonctionnelle J : H → R définie par

J(v) = 1
2a(v, v)− L(v) pour tout v ∈ H,

c.a.d

J(u) = min
v∈H

J(v) et J(u) < J(v) si u 6= v.

Théorème 1.10 (Formule de Green )[9] Soit Ω un ouvert borné de RN et de classe C1

dont la frontière est bornée, alors pour tout u ∈ H2(Ω) et pour tout v ∈ H1(Ω), on a

∫
Ω

∆u vdx = −
∫

Ω
∇u ∇vdx+

∫
Γ

∂u

∂n
v dσ,

où ∂u

∂n
= ∇u. n =

N∑
i=1

∂u

∂xi
ηi est la dérivée normale et n = t (n1, . . . , nN) est la normale

unitaire.

Théorème 1.11 ( Théorème de Fubini ) [9] On suppose que F ∈ L1(Ω1 × Ω2).
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Alors, pour presque tout x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫
Ω2
F (x, y) dy ∈ L1

x(Ω1).

De même, pour presque tout y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫
Ω1
F (x, y) dx ∈ L1

y(Ω2).

De plus on a :

∫
Ω1
dx
∫

Ω2
F (x, y) dy =

∫
Ω2

dy
∫

Ω1
F (x, y) dx =

∫ ∫
Ω1×Ω2

F (x, y) dx dy.

Lemme 1.2 (Lemme de Gronwall )[9] Soient f ∈ L∞(0, T ), g ∈ L1(0, T ) sont des

fonctions non négatives, si :

f(t) ≤ C +
∫ T

0
f(s)g(s)ds.

Alors :

f(t) ≤ C exp(
∫ T

0
g(s)ds).

Théorème 1.12 (Théorème d’ Ascoli )[9] On se donne un compact K de Rn, et ou

se place dans l’espace de Banach C0(K) des fonctions continues sur K à valeurs scalaires,

espace muni de sa norme uniforme : pour f ∈ C0(K)

‖f‖∞ = sup
~x∈K
|f(~x)|.

On cosidère un sous-ensemble F ⊂ C0(K) qui est borné,c-à-d, telle que :

∃c > 0, f ⊂
{
F ∈ C0(K) : ‖f‖∞ < c

}
.

Définition 1.26 (Fonction Carathéodory)[9] On dit que a : Ω × R 7→ R est fonction

de caradéodory si :

— a(., s) est borélienne pour tout s ∈ R.

— a(x, .) est continue pour presque tout x ∈ Ω.
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Définition 1.27 (Dérivée faible)[1] Soit 1 ≤ i ≤ n on dit qu’une fonction f ∈ L1
loc(Ω)

est dérivable dans la direction i au sens faible s’il existe Dif ∈ L1
loc(Ω) telle que :

∀ϕ ∈ D(Ω),
∫

Ω
f(x) ∂ϕ

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω
Dif(x) ϕ(x) dx.

Lemme 1.3 [1] Soit E un espace de Banach et F un espace de Hilbert telle que E ⊂ F , avec

injections continue, et E dense dans F . On identifié F avec F ′ (de sort que E ⊂ F = F ′ ⊂

E ′). Soit u ∈ L2
E(]0, T [) on suppose que ut ∈ L2

E(]0, T [).

Alors u ∈ C(]0, T [, F ) et pour tout t1, t2 ∈ [0, T ] on a :

‖ u(t1) ‖2
F − ‖ u(t2) ‖2

F= 2
∫ t2

t1
<ut, u>E′,Edt.

Lemme 1.4 (Lemme de Fatou)[9] Soit (fn) une suite des fonctions mesurables positives.

Alors : ∫
Ω

(
lim

n7→+∞
fn

)
dx ≤ lim

n 7→+∞

∫
Ω
fn dx.

1.4 Quelques inégalités utiles

Théorème 1.13 (Inégalité de Hölder) [9] Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p ≤

∞ et 1
p

+ 1
p′

= 1, alors

fg ∈ L1(Ω) et ‖f g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖p′ .

Remarque 1.7 [9] Si p = p′ = 2. On obtient l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∫
Ω
|f g| dx ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖g‖L2(Ω).

Théorème 1.14 (Inégalité de Minkowski)[9] Soient f, g ∈ Lp(Ω), avec p ≥ 1 alors

f + g ∈ Lp(Ω) et ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p′ .

Théorème 1.15 (Inégalité de Poincaré )[9] Soit Ω un ouvert borné de RN et f ∈

H1
0 (Ω), alors il existe une constante CΩ telle que :

‖f‖L2(Ω) ≤ CΩ‖∇f‖L2(Ω).
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Théorème 1.16 (Inégalité de Young) [9] ∀p, q ≥ 1 et 1
p

+ 1
q

= 1, ∀a, b ≥ 0 :

ab ≤ 1
p
ap + 1

p
bq.

Les Opérateurs Monotones

V désigne un espace de Banach réel, V ′ son dual topologique de V .

Définition 1.28 [9] Un opérateur A : V −→ V ′ est dit :

• Monotone si 〈Au− Av, u− v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈ V .

• Strictement monotone si :

〈Au− Av, u− v〉 > 0, ∀u, v ∈ V, u 6= v.

1.4.1 Opérateur de Leray-Lions

[9] On considère ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray-Lions. On considère

les hypothèses suivantes :

1) Ω ouvert borné de RN , N ≥ 1, 1 < p < +∞.

2) a : RN → RN continue.

3) (Coercivité) ∃ α > 0 t.q a(ξ) ξ ≥ α |ξ|p, ∀ξ ∈ RN ,

4) (Croissance) ∃ C ∈ R; |a(ξ)| ≤ C (1 + |ξ|p−1), ∀ξ ∈ RN ,

5) (Monotonie) (a(ξ)− a(η)) (ξ − η) ≥ 0 , ∀ (ξ, η) ∈ (RN)2,

6) σ ∈ L∞(Ω); ∃ σ0 > 0; σ ≥ σ0 p.p.

7) f ∈ L
p
p−1 (Ω).

(1.2)

Lemme 1.5 (opérateur coercif en dimension finie) [9] Soit V un espace de dimension

finie, et A : V −→ V ′ contine (noter que (dim V ′ = dim V < +∞.)). On suppose que A est
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coercif, c’est-à-dire :

〈A(v), v〉V ′,V
‖v‖V

−→ +∞ quand ‖v‖E −→ +∞.

Alors, pour tout b ∈ V ′ il existe v ∈ V t.q A(v) = b.
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Chapitre 2

Étude des problèmes linéaires

2.1 Problème élliptique

Soit Ω un ouvert borné de RN(N ≥ 1) de frontière ∂Ω = Ω̄/Ω, on considère le problème

de Neumann : 
−∆u+ u = f dans Ω

∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω.

(P1)

oú f est une fonction donnée (f ∈ C(Ω̄)).

Une solution classique-solution forte-du problème (P1) est une fonction de classe C2(Ω̄)

vérifiant (P1).

2.1.1 Formulation variationnelle de problème (P1) :

Soit u une solution classique
(
u ∈ C2(Ω̄)

)
et soit ϕ ∈ C1(Ω̄), multipliant par ϕ et inté-

grant sur Ω, on trouve :

−
∫

Ω
∆u ϕ dx+

∫
Ω
u ϕ dx =

∫
Ω
f ϕ dx, ∀ ϕ ∈ C1(Ω̄),

d’après la formule de Green, on obtient :

∫
Ω
∇u ∇ϕ dx−

∫
∂Ω

∂u

∂n
ϕ dΓ +

∫
Ω
u ϕ dx =

∫
Ω
f ϕ dx, ∀ϕ ∈ C1(Ω̄).
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mais sur le bord ∂u

∂n
= 0, donc

∫
Ω
∇u∇ϕx. +

∫
Ω
u ϕ dx =

∫
Ω
f ϕ dx,∀ϕ ∈ C1(Ω̄)

comme u ∈ C2(Ω̄), on a ∇u ∈ C1(Ω̄) ⊂ C(Ω̄) ⊂ L2(Ω), de plus u ∈ C(Ω̄) ⊂ L2(Ω), donc

u ∈ H1(Ω).

comme C1(Ω̄) dense H1(Ω), alors

∫
Ω
∇u ∇v dx+

∫
Ω
u v dx =

∫
Ω
fv dx,∀v ∈ H1(Ω).

Alors la formulation variationnelle du problème (P1) est :


trouver u ∈ H1(Ω) tq∫

Ω
∇u∇v dx+

∫
Ω
uv dx =

∫
Ω
fv dx, ∀v ∈ H1(Ω).

(2.1)

Elle est de la forme a(u, v) = L(v) telle que :

a(u, v) =
∫

Ω
∇u∇v dx+

∫
Ω
uv dx.

et

L(v) =
∫

Ω
fv dx.

2.1.2 Interprétation du problème

Soit u ∈ H1(Ω), solution de (2.1).

Comme D(Ω) ⊂ H1(Ω), alors

∫
Ω
∇u∇ϕ dx+

∫
Ω
uϕ dx =

∫
Ω
fϕ dx, ∀ϕ ∈ D(Ω),

par suite

−
∫

Ω
∆uϕ dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
ϕ dΓ +

∫
Ω
uϕ dx =

∫
Ω
fϕ dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).
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Mais comme ϕ est à support compact, intégrale sur le bord est nulle, donc

∫
Ω

(−∆u+ u− f)ϕ dx = 0.

Alors

−∆u+ u− f = 0 p.p.

Donc

−∆u+ u = f p.p.

2.1.3 Cherchons les condition aux limites

Intégrant par partier, on obtient :

−
∫

Ω
∆uv dx =

∫
Ω
∇u∇v dx−

∫
∂Ω

∂u

∂n
v dΓ.

Alors ∫
Ω
∇u∇v dx = −

∫
Ω

∆uv dx+
∫
∂Ω

∂u

∂n
v dΓ. (1)

Comme a(u, v) = L(v), alors

∫
Ω
∇u∇v dx =

∫
Ω
fv dx−

∫
Ω
uv dx. (2)

D’après (1) et (2), on obtient :

−
∫

Ω
∆uv dx+

∫
Ω
uv dx−

∫
Ω
fv dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
v dΓ = 0.

∫
Ω

(−∆u+ u− f)v dx+
∫
∂Ω

∂u

∂n
v dΓ = 0.

Mais

−∆u+ u− f = 0.

Alors ∫
Ω

(−∆u+ u− f)v dx = 0.
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Donc ∫
∂Ω

∂u

∂n
v dΓ = 0.

Donc

∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω.

2.1.4 L’existence et l’unicité du problème (2.1)

Pour montrer que ce problème admet une solution unique, on applique le théorème de

Lax-Milgram.

On va montrer que a(., .) est continue :

|a(u, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω
∇u∇v dx+

∫
Ω
uv dx

∣∣∣∣ ,
≤
∫

Ω
|∇u||∇v| dx+

∫
Ω
|u||v| dx,

≤
(∫

Ω
|∇u|2dx

) 1
2
(∫

Ω
|∇v|2dx

) 1
2

+
(∫

Ω
|u|2dx

) 1
2
(∫

Ω
|v|2dx

) 1
2
,

≤ ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω),

≤ ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω) + ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω),

≤ 2 ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω).

alors a(., .) est continue.

On va montrer que a(., .) est coercive :

a(v, v) =
∫

Ω
(∇v)2dx+

∫
Ω
v2dx

= ‖∇v‖2
L2(Ω) + ‖v‖2

L2(Ω)

= ‖v‖2
H1(Ω).

Donc ∃ α = 1 tq a(v, v) ≥ α‖v‖2
H1(Ω), alors a(., .) est coercive.
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On va montrer que L(.) est continue :

|L(v)| =
∣∣∣∣∫

Ω
fv dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|f ||v| dx.

≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω).

≤ k‖v‖H1(Ω)
(
k = ‖f‖L2(Ω)

)
.

Alors L(v) est continue.

Donc d’après le théorème de Lax-Milgram, ce problème admet une solution unique.

La solution unique u ∈ H1(Ω) du de problème variationnelle (2.1) est appelé solution faible

de problème (P1).

2.1.5 Régularité

Comme u ∈ H1(Ω), alors u ∈ L2(Ω) et ∇u ∈ L2(Ω) et on a donc f ∈ L2(Ω) (car

C(Ω̄) ⊂ L2(Ω) alors ∆u = u− f ∈ L2(Ω) (car u ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(Ω)), donc u ∈ H2(Ω).

Comme ∆u ∈ L2(Ω), alors ∆u ∈ L1(Ω) et u ∈ H1(Ω) ⊂ C(Ω) et ∆u est continue (car

u ∈ C(Ω̄) et f ∈ C(Ω̄)), donc u ∈ C2(Ω̄).

Ainsi 
−∆u+ u = f sur Ω

∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω.
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2.2 Problème parabolique

Soit Ω un ouvert borné de RN , T ∈ R∗+ etf une fonction de Ω×]0, T [ dans R et u0 une

fonction de Ω dans R.

On cherche u tel que 

ut −∆u = f dans Ω×]0, T [

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [

u(., 0) = u0 p.p sur Ω.

(P2)

On va donner pour ce problème linéaire un résultat d’existence et d’unicité de solution faible.

2.2.1 Formulation variationnelle

En multipliant l’équation (3.2) par un élément v ∈ V = L2
(
]0, T [, H1

0 (Ω)
)
, en intégrant

sur Ω et en utilisant la formule de Green on obtient la formulation variationnelle suivante :


u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)), ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)),∫ T

0
〈ut(s), v(s)〉H−1,H1

0
ds+

∫ T

0

(∫
Ω
∇u(s) ∇v(s) dx

)
ds =

∫ T

0
〈f(s), v(s)〉H−1,H1

0
ds

∀v ∈ L2
(
]0, T [, H1

0 (Ω)
)
,

u(0) = u0 p.p.
(2.2)

2.2.2 Équivalence entre deux formulations faibles

Maintenant on va donné une autre formulation faible pour le problème (2.2)



u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω))

−
∫ T

0

∫
Ω
uϕt dx dt−

∫
Ω
u0(x)ϕ(x, 0) dx+

∫ T

0

∫
Ω
∇u∇ϕ dx dt

=
∫ T

0
〈f(s), ϕ(., s)〉H−1,H1

0
ds pour tout ϕ ∈ C∞c ([0, T [,Ω).

(2.3)

Théorème 2.1 Soit Ω un ouvert borné de RN , T > 0, u0 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)).

Alors u est solution de (2.2) si est seulement si u vérifie (2.3).
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Démonstration

On montre que u solution du probléme (2.2) implique que u est solution du probléme

(2.3) . On suppose donc que u est solution (2.2). Soit ϕ ∈ C∞c ([0, T [,Ω) . Pour n ∈ N∗, on

pose

ϕn(x, t) =
n−1∑
i=0

1|ti,ti+1|(t)ϕ (x, ti) , (2.4)

où ti = (i/n)T . Comme ϕ est une fonction régulière, il est claire que ϕn ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω))

et que ϕn → ϕ dans L2(]0, T [H1
0 (Ω)) quand n→ +∞. Comme ϕn ∈ L2(]0, T [, H1

0 (Ω)) et que

u est solution de (2.2), on a

∫ T

0
〈ut, ϕn〉H−1,H1

0
dt+

∫ T

0

∫
Ω
∇u∇ϕndxdt =

∫ T

0
〈f, ϕn〉H−1,H1

0
dt.

On pose Tn =
∫ T

0
〈ut, ϕn〉H−1,H1

0
dt. Comme ϕn → ϕ dans L2(]0, T [, H1

0 (Ω)) quand n→ +∞,

l’égalité précédente donne

lim
n→+∞

Tn =
∫ T

0
〈ut, ϕ〉H−1,H1

0
dt = −

∫ T

0

∫
Ω
∇u∇ϕdxdt+

∫ T

0
〈f, ϕ〉H−1,H1

0
dt. (2.5)

On va maintenant calculer lim
n→+∞

Tn on utilisant (2.4). On a

Tn =
∫ T

0

〈
ut(t),

n−1∑
i=0

1]ti,ti+1[(t)ϕ (., ti)
〉
H−1,H1

0

dt =
n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti
〈ut(t), ϕ (., ti)〉H−1,H1

0
dt

=
n−1∑
i=0

〈∫ ti+1

ti
ut(t)dt, ϕ (., ti)

〉
H−1,H1

0 .

Comme u, ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)) (on rappelle que H1
0 (Ω) ⊂ H−1(Ω) par l’identification de

L2(Ω) avec son dual), on a (d’après le lemme 1.2) u ∈ C([0, T ]), H−1(Ω)) et

∫ ti+1

ti
ut(t)dt = u(ti+1)− u(ti) ∈ H−1(Ω).

On a donc

Tn =
n−1∑
i=0
〈u (ti+1)− u (ti) , ϕ (., ti)〉H−1,H1

0
=

n−1∑
i=0

∫
Ω

(u (x, ti+1)− u (x1, ti))ϕ (x, ti) dx.

30



La dernière égalité venant de la manière avec laquelle un élément de H1
0 (Ω) est considéré

comme un élément, deH−1(Ω). Une intégration par partie discrèt donne alors (en remarquant

que ϕ (., tn) = 0)

Tn = −
∫

Ω
u(x, 0)ϕ(x, 0)dx+

n∑
i=1

∫
Ω

(ϕ (xiti−1)− ϕ (x, ti))u (x, ti) dx.

Puis, comme ϕ est une fonction régulière,

Tn = −
∫

Ω
u0(x)ϕ(x, 0) dx−

n∑
i=1

∫
Ω

(∫ ti

ti−1
ϕt(x, t) dt

)
u (x, ti) dx

= −
∫

Ω
u0(x)ϕ(x, 0) dx−

∫ T

0

∫
Ω
ϕt(x, t)

(
n∑
i=1

1]ti−1,ti[u (x, ti)
)
dx dt

= −
∫

Ω
u0(x)ϕ(x, 0) dx−

∫ T

0

∫
Ω
ϕt(x, t) (u(x, t) +Rn(x, t)) dx dt,

avec Rn(x, t) =
n∑
i=1

1]ti−1,ti[ u (x, ti)− u(x, t). Pour tout t ∈ [0, T ], on a

‖Rn(., t)‖L2(Ω) ≤ max
{
‖u (s1)− u (s2)‖L2(Ω) , s1, s2 ∈ [0, T ], |s1 − s2| ≤

T

n

}
.

Comme u ∈ C
(
[0, T ], L2(Ω)

)
, on en déduit que lim

n→+∞
‖Rn(., t)‖L2(Ω) = 0 uniformément par

rapport à t ∈ [0, T ] et donc que

lim
n→+∞

∫ T

0

∫
Ω
ϕt(x, t) Rn(x, t) dx dt = 0.

En résumé, on a donc

lim
n→+∞

Tn = −
∫

Ω
u0(x) ϕ(x, 0) dx−

∫ T

0

∫
Ω
ϕt(x, t) u(x, t) dx dt.

Avec (2.5) on a donc, pour tout ϕ ∈ C∞c ([0, T [×Ω,R),

−
∫ T

0

∫
Ω
ϕt(x, t) u(x, t) dx dt−

∫
Ω
u0(x) ϕ(x, 0) dx+

∫ T

0

∫
Ω
∇u∇ϕ dx dt =

∫ T

0
〈f, ϕ〉H−1,H1

0
dt.

Ceci montre que u est bien solution de (2.3).

On montre maintenant que u solution du probléme (2.3) implique que u est solution du pro-

31



bléme (2.2). On suppose donc que u est solution de (2.3). On veut montrer que u est solution

de (2.2). On va raisonner en deux étapes. On va d’abord montrer que ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω))

et ut = ∆u+ f (remarquer que ∆u, f ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)) puis que u(0) = u0.

Étape 1 :

On montre ici que ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)) et ut = ∆u+ f . On utilise la définition de ut. On

a ut ∈ D∗E, avec E = H1
0 (Ω), et pour tout φ ∈ C∞(]0, T [,R)

〈ut, φ〉D∗E ,D = −
∫ T

0
u(t) φ′(t) dt ∈ H1

0 (Ω).

Pour montrer que ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)) et ut = ∆u + f , il s’agit donc de montrer que,

pour tout φ ∈ C∞c (]0, T [,R),

−
∫ T

0
u(t) φ′(t) dt =

∫ T

0
(∆u(t) + f(t)) φ(t) dt.

Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans H1
0 (Ω) et donc dans H−1(Ω) et que

le membre de droite est dons H−1(Ω) ces deux termes, il suffit de montrer que

〈
−
∫ T

0
u(t) φ′ dt, ψ

〉
H−1,H1

0

=
〈∫ T

0
(∆u(t) + f(t)) φ(t) dt, ψ

〉
H−1,H1

0

pour tout ψ ∈ H1
0 (Ω),

c’est-à-dire que

−
∫ T

0
〈u(t)φ′(t), ψ〉H−1,H1

0
dt =

∫ T

0
〈(∆u(t) + f(t)) φ(t), ψ〉H−1,H1

0
dt, pour tout ψ ∈ H1

0 .

Par densité de C∞c (Ω,R) dans H1
0 (Ω), il suffit de considérer ψ ∈ C∞c (Ω,R). En utilisant la

manière donc H1
0 (Ω) est inclus dans H−1(Ω), on a

−
∫ T

0
〈u(t)φ′(t), ψ〉H−1,H1

0
dt = −

∫ T

0

∫
Ω
u(x, t)φ′(t)ψ(x)dxdt.

D’autre part, on a

∫ T

0
〈(∆u(t) + f(t)) φ(t), ψ〉H−1,H1

0
dt =

∫ T

0
φ(t)〈∆u(t) + f(t), ψ〉H−1,H1

0
dt

= −
∫ T

0
φ(t)

∫
Ω
∇u(x, t)∇ψ(x)x. dt+

∫ T

0
φ(t)〈f, ψ〉H−1,H1

0
dt.
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En résumé, pour terminer l’étape 1, il suffit donc de montrer que

−
∫ T

0

∫
Ω
u(x, t) φ′(t) ψ(x) dx dt =

∫ T

0
φ(t)

(
−
∫

Ω
∇u(x, t),∇ψ(x) dx dt+ 〈f, ψ〉H−1,H1

0

)
dt

(2.6)

pour tout φ ∈ C∞c (]0, T [,Ω) et tout ψ ∈ C∞c (Ω).

Comme cela a été déjà dit, ce ci donnera ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)) et ut = ∆u+ f .

Pour montrer (2.6), on utilise (2.3). Soit φ ∈ C∞c (]0, T [,Ω) et ψ ∈ C∞c (Ω).

On choisit dans (2.3), ϕ(x, t) = φ(t)ψ(x) (ce qui est possible car on a bien ϕ ∈ C∞c (]0, T [,Ω)).

On obtient

−
∫ T

0

∫
Ω
u(x, t)phi′(t) ψ(x)x. dt+

∫ T

0

∫
Ω

(∇u(x, t)∇ψ(x)) φ(t) dx dt =
∫ T

0
〈f(t), φ(t)ψ〉H−1,H1

0
dt.

Ceci donne (2.6) et termine donc l’étape 1, c’ést-à-dire ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)) et

ut = ∆u+ f (ce qui l’équation demandée dans (2.2)).

Étape 2 :

Comme u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) et

(
ut ∈ L2(| 0, T ], H−1(Ω)

)
, on a (d’après le lemme 1.2),

u ∈ C
(
[0, T ], L2(Ω)

)
. On montre dans cette deuxième étape que u(0) = u0.

Pour n ∈ N∗, on choisit une fonction rn de C∞0 ([0, T [,Ω) décroissante et telle que |r′(t)| ≤ 2n

pour tout t, rn(0) = 1 et rn(t) = 0 si t ≥ 1/n.

Soit ψ ∈ C∞c (Ω) et n ∈ N∗ telle que 1/n < T . On prend ϕ(x, t) = rn(t)ψ(x) dans (2.3). On

obtient

−
∫ 1

n

0

∫
Ω
u(x, t) r′n(t) ψ(x) dx dt−

∫
Ω
u0(x)ψ(x) dx+

∫ 1
n

0

∫
Ω
∇u(x, t)∇ψ(x) rn(t) dx dt

=
∫ 1

n

0
(f(t), ψ〉H−1,H1

0
rn(t) dt,

c’est-à-dire

Tn =
∫

Ω
u0(x) ψ(x) dx−Rn + Sn, (2.7)
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avec
Tn = −

∫ 1
n

0

∫
Ω
u(x, t) r′n(t) ψ(x) dx dt

Rn =
∫ 1

n

0

∫
Ω
∇u(x, t)∇ψ(x) rn(t) dx dt

et

Sn =
∫ 1

n

0
〈f(t), ψ〉H−1,H1

0
rn(t) dt.

On montre tout d’abord que Rn et Sn tendent vers 0. En effet, on a

|Rn| ≤
∫ 1

n

0

∫
Ω
|∇u(x, t)|∇ψ(x) | x. dt

≤
(∫ 1

n

0

∫
Ω
|∇u(x, t)|2 dx dt

) 1
2
(∫ 1

n

0

∫
Ω
|∇ψ(x)|2 dx dt

) 1
2

≤ ‖u‖L2(]0,T [,H1
0 (Ω))

1√
n
‖ψ‖H1

0 (Ω) .

(2.8)

On a donc lim
n→+∞

Rn = 0. On a aussi lim
n→+∞

Sn = 0 car

|Sn| ≤ ‖f‖L2(]0,T [,H−1(Ω))
1√
n
‖ψ‖H1

0 (Ω).

On remarque maintenant que

Tn = −
∫ 1

n

0

∫
Ω
u(x, 0) r′n(t)ψ(x) dx dt−

∫ 1
n

0

∫
Ω

(u(x, t)− u(x, 0)) r′n(t)ψ(x) dx dt

=
∫

Ω
u(x, 0)ψ(x) dx−

∫ 1
n

0

∫
Ω

(u(x, t)− u(x, 0)) r′n(t)ψ(x) dx dt.

(On a utilisé ici rn(0) = 1 et rn(1/n) = 0). On majore de dernier terme de cette égalité :

∣∣∣∣∣
∫ 1

n

0

∫
Ω

(u(x, t)− u(x, 0)) r′n(t)ψ(x) dx dt
∣∣∣∣∣ ≤ 1

n
2n‖ψ‖L2(Ω) max

t∈[0, 1
n ]
‖u(., t)− u(., 0)‖L2(Ω).

Comme u ∈ C
(
[0, T ], L2(Ω)

)
ce dernier terme tend vers 0 quand n → +∞ et on a donc,

finalement,

lim
n→+∞

Tn =
∫

Ω
u(x, 0)ψ(x) dx.
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Avec (2.7), comme lim
n→+∞

Rn = lim
n→+∞

Sn = 0, on déduit

∫
Ω
u(x, 0)ψ(x)dx =

∫
Ω
u0(x)ψ(x)dx pour tout ψ ∈ C∞c (Ω).

Ceci permet de conclure que u(0) = u0 et termine la démonstration de le théorème (3.2).

2.2.3 Existence par la méthode de Faedo-Galerkin

Théorème 2.2 Soit Ω un ouvert borné de RN , T > 0, sous les hypothèses u0 ∈ L2(Ω) et

f ∈ (L2]0, T [, H−1(Ω)). Alors le problème admet un et un seul solution u vérifiant :

u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)),

ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)).

On rappelle que l’on a identifié L2(Ω) avec
(
L2(Ω)

)′
, de sorte queH1

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) = L2(Ω)′ ⊂

H−1(Ω). Comme on cherche u telle que u ∈ L2
(
]0, T [H1

0 (Ω)
)
et ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)), on a

nécessairement u ∈ C
(
[0, T ], L2(Ω)

)
, (d’après le lemme( 1.2)). La fonction u est donc définie

en tout t ∈ [0, T ], ce qui permet de donner un sens à la condition u(0) = u0 p.p.

L’idée, pour ce démontrer ce théorème, est de résoudre d’abord le problème dans des espaces

de dimension finie, on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’élément finis, mais

c’est plus simple en utilisant une base hilbertienne formée de fonction propres du Laplacien ;

C’est-à-dire une base hilbertienne de L2(Ω), notée {en, n ∈ N∗} telle que

en est (pour tout n) une solution faible de


−∆en = λnen dans Ω,

en = 0 sur ∂Ω,

avec λn ∈ R.

Lemme 2.1 Soit la famille (en)n∈N∗ est une base hilbertienne de L2(Ω) et vérifie


en ∈ H1

0 (Ω)∫
Ω
∇en∇v dx = λn

∫
Ω
env dx, pour tout v ∈ H1

0 (Ω),
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avec λn > 0 pour tout n ∈ N∗ et λn → +∞ quand n→ +∞.

Comme (en)n∈N∗ est une base hilbertienne de L2(Ω), pour tout w ∈ L2(Ω),

w =
∑
n∈N∗

(w|en)2 en au sens de la convergence L2(Ω) (c-à-d que
n∑
i=1

(w|ei)2 ei → w dans

L2(Ω)) , quand n→ +∞).

On va montrer maintenant que la famille
(
λ−1/2
n en

)
n∈N∗

est une base hilbertienne de H1
0 (Ω).

On rappelle que H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert, la norme de u dans H1

0 (Ω) est définie par

‖u‖H1
0 (Ω) = ‖ | ∇u | ‖L2(Ω) est donc le produit scalaire de u et v dans H1

0 (Ω) est donné par

(u | v)H1
0 (Ω) =

∫
Ω
∇u∇vdx.

On remarque tout d’abord que pour tout n,m ≥ 1, on a

∫
Ω
∇en∇emdx = λn

∫
Ω
enemdx = λnδn,m.

On en déduit que (en | em)H1
0 (Ω) = 0 si n 6= m et

∥∥∥∥∥ en√
λn

∥∥∥∥∥
2

H1
0 (Ω)

=
∫

Ω

∇en∇em
λn

dx = 1.

Puis en remarque que l’espace vectoriel engendré par la famille (en)n∈N∗ , noté ev {en, n ∈ N∗},

est dense dans H1
0 (Ω). En effet soit v ∈ H1

0 (Ω) tq (v | en)H1
0 (Ω) = 0 pour tout n ∈ N∗. On a

donc, pour tout n ∈ N∗,

0 = (v | en)H1
0 (Ω) =

∫
Ω
∇en∇vdx = λn

∫
Ω
envdx.

Comme (en)n∈N∗ est une base hilbertienne de L2(Ω) et (λn 6= 0 pour tout n ∈ N∗), on en

déduit que v = 0 p.p. Montre que l’orthogonal dans H1
0 (Ω) de ev {en, n ∈ N∗} est réduit à

{0} et donc que ev{en, n ∈ N∗} est dense dans H1
0 (Ω). Finalement, on obtient ainsi que la

famille (λ−1/2
n en)n∈N est une base de hilbertienne de H1

0 (Ω).

La démonstration du théorème (2.1) est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste

à réaliser les trois étapes suivantes :

• Recherche de solutions approchées.

• On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

• On passe à la limite.
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2.2.4 Solution approchée

Soit n ∈ N∗. On pose En = ev {ep, p = 1, . . . , n}. On cherche une solution approchée

un sous la forme un(t) =
n∑
i=1

αi(t)ei avec αi ∈ C([0, T ],R). En supposant que les αi sont

dérivables pour tout t (ce qui n’est pas vrai, en général), on a donc

u′n(t) =
n∑
i=1

α′i(t)ei,

de sorte que, pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω) et tout t ∈] 0, T [, on a (compte tenu de l’injection de

L2(Ω) dans H1
0 (Ω))

〈u′n(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

n∑
i=1

α′i(t)
∫

Ω
eiϕdx.

D’autre part, pour tout t ∈ [0, T ] on a

−∆un(t) = −
n∑
i=1

αi(t)∆ei =
n∑
i=1

λiαi(t)ei dans D∗(Ω) et dans H−1(Ω),

c’est-à-dire, pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω),

〈−∆un(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω
∇un(t)∇ϕdx =

n∑
i=1

λiαi(t)
∫

Ω
eiϕdx.

Enfin, comme f ∈ L2
(
]0, T [, H−1(Ω)

)
, on a pour tout ϕ ∈ H1

0 (Ω), 〈f(.), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) ∈

L1
R(]0, T ]). La quantité 〈f(t), ϕ〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) est donc définie pour presque tout t et on obtient

finalement, pour presque tout t et pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω),

〈u′n(t)−∆un(t)− f(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

n∑
i=1

(α′i(t) + λiαi(t))
∫

Ω
eiϕdx− 〈f(t), ϕ〉H−1(Ω),H1

0 (Ω).

Pour obtenir un, une idée naturelle est de choisir les fonctions αi pour que

〈u′n(t)−∆un(t)− f(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = 0,

pour tout ϕ ∈ En. En posant fi(t) = 〈f(t), ei〉H−1(Ω),H1
0 (Ω), ceci est équivalent à demander

pour tout i ∈ {1, . . . , n},

α′i(t) + λiαi(t) = fi(t).
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En tenant compte de la condition initiale et en posant α(0)
i = (u0 | ei)2, ceci suggère donc de

prendre

αi(t) = α
(0)
i e−λit +

∫ t

0
e−λi(t−s)fi(s)ds. (2.9)

Les fonction αi ainsi définies appartiennent à. C([0, T ],R) et on a donc

un ∈ C ([0, T ], En) ⊂ C
(
[0, T ], H1

0 (Ω)
)
avec un(t) =

n∑
i=1

αi(t)ei.

2.2.5 Précision sur la dérivée en temps

Soit n ∈ N∗ et un la solution approchée qui donnée par un(t) =
n∑
i=1

αi(t)ei. Les fonction

αi ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut fonction αi ne sont

pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée par transposition de

un. On va noter cette dérivée (un)t. Par définition de la dérivation par transposition, (un)t
est un élément de D∗E avec E = H1

0 (Ω).

Soit ϕ ∈ C∞c (]0, T [,R) on a

〈
(un)t,ϕ

〉
D∗E ,D

= −
∫ T

0
un(t)ϕ′(t)dt ∈ En ⊂ H1

0 (Ω).

Comme un =
n∑
i=1

αi(t)ei, on a donc

〈(un)t , ϕ〉D∗E ,D = −
n∑
i=1

∫ T

0
αi(t)eiϕ′(t)dt = −

n∑
i=1

(∫ T

0
αi(t)ϕ′(t)dt

)
ei.

On utilise maintenant (2.9) ∫ T

0
αi(t)ϕ′(t)dt = Ti + Si,

avec

Ti =
∫ T

0
α

(0)
i e−λitϕ′(t)dt =

∫ T

0
α

(0)
i λie

−λitϕ(t)dt.

Si =
∫ T

0

(∫ t

0
e−λi(t−s)fi(s)ds

)
ϕ′(t)dt.
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Pour transformer Si on utilise le théorème de Fubini :

Si =
∫ T

0

(∫ T

0
1[0,t](s)e−λi(t−s)fi(s)ds

)
ϕ′(t)dt =

∫ T

0

(∫ T

0
1[s,T ](t)e−λi(t−s)ϕ′(t)dt

)
fi(s)ds

=
∫ T

0

(∫ T

s
e−λi(t−s)ϕ′(t)dt

)
fi(s)ds =

∫ T

0

(∫ T

s
λie
−λi(t−s)ϕ(t)dt

)
fi(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)fi(s)ds

=
∫ T

0

(∫ t

0
λie
−λi(t−s)fi(s)ds

)
ϕ(t)dt−

∫ T

0
ϕ(t)fi(t)dt.

On en déduit que Ti + Si =
∫ T

0
λiαi(t)ϕ(t)dt−

∫ T

0
fi(t)ϕ(t)dt, et donc

〈(un)t , ϕ〉D∗,D = −
n∑
i=1

∫ T

0
λiαi(t)eiϕ(t)dt+

n∑
i=1

∫ T

0
fi(t)eiϕ(t)dt.

Pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, T [,R), on a

(un)t = −
n∑
i=1

λiαiei +
n∑
i=1

fiei ∈ L2(]0, T [, En) .

Ce qui peut aussi s’écrire, avec f (n) =
n∑
i=1

fiei,

(un)t = ∆un + f (n) ∈ L2(]0, T [, En) ⊂ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) ⊂ L2(]0, T [, H−1(Ω)).

Soit maintenant v ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)). Comme (un)t ∈ L

2(]0, T [, H−1(Ω)), on a 〈(un)t , v〉H−1,H1
0
∈

L1(]0, T [) et

∫ T

0
〈(un)t (t), v(t)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) dt = −
∫ T

0

∫
Ω
∇un∇vdxdt+

n∑
i=1

∫ T

0

∫
Ω
fieivdxdt.

Ceci donne, en revenant à la définition de fi,

∫ T

0
〈(un)t (t), v(t)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) dt+
∫ T

0

∫
Ω
∇un∇vdxdt =

n∑
i=1

∫ T

0
〈f(t), ei〉H−1,H1

0

(∫
Ω
eivdx

)
dt

=
∫ T

0

〈
f(t),

n∑
i=1

(v|ei)2 ei

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
dt.

On note Pn l’opérateur de projection orthogonale dans L2(Ω) sur le sous espace vectoriel

En.
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L’opérateur Pn peut donc être vu comme un opérateur de L2(Ω) dans H1
0 (Ω) (car En ⊂

H1
0 (Ω)). On note alors P t

n l’opérateur transposé qui est donc un opérateur de H−1(Ω) dans(
L2(Ω)

)′
qui est lui même identifié à L2(Ω) et est aussi un sous espace vectoriel de H−1(Ω).

On obtient alors (pour tout v ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω))

∫ T

0
〈(un)t , v〉H−1,H1

0
dt+

∫ T

0

∫
Ω
∇un∇vdxdt =

∫ T

0
〈f, pnv〉H−1,H1

0
dt =

∫ T

0

〈
ptnf, v

〉
H−1,H1

0
dt.

(2.10)

On a aussi un ∈ C
(
[0, T ], H1

0 (Ω)
)
et un(0) = pnu0.

2.2.6 Estimations a priori

Pour n ∈ N∗, on a un ∈ C([0, T ], H1
0 (Ω)) ⊂ L2(]0, T [, H1

0 (Ω)) et

(un)t = ∆un+ f (n) ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)). D’après le lemme (1.2), on a donc

1
2 ‖un(T )‖2

L2(Ω) −
1
2 ‖u0‖2

L2(Ω) =
∫ T

0
〈(un)t , un〉H−1,H1

0
dt.

En prenant v = un dans (2.10), on en déduit

1
2 ‖un(T )‖2

L2(Ω) −
1
2 ‖u0‖2

L2(Ω) +
∫ T

0

∫
Ω
|∇un|2 dx dt =

∫ T

0
〈f, pnun〉H−1,H1

0
dt,

et donc

‖un‖2
L2(]0,T [,H1

0 (Ω)) =
∫ T

0

∫
Ω
|∇un|2 dxdt ≤

1
2 ‖u0‖2

L2(Ω) +
∫ T

0
〈f, pnun〉H−1,H1

0
dt.

On en déduit, en remarquant que pnun = un,

‖un‖2
L2(]0,T [,H1

0 (Ω)) ≤
1
2 ‖u0‖2

L2(Ω) +
∫ T

0
〈f, un〉H−1,H1

0
dt

≤ 1
2 ‖u0‖2

L2(Ω) + ‖f‖L2(]0,T [,H−1(Ω)) ‖un‖L2(]0,T [,H1
0 (Ω))

≤ 1
2 ‖u0‖2

L2(Ω) + 1
2‖f‖

2
L2(]0,T [,H−1(Ω)) + 1

2 ‖un‖
2
L2(]0,T [,H1

0 (Ω))

On a donc

‖un‖2
L2(]0,T [,H1

0 (Ω)) ≤ ‖u0‖2
L2(Ω) + ‖f‖2

L2(]0,T [,H−1(Ω)).
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Ce qui donne aussi

‖un‖L2(]0,T [,H1
0 (Ω)) ≤ ‖u0‖L2(Ω) + ‖f‖L2(]0,T [,H−1(Ω)).

Comme (un)t = ∆un + ptnf (égalité (2.10)) et que ‖pnw‖H1
0 (Ω) ≤ ‖w‖H1

0 (Ω) pour tout w ∈

H1
0 (Ω), on obtient aussi une borne sur (un)t :

‖(un)t‖L2(]0,T [,H−1(Ω)) ≤ ‖un‖L2(]0,T [H1
0 (Ω)) + ‖f‖L2(]0,T [,H−1(Ω)),

et donc

‖(un)t‖L2(]0,T [,H−1(Ω)) ≤ ‖u0‖2
L2(Ω) ‖f‖L2(]0,T [,H−1(Ω)).

La suite (un)n∈N∗ est donc bornée dans L2
(
]0, T [, H1

0 (Ω)
)
et la suite ((un)t)n∈N∗ est bornée

dans L2(]0, T [, H−1(Ω)).

2.2.7 Passage à la limite

Grâce aux estimations obtenues à subsection 2.2.2, on peut supposer, après extraction

éventuelle d’une sous suite, que quand n→ +∞,

un → u faiblement dans L2
(
]0, T [, H1

0 (Ω)
)
,

(un)t → w faiblement dans L2(]0, T [, H−1(Ω)),

et les estimations sur un et (un)t donnent aussi les estimations suivantes sur u et ut :

‖u‖L2(]0,T [,H1
0 (Ω)) ≤ ‖u0‖L2(Ω) + ‖f‖L2(]0,T [,H−1(Ω))

‖(u)t‖L2(]0,T [,H−1(Ω)) ≤ ‖u0‖L2(Ω) + 2‖f‖L2(]0,T [,H−1(Ω)).

Nous allons montrer tout d’abord que w = ut (puis nous montrerons que u est solution de

ut = ∆u+ f au sens demandé par (P1)).

Par définition de ut, on a pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, T [,R),

∫ T

0
ut(t)ϕ(t)dt = −

∫ T

0
u(t)ϕ′(t)dt.
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Pour démontrer que ut = w, il suffit donc de montrer que l’on a, pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, T [,R),

∫ T

0
w(t)ϕ(t)dt = −

∫ T

0
u(t)ϕ′(t)dt. (2.11)

On rappelle que le terme de gauche de l’égalité (2.3) est dans H−1(Ω) alors que le terme de

droite est dans H1
0 (Ω). Cette égalité utilise donc le fait que H1

0 (Ω) ⊂ H−1(Ω), cette inclusion

étant due au fait que nous avons identifié L2(Ω)′ avec L2(Ω).

Soit donc ϕ ∈ C∞c (]0, T [,R). Nous allons montrer (2.3). Pour ψ ∈ H1
0 (Ω), on considère

l’application S de L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) dans R définie par

S(v) =
∫

Ω

(
−
∫ T

0
v(t)ϕ′(t)dt

)
ψ(x)dx pour v ∈ L2(]0, T [, H1

0 (Ω)).

L’application S est linéaire continue de L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) dans R. Comme un → u faiblement

L2(]0, T [, H1
0 (Ω)), on a donc S (un)→ S(u) quand n→ +∞. Pour v = un et pour v = u,

on a

S(v) = −
(∫ T

0
v(t)ϕ′(t)dt, ψ

)
2

= −
〈∫ T

0
v(t)ϕ′(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

.

On a donc, quand n→ +∞,

−
〈∫ T

0
un(t)ϕ′(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

−→ −
〈∫ T

0
u(t)ϕ′(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

.

On utilise maintenant le fait que −
∫ T

0
un(t)ϕ′(t)dt =

∫ T

0
(un)t (t)ϕ(t)dt (par définition de

(un)t. On a donc

〈∫ T

0
(un)t (t)ϕ(t) dt, ψ

〉
H−1,H1

0

−→ −
〈∫ T

0
u(t)ϕ′(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

.

On considère maintenant l’application S̄ de L2(]0, T [, H−1(Ω)) dans R définie par

S̄(v) =
〈∫ T

0
v(t)ϕ(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

pour v ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)).
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L’application S̄ est linéaire continue de L2(]0, T [, H−1(Ω)) dans R. Comme (un)t −→ w

faiblement L2(]0, T [, H−1(Ω)), on a donc S̄ ((un)t) −→ S̄(w) quand n −→ +∞, c’est-à-dire

〈∫ T

0
(un)t (t)ϕ(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

−→
〈∫ T

0
w(t)ϕ(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

.

On en déduit que pour tout ψ ∈ H1
0 (Ω), on a

−
〈∫ T

0
u(t)ϕ′(t)dt, ψ

〉
H−1,H0

=
〈∫ T

0
w(t)ϕ(t)dt, ψ

〉
H−1,H1

0

.

On a donc bien montré que −
∫ T

0
u(t)ϕ′(t)dt =

∫ T

0
w(t)ϕ(t)dt pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, T [,R),

c’est-à-dire que ut = w.

Nous savons donc que un → u faiblement dans L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) et que (un)t → ut faiblement

dans L2(]0, T [H−1(Ω)). Pour montrer que u est solution de ut = ∆u + f au sens demandé

par (2.2), il suffit maintenant de passer à la limite dans (2.10). Soit v ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)),

on a pour tout n ∈ N∗, selon (2.10),

∫ T

0
〈(un)t , v〉

1
H−1,H1

0
dt+

∫ T

0
(un|v) dt =

∫ T

0
〈f, pnv〉H−1,H1

0
dt.

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n → +∞ grâce aux

convergences de un et (un)t. Pour le terme de droite. On remarque que Pnv(t) → v(t) dans

H1
0 (Ω) pour presque tout t et ‖Pnv(t)‖H1

0 (Ω) ≤ ‖v(t)‖H1
0 (Ω) pour presque tout t. Cela permet

de passer à la limite dans le terme de droite, par le théorème de convergence dominée. On

obtient ainsi ∫ T

0
〈ut, v〉H−1,H1

0
dt+

∫ T

0
(u|v) =

∫ T

0
〈f, v〉H−1,H1

0
dt.

Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (2.2).

Il reste donc seulement à montrer que u(0) = u0 p.p.

Corollaire 2.1 Soit u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) et ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)), alors u(0) = u0 dans

L2(Ω).
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Démonstration

Comme u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) et ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)), on sait que u ∈ C

(
[0, T ], L2(Ω)

)
(voir le lemme (1.2)).

On a u(t) → u(0) dans L2(Ω) quand t → 0. On a aussi que un(0) =
n∑
i=1

α
(0)
i ei → u0 dans

L2(Ω) quand n → +∞. Pour en déduire que u(0) = u0, il suffit de montrer que la suite

(un)n∈N∗ est relativement compacte dans C
(
[0, T ], H−1(Ω)

)
.

En effet, si la suite (un)n∈N∗ est relativement compacte dans C
(
[0, T ], H−1(Ω)

)
, il existe

w ∈ C
(
[0, T ], H−1(Ω)

)
et une sous suite, encore notée (un)n∈N∗, telle que un(t) → w(t)

dans H−1(Ω) uniformément par rapport à t ∈ [0, T ] (et donc aussi dans L2(]0, T [, H−1(Ω))).

En particulier, on a donc w(0) = u0. Mais, on sait déjà que un → u faiblement dans

L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) et donc aussi faiblement dans L2(]0, T [, H−1(Ω)). Par unicité de la limite,

on a donc u = w p.p sur ]0, T [ et donc u(t) = w(t) pour tout t ∈ [0, T ] car u et w sont

continues sur [0, T ]. On obtient ainsi, finalement, u(0) = w(0) = u0. Il reste montrer que la

suite (un)n ∈ N∗ et relativement compacte dans C
(
[0, T ], H−1(Ω)

)
. Par le théréme d’Ascoli,

il suffit de montrer que

1. Pour tout t ∈ [0, T ], (un(t))n∈N∗ est relativement compacte dans H−1(Ω).

2. ‖un(t)− un(s)‖H−1 → 0, quand s → t, uniformément par rapport à n ∈ N∗ (et pour

tout t ∈ [0, T ]).

Par démontrer le deuxième item, on utilise la fait que (un) t ∈ L1
(
[0, T ], H−1(Ω)

)
. Le lemme

(1.2) nous donne que pour tout t1, t2 ∈ [0, T ], t1 > t2, et tout n ∈ N∗, dans H−1(Ω)

un (t1)− un (t2) =
∫ t1

t2
(un)t (s)ds,

et donc

‖un(t1)− un(t2)‖H−1(Ω) ≤
∫ t1

t2
‖(un)t(s)‖H−1(Ω)ds ≤

(∫ t

0
‖(un)t(s)‖2

H−1(Ω) ds
) 1

2 √
t1 − t2

≤ ‖(un)t‖L2(]0,T [,H−1(Ω))
√
t1 − t2.

Comme la suite ((un)t)n∈N∗ est bornée dans L2(]0, T [, H−1(Ω)), on en déduit bien que

‖un(t)− un(s)‖H−1(Ω) → 0, quand s → t, uniformément par rapport à n ∈ N∗ (et pour

tout t ∈ [0, T ] ).
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Pour démontrer de premier item, on utilise encore le lemme (1.2). Comme un ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω))

et (un) t ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)), pour tout t, s ∈ [0, T ],

‖un(t)‖2
L2(Ω) = ‖un(s)‖2

L2(Ω) + 2
∫ t

s
〈(un)t (ξ), un(ξ)〉H−1,H1

0
dξ,

et donc

‖un(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖un(s)‖2

L2(Ω) + 2
∫ t

s

∣∣∣〈(un)t (ξ), un(ξ)〉H−1,H1
0

∣∣∣ dξ
≤ ‖un(s)‖2

L2(Ω) + 2 ‖(un)t‖L2(]0,T [,H−1(Ω)) ‖un‖L2(]0,T [,H1
0 (Ω))

)
.

En intégrant cette inégalité par rapport à s sur [0, T ], on en déduit

T‖un(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖un‖2

L2(]0,T [,L2(Ω)) + 2T‖(un)t‖L2(]0,T [,H−1((Ω)))‖un‖L2(]0,T [,H1
0 (Ω)).

Ceci montre que la suite (un(t))n∈N∗ est bornée dans L2(Ω) pour tout t ∈ [0, T ] (et même

uniformément par rapport à t). On en déduit que la suite (un(t))n∈N∗ est relativement com-

pacte dans H−1(Ω) pour tout t ∈ [0, T ].

On peut donc appliquer le théorème d’Ascoli et conclure, que u(0) = u0 p.p. Ceci termine

la démonstration du fait que u est solution (2.2) et donc la démonstration de la partie

"existence" du théorème(2.1) .

2.2.8 Unicité de la solution

On montre maintenant la partie " unicité " du théorème (2.1).

Lemme 2.2 Le problème (2.2) admet une solution unique.

Démonstration

Soit u1, u2 deux solution de (2.2), on pose u = u1 − u2. En faisant la différence des

équations satisfaites par u1 et u2 et on prenant, pour t ∈ [0, T ], v = u1]0,t[ comme fonction

test, on obtient.

∫ t

0
〈ut(s), u(s)〉H−1,H1

0
ds+

∫ t

0

∫
Ω
∇u(s)∇u(s)dxds = 0.

45



Comme u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) et ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)), on a d’après le lemme (1.2),

1
2
(
‖u(t)‖2

2 − ‖u(0)‖2
2

)
=
∫ t

0
〈ut(s), u(s)〉H−1,H1

0
ds.

On en déduit, pour tout t ∈ [0, T ],

(
‖u(t)‖2

2 − ‖u(0)‖2
2

)
+ 2

∫ t

0

∫
Ω
∇u(s)∇u(s)dxds = 0. (2.12)

Enfin, comme u(0) = 0, on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans Ω, pour tout t ∈ [0, T ].

Ce qui montre la partie "unicité" du théorème (2.1).
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Chapitre 3

Étude des problèmes non linéaires

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode des opérateur monotone que a été initiée

par G. Minty en 1962. Nous donnons aussi quelques applications de cette méthode dans la

résolution de certains problèmes élliptique et parabolique non linéaire.

3.1 Problème élliptique (Opérateur de Leray-Lions)

Soit Ω ouvert borné de RN .f ∈ L2(Ω) et a : RN 7→ R une application continue c-à-d :

∃α, β ∈ R∗+ et ∀ξ ∈ RN : α ≤ a(ξ) ≤ B.

On étude le problème suivants :


−div(θ(x)a(∇u(x))) = f(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.
(P3)

3.1.1 La formulation variationnelle

On multipliant l’équation (P3) par une fonction de test v ∈ V = W 1,p
0 (Ω) en intégrant

sur Ω et on utilise la formule de Green on obtient formulation variationnelle suivant.

(pp) :


u ∈ W 1,p

0 (Ω)∫
Ω
θ(x)a(∇u)∇vdx =

∫
Ω
fvdx,∀v ∈ V,

47



avec les hypothèse de Leray-Lions a(., .) vérifié :

1. a : Ω× RN est de carathéodory.

2. a(., .) est coercive.

3. a(., .) est croissance.

4. a(., .) est monotone.

Soit wm ∈ D(Ω) une famille dénombrable tell que les compinaisson linéaire des wm sont dense

dans W 1,p
0 (Ω). On note Vn = vect{w1, · · · , wn} l’espace vectoriel engendré par n premiers

vecteurs.

On va montrer que le problème :


trouver un ∈ Vn t q :

∀v ∈ Vn;
∫

Ω
θa(∇un)∇vdx = 〈f, v〉W−1,p,W 1,p

0
,

(P )

admet au moins une solutions :

Théorème 3.1 (Existence et unicité)[9] Sous les hypothèses de Leray-Lions, il existe

u ∈ W 1,p
0 (Ω) solution de problème(P ). Si de plus a est strictement monotone, alors il existe

une unique solution u.

V = W 1,p
0 , muni de la norme du gradient, et considérions l’opérateur A : V 7−→ V ′ défini

u, v ∈ V par

〈Au, v〉V ′n,Vn = 〈−div(θ(x)a(∇u(x)), v〉V ′n,Vn =
∫

Ω
θ(x)a(∇u)∇vdx.

on a :v −→ 〈f, v〉W−1,p′ ,W 1,p
0

est une application linéaire et continue Vn dans R.

On note bn cette l’application. On’a donc bn ∈ V ′

〈bn, v〉V ′n,Vn = 〈f, v〉W−1,p′ ,W 1,p
0
.

Et on a ainsi définie une application A de Vn dans V ′n. On va montrer que A est continue et

coercive. On déduire que A est surjectif, et donc qu’il existe un ∈ Vn vérifiant A(un) = bn.

C-á-d un solution du probléme (p).
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3.1.2 La continuité de An

n est fixé et v munit de la norme ‖.‖V = ‖.‖W 1,p
0

. Soit u, ū ∈ V on a :

‖A(u)− A(ū)‖V ′ = max
v∈V,‖v‖V =1

〈A(u)− A(ū), v〉V ′,V

= max
v∈V,‖v‖

W
1,p
0

=1

∫
Ω
θ(a(∇u)− a(∇ū))∇vdx

≤ max
v∈W 1,p

0 ,‖v‖
W

1,p
0

=1

∫
Ω
θ(a(∇u)− a(∇ū))∇vdx.

On pose λ = ‖θ‖L∞(Ω) on obtient :

‖A(u)− A(ū)‖V ′ ≤ max
v∈W 1,p

0 ,‖v‖
W

1,p
0

=1
λ‖(a(∇u)− a(∇ū))‖Lp′ (Ω)‖(∇v)‖Lp(Ω)

≤ λ‖(a(∇u)− a(∇ū))‖Lp′ (Ω).

Si (un)n∈N est une suite dans V , telle que un → ū dans V .

On a :

‖|A(un)− A(ū)|‖V ′ ≤ λ‖(a(∇un)− a(∇ū))‖Lp′ (Ω),

et comme a est de carathéodory on a : a(∇un)→ a(∇ū) dans (Lp′(Ω))N . On a aussi montrer

que A(un) −→ A(ū),dans V ′,et donc que A est continue (de V dans V ′).

3.1.3 Coercivité de An

On va montrer que :

〈A(u), u〉V ′,V
‖u‖V

−→ +∞, lorsque ‖u‖V −→ +∞.

Grâce aux l’apériteur de Leray-Lions et par la définition :

〈A(u), u〉V ′,V =
∫

Ω
θa(∇u)∇udx ≥ θ0α

∫
Ω
|∇u|pdx,

on pose c = θ0α alors :

〈A(u), u〉V ′,V ≥ c‖u‖p
W 1,p

0
= c‖u‖pV .
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Donc :
〈A(u), u〉V ′,V
‖u‖V

≥ C‖u‖p−1
V −→ +∞, lorsque ‖u‖V −→ +∞.

Donc A est coercive.

D’après le théorème de l’existence et l’unicité. Il donne l’existence d’une solution ou problème

(P ) en dimension finie.

3.2 Existence de la solution du problème en dimension

infinie

Pour cela nous allons :

1. Obtenir une estimation sur un.

2. Un passage a la limite sur le problème.

3. Astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien terme on a deux

astuce : l’astuce de Minty et par la méthode de Leray-Lions.

Dans ce travail applique l’astuce de Minty.

3.2.1 Estimation sur un

On prend v = un dans (P ) on obtient

θ0α
∫

Ω
|∇un|pdx ≤ ‖f‖W−1,p′‖un‖W 1,p

0
.

Par coercivite de a. On a :

θ0 α‖un‖pW 1,p
0
≤ ‖f‖p

W−1,p′‖un‖
p

W 1,p
0
.

d’où

‖un‖p−1
w1,p

0
≤ 1
θ0α
‖f‖W−1,p′ .
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3.2.2 Passage à la limite

La suite (un)n∈N est donc bornée dans W 1,p
0 (Ω), qui est réflexif.

En déduit qu’il existe une sous-suite encore notée (un)n∈N telle que un −→ u faiblement dans

W 1,p
0 (Ω).

Par hypothèse des croissance |a(∇un)| ≤ C(1 + |∇un|p−1), donc la suite (a(∇un))n∈N est

bornée dans (Lp′(Ω))N qui est réflexif. Donc il existe ψ ∈ (Lp′(N))N telle que à une sous-

suite prés.

a(∇un) ⇀ ψ faiblement dans (Lp′(Ω))N .

Soit v ∈ W 1,p
0 (Ω), on sait que

⋃
n∈N

Vn = W 1,p
0 donc il existe (vn)n∈N telle que v1 ∈ Vn pour

tout n ∈ N∗ et :

vn −→ v dans W 1,p(Ω).

∇vn −→ ∇v dans (Lp(Ω))N .

On utilise v = vn et (P ) obtient

∫
Ω
θa(∇un)∇vndx = 〈f, vn〉.

On a vn ⇀ v faiblement dans w1,p
0 (Ω) alors 〈f, vn〉⇀ 〈f, v〉

et

a(∇un) ⇀ ψ(faiblement) dans (Lp′(Ω))N ,

∇vn −→ ∇v(fortement) dans (Lp(Ω))N .

Par le lemme de convergence forte contre convergence faible

∫
Ω
θψ∇vdx = 〈f, v〉W−1,p′ ,W 1,p

0
∀v ∈ w1,p

0 (Ω). (3.1)

On a ainsi prouvé l’existence de u ∈ W 1,p
0 (Ω), telle que u est limite faible dans W 1,p

0 (Ω) de

la suite (un)n ∈ N et telle que la limite faible dans (Lp′(Ω))N de la suite (a(∇un))n∈N notée

ψ vérifie (3.1). Si ψ égal à a(∇u).

51



Pour terminer, il reste à démontrer que :

∫
Ω
θψ∇vdx =

∫
Ω
θa(∇u)∇vdx.

Pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) par l’astuce de Minty, qui utilise uniquement la monotonie de A.

3.2.3 Limite du terme non linéaire (Astuce de Minty)

On a un 7−→ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω) et soit v ∈ W 1,p

0 (Ω)il existe (vn)n∈Ntelle que

vn ∈ Vn pour tout n ∈ N et vn −→ v dans W 1,p
0 , lorsque n −→ +∞, par passage à la limite

dans le terme
∫

Ω
θa(∇un)∇vndx et grâce à l’hypothèse de monotonie.

En effet
0 ≤

∫
Ω
θ(a(∇un)− a(∇vn))(∇un −∇vn)dx

=
∫

Ω
θa(∇un)∇undx−

∫
Ω
θa(∇un)∇vndx

−
∫

Ω
θa(∇vn)∇undx+

∫
Ω
θa(∇vn)∇vndx.

On pose
Γ1,n =

∫
Ω
θa(∇un)∇undx

Γ2,n =
∫

Ω
θa(∇un)∇vndx

Γ3,n =
∫

Ω
θa(∇vn)∇undx

Γ4,n =
∫

Ω
θa(∇vn)∇vndx.

Donc :
0 ≤

∫
Ω
θ(a(∇un)− a(∇vn))(∇vn −∇vn)dx

= Γ1,n − Γ2,n − Γ3,n − Γ4,n,

on a

que Γ1,n −→
∫

Ω
θψ∇u dx,

n −→∞

et

lim
n→+∞

Γ2,n =
∫

Ω
θψ∇vdx.
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Par produit convergence forte dans (Lp(Ω)N et convergence faible dans (Lp′(Ω))N on a :

lim
n→+∞

Γ3,n =
∫

Ω
θa(∇v)∇udx.

Et par produit d’une convergence forte dans (Lp′(Ω))N et d’une convergence faible dans

(Lp(Ω))N . En fin on a :

lim
n→+∞

Γ4,n =
∫

Ω
θa(∇v)∇vdx.

Lorsque n −→ +∞ et ce dernier terme est le plus simple (car on a le produit d’une conver-

gence forte dans (Lp′(Ω))N et convergence forte dans (Lp′(Ω))N).

Le passage à la limite dans l’inégalité donne :

∫
Ω
θ(ψ − a(∇v))(∇u−∇v)dx ≥ 0.

Pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) maintenant on choisit astucieusement la fonction test v. On prend

v = u+ 1
n
e, avec e ∈ W 1,p

0 (Ω) et n ∈ N∗. On obtient :

− 1
n

∫
Ω
θ(ψ − a(∇u+ 1

n
∇e))∇edx ≥ 0.

Alors : ∫
Ω
θ(ψ − a(∇u+ 1

n
∇e))∇edx ≤ 0.

Mais u+ 1
n
e 7→ u dans W 1,p

0 (Ω), par le lemme de convergence dominée de Lebesgue on a :

a
(
∇u+ 1

n
∇e
)
−→ a(∇u) dans (Lp′(Ω))N .

Quand n 7−→ +∞ en passant à la limite alors :

∫
Ω
θ(ψ − a(∇u))∇edx ≤ 0 ∀e ∈ W 1,p

0 (Ω).

On changer e en −e par linéarité on a :

∫
Ω
θ(ψ − a(∇u))∇edx = 0, ∀e ∈ W 1,p

0 (Ω).
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On déduit que : ∫
Ω
θψ∇e =

∫
Ω
θa(∇u)∇edx ∀e ∈ W 1,p

0 (Ω).

Donc u est solution de (3.1.1).

3.3 Unicité

Montrons que u est unique, supposons l’existence de u1 et u2 tels que :

∫
Ω
θ(a(∇ui)∇vdx = 〈f, v〉, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω), i = 1, 2.

Donc par soustraction :

∫
Ω
θ(a(∇u1)− a(∇u2))∇vdx = 0 ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω),

d’où, en prenant v = u1 − u2 :

∫
Ω
θ[a(∇u1)− a(∇u2)]∇(u1 − u2)dx = 0.

Cela implique, grâce à monotone que

θ[a(∇u1)− a(∇u2)][∇u1 −∇u2] = 0 p.p dans Ω.

De sorte que ∇u1 = ∇u2 p.p dans Ω, donc u1 = u2 sur chaque composante connexe de Ω et

comme u1 = u2 sur ∂Ω.

On a u1 = u2 p.p dans Ω.
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3.4 Problème parabolique :

Soit Ω un ouvert borné de RN(N > 1), T ∈ R∗+, et A : R −→MN(R) (oú MN(R) désigne

les matrices N ×N á coefficient réels) tq :



∀s ∈ R, A(s) = (ai,j(s))i,j=1...N oú ai,j ∈ L∞(Ω) ∩ C(R,R),

∃α > 0 tq : A(s)ξξ > α|ξ|2, ∀ξ ∈ RN ,∀s ∈ R.

∃β > 0 tq : ‖ αi,j(s) ‖L∞(Ω)≤ β ∀i, j = 1, ..., N.

f ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)) et u0 ∈ L2(Ω).

On cherche u tel que :



ut − div(A(x, u)∇u) = f dans Ω×]0, T [

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [

u(., 0) = u0 sur Ω.

(3.2)

On va donner pour ce probléme parabolique non linéaire un résultat d’éxistence et d’unicité

de la solution faible.

3.4.1 Formulation variationnelle :

En multipliant l’équation (3.2) par un élément v ∈ V = L2
(
]0, T [, H1

0 (Ω)
)
, en intégrant

sur Ω et en utilisant la formule de Green on obtient la formulation variationnelle suivante :


u ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)), ut ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)).∫ T

0
<ut(s), v(s)>H−1(Ω),H1

0 (Ω)ds+
∫ T

0

∫
Ω

(A(u)∇u(s)∇v(s)dxds =
∫ T

0
<f(s), v(s)>H−1(Ω),H1

0 (Ω)ds,

∀v ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)).

u(., 0) = u0, p.p.

(3.3)

Théorème 3.2 Soit Ω un ouvert borné de RN , T > 0, u0 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)),
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sous les hypothéses u0 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(]0, T [, H−1(Ω)). Alors le probléme (2.2) admet un

seul solution de u vérifie.

L’idée, pour démontrer ce théoréme est résoudre d’abord le probléme dans des espaces de

dimension finie on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’élément finis, mais c’est

plus simple en utilisant une base hilbertienne formé de fonction propre du la placien c-á-d :

une base hilbertienne dans L2(Ω) notée : {wn, n ∈ N∗}, telle que wn est une solution faible

de : 
−∆wn = λnwn dansΩ

wn = 0 sur∂Ω.
(3.4)

Avec λn ∈ R.

Lemme 3.1 Soit la famille (wn)n∈N est une base hilbertienne de L2(Ω) vérifie :


wn ∈ H1

0 (Ω),∫
Ω
∇wn∇vdx = λn

∫
Ω
wnvdx, pour tout v ∈ H1

0 (Ω),
(3.5)

avec λn > 0 pour tout n ∈ N∗ et lim
n→+∞

λn = +∞.

Comme (wn) est une base hilbertienne de L2(Ω), on a pour tout g ∈ L2(Ω), g =
∑
n∈N∗

<g|wn>2wn

au sens de la convergence de L2(Ω) c-à-d :
n∑
k=1

<g|wk>wk → g dans L2(Ω)) quand n→ +∞.

On va montrer maintenant que la famille
(
wn√
λn

)
est une base hilbertienne de H1

0 (Ω). On

remarque tout d’abord que pour tout n,m ≥ 1, on a

∫
Omega

∇wn∇wmdx = λn

∫
Ω
wnwmdx = λnδn,m.

On en déduit que <wn, wm> = 0 si n = m et

∥∥∥∥∥ wn√λn
∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)
=
∫

Ω

∇wn∇wm
λn

dx = 1.

Comme (wn)n∈N∗ est une base hilbertienne de L2(Ω) et (λn 6= 0 ∀n ∈ N∗ ), ou en déduit

que v = 0 p.p. montre que l’orthogonal dans H1
0 (Ω) de wv {wn, n ∈ N∗}
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(avec wv = espace vectoriel) est réduit à {0} et donc que wv{wn, n ∈ N∗} est dense dans

H1
0 (Ω). Finalement, on obtient ainsi que la famille ( wn√

λn
)n∈N∗ est une base de hilbertienne

de H1
0 (Ω).

La démonstration du théorème est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste à

réaliser les trois étapes suivantes :

• Recherche de solutions approchées.

• On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

• On passe à la limite, grace á les propriétés de monotonie.

3.4.2 Solution approchée

Soit n ∈ N∗. On pose En = wv {ep, p = 1, . . . , n}. On cherche une solution approchée

un sous la forme un(t) =
n∑
k=1

xk(t)wk avec xk ∈ C([0, T ],R). En supposant que les xk sont

dérivables pour tout t, on a donc

u′n(t) =
n∑
k=1

x′k(t)wk,

de sorte que, pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω) , et pour t ∈]0, T [.

〈u′n(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

n∑
k=1

x′k(t)
∫

Ω
wkϕdx.

D’autre part, pour tout t ∈ [0, T ] on a

−div(A(un)∇un(t)) = −
n∑
k=1

xk(t)A(un)∆wk.

C’est-à-dire, pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω),

〈−div(A(un)∇un(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = −

n∑
i=1

xi(t)
∫

Ω
A(un)∆wk∇ϕdx.

Enfin, comme f ∈ L2
(
]0, T [, H−1(Ω)

)
, on a pour tout ϕ ∈ H1

0 (Ω),

〈f(.), ϕ〉 ∈ L1(]0, T [).
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Et cette quantite définir pour presque tout t et on obtient finalement, pour presque tout t

et pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω),

〈u′n(t)− div(A(un))∇un(t)− f(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

n∑
k=1

(
x′k(t)

∫
Ω
wkϕdx+ xk(t)

∫
Ω
A(un)∇wk∇ϕdx

)
− 〈f(t), ϕ〉H−1(Ω),H1

0 (Ω).

On souhaite alors choisir les fonctions xi pour que :

〈u′n(t)− div(A(un)∇un(t))− f(t), ϕ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = 0,

pour tout ϕ ∈ En. En posant fk(t) = 〈f(.), wk〉H−1(Ω),H1
0 (Ω), ceci est équivalent à demander

pour tout k = {1, . . . , n}, on définit aussi la matrice n×n (á coefficients réels ) G en posant

Gi,j =
∫

Ω
A(un)∇wj∇widx

(Gi,j est de coefficient de G en ligne i et colone j ),on avoir donc

x′k(t) +Gxk(t) = fk(t).

En tenant compte de la condition initiale et en posant x0
k = <u0, wk>2, ceci suggére donc

de prendre

xk(t) = x
(0)
k exp−Gt +

∫ t

0
exp−G(t−1)fk(s)ds. (3.6)

les fonctions xk ainsi définies appartement á C([0, T ],R) et on a donc

un ∈ C([0, T ], En) ⊂ C([0, T ], H1
0 (Ω)).

Avec un =
n∑
k=1

xk(t)wk.
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3.4.3 Estimation à priori

Pour n ∈ N∗, on a un ∈ L2(]0, T [, H1
0 (Ω)) et (un)t ∈ L2(]0, T [, En) ⊂ L2(]0, T [, H−1(Ω)).

on a :
n∑
k=1

((un(t))t, wk) xkn(t) +
n∑
k=1

A(un(t), wk) xkn(t) =
n∑
k=1

(f(t), wk) xkn(t),

alors :
n∑
k=1

∫
Ω

(un)twk xkn(t) dx+
n∑
k=1

∫
Ω
A(x, t)∇un∇un xkn(t) dx

=
n∑
k=1

∫
Ω
f(t)wk xkn(t) dx.

Alors :

| (un(t))t un(t) + A(x, t)∇un∇un xkn(t)dx |=| f un(t) |,

donc :

| (un(t))t un(t) | + | A(x, t)∇un∇un xkn(t) | dx =| f un(t) |,

ceci donne :

≥ 1
2
∂

∂t
‖ un ‖2

L2(Ω) +a0 ‖ ∇un ‖2
L2(Ω) .

Donc :

≥ 1
2
∂

∂t
‖ un ‖2

L2(Ω) +a0 ‖ ∇un ‖2
L2(Ω)≤ (f, un),

on l’intégre de 0 à t et en applique l’inégalité de Young, on obtient :

1
2 ‖ un ‖

2
L2(Ω) +a0

∫ t

0
‖ ∇un ‖2

L2(Ω) dτ

≤ 1
2

∫ T

0
‖ f(τ) ‖2

L2(Ω) dτ −
1
2

∫ T

0
‖ un(τ) ‖2

L2(Ω) +1
2 ‖ u0 ‖2

L2(Ω),

telle que :

‖ un ‖2
L2(Ω) +2a0

∫ t

0
‖ ∇un ‖2

L2(Ω) dτ

≤ C +
∫ T.

0
‖ un(τ) ‖2

L2(Ω) dτ.

On déduit donc :

‖ un ‖2
L2(Ω)≤ C +

∫ T

0
‖ un(τ) ‖2

L2(Ω) dτ,
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d’après le lemme de Gronwall, on obtient :

‖ un ‖2
L2(Ω)≤ CeT constante independante de n,

on obtient, donc :

‖ un ‖2
L∞(]0,T [,L2(Ω)) + ‖ un ‖2

L2(]0,T [,H1
0 (Ω))≤ C1. (3.7)

Où C1 constante indépendante de n.

Ensuite, on multiplie l’équation encore une fois par x′kn(t) et on somme sur k, on obtient :

n∑
k=1

((un(t))t, wk) x
′

kn(t) +
n∑
k=1

A(un(t), wk)t x
′

kn(t)

=
n∑
k=1

(f(t), wk) x
′

kn(t),

n∑
k=1

∫
Ω

(un)twk.x
′

kn(t) dx+
n∑
k=1

∫
Ω
A(x, t)∇un∇(un)tx

′

kn(t) dx

=
n∑
k=1

∫
Ω
f(t)wkx

′

kn(t) dx.

Donc, il vient :

=
∫

Ω
(un)2

t dx+
∫

Ω
A(x, t)∇un∇(un)t

=
∫

Ω
f(un)t dx

= ‖ (un)t ‖2
L2(Ω) +A(un, (un)t)

=(f(t), (un)t).

(3.8)

En plus, on a :

∂

∂t
[A(un(t), un(t))] = ∂

∂t

∫
Ω
A(x, t) (∇(un)t)2 dx

=
∫

Ω
A
′(x, t) (∇un)2 dx+ 2

∫
Ω
A(x, t) (∇un) (∇un)t dx.
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En intégrant sur (0, t), et en utilisant l’inégalité de Young :

∫ t

0
‖ (un)t(τ) ‖L2(Ω) dτ + 1

2

∫ t

0

∂

∂t
[A(un(τ), un(τ))]dτ

=
∫ t

0

∫
Ω
f(τ)(un)t(τ) dx dτ + 1

2

∫ t

0

∫
Ω
A
′(x, t) (∇un)2 dx dτ,

ceci donne :

2 ‖ (un)t ‖2
L2(0,T,L2(Ω)) +α ‖ un(t) ‖2

H1
0 (Ω)

≤
∫ T

0
‖ f(τ) ‖2

L2(Ω) dτ +
∫ T

0
‖ (un)t(τ) ‖L2(Ω) dτ +

∫ T

0

∫
Ω
A
′(x, t) (∇un)2 dxdτ

+A(un(0), un(0)).
(3.9)

Comme A(x, t) ∈ C1(Ω̄ × (0, T )), donc :

∫ T

0

∫
Ω
A
′(x, t) (∇un)2 dxdτ ≤A2

∫ T

0

∫
Ω

(∇un)2 dxdτ

≤A2

∫ T

0
‖ un(t) ‖2

H1
0 (Ω) dτ,

(3.10)

On obtient :

‖ (un)t ‖2
L2(0,T,L2(Ω)) +α ‖ un(t) ‖2

H1
0 (Ω)

≤
∫ T

0
‖ f(τ) ‖2

L2(Ω) dτ + (un(0), un(0))

+a2

∫ T

0
‖ un(t) ‖2

H1
0 (Ω) dτ,

donc :

‖ (un)t ‖2
L2(0,T,L2(Ω)) +α ‖ un(t) ‖2

H1
0 (Ω)

≤ C
′ + a2

∫ T

0
‖ un(t) ‖2

H1
0 (Ω) dτ,

alors, en particulier :

α ‖ un(t) ‖2
H1

0 (Ω)≤ C
′ + a2

∫ T

0
‖ un(t) ‖2

H1
0 (Ω) dτ.

On obtient :

‖ un(t) ‖2
H1

0 (Ω)≤ C
′
e
a2
α
T constante indépendante de n.
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Ainssi on obtient :

‖ (un)t ‖2
L2(0,T,L2(Ω)) + ‖ un(t) ‖2

L∞(0,T,H1
0 (Ω))≤ C2. (3.11)

On en déduit que tn = T . D’où, lorsque n −→ +∞ dans, on constate :



un uniformément borné dans L∞(0, T,H1
0 (Ω)),

un uniformément borné dans L2(0, T,H1
0 (Ω)),

(un)t uniformément borné dans L2(0, T, L2(Ω)).

(3.12)

3.4.4 Passage à la limite

On pose B(u) = −div(A(u)∇u). D’apres le lemme (1.1), on déduit, qu’on peut extraire

une sous-suite (ui) de (un) tell que



ui ⇀ u dans L∞(0, T, L2(Ω)) faible*

ui ⇀ u dans LP (0, T, V ) faible

ui(T ) ⇀ ξ dans L∞(0, T, L2(Ω)) faible

B(ui) ⇀ x dans Lq(0, T, V ′) faible

(3.13)

passant a la limite dans

∫
Ω
utunwkdx+

∫
Ω
A(un)∇un∇wkdx =

∫
Ω
fwkdx, (pour i = n, k fixe), (3.14)

on voit que :

(x,wk) = (f, wk), ∀k ∈ N,

donc

x = f. (3.15)

Par ailleur d’aprés (3.14)

(B(ui), ui) = (f, ui) −→ (f, u)
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et d’aprés (3.15)

(B(ui), ui) = (x, u), (3.16)

on voir que (3.14) (3.15) (3.16) et les hypothese. B est bornée hémicontinue (convergence

faible propriété aximatiques de B ). B est monotonie, etraint que

x = B(u). (3.17)

Ce qui, joint á (3.15) donc

f = B(u).

On part de (la monotonie de B )

(B(ui)−B(u)) > 0, ∀v ∈ V. (3.18)

On prend

v = u− λw, λ > 0, w ∈ V, (3.19)

donne : λ(x−B(u− λw), w) > 0, donne (x−B(u− λw), w) > 0 et faisant λ −→ 0,

(x−B(u), w) > 0, ∀w ∈ V, dóu x = B(u)

3.4.5 Unicité

Soit u1 et u2 deux solution du problème 1.4

∂tu1 − div (A(u1)∇u1) = f, (3.20)

et

∂tu2 − div (A(u2)∇u2) = f, (3.21)

(3.20)-(3.21) on obtient

∂tu1 − ∂tu2 − div (A(u1)∇u1) + div (A(u2)∇u2) = 0.
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Alors

∂t (u1 − u2)− div (A(u1)∇u1) + div (A(u2)∇u2) = 0,

on pose : v = u1 − u2, v ∈ H1
0 (Ω)

∂tv − div (A(u1)∇u1) + div (A(u2)∇u2) = 0, v ∈ H1
0 (Ω)

d’où

〈∂tv, v〉 − 〈div (A(u1)∇u1)− div (A(u2)∇u2) , u1 − u2〉 = 0.

Grace á la monotonie

∂tv = 1
2
∂

∂t
‖ v(t) ‖2

L2≤ 0.

Donc

‖ v(0) ‖2
L2= 0.

Alors v = 0, donc u1 − u2 = 0, alors u1 = u2.

Ce qui prouve l’unicité de la solution du probléme.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail s’intéresse à l’étude l’existence et l’unicité des solutions des certains

classes des problèmes aux limites elliptiques et paraboliques linéaires et non linéaires , qui

basé sur le thèoréme de Lax-Milgrame dans le cas linéaire et la méthode de Faedo-Galerkin

pour le cas paraboliques. Dans le cas non linéare on utilise la méthode monotonie, cette

derniére est plus efficase et simple à l’utilisation, car elle nécessite moins d’estimation que,

les autres méthodes.
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