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Notations

: Ensemble des nombres réels.

: Espace euclidien de dimension N.

: Ensemble des entiers naturels.

: Ensemble des entiers naturels non nulle.
: Un ouvert borné de RY.

: L’adhérence de (2.

: Le bord de €.

: La Convergence forte.

: La Convergence faible.

1 1
: Exposant conjugué de p, — + — = 1.
p p

: Presque partout.

: Telle que.

: Gradient de wu.
Le Laplacien de u.

: Divergence de u.

. Espace des fonctions différentiables a support compact dans 2.

: Le dual de D(Q).

: Espace des fonctions k-fois continument différentiables dans 2.

: Espace des fonctions de puissance p-éme intégrable sur €2 pour
la mesure.

: La norme.

: La boule de RN de rayan R Centré a I'origine.



Reéesume

Dans ce mémoire on va étudie quelques probleme elliptique et parabolique linéaire

et non linéaire avec la méthode de monotonie.

Mots-clés: Lax-Milgrame, L’opérateur de Leray-Lions, probleme élliptique, prob-

leme paraboliques, Faedo Galerkin, Monotonie.
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Abstract

In this memory we will study some elliptic and parabolic linear and non linear prob-

lems with the monotony method.

Keywords: Lax-Milgrame, Leray Lions operator, elliptic problem, parabolic prob-

lem, Faedo Galerkin.
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Introduction

D’un point de vue mathématique, les équations aux dérivés partielle permettent d’aborder
les domaines observés a titre d’exemple dans le domaine physique et chimique.
En fait, pour résoudre les équations aux dérivées partielles non linéaire, il existe quatre

méthodes :

— Méthode de compacité [J].

— Méthode des opérateurs monotone [9].

— Méthode de semi groupes [9].

— Méthode de degré topologique [9].
Notre but est de savoir utiliser la méthode "monotonie" pour prouver I'existence et I'unicité
des solutions du problemes non linéaires. Dans celle-ci nous ramenons un probléme d’un cas

plus simple.

Ce manuscrit se compose principalement de trois chapitres :

Le premier chapitre : est consacré a des rappelles de quelques notions d’analyse fonc-
tionnelle.

Ces rappelles concernent les notions des convergences faible et faible* ainsi que les défi-
nitions et propriétés des certains espaces fonctionnels qui nous seront d’une grande utilité,
comme les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev.

Et on rappelle la définition et les propriétés des opérateurs monotones.

Le deuxiéme chapitre :

Est constitué de deux parties pour étudier I'existence et 1'unicité des problemes linaires :



1% partie : Etudie le probleme elliptique linéaire par la méthode de Lax-Milgram en consi-
dérant le probleme modele suiant :
—Au+u=f dans(
ou
— =0 sur Of).
on
Q ouvert borné de RY et f est une fonction donnée (f € C(Q)).
2¢me partie : Etudie le probléme parabolique linéaire abstrait en utilisant I’approximation

de Faedo-Galerkin et les propriétés des espaces intervenants.

Ce résultat abstrait est ensuite illustré par un exemple concret :

u—Au=f dans 2x]0,7T]
u=0 sur 0Q2x]0, T

u(.,0) = up.

Ou f une fonction de 2x]0,7[ dans R et up une fonction de Q2 dans R, et Q ouvert

bornée de RY.

Le dernier chapitre :
Est consacré a démontrer ’existence et 1'unicité du probleme non linéaire, est basés sur la

méthode monotone.

Probléeme elliptique : En utilise 'opérateur de Leray-Lions pour résoudre le probléme

suivant :

—div(f(z)a(Vu(x)) = f(z) dans Q,
u=20 sur 0f.

Q ouvert borné de RY, f € L*(Q) et a : RY — R une applications continue et § € L>=(Q).



Probleme parabolique : En utilisant la méthode de Faedo Galerkin et la monotone pour

Résoudre cette exemple :

Ou — div(A(uw)Vu) = f dans Qx]0, T

u=0 sur 092x]0, T'[

u(.,0) = up.

Q ouvert borné de RY, f: Qx]0,T[— R, up: Q2 — R et A matrice symétrique.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons certains notions et concepts, essentiels au développe-
ment des autres chapitres. Nous rappellerons certaines définitions ainsi que certains théo-

remes d’analyse fonctionnelle qui sera utilise que la suite de notre travail.

1.1 Quelques outils de base

1.1.1 Formes linéaires et Formes bilinéaires

Définition 1.1 (Forme linéaire)[’] On appelle forme linéaire (.) est une application

linéaire sur un espace vectoriel réel H dans R telle que, pour tout o, € R et tout x1,x9 € H :

{ —¢ (axy + Brg) = ap (21) + B (22) Va, 5 € R.

Définition 1.2 (Forme bilinéaire) [/] Une forme bilinéaire ¢(.,.) sur un espace vecto-
riel réel H est une application de H x H dans R telle que, pour tout o, € R et tout

TyT1,T2,Y,Y1,Y2 S H:

- 90<ax1 +6$27y) = ap (xhy) +/690 (‘r27y) 7\V/Oé76 eR
2— 90(9370@1 + 5y2) = ap (‘Tayl) + 590 (%92) ,VCY?B € R?

linéairité par rapport a chaque variable.

11



Remarque 1.1 (symétrique) [7] Elle est dite symétrique, si pour tout x,y € H :

v (z,y) =¢(y,z).
Définition 1.3 (Produit Scalaire)[9] Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel H
est une forme bilinéaire symétrique et définie positive, on la notera (.,.)y.
Définition 1.4 (Norme)[5] Une norme sur H est une application p : H — R™ telle que :
)p(z)20,VreH et p(r)=0&2=0,

2) p(az) =|a|p(z), Va e R,Vr € H,
3)plx+y)<pl)+p(y), Vz,y € H,

la derniere inégalité est 'inégalité triangulaire.

Remarque 1.2 /9] On associe a (.,.)y la norme définie sur H par :

Il = v/ s m

Définition 1.5 (Espace complet)[i] Soit E un espace vectoriel muni d’une norme ||| 5.

On dit que (x,,), de E est une suite de cauchy ssi :
Ve > 0,3N > 0,Yn,m > N, ||z, — zn|z <,
cela s’écrit en termes de limite comme :

n7g§m ”In - meE =0.

Définition 1.6 [/] Un espace normé (E,|.||z) est complet si toute suite de Cauchy de E

est convergente dans E.

Définition 1.7 (Espace de Banach)[!]
L’espace de Banach est un espace vectoriel normé complet c’est d dire qui est telle que tout

suite de Cauchy dans E converge dans E.

12



Définition 1.8 (Espace de dual )[7] L’espace dual d’un espace vectoriel E est l’espace des

formes linéaires sur E.

Définition 1.9 (Espace Préhilbertien )[5] Un espace vectoriel réel ou complexe H est un

espace préhilbertien s’ il est muni d’un produit scalaire (., .) .

Définition 1.10 (Espace de Hilbert )[5] Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien

qui est complet pour la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.11 /5] Un espace vectoriel préhilbertien (H, (.,.)) est un espace de Hilbert s’il

est complet pour la norme

2]l = /{2y

1.1.2 Espace de Lebesgue L*

Pour tout la suite, Q est un ouvert borné et régulier de R", p €]1, +oo] et p’ son conjugué :

1 1
p P

Définition 1.12 /3] L’espace D(Q2) est l’ensemble des fonctions de class C*°(Q) a support

compact dans 0 C-a-d :
DQ)={u:Q—=R; ue C®0) et supp u C k CQ, k compact }.
Définition 1.13 [/

LP(Q) = {u : Q — R mesurable : /Q |f(Q)[Pdx < +o0}.

1l est muni de la norme :

Jull = ([ |u<w>|pdas)’l’ .

Remarque 1.3 /7]
1. LP(Q) est un espace de Banach.

2. En particulier pour p = 2, L*(Q) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

(f.9) = /Q f(2)g(z)da.

13



1 1
Remarque 1.4 [3] Siu € LP(Q) alors [u[P"?u € LP(Q) oi —+ = =1 car :
p P

/“u|p’2u’p da:':/ \u|(p’1)p/dx:/ |ulPdz.
Q 0 Q

Définition 1.14 /7] Soit X un espace de Banach de norme ||.|x et I C R, on note :
LX) ={u:telult)e X et / lu(t, ) ||Pdt < oo).
Q

Définition 1.15 [3] L’application : u </ ||u(t)||’)’(dt>p est une norme sur LP(I,X). De
T

plus, cet espace est un espace de Banach.

1.1.3 Les espace de Sobolev W™(Q)

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les puissances et les dérivées

sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces de Banach

Définition 1.16 /7] (Espaces H' () on note H' (Q) l’espace fonctionnel linéaire défini
par

H'(Q) = {ueL*(Q): Due L*(Q)}.

Définition 1.17 [7] (Espaces H, (Q0)) On définit Uespaces Hy (S2) comme la fermeture de
D (Q) pour la norme ||.|| ;1) ainsi pour chaque v € H; (), il existe une suite p, € D ()
tell que :

lim |[on = v|[g1q) = 0,

n—oo

les fonction de H; () s’annulent donc au bord et on peut écrire :
Hy(Q) = {we H' (Q) | w=0sur T},
ou I' la frontiere de H'.
Définition 1.18 [/ (Espa,ces H? (Q)) On note H? (Q) ’espace défini par :

0%u
’ 8ZEZ61‘]

ou
8%

H2(Q):{ueL2(Q)| € L* () eL2(Q),1§¢,jg3}.

14



Proposition 1.1 [7] soit Q est un domaine ouvert dans R". Ensuite, la distribution T €

D' (Q) est dans LP () s’il existe une fonction f € LP (Q) tel que
/ f(x) ¢ (z)dx, pour tous ¢ € D(Q), (1.1)

ou 1 < p < oo, etil est bien connu que f est unique.

Notations 1.1 [7] Pour (o = (aq, -+ , ) € N") on pose :
la| = iai et D =919z - 0%, .
Définition 1.19 [3] On note par :
W™P(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q),|a| < m},

est muni de la norme :

=

[ullwms = ( ) HDQUHM(Q))

|a|<m

Proposition 1.2 [9]
1. W™P(Q) est un espace de Banach.

2. En particulier pour p = 2, W™2(Q) note H™()) est un espace de Hilbert,c-d-d :
H™(Q) = W™(Q), Hg'(Q) = Wg™*(Q).

Pour le produit scalaire :

m

Définition 1.20 [7] Soit WI*(Q) = D))" d’adhérence de D(Q) dans W™P(S).
D’aprés la définition de WP (), Uespace D(Q)) est dense dans W' (Q).

En d’autres termes :

Vu € WiP(Q); (er) € D(Q) : |lor — ullwmr) — 0,qaund k  — 400

15



Proposition 1.3 [9]
1. W™P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < 400.
2. W™P(Q) est séparable, pour 1 < p < +o0.

3. W™P(Q) et réflexif, pour 1 < p < 400.

Proposition 1.4 [9] Si Q est régulier, on a :
u € WyP(Q) < {ueW(Q) et you=0 surT'}.

Définition 1.21 [9] Le dual de Wy (Q) est note WP (Q) ou p est le conjugué de p.

Proposition 1.5 [0/ Soit T': W,?(Q) — R une forme linéaire. Alors :

Pe W #(Q) & 3> 0,(T(p) < Cllellwir@, Yo e D).

Les injection de Sobolev

Théoréme 1.1 [9] Soit 1 <p < N, alors :

. 1 1 1
WEP(RN) € LP(RY) ou p* est donné par — = — — N il existe une constante

p b
C=C(p,N) tq:
[ull 1o &) < ClIVull oy, Yu € WHP(RY).

On note alors W'P(Q) < LP(Q).

Corollaire 1.1 /9] Le cas limite p = N

On a WHN(RY) ¢ LYRY), Vq € [N, +oo[ avec injection continue.

Théoréme 1.2 [9] Soit p > N, alors :

WP(RN) ¢ L=(RY) avec injection continue.

Définition 1.22 (Espace réflexif)/5] Soit E un espace de Banach et soit J l’injection
canonique de E dans E".

On dit que E est réflexif si J(E) = E".

16



Proposition 1.6 [/ 1 <p < +oo W' est un espace réflexif.

Lemme 1.1 [9] Soit V un espace de Banach réflexif, alors de toute suite bornée (uy), de

V', on peut extraire une sous-suite (x,, ) qui converge c’est a dire
(T, x,, ) — (T,x),YT € V',

Définition 1.23 (Espace séparable)[5] On dit que l’espace de Banach E est séparable si

et seulement si E possede une partie dénombrable dense.

1.2 Type de convergence

Définition 1.24 (La convergence faible )[1] On dit qu’une suite (x,)nen €léments de E

convergence faiblement vers x € E, et on note x,—x si :

pour tout f € E', (f, Ty e g — () e B, quand n — +oo.

Remarque 1.5 [/]

— 1l ya unicité de la limite faible quand elle existe, car si (f,x — y)p r = 0 pour tout

f € E', par passage au sup en f pour ||f||g < 1, il vient que
|z —yl| =0, soitx=wy.

— Par opposition la convergence au sens de la norme, x, — x quand ||z, — x| — 0, est
appellé " la convergence forte " on s’écrit assez souvent x,, — x faiblement dans E on

rn, — x fortement dans E.

Définition 1.25 (La convergence faible* )[1] On dit qu'une suite (f,)nen éléments de

E' convergence faible* ou faiblement* vers f dans E', et on note f, — f si :

pour tout x € E, (fn, ) pr g — (f,2)p g quand n — +o0.

17



Remarque 1.6 [/] Sip =00 et A C R est un ensemble mesurable la convergence faible *

dans L°(A), f,, = f s’écrit :

/fngda:—>/Afgdx, pour tout g € L*(A).
A

1.3 Quelques résultats sur l’intégration et la dualité

Théoréme 1.3 :(Théoréme convergence dominée de Lebesgue)[9] Soit (f,,) une suite

de fonctions de L*(Q). Ou suppose que :

o fu(x) — f(x) p.p sur .
e Il existe une fonction g € L'(Q) t.q pour chaque n : |f,(z)| < g(x) p.p sur Q.
Alors :
feLi(Q) et fu—fll — 0.

Théoréme 1.4 (Inverse du théoréme de convergence dominée)[!]

Soient (fn)nen une suite de LT () et f € LF(Q) telle que :

| fo = fllze — 0.

n — —+0o0.

Alors il existe une sous-suite extraite de (f,, )ren et h € LP(Q) telle que :

o fn.(x)— f(x) p.p sur Q.

o |fu.(2)] < h(z) pp sur, VkeN.

Théoréme 1.5 (Convergence monotone de Beppo-levi)[J] Soit (f,) une suite crois-
sante de fonction de L*(Q) telle que sup/fn < 00.
Alors f,(x) converge p.p sur Q wers une limite finie notée f(x), de plus f € L*(Q) et

| fn— fllzx — 0.

Théoréme 1.6 (Théoréme de densité )[I] L’espace C.(S)) est dense dans L' () c-a-d :

Ve L' (Q) etVe >0,3f, € C.(Q) tq :|f— fill; <e

18



Théoréme 1.7 (Théorém de Riez)[9] Si (H,(.|.)) est un espace de Hilbert. La conver-

gence faible x,, — x dans H s’exprime avec le produit scalaire sous la forme :

pour tout y € H, (z1/y) = (z/y).

Théoréme 1.8 (De représentation de Riez)[)] Soit 1 <p < oo et ¢ € (LP(Q))" alors

il existe u € L (Q) unique t.q :

(6, f) = [uf. vf e L.

Théoréme 1.9 (De Lax-Milgrame)[9] Soit L une forme linéaire continue sur ’espace
de Hilbert H et a une forme bilinéaire continue et coercive, alors il existe une et une seule
fonction u € H telle que :

a(u,v) = L(v), Yvé€ H.

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est ['unique élément de H qui minimise

la fonctionnelle J : H — R définie par

1
J(v) = ia(v,v) — L(v) pour tout v € H,

J(u) =min J(v) et J(u) < J(v) si u # v.

veH

Théoréme 1.10 (Formule de Green )[9] Soit Q un ouvert borné de R et de classe C*

dont la frontiére est bornée, alors pour tout u € H*(SY) et pour tout v € H'(Q), on a

/QAuvdx:—/QVqudx—l—/Fngda,

N
\ 8u . . au /e s _t
ot — = Vu. n = g el est la dérivée normale et n = " (ny,...,ny) est la normale
X X,
i=1 g

0

unitaire.

Théoréme 1.11 ( Théoréme de Fubini ) [J] On suppose que F € L'(£2; x ).
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Alors, pour presque tout x € €1y,

F(z,y) € L,(Q) et / F(x,y) dy € LL(5Y).

2

De méme, pour presque tout y € ()s,

F(z,y) € LL(Q)) et / F(z,y) dz € L,(Q).

Q1

De plus on a :

/ d{L’/ F(w,y)dy:/ dy F(x,y)dx:// F(z,y) dzx dy.
Ql Qz Qz Ql QlXQ2

Lemme 1.2 (Lemme de Gronwall )[9] Soient f € L>*(0,T), g € L'(0,T) sont des

fonctions non négatives, si :

oy <Cr [ fs)gs)ds

Alors :
T

f(6) < Ceap( | g(s)ds).

Théoréme 1.12 (Théoréme d’ Ascoli )[9] On se donne un compact K de R", et ou
se place dans 'espace de Banach C°(K) des fonctions continues sur K d valeurs scalaires,

espace muni de sa norme uniforme : pour f € C°(K)
1fllec = sup | f(Z)].
TeK
On cosidére un sous-ensemble F C C°(K) qui est borné,c-d-d, telle que :
3e>0, fC{FeC(K):|flw<c}.

Définition 1.26 (Fonction Carathéodory)[9] On dit que a :  x R +— R est fonction

de caradéodory si :
— al., s) est borélienne pour tout s € R.

— a(z,.) est continue pour presque tout z € S).
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Définition 1.27 (Dérivée faible)[!] Soit 1 < i < n on dit qu'une fonction f € L; ()

est dérivable dans la direction i au sens faible s’il existe D;f € L},.(2) telle que :

i
(9%

Vo e D), | fa) 55@) dv == [ Dif(@) olx) da.

Lemme 1.3 [/] Soit E un espace de Banach et F un espace de Hilbert telle que E C F', avec
injections continue, et E dense dans F. On identifié F' avec F' (de sort que E C F = F' C
E'). Soit u € L%(]0,T[) on suppose que u; € L3(]0,TY).
Alors uw € C(]0,T[, F) et pour tout t1,ts € [0,T] on a :

to
I ult) I3 =l ulta) I3=2 [ <ue,u>p g,

1
Lemme 1.4 (Lemme de Fatou)[9] Soit (f,) une suite des fonctions mesurables positives.

Alors :
. < T

1.4 Quelques inégalités utiles

Théoréme 1.13 (Inégalité de Hélder) [0] Soient f € LP(Q) et g € L' () avec 1 < p <
oo et —+ — =1, alors
p p

fg € LNQ) et||f gl < I flp lglly-

Remarque 1.7 [9] Sip=p' =2. On obtient l’inégalité de Cauchy-Schwarz

L1f ol de <11 fllzz) gl

Théoréme 1.14 (Inégalité de Minkowski)[)] Soient f,g € LP(S2), avec p > 1 alors

fHgel?) et|f +gll, < fllp+ llglly-

Théoréme 1.15 (Inégalité de Poincaré )[0] Soit Q un ouvert borné de RY et f €

H}(SY), alors il existe une constante Cq telle que :

1fllz2 ) < CallV fllz2(e)-
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1 1
Théoréme 1.16 (Inégalité de Young) [I/Vp,q>1et—+ - =1, Ya,b>0 :
p q

1 1
ab < —a? + - bl
p p

Les Opérateurs Monotones

V désigne un espace de Banach réel, V' son dual topologique de V.

Définition 1.28 [9] Un opérateur A : V — V' est dit :
e Monotone si (Au — Av,u —v) >0 Yu,v € V.

e Strictement monotone si :

(Au — Av,u —v) > 0, Yu,v € V,u # v.

1.4.1 Opérateur de Leray-Lions

[9] On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray-Lions. On considere

les hypothéses suivantes :

1) Q ouvert borné de RY, N > 1,1 < p < +o0.

2) a: RY — RY continue.

3) (Coercivité) I3 >0 t.q a() € > a [¢F, VE € RY,

4) (Croissance) 3 C € R [a(€)| < C (1+[€P), VE € RY, (1.2)
5) (Monotonie) (a(§) —a(n)) (€ —n) 20,V (&n) € (RY)?,

6) c € L*®(Q); 300>0; 0 >00 p-p-

7) f € LT (Q).

Lemme 1.5 (opérateur coercif en dimension finie) [] Soit V un espace de dimension

finie, et A:V — V' contine (noter que (dim V' =dim V < 400.)). On suppose que A est
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coercif, c’est-a-dire :
(A(v), v)v,

Y 400 quand |lv|| g — +oc.
[ollv

Alors, pour tout b € V' il existe v € V t.q A(v) = b.

23



Chapitre 2

Etude des problémes linéaires

2.1 Probleme élliptique

Soit  un ouvert borné de RY(N > 1) de frontiere 92 = Q/Q, on considere le probleme

de Neumann :

(1)
% =0 sur 0. '
on

ot f est une fonction donnée (f € C(Q)).

{ —Au+u=f dans

Une solution classique-solution forte-du probléeme (P;) est une fonction de classe C*(€)

vérifiant (Py).

2.1.1 Formulation variationnelle de probléeme (P)) :

Soit u une solution classique (u € CQ(Q)> et soit ¢ € C'(Q), multipliant par ¢ et inté-

grant sur €2, on trouve :

—/QAuwdchr/Qusodl‘:/QfSOd%VS@EOI(Q)?

d’apres la formule de Green, on obtient :

/QVquodx—/m ?ﬁgpdf—l—/ﬂuwdx:/gfgodx, Vo € CHQ).
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) u
mais sur le bord — = 0, donc

on
_ 100
/QVchpx—l—/ngodx—/Qfgodx,VgpeC(Q)

comme u € C*(Q), on a Vu € C1(Q) c C(Q) C L*(Q), de plus u € C(Q) C L*(Q), donc
u € H'Y(R).
comme C*(Q) dense H'(Q), alors

/Vu Vo dx+/uvdx:/fv dr,Yv € H' ().
Q Q Q

Alors la formulation variationnelle du probleme (P;) est :

trouver u € H'(Q tq
{ ) (2.1)

/VUVU dx—i—/uv dx:/fv dzr, Yv e H'(Q).
Q 0 0

Elle est de la forme a(u,v) = L(v) telle que :

a(u,v) = / VuVu dw+/ wv du.
Q Q

et

L(v) = /va dx.

2.1.2 Interprétation du probleme

Soit u € H'(Q), solution de (2.1).
Comme D(Q) C H'(Q), alors

/ﬂVquo d:v—i—/ﬂugp dx = /Qfgp dx, Yo € D(Q),

par suite

—/Augodm—l—/ aug@dl“—l—/ugod:v:/fgpdx, Yo € D(Q).
Q o0 On Q Q
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Mais comme ¢ est a support compact, intégrale sur le bord est nulle, donc

/Q(—Au—l—u—f)go dx = 0.
Alors
—Au+u—f=0 pp.
Donc

—Au+u=f pp.

2.1.3 Cherchons les condition aux limites

Intégrant par partier, on obtient :

—/Auvdx:/Vqudx—/ %Udl“.
Q Q a0 On

Alors

/ VuVv dx = —/ Auv dx +/ @v dr. (1)
Q Q 00 On

Comme a(u,v) = L(v), alors

/QVUVU dr = /va dx — /qu dx. (2)

D’apres (1) et (2), on obtient :

—/Auvdm+/uvdx—/fvdx+/ @vdfzo.
Q Q ) o0 On

ou
/Q(—Au—i-u—f)v d$—|—/ma—nv dl' = 0.

Mais
—Au+u—f=0.

Alors
/(—Au—I—u—f)v dxr = 0.
Q
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Donc

ou
—uou dl = 0.
/89 (9nv
Donc
gz = 0 sur 0f).

2.1.4 L’existence et 'unicité du probléme (2.1)

Pour montrer que ce probleme admet une solution unique, on applique le théoreme de
Lax-Milgram.

On va montrer que a(.,.) est continue :

la(u,v)| = ’/ VuVu dx—i—/ uv dx
0 Q

Y

< [1vullVel dz+ [ Julle] dz,
Q Q

<t (s () ()
< [Vullza@) [Vvllrz) + llullcz@) 10 r2@),
< lullmr@ [0l + lullae lvlla@,
<2 lullgr e vlla@)-
alors a(.,.) est continue.

On va montrer que af(.,.) est coercive :

) = [ (Vo) +/ 24

a(v,v) /Q( v)“dx vz
= va||%2(§2) + HUH%Q(Q)
= HvH?—Il(Q)'

Donc 3 a =1 tq a(v,v) > aHvH%{l(Q), alors a(.,.) est coercive.
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On va montrer que L(.) est continue :

L) =|[ fode| < [ |f]0] do.
< [ fllze@llvllzz (-
<kl (k= 1)

Alors L(v) est continue.
Donc d’apres le théoreme de Lax-Milgram, ce probléeme admet une solution unique.
La solution unique u € H'(2) du de probléme variationnelle (2.1) est appelé solution faible

de probleme (P).

2.1.5 Régularité

Comme u € H'(Q), alors u € L*(Q) et Vu € L*(Q) et on a donc f € L*(Q) (car
C(Q) € L*(Q) alors Au=u — f € L*(Q) (car u € L*() et f € L*(Q)), donc u € H*(Q).
Comme Au € L*(2), alors Au € L'(Q) et u € H'(Q) C C(Q) et Au est continue (car
ue C(Q)et feC(Q)), donc u € C*(Q).

Ainsi

{ —Au+u=f sur

gz =0 sur 0.
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2.2 Probleme parabolique

Soit © un ouvert borné de RY, T ¢ R’ etf une fonction de 2x]0,T[ dans R et uy une
fonction de 2 dans R.
On cherche u tel que

u—Au=f dans Qx]0,T]|

u=0 sur 092x]0, T'[ (F2)

u(.,0) =ug  p.psur .

On va donner pour ce probleme linéaire un résultat d’existence et d'unicité de solution faible.

2.2.1 Formulation variationnelle

En multipliant 'équation (3.2) par un élément v € V = L? (]O, Ty, H&(Q)), en intégrant

sur €2 et en utilisant la formule de Green on obtient la formulation variationnelle suivante :

u € L*(10,T[, Hy (), us € L*(0, T[, H (%)),
/0 (u(s), v(8)) 1 gy ds —I—/O </Q Vu(s) Vu(s) dx) ds :/0 (f(s),v(8)) -1, ds
vo e L* (10, T[, H) (@),

u(0) = uy p.p.
(2.2)

2.2.2 Equivalence entre deux formulations faibles

Maintenant on va donné une autre formulation faible pour le probléme (2.2)

w e 200,71, H(%)
_/OT/ngpt dx dt — /Quo(a:)gp(x, 0) dz —1—/0 /QVqup dz dt (2.3)
:/0 (f(8)s (. 8))-1,my ds pour tout ¢ € C([0, T, ).

Théoréme 2.1 Soit Q un ouvert borné de R™, T > 0, ug € L*(Q) et f € L*(J0,T[, H(2)).

Alors u est solution de (2.2) si est seulement si u vérifie (2.3).
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Démonstration

On montre que u solution du probléme (2.2) implique que u est solution du probléme
(2.3) . On suppose donc que u est solution (2.2). Soit ¢ € C2° ([0, T[,€2) . Pour n € N*, on

pose

1) = z Lprn) (D (2. ) (2.4)

ou t; = (i/n)T. Comme ¢ est une fonction réguliere, il est claire que o, € L*(]0,T[, Hy(2))
et que ¢, — ¢ dans L*(]0, T[H}(92)) quand n — +o0o. Comme ¢, € L*(]0,T[, H;(Q)) et que

u est solution de (2.2), on a

T T T
/0 <ut,gon)H,17Hé dt—i—/o /QVquondxdt:/O <f790n>H*1,H01 dt.

T
On pose T,, = / (Wi, ©n) my dt. Comme @, — ¢ dans L*(]0, T[, H3(2)) quand n — +o0,
0 I’

I’égalité précédente donne

T T T
lim T, = /O (tr, ) s gy = — /0 /Q VuVpdrdt + /0 (b mdt. (2.5)

n—-+o0o

On va maintenant calculer lim 7, on utilisant (2.4). On a
n—+00

T n—I1 tz+1
Tn = / <ut(t)) Z ]l]ti,ti+1[(t>90 (’a tz)> dt = Z / ti)>H*17Hé dt
0 i=0 H-1,H]

n—1 i1
< / (t)dt, ¢ (., )>
H-1,HL.

Comme wu,u; € L*(]0,T[, H*(2)) (on rappelle que Hy(2) € H~'(Q) par I'identification de
L*(Q) avec son dual), on a (d’aprés le lemme 1.2) u € C([0,T]), H '(2)) et

M

=0

/titHl ut<t)dt = U(ti+1> _ U(tz) c H*l(Q)

On a donc
n—1
T, = (u(tivr) —u(ts), o (.t HlHl_Z/ w (@, tipr) —u (1)) ¢ (z, 6:) de.
i=0
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La derniére égalité venant de la maniére avec laquelle un élément de Hy () est considéré

comme un élément, de H~'(2). Une intégration par partie discrét donne alors (en remarquant

que ¢ (., t,) =0)
T, = / u(z,0)p a:Od:zc—I—Z/ (itio1) — @ (x,t;)) u(z, t;) d.

Puis, comme ¢ est une fonction réguliere,

T, =— /Q o(x)p(x,0) dz—Z/(/ gptavtdt> (x,t;) dx
= —/Quo(a:)go(x,()) dw—/ /gpt(x,t) (Z Ty g, (a:,ti)> dx dt

= — [ up(x)p(x,0) dx—//gotxt u(z,t) + Ry(z,t)) dx dt,
0

avec Ry (z,t) =Y 1y, 4 u(z,t;) — u(z,t). Pour tout ¢ € [0,7], on a

i=1
T
B )2y < max {1 (52) = (52l gy 51,52 € 0.7 sy = sal < .

Comme u € C ([0, 71, LQ(Q)), on en déduit que nl_lgloo [ B )| 12 () = O uniformément par
rapport a ¢t € [0,7] et donc que

T
nl_l)rlloo/o /ngt(x,t) R, (x,t) dz dt = 0.

En résumé, on a donc

lim 7, = —/Quo(x) o(x,0) dx — /OT/ngt(x,t) u(z,t) dz dt.

Avec (2.5) on a donc, pour tout ¢ € C2°([0, T[x, R),

T
—/ /cpta: t) u(zx,t) de dt — /uo o(x,0) dx—i—/ /Vqupdxdt / (fro)g-1 m dt.

Ceci montre que u est bien solution de (2.3).

On montre maintenant que u solution du probléme (2.3) implique que u est solution du pro-
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bléme (2.2). On suppose donc que u est solution de (2.3). On veut montrer que u est solution
de (2.2). On va raisonner en deux étapes. On va d’abord montrer que u; € L*(]0, T[, H*(Q))
et u; = Au+ f (remarquer que Au, f € L*(]0, T[, H *()) puis que u(0) = uo.

Etape 1:

On montre ici que u, € L*(]0,T[, H*(Q)) et u; = Au+ f. On utilise la définition de u;. On
au; € Dp, avec E = Hy(Q), et pour tout ¢ € C*(]0, T[,R)

(s, & D*D:—/ t) dt € HL(Q).

Pour montrer que u, € L*(]0,T[, H *(Q)) et u, = Au + f, il s’agit donc de montrer que,
pour tout ¢ € C°(]0,T[,R),

—/OTu(t) P'(t) dt = /OT(Au(t) +£(1) o(t) dt.

Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans Hy(€2) et donc dans H () et que

le membre de droite est dons H™'(Q) ces deux termes, il suffit de montrer que

<_ [ utry o dt,w> - < [ (@) + £(0) 010 dw> pour tout v € H}(Q),

H-1,H} H-1,H}

c’est-a-dire que

[ vy = [ (A(e) + F(0) 00) 01y b, pour tout v € H.

Par densité de C°(Q,R) dans H, (), il suffit de considérer ¢ € C°(Q,R). En utilisant la

maniere donc Hj(Q) est inclus dans H~*(Q2), on a

D’autre part, on a

[ Qu0) 10 000). )1y de = [ S DUE) + F0). )11y
:—/OT /Vuxtvw th+/ W)y dt.
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En résumé, pour terminer ’étape 1, il suffit donc de montrer que

—/ / (1) U(z) dv dt = /0T¢(t) (—/Qw(:c,t),w(x) dx dt+<f,w>H_17Hé) dt
(2.6)

pour tout ¢ € C2°(]0,T[, ) et tout ¢ € C().

Comme cela a été déja dit, ce ci donnera u, € L*(]0, T[, H*(2)) et u; = Au + f.

Pour montrer (2.6), on utilise (2.3). Soit ¢ € C°(]0,T[,2) et ¥p € C°(R2).

On choisit dans (2.3), ¢(x,t) = ¢(t)(z) (ce qui est possible car on a bien ¢ € C°(]0, T, ?)).
On obtient

B ATK)u(x’t)phi/(t) 77/}(1‘)){ dt+[)T4(VU($7t)vw($)) ¢(t) dx dt = /0T<f(t)7 ¢(t)¢>H*1’H3 dt.

Ceci donne (2.6) et termine donc 1'étape 1, c’ést-a-dire u, € L*(]0,T[, H*(Q)) et

ur = Au+ f (ce qui I'équation demandée dans (2.2)).

Etape 2:

Comme u € L*(]0,T[, Hy(Q)) et (ut € L O,T],H_I(Q)), on a (d’apres le lemme 1.2),
ued ([O, T], LQ(Q)). On montre dans cette deuxieme étape que u(0) = uy.

Pour n € N*, on choisit une fonction 7, de C5°([0, T[, Q) décroissante et telle que |7/ (¢)| < 2n
pour tout ¢,7,(0) =1 et r,(t) =0sit > 1/n.

Soit 1 € C°(Q) et n € N* telle que 1/n < T. On prend ¢(z,t) = r,(t)1(z) dans (2.3). On
obtient

_/ / (a,8) () (z) da dt — /Q o(2)0(x) dm—%/i/Vua: HVE(x) ra(t) do dt
_ / Vi Talt) dt,

c’est-a-dire

T, = /Quo(x) W(z) dz — Ry + Sy, (2.7)
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avec

// (z,t) () do dt

R, = /on -/()Vu(x,t)vw(x) rn(t) do dt

et

1

So = [ F@ V) so1,my al) .

On montre tout d’abord que R, et S, tendent vers 0. En effet, on a

Bl < [" [ 1V, 0] V(@) | x di

< (/0/ |Vu(x,t)|2 dz dt)é (/i/ﬂwq/](x)ﬁ dz dt)é (2.8)

<
H ||L2(]0T H (S ) \/— HwHHl
On adonc lim R, =0.0naaussi lim S, =0 car
n—-+o00 n—+00

1
|1Sul <[ fll2g0.r1H-10) ﬁHwHHé(Q)

On remarque maintenant que

__/O:L/qu() (¢ ) dx dt — // (x,t) — u(z,0)) r ()Y(x) de dt

= /Qu(x,() ) dx —/ / u(z,t) —u(x,0)) 7 (t)(z) do dt.

(On a utilisé ici r,(0) = 1 et r,(1/n) = 0). On majore de dernier terme de cette égalité :

u(z, ) — u(z,0)) r <>w<>dxdt|<12nuwum<m s u(2) = 0. 0o

n

Comme u € C ([O, T], L2(Q)) ce dernier terme tend vers 0 quand n — +o0 et on a donc,

finalement,

lim Tn:/Qu(x,O)lb(x) dx.

n—-+o0o
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Avec (2.7), comme lim R, = lim S, =0, on déduit
n— 00 n—-+00

/Qu(a:, 0)(x)de = /Quo(x)w(:c)d:c pour tout ¢ € C°(2).

Ceci permet de conclure que u(0) = ug et termine la démonstration de le théoreme (3.2).

2.2.3 Existence par la méthode de Faedo-Galerkin

Théoréme 2.2 Soit Q un ouvert borné de R™, T > 0, sous les hypothéses ug € L*(Q) et

f € (L0, T[, H (). Alors le probleme admet un et un seul solution u vérifiant :

ue L0, T[, H(Q)),
uy € L*(]0, T[, H ().

On rappelle que 'on a identifié¢ L*(£2) avec (LQ(Q))/, de sorte que Hj(Q) C L*(Q) = L*(Q)' C
H~'(€). Comme on cherche u telle que u € L? (]O, T[H, (Q)) et u, € L*(]0,T[, H (), on a
nécessairement u € C ([0, 1], L2(Q)), (d’apres le lemme( 1.2)). La fonction u est donc définie
en tout ¢t € [0, 7], ce qui permet de donner un sens a la condition u(0) = ugy p.p.

L’idée, pour ce démontrer ce théoréme, est de résoudre d’abord le probleme dans des espaces
de dimension finie, on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’élément finis, mais
c’est plus simple en utilisant une base hilbertienne formée de fonction propres du Laplacien ;
(’est-a-dire une base hilbertienne de L*(Q), notée {e,,n € N*} telle que

en est (pour tout n) une solution faible de

—Ae, = \,e, dans Q,

e, =0 sur 0f),

avec A\, € R.

Lemme 2.1 Soit la famille (e,), . est une base hilbertienne de L*(S2) et vérifie

e, € H&(Q)

/QVean dx = )\n/ﬂenv dx, pour tout v € Hy(Q),
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avec \, > 0 pour tout n € N* et \,, — +00 quand n — +o00.

Comme (e, )nen+ est une base hilbertienne de L*(€2), pour tout w € L*(Q),
w = > (wley)yen au sens de la convergence L*(Q) (c-a-d que Y (wle;),e; — w dans

neN* i=1
L*(2)) , quand n — +00).

On va montrer maintenant que la famille ()\; 1/ Qen) . est une base hilbertienne de Hy(€2).

On rappelle que H; () est un espace de Hilbert, la norme de u dans H,(§2) est définie par

lullza) = || | Vu | [[12(q) est donc le produit scalaire de u et v dans H} () est donné par

(v v)gi@) = /QVquda:.

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1, on a
/ Ve, Ve, dr = )\n/ enemd® = ANy m.
Q Q

On en déduit que (e, | em)H&(Q) =0sin#met
? Ve, Ve
| = / — =y = 1.
@ QA

Hy
Puis en remarque que 'espace vectoriel engendré par la famille (e, ), ., noté ev {e,,n € N*},

€n

vV

est dense dans Hy(Q). En effet soit v € Hy () tq (v | en)H&(Q) = 0 pour tout n € N*. On a

donc, pour tout n € N*,

0= (v]| en)Hé(Q) = /QVeandx = )\n/ﬂenvdx.

Comme (e,) est une base hilbertienne de L*(Q2) et (\, # 0 pour tout n € N*), on en

neN*
déduit que v = 0 p.p. Montre que 'orthogonal dans H;(f2) de ev {e,,n € N*} est réduit a
{0} et donc que ev{e,,n € N*} est dense dans H;(f2). Finalement, on obtient ainsi que la
famille (A;'/%€, )nen est une base de hilbertienne de HE(Q).

La démonstration du théoreme (2.1) est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste

a réaliser les trois étapes suivantes :
e Recherche de solutions approchées.
e On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

e On passe a la limite.
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2.2.4 Solution approchée

Soit n € N*. On pose E,, = ev{e,,p=1,...,n}. On cherche une solution approchée
n

u, sous la forme u,(t) = > a;(t)e; avec a; € C([0,T],R). En supposant que les a; sont
i=1

dérivables pour tout ¢ (ce qui n’est pas vrai, en général), on a donc

de sorte que, pour tout ¢ € H}(f) et tout t € 0,T[, on a (compte tenu de l'injection de
L*(Q) dans H}(S2))

(un (), ) 1), 2 () = > ag(t) /Q eipd.
i=1
D’autre part, pour tout ¢ € [0,7] on a
—Au,(t) = =D ai(t)Ae; = > Nay(t)e; dans D*(Q) et dans H™'(Q),
i=1

=1

c’est-a-dire, pour tout ¢ € Hy (),

(—Aun(t), ©) 10,11 (0) = /QVun(t)Vgpdx = z:l)\ioéi(t>/96i80dx-

Enfin, comme f € L <]O,T[, H’%Q)), on a pour tout ¢ € Hy(f), (fO) o a1 €
L (]0,T7). La quantité (f(t), ©)H-1(@),H1(0) est donc définie pour presque tout ¢ et on obtient
finalement, pour presque tout ¢ et pour tout ¢ € HS(Q)7

n

<U;L(t) — Auy(t) — f(t), @)H*l(Q),Hé(Q) = 2 (a;(t) + Xiai(t)) /Q espdr — (f(1), 90>H*1(Q),H&(Q)-

Pour obtenir u,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions «; pour que
(up (8) = Aun(t) = f(8),90) -1, m1(0) = 0,

pour tout ¢ € E,. En posant fi(t) = (f(t),€:)y-1(q Hi()» cecl est équivalent & demander
pour tout i € {1,...,n},
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0)

En tenant compte de la condition initiale et en posant ozz( = (up | €;),, ceci suggere donc de

prendre

a;(t) = ol e’\t—i—/ Ailt=9) £, (s) (2.9)

Les fonction «; ainsi définies appartiennent a. C'([0,7],R) et on a donc

un € C((0,T), E,) € C ([0, T, Hy(Q)) avec uy(t) = iai(t)e

2.2.5 Précision sur la dérivée en temps

Soit n € N* et u, la solution approchée qui donnée par u,(t) = Y _ a;(t)e;. Les fonction
a; ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vi;&t fonction «; ne sont
pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée par transposition de
un. On va noter cette dérivée (u,),. Par définition de la dérivation par transposition, (u,)
est un élément de D} avec E = Hy ().
Soit ¢ € C°(]0,T,R) on a

T

(i) p, =~ /0 un(t) (t)dt € E, € HA(SQ).

Comme u,, = Z a;(t)e;, on a donc

((un); §0>D*E7D = —Zn:l/OT a;(t)e (t)dt = — Zn: (/OT ai(t)spf(t)dt) e;.

On utilise maintenant (2.9)

avec
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Pour transformer S; on utilise le théoréme de Fubini :

S; = / (/ 1jo.q(s i(ts)fi(s)ds> / (/ s 7(2) o Ni(t—s) dt) £i(s
:/0 (/ e’\i(ts)go'(t)dt> fi(s ds-/ (/ N Nt dt) fi(s OT<P )il
_ /OT </0t )\ie_xi(t—s)fi(s)ds> ¢(t)dt—/() o(t) f;(t)dt

T T
On en déduit que T; + S; = / i (t)(t)dt — / fi(t)p(t)dt, et donc
0 0

(Un)y @) pe p = /)\al eip(t dt—i—Z/ fit)ep(t

Pour tout ¢ € C°(]0,T[,R), on a

(un)t = — zn: Aioe; + zn: fiei € LQ(]O, T [, En) .

i=1 i=1
Ce qui peut aussi 8’écrire, avec f™ = Z fi€i,
(un)r = Au, + f™ € L2(10,T[, E,) € L*(10, T[, H(Q)) € L*(J0, T[, H()).

Soit maintenant v € L*(]0, T[, Hy (2)). Comme (u,,), € L*(]0,T[, H '(Q)), ona ((u,), ,U>H,1’H3 €
L(]0,T7) et

T T n_oT
/0 ((un), (t),v(t)>H,1(Q)’H6(Q) dt:—/o /QVuandxdt%—zz:l/o /ineivdxdt.

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,
T n
/0 ((un), (), v(t)) H1(9),H (@ dt+/ /Vuandxdt Z/ ) - L (/Q eivdx) dt
=1

< ,Z vlei)y Z> dt.
=1 H=1(Q),Hj()

On note P, I'opérateur de projection orthogonale dans L*(Q2) sur le sous espace vectoriel

E,.
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L’opérateur P, peut donc étre vu comme un opérateur de L*(Q2) dans Hy(Q) (car E, C
H;(£2)). On note alors P! I'opérateur transposé qui est donc un opérateur de H™'(Q2) dans
(LQ(Q)>, qui est lui méme identifié & L*(€2) et est aussi un sous espace vectoriel de H™*(Q).

On obtient alors (pour tout v € L*(]0,T'[, Hy(Q2))

T T T T,
/0 ((un), , U>H—1,H5 dt + /0 /QVU,LVvd:vdt = /0 (f, an>H—1,H5 dt = /0 <pnf7 ,U>H*1,Hé dt.
(2.10)

On a aussi u, € C ([O,T], H&(Q)) et u,(0) = prup.

2.2.6 Estimations a priori

Pour n € N*, on a u,, € C([0, T, Hy(Q)) C L*(]0, T[, Hy(£2)) et
(un), = Au,+ ™ € L2(J0, T[, H (). D’apreés le lemme (1.2), on a donc

1 2 1 2 T
3 e (DlEay = 5 IollFay = [ 4w, 1) s g

En prenant v = u,, dans (2.10), on en déduit

1 2 1 2 T 2 T
S lun (D)) = 5 ol Faey + [ [ 1Vl dodt = [ (Fputn) s gy ot

et donc

lunliaqoagmgny = [ [ 1Vunl? drdt < 3 Juolaiay + [ 4, et sy
L2(10,T[,HE () o Jo =9 L2(Q) 0 ) H-1,H]

On en déduit, en remarquant que p,u, = Uy,

T
2 2
el ormgian) < 5 Nuoliay + [ (Fotndss iy

2
< 5 lluollz2g) + £ llz2qo 7t m-1e) Nunll 12 0 1 a3 )

RN N

AN

1 1
2 2

< 5 Mwollzao) + S 11200010y + 5 Nunllzz o 7 o)
On a donc

2 2
HunHm(]o,T[,Hg(Q)) < ”UOHLz(Q) + Hf”%Z(]O,T[,H—l(Q))'
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Ce qui donne aussi

HunHLQ(]O’T[’Hé(QD < HUUHLQ(Q) + Hf|’L2(]07T[7H_1(Q))'

Comme (uy,), = Au, + p.f (égalité (2.10)) et que HpanHé(Q) < [Jw[| g1 (@) pour tout w €

H,(€), on obtient aussi une borne sur (uy), :

H(u”>tHL2(}O,T[,H*1(Q)) < Hun”Lz(]o,T[Hg(Q)) + 1 f 2ot a1

et donc

2
”(un)t“L?(]O’T[,H*l(Q)) < HuOHL?(Q) ||f||L2(}0,T[,H*1(Q))-

La suite (u,), . est donc bornée dans L* (]O, Ty, H&(Q)) et la suite ((uy),) est bornée

dans L*(0,T[, H'(Q)).

neN*

2.2.7 Passage a la limite

Grace aux estimations obtenues a subsection 2.2.2, on peut supposer, apres extraction

éventuelle d'une sous suite, que quand n — +o0,

u,, — u faiblement dans L? (]O,T[, H&(Q)) ,

(un), — w faiblement dans L*(]0,T[, H'(Q)),

et les estimations sur u, et (u,), donnent aussi les estimations suivantes sur u et u; :

||U||L2(]o,T[,H5(Q)) < ||u0”L2(Q) + 1 l2gor -1 ()

H(U)th(]o,T[,H—l(Q)) < HuOHLQ(Q) + 2[| f | 2o/ 102 -

Nous allons montrer tout d’abord que w = u; (puis nous montrerons que u est solution de
u; = Au + f au sens demandé par (P)).
Par définition de wu;, on a pour tout ¢ € C2°(]0,T[,R),

[ wtyettyie =~ [ utee(oyin
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Pour démontrer que u; = w, il suffit donc de montrer que 'on a, pour tout ¢ € C:°(]0, T, R),

/OTw(t)go(t)dt — —/OTu(t)go’(t)dt. (2.11)

On rappelle que le terme de gauche de 1’égalité (2.3) est dans H () alors que le terme de
droite est dans Hj (). Cette égalité utilise donc le fait que Hy () € H (), cette inclusion
étant due au fait que nous avons identifié L*(Q)" avec L*(1).

Soit donc ¢ € C°(]0,T[,R). Nous allons montrer (2.3). Pour v € H;(Q), on considére
application S de L*(]0,T[, Hy(2)) dans R définie par

S(v) = /Q (— /(]Tv(t)gD’(t)dt) Y(x)dz pour v € L*(]0, T[, Hy (Q)).

L’application S est linéaire continue de L*(]0, T'[, H}(€2)) dans R. Comme wu,, — u faiblement

L*(]0, T[, Hy(€2)), on a donc S (u,) — S(u) quand n — +o0. Pour v = u,, et pour v = u,

s =~ ([ v v) = ([ wos0a)

2

on a

H-1,H}

On a donc, quand n — +oo,

([ wioeoav)

T T
On utilise maintenant le fait que — / un ()’ (t)dt = / (un), (t)p(t)dt (par définition de
0 0

- </0Tu(t)go’(t)dt, ¢>

H-1,H} H-1,H]

(un),- On a donc

</0T (un), (t)p(t) dt, ¢>

On considére maintenant 'application S de L*(]0, T[, H*(Q2)) dans R définie par

— = ([ o Oarv)

_ 1 — 1
H 1,H0 H 17H0

S(v) = </0Tv(t)go(t)dt,w> pour v € L*(]0, T[, H 1 (2)).

H-1,H}
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L’application S est linéaire continue de L*(]0, T, )) dans R. Comme (u,), — w

H™(Q
faiblement L*(]0,T[, H~'(£2)), on a donc S ((u,),) — S(w) quand n — 400, c’est-a-dire

U wwevae) - {[Twai)

On en déduit que pour tout ¢ € Hy(Q), on a

([ wtvewar.)

T

= ([ vtetran )

u(t) (1)t = | " w(®)p(t)dt pour tout o € C2(J0, T, R),

H-1 H, H-1 H}

On a donc bien montré que — /
¢’est-a-dire que u; = w. ’
Nous savons donc que u, — u faiblement dans L*(]0, T'[, Hy(€2)) et que (u,), — u; faiblement
dans L*(J0, T[H~*(Q)). Pour montrer que u est solution de u, = Au + f au sens demandé
par (2.2), il suffit maintenant de passer a la limite dans (2.10). Soit v € L*(]0,T[, H3()),

on a pour tout n € N*, selon (2.10),

Lm0yt [ o)t = [ pat) ey
0 m)t o H—l,Hé 0 n 0 yPn H—17H01 .

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — +oo griace aux
convergences de u, et (u,),. Pour le terme de droite. On remarque que P,v(t) — v(t) dans
H} () pour presque tout t et [1Puv (@)l 130y < IIv(E)]lm2() pour presque tout ¢. Cela permet
de passer a la limite dans le terme de droite, par le théoreme de convergence dominée. On

obtient ainsi
T T T
/0 <utvv>H*1,Hé dt—i—/o (ulv) :/o <f7U>H—1,Hgdt-

Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (2.2).

I1 reste donc seulement a montrer que u(0) = ug p.p.

Corollaire 2.1 Soit u € L*(]0,T[, Hy(Q)) et u, € L*(]0,T[, H1(2)), alors u(0) = uo dans
L*(9).
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Démonstration

Comme u € L*(10, T, Hy () et u, € L*(J0, T[, H}(R)), on sait que u € C ([0, 7], L*(2))
(voir le lemme (1.2)).
On a u(t) — u(0) dans L*(Q) quand ¢t — 0. On a aussi que u,(0) = zn:ago)ei — up dans
L*(Q) quand n — +oo. Pour en déduire que u(0) = wuy, il suffit de rfgntrer que la suite
(tn),en~ st relativement compacte dans C' ([O, 1], H’l(Q)).
En effet, si la suite (uy), - est relativement compacte dans C ([O,T],H _I(Q)>, il existe

telle que u,(t) — w(t)

weC ([O,T],H_l(Q)) et une sous suite, encore notée (un),cy,

dans H~'(Q) uniformément par rapport a t € [0, 7] (et donc aussi dans L*(]0, T[, H '(f2))).
En particulier, on a donc w(0) = uy. Mais, on sait déja que u, — u faiblement dans
L*(]0, T[, Hy(f2)) et donc aussi faiblement dans L*(]0, T[, H~*(Q2)). Par unicité de la limite,
on a donc w = w p.p sur 0,7 et donc u(t) = w(t) pour tout ¢t € [0,7] car u et w sont
continues sur [0,7]. On obtient ainsi, finalement, u(0) = w(0) = ug. Il reste montrer que la
suite (u,)n € N™* et relativement compacte dans C' ([O, T|,H _I(Q)). Par le théréme d’Ascoli,

il suffit de montrer que
1. Pour tout t € [0, T, (un(t))nen~ est relativement compacte dans H(€2).

2. ||un(t) — un(s)|| =1 — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € N* (et pour

tout t € [0,7]).

Par démontrer le deuxiéme item, on utilise la fait que (u,)t € L ([0, T|,H _I(Q)). Le lemme

(1.2) nous donne que pour tout t;,ty € [0,T],t; > t5, et tout n € N*, dans H (1)

n 1) = 82) = [ ), (5)ds,

t2

et donc

1
t1 t 2
Jun(t1) = wnlt2) -0 < [ un)e(3)lr-sconds < ([ Iun)e(3) sy ds) Vi =1
2
< [ (un)ell 2o -1 @) Vi — to

Comme la suite ((un),) est bornée dans L*(]0,7[, H*(Q)), on en déduit bien que

neN*
[un(t) = un(s)|| -1y — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € N* (et pour

tout ¢ € [0,77] ).
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Pour démontrer de premier item, on utilise encore le lemme (1.2). Comme u,, € L*(]0, T[, Hy(2))

et (u,)t € L*(]0,T[, H*()), pour tout ¢,s € [0,T],

Jun(®)3ay = ln Ny +2 [ (), €0, €)1y 6

et donc

t
2 2
e () oy < Nan () Eacy +2 [ (€0}, ), 10n (€)) g |
2
< un($) 17200y + 211 @)l 2o -1y Nnll 2o macy) -

En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, 7], on en déduit

T||Un(t)||%2(9) < ”unH%Q(]O,T[,L?(Q)) + 2T||(un)t||L2(]0,T[,H*1((Q)))||un||L2(}O,T[,H3(Q))'

Ceci montre que la suite (u,(t))nen- est bornée dans L*(Q2) pour tout ¢ € [0, 7] (et méme
uniformément par rapport a t). On en déduit que la suite (u,(t))nen+ est relativement com-
pacte dans H~'(Q) pour tout ¢ € [0, T].

On peut donc appliquer le théoréeme d’Ascoli et conclure, que u(0) = ug p.p. Ceci termine
la démonstration du fait que u est solution (2.2) et donc la démonstration de la partie

"existence" du théoréme(2.1) .

2.2.8 Unicité de la solution

"

On montre maintenant la partie " unicité " du théoreme (2.1).

Lemme 2.2 Le probléme (2.2) admet une solution unique.

Démonstration

Soit uy,us deux solution de (2.2), on pose u = u; — up. En faisant la différence des
équations satisfaites par u; et uy et on prenant, pour ¢ € [0,7],v = uljy, comme fonction

test, on obtient.

/Ot <Ut(5)7u(3)>H717Hé ds + /Ot /Q Vu(s)Vu(s)dzds = 0.

45



Comme v € L*(]0, T[, H3(Q)) et u, € L*(J0,T[, H'(2)), on a d’apres le lemme (1.2),

(@) B = 1a()13) = [ Cuals), )y .

DO | —

On en déduit, pour tout ¢ € [0, T},

(Hu(t)Hg - Hu(O)H%) + 2/0t /Q Vu(s)Vu(s)dzds = 0. (2.12)

Enfin, comme u(0) = 0, on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans 2, pour tout ¢ € [0, 7.

Ce qui montre la partie "unicité" du théoreme (2.1).
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Chapitre 3

Etude des problemes non linéaires

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode des opérateur monotone que a été initiée
par GG. Minty en 1962. Nous donnons aussi quelques applications de cette méthode dans la

résolution de certains problémes élliptique et parabolique non linéaire.

3.1 Probleme élliptique (Opérateur de Leray-Lions)

Soit © ouvert borné de RY.f € L*(Q) et a : RY +— R une application continue c-a-d :
Ja, B e R, et VE € RY : a < a() < B.
On étude le probleme suivants :

—div(f(z)a(Vu(z))) = f(x) dans Q
u=20 sur 0S).

3.1.1 La formulation variationnelle

On multipliant 'équation (Ps) par une fonction de test v € V = Wy () en intégrant

sur €2 et on utilise la formule de Green on obtient formulation variationnelle suivant.

ue Wyt(Q)
(pp) :
/ 0(z)a(Vu)Vodz :/ fodx,Yv eV,
Q Q
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avec les hypothese de Leray-Lions a(.,.) vérifié :
1. a:Q x RY est de carathéodory.
2. af(.,.) est coercive.
3. af.,.) est croissance.
4. a(.,.) est monotone.

Soit wy, € D(£2) une famille dénombrable tell que les compinaisson linéaire des w,, sont dense
dans Wy (). On note V,, = vect{ws,--- ,w,} Pespace vectoriel engendré par n premiers
vecteurs.

On va montrer que le probleme :

trouver u, € V,, t q :

Vv € Vn;/ Oa(Vu,)Vodr = (f,0) 10 pie
Q o

admet au moins une solutions :

Théoréme 3.1 (Existence et unicité)[)] Sous les hypothéses de Leray-Lions, il existe
u € Wy(Q) solution de probléme(P). Si de plus a est strictement monotone, alors il existe

une unique solution wu.

V= Wol P muni de la norme du gradient, et considérions l'opérateur A : V —— V' défini

u,v € V par
(Au, v)yr v, = (=div(0(z)a(Vu(x)), v)v: v, = /QQ(x)a(Vu)Vvdx.

on a v — (f, v}W_l,p/’W&,p est une application linéaire et continue V,, dans R.

On note b,, cette Papplication. On’a donc b, € V'

(b V) v v = (> 0y e

Et on a ainsi définie une application A de V;, dans V. On va montrer que A est continue et
coercive. On déduire que A est surjectif, et donc qu'il existe u,, € V,, vérifiant A(u,) = by.

C-4-d u,, solution du probléme (p).
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3.1.2 La continuité de A,

n est fixé et v munit de la norme ||.||yy = ||.||W01,p. Soit u,u € V on a :

[A(w) = A@)|ly: = _max  (A(u) = A(w), v)vv

veV,||v|lv=1
max 0(a(Vu) — a(Vu))Vodx
e o 0T = o(V)

< max /QH(CL(VU) —a(Vu))Vudz.

1,
DEW? Jlol] 1p=1
0

On pose A = ||0]| L= () on obtient :

[A(w) = A(@)[lvr < max — Al[(a(Vu) = a(Va)) |y o) (V)| @)

1
veWg ol 1.p=1
0

< Ala(Vu) = a(Va))| Ly o)-

Si (un)nen est une suite dans V', telle que u,, — u dans V.
On a :
I A(un) = A(w)lllv < All(a(Vug) = a(Va)) |l o)

et comme @ est de carathéodory on a : a(Vu,) — a(Va) dans (L” (Q))Y. On a aussi montrer

que A(u,) — A(u),dans V' et donc que A est continue (de V' dans V).

3.1.3 Coercivité de A,

On va montrer que :

(A(u), u)y v

— 400, lorsque ||lully — +o0.
[[ullv

Grace aux 'apériteur de Leray-Lions et par la définition :
(A(u),u)yr v = / fa(Vu)Vudr > 0004/ |VulPdz,
Q Q

on pose ¢ = fya alors :

(Aw), wpyry 2 ellufj, = cllully-

49



Donc :

A ’
AV o — 400, tosae lly — 0
uflv

Donc A est coercive.
D’apres le théoreme de I'existence et I'unicité. Il donne I’existence d’une solution ou probleme

(P) en dimension finie.

3.2 Existence de la solution du probléeme en dimension
infinie
Pour cela nous allons :
1. Obtenir une estimation sur u,,.

2. Un passage a la limite sur le probleme.

3. Astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien terme on a deux
astuce : 'astuce de Minty et par la méthode de Leray-Lions.

Dans ce travail applique 'astuce de Minty.

3.2.1 Estimation sur u,

On prend v = u,, dans (P) on obtient
o [ 1VualPd < 1| lyoras oo
Par coercivite de a. On a :
O @l < 1718y il

d’ou

LAl

1
p—1
||Un||wé,p < Gocr
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3.2.2 Passage a la limite

La suite (uy)nen est donc bornée dans W, (), qui est réflexif.
En déduit qu’il existe une sous-suite encore notée (u,,),en telle que u, — u faiblement dans
Wy ().
Par hypotheése des croissance |a(Vu,)| < C(1 + |Vu,|[P™"), donc la suite (a(Vuy,))nen est
bornée dans (LP (Q))Y qui est réflexif. Donc il existe ¢ € (LP (N))V telle que & une sous-
suite prés.

a(Vu,) — ¢ faiblement dans (L” (Q))V.

Soit v € Wol’p(Q), on sait que U V, = Wol’p donc il existe (v,)nen telle que vy € V,, pour
neN
tout n € N* et :

v, — v dans W'P(Q).

Vv, — Vo dans (LP(Q))V.
On utilise v = v, et (P) obtient
/ Oa(Vu,)Vu,de = (f,v,).
Q

On a v, — v faiblement dans wy?(Q) alors (f,v,,) — (f,v)

et

a(Vu,) — tp(faiblement) dans (L (Q))V,

Vv, — Vu(fortement) dans (LP(2))".
Par le lemme de convergence forte contre convergence faible

/Q OOz = (,0)-1.0 V0 € wh(9). (3.1)

On a ainsi prouvé l'existence de u € W,?(Q), telle que u est limite faible dans Wy”(Q) de
la suite (uy), € N et telle que la limite faible dans (L” (Q))Y de la suite (a(Viuy,))nen notée
Y vérifie (3.1). Si ¢ égal a a(Vu).
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Pour terminer, il reste a démontrer que :
/ OyYVudr = / fa(Vu)Vudz.
Q Q

Pour tout v € W(} P(Q) par I'astuce de Minty, qui utilise uniquement la monotonie de A.

3.2.3 Limite du terme non linéaire (Astuce de Minty)

On a u, — u faiblement dans Wy (Q) et soit v € Wy (Q)il existe (v, )nentelle que
v, € V, pour tout n € N et v,, — v dans Wol’p , lorsque n — +o00, par passage a la limite
dans le terme / Oa(Vu,)Vu,dz et grace a 'hypothése de monotonie.
En effet )
0< / W(Vitn) — a(Von))(Viun — Vo, )da
= /QHa Vu,)Vu,dx — /QHa(Vun)andx

—/Ha(an)Vundx+/ Oa(Vv,)Vu,dz.
Q Q

On pose
= / Oa(Vu,)Vu,dz
Q
= /QGa(Vun)andx
= / Oa(Vu,)Vu,dzx
Q
= /&zea(an)andx.
Donc :
0< / a(Vuy,) — a(Vv,))(Vu, — Vo, )dx
= Fl,n - F2,n - F3,n - F4,n>
on a
que I'y,, — / 0yYVu dz,
Q
n — 0o
et

n—-+00

lim Ty, = / 0V udz.
Q
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Par produit convergence forte dans (LP(Q)" et convergence faible dans (L” ()™ on a :

lim Ty, = /Qéa(Vv)Vudx.

n——+o00

Et par produit d’une convergence forte dans (L” (Q))" et d’une convergence faible dans
(LP(Q))™. En fin on a :
lim Iy, = /Qa(VU)Vvdx.

Q

n—-4o0o

Lorsque n — 400 et ce dernier terme est le plus simple (car on a le produit d’une conver-
gence forte dans (LP ()Y et convergence forte dans (LP (2))V).

Le passage a la limite dans 'inégalité donne :
/Q (v — (V) (Vu — Vo)dz > 0.

Pour tout v € W,*(Q) maintenant on choisit astucieusement la fonction test v. On prend

1
v =1+ —e, avec e € WyP(Q) et n € N*. On obtient :
n

_f/ —a(Vu + Ve))Vedx > ().

Alors :
1
/Qe(zp — a(Vu + V) Vedz < 0.

Mais u + ie — u dans Wol P(Q), par le lemme de convergence dominée de Lebesgue on a :
a (Vu + iVe) — a(Vu) dans (L7 (Q))V.

Quand n — 400 en passant a la limite alors :
/Qe(w — a(Vu))Vedz <0 Ye € WP (9).

On changer e en —e par linéarité on a :

/Qe(zp — a(Vu))Vedz = 0, Ye € WIP(S).
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On déduit que :
— Lp
/QQzﬂVe—/Q@a(Vu)Ved:c Ve € Wy P(92).

Donc u est solution de (3.1.1).

3.3 Unicité

Montrons que u est unique, supposons l'existence de u; et uy tels que :
/Qﬁ(a(Vui)Vvdx = (f.0), YweW(Q), i=1,2.

Donc par soustraction :

/Q B(a(Vir) — a(Vug))Vode = 0 Vo € WEP(Q),
d’ou, en prenant v = u; — usg :

/QH[a(Vul) — a(Vug)|V(uy — ug)dx = 0.

Cela implique, grace a monotone que

Ola(Vuy) — a(Vuy)|[Vu; — Vuy] =0 p.p dans Q.

De sorte que Vu; = Vuy p.p dans 2, donc u; = uy sur chaque composante connexe de €2 et
comme u; = Uy sur Of).

On a u; = ug p.p dans Q.
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3.4 Probleme parabolique :

Soit Q un ouvert borné de RV (N > 1), 7 € R%, et A: R — My(R) (ott My (R) désigne

les matrices N x N & coefficient réels) tq

Vs € R, A(S) = (ai,j(s))mzlmN ou A; j € LOO(Q) N C(R,R),

Ja >0 tq: A(s)EE > al¢)?,  VEERY VseR.

48>0 tg:| ai;(s) ||pe< B Vi,j=1,...,N.
f € L*(0, T[, H *(£2)) et ug € L*(£2).

On cherche u tel que :

—div(A(z,u)Vu) = f dans Qx]0, T
u=70 sur 000, T'[ (3.2)

u(.,0) = ug sur 2.

On va donner pour ce probléme parabolique non linéaire un résultat d’éxistence et d'unicité

de la solution faible.

3.4.1 Formulation variationnelle :

En multipliant 'équation (3.2) par un élément v € V = L? (]O, T, Hé(Q)), en intégrant
sur 2 et en utilisant la formule de Green on obtient la formulation variationnelle suivante :
u € L*(]0,T], Hy()),u, € L*(J0, T[, H*(Q)).

/0 <ur(s),v(8)>p-1(02),H1(0) d3+/ / Vo(s)dxds = /OT <f(8),v(8)>m-1(0),H1(2)dS;
Vo € L*(]0, T, Hy(2)).

u(.,0) =ug, p.p.
(3.3)

Théoréme 3.2 Soit Q un ouvert borné de R, T > 0, ug € L*(Q) et f € L*(J0,T[, H*(2)),
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sous les hypothéses ug € L*(2) et f € L*(]0,T[, H~(£2)). Alors le probléme (2.2) admet un

seul solution de u vérifie.

L’idée, pour démontrer ce théoréme est résoudre d’abord le probléme dans des espaces de
dimension finie on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’élément finis, mais c’est
plus simple en utilisant une base hilbertienne formé de fonction propre du la placien c-a-d :
une base hilbertienne dans L*(Q2) notée : {w,,n € N*}, telle que w, est une solution faible

de :
—Aw,, = AW, dansf?

(3.4)
w, =0 surofl.
Avec N\, € R.
Lemme 3.1 Soit la famille (w,)nen est une base hilbertienne de L*(§2) vérifie :
w, € H (),
’ (3.5)

/ Vw,Vvdzr = )\n/ wyvdz, pour tout v € HY(Q),
Q Q

avec N, > 0 pour tout n € N* et lim )\, = +oo.

n—+400

Comme (w,,) est une base hilbertienne de L*(2), on a pour tout g € L*(Q), g = > <glw,>ow,
neN*

au sens de la convergence de L*(Q) c-a-d : Y~ <g|lwy>wy, — g dans L*(Q)) quand n — +oo0.
k=1

\7)\%) est une base hilbertienne de Hj(£2). On

remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1, on a

On va montrer maintenant que la famille <

/ Vw,Vw,,dx = )\n/ Wy Wi, dT = X0y .-
Omega Q
On en déduit que <w,, w,,>=0sin=m et

[ Vw,Vuwy,
Q

dr = 1.

=

me

Comme (w,), - est une base hilbertienne de L*(Q) et (A, # 0 Vn € N* ), ou en déduit

que v = 0 p.p. montre que I'orthogonal dans H}(€2) de wv {w,,n € N*}
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(avec wv = espace vectoriel) est réduit a {0} et donc que wv{w,,n € N*} est dense dans

H}(2). Finalement, on obtient ainsi que la famille (\;U)\l)neN* est une base de hilbertienne

de H(9).
La démonstration du théoréme est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste a

réaliser les trois étapes suivantes :
e Recherche de solutions approchées.
e On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

e On passe a la limite, grace & les propriétés de monotonie.

3.4.2 Solution approchée

Soit n € N*. On pose E,, = wv{e,,p=1,...,n}. On cherche une solution approchée

up, sous la forme wu,, (¢ Z z(t)wy avec x, € C([0,T],R). En supposant que les zj sont

dérivables pour tout ¢, on a donc
S IAIS
k=1

de sorte que, pour tout ¢ € Hy(Q2) , et pour ¢t €]0, 7).

W0 ey = Y1) [ i
D’autre part, pour tout ¢ € [0,7] on a

—div(A(un)Vug(t) zi: A(uy) Awy,.
C’est-a-dire, pour tout ¢ € H} (),

(=div(A(un)Vun(l), ©) g-1(0),11 () = le / A(un) AwiVdz.
Enfin, comme f € L? (]O,T[, H’l(Q)>, on a pour tout ¢ € Hy (1),
(f(.), ) € L0, T7).
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Et cette quantite définir pour presque tout t et on obtient finalement, pour presque tout ¢

et pour tout ¢ € Hy (),

(up(t) = div(A(un)) Vun(t) = f(£), ) g1(2)m3@) =

Z (xﬁg(t) /kasod:v + (t) /QA(Un)VkaSOdfF> - <f<t)790>H*1(Q),Hé(Q)~
k=1
On souhaite alors choisir les fonctions z; pour que :
(up (t) = div(A(un) Vun(t)) — f(£), ) g-1(0),m10) = 0,

pour tout ¢ € E,. En posant fi(t) = (f(.), wk>H—1(Q),H3(Q)’ ceci est équivalent a demander

pour tout k = {1,...,n}, on définit aussi la matrice n x n (& coefficients réels ) G en posant
Gij= /QA(un)ijVwid:c
(Gi; est de coefficient de G en ligne i et colone j ),on avoir donc
2 (t) + Gry(t) = fult).

En tenant compte de la condition initiale et en posant ) = <ug, wy>9, ceci suggére donc

de prendre

t
xp(t) = :B,(Co)exp_Gt —1—/0 exp 9V fi(s)ds. (3.6)

les fonctions zy ainsi définies appartement & C'([0,7],R) et on a donc
un € C([0,T), En) € C([0,T), Hy (2)).

n
Avec u,, = Z T (t)wg.
k=1
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3.4.3 Estimation a priori

Pour n € N*, on a u,, € L*(]0,T[, Hy(Q)) et (u,): € L*(]0,T[, E,) C L*(]0, T[, H ().

on a :
D ((un(t)es wi) Tn(t) + D Alun(t), wi) zen(t) = D (f (), wi) Ten(t),
k=1 k=1 k=1
alors :
Z/ Up )Wy Trn(t) da + Z/ Az, t)Vu,Vu, xp,(t) do
= [ St wen(t) do.
k=174
Alors :
| (un ()t un(t) + Az, t)Vu,Vu, xp,(t)de |=| f un(t) |,
donc :
| (un())e un(t) | + | Az, ) VupVup 2kn(t) | do =[ f un(t) |,
ceci donne :
10
> 55 I un 1720y +a0 || Vi |72
Donc :
10 9 2 o
2 2ot | wn I72¢0) +ao | Vun 720y < (fs un),

on 'intégre de 0 a t et en applique I'inégalité de Young, on obtient :

1 t
>t sy +a0 [ 1l Vi ey dr

1 (T 9 1 T ) 1 ,
< 2/0 I () IZ2) dm — 2/0 | et (7) 2 +5 Il w0 20
telle que :

AN

Q

+
o\;
~

| wn(7) ||%2(Q) dr.

On déduit donc :
T
lun oy < C+ [ llun(7) ey .
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d’apres le lemme de Gronwall, on obtient :
| wn H%Q(Q)ﬁ Ce® constante independante de n,

on obtient, donc :

| wn H%oo(]o,:r[,p(sz)) + [ un HiQ(}O,T[,H(}(Q))S Ch. (3.7)

Ou 4 constante indépendante de n.

. . . 7’ . . / .
Ensuite, on multiplie ’équation encore une fois par x,,, (t) et on somme sur k, on obtient :

n n

D ((wa(t))ey wi) @y (8) + 3 Alun(t), wi)e @, (1)

k=1 k=1

= S () wn) (),

i /Q (tn) iy (£) da:+Zi: /Q A, )V V (), (1) d

= Zi:/ﬂf(t)wkw;m(t) dz.

Donc, il vient :

- /Q (wn)? da + /Q A, 1) VunV (un)s
:/Qf(un)t dx
= |1 (un)s 1 Z2() +A(tn, (un):)

=(f (), (un)y).

(3.8)

En plus, on a :

2 A1) ua0)] =5 [ Ale,0) (V) da

= [ A1) (Vu)* do+2 [ AGw.t)(Tu,) (Vu,), dr.

60



En intégrant sur (0,¢), et en utilisant 'inégalité de Young :

L1 ) Ny B 5 | o Aua(r) unr)) i

_//f (up)¢(T) dz dT + = //A (z,t) (Vup)® dx dr,

ceci donne :
2| (un)e IZ20m220)) T | wn(t) 773 0)
< I £(7) 20 dr + 7) || 22@) dT + Al(z,t) (Vuy)? dedr
[ 150 e 1 g N
+A(un(0), un(0)).
Comme A(x,t) € C*(2 x (0,T)), donc :
r ' 2 T 2
/ / A (2,1) (Vup)® dedr <A / / (V) dedr
0 Q 0 Q (310)

T
<As [ un(®) lye dr.

On obtient :
| (un)e H%Z(O,Tﬂ(g)) ta || un(t) H%{g(n)
T 2
< [ 170 ey dr -+ (n(0),12(0))
r 2
+az [ unl) Iy 4.
donc :

| (un)e ||%2(O,T,L2(Q)) +a || un(t) ||?{3(Q)

, T
<C+ar [ ) Iy dn

alors, en particulier :
« t) || <O+ ) ||? dr
| un(t) ||H3(Q)_ a2 0 | un(t) ||H5(Q) :

On obtient :

| wn () ||%Ié @< C'edT constante indépendante de n.
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Ainssi on obtient :
| (un)e H%Q(O,T,LQ(Q)) + || un(?) H%oo(o,T,Hg(Q))ﬁ Cs. (3.11)
On en déduit que t,, = T. D’ou, lorsque n — +oo dans, on constate :

Un, uniformément borné dans L>(0, T, Hy(Q2)),

U, uniformément borné dans L*(0, T, Hj(2)), (3.12)

() uniformément borné dans L*(0, T, L*(Q)).

3.4.4 Passage a la limite
On pose B(u) = —div(A(u)Vu). D’apres le lemme (1.1), on déduit, qu'on peut extraire

une sous-suite (u;) de (u,) tell que

u; — u dans L>®(0,T, L*(Q)) faible*

u; — u dans L7 (0,T,V) faible

(3.13)
ui(T) — & dans L>(0,T, L*()) faible
B(u;) — x dans L(0,T,V’) faible
passant a la limite dans
/Qutunwkdx+/QA(un)Vuankdaj = /wakdx, (pour i=mn, k fize), (3.14)
on voit que :
(x,wy) = (f, wg), Vk e N,
donc
r=f (3.15)

Par ailleur d’aprés (3.14)
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et d’aprés (3.15)
(B(ui), u;) = (x,u), (3.16)

on voir que (3.14) (3.15) (3.16) et les hypothese. B est bornée hémicontinue (convergence

faible propriété aximatiques de B ). B est monotonie, etraint que

x = B(u). (3.17)
Ce qui, joint & (3.15) donc
f = B(u)
On part de (la monotonie de B )
(B(u;) — B(u)) = 0, YveV. (3.18)
On prend
v =u— A\w, A >0, weV, (3.19)

donne : A(z — B(u — Aw),w) > 0, donne (z — B(u — Aw),w) > 0 et faisant A — 0,
(x — B(u),w) 20, YweV,douz= B(u)

3.4.5 Unicité

Soit u; et uy deux solution du probleme 1.4

Oyuy — div (A(up)Vuy) = f, (3.20)

et
Orug — div (A(uz)Vug) = f, (3.21)

(3.20)-(3.21) on obtient

Oyuy — Opug — div (A(ur ) Vuy) + div (A(ug)Vug) = 0.
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Alors
O (U1 — ug) — div (A(uy)Vuy) + div (A(uz)Vug) = 0,

on pose : v = u; — uy, v € Hy(Q)

O — div (A(uy)Vuy) + div (A(uz)Vug) =0, v € Hy(Q)

d’ou

(Oyv,v) — (div (A(u1)Vuy) — div (A(ug)Vug) ,u; — ug) = 0.

Grace & la monotonie

10 9
= —— 2 < 0.
Ow = 52 || v(t) [3:< 0
Donc
| v(0) [|72= 0.

Alors v = 0, donc u; — up = 0, alors u; = us.

Ce qui prouve 'unicité de la solution du probléme.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail s’intéresse a 1’étude I'existence et 1'unicité des solutions des certains
classes des problemes aux limites elliptiques et paraboliques linéaires et non linéaires , qui
basé sur le theoréme de Lax-Milgrame dans le cas linéaire et la méthode de Faedo-Galerkin
pour le cas paraboliques. Dans le cas non linéare on utilise la méthode monotonie, cette
derniére est plus efficase et simple a 'utilisation, car elle nécessite moins d’estimation que,

les autres méthodes.
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