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RESUME

Dans ce étude, nous abordons la définition et les propriétés essentielles de I'espace des
fonctions presque périodiques. Plus précisément, nous présentons certains résultats sur la
presque périodicité de la dérivée et de la primitive d’une fonction presque périodique. Ensuite,
nous appliquons ces résultats pour examiner 'existence et l'unicité de solutions presque

périodiques au systeme différentiel linéaire ordinaire suivant :

y=Ay+f

ou f = fi = (f1y+-, fn)" est une fonction presque périodique donnée, A = (aij)1<ij<n
est une matrice carrée a des nombres complexes comme entrées et Yy = (Y1 .ees Yn)b est
la fonction inconnue. Mots clés : Fonctions périodiques, Fonctions presque périodiques,

Fonctions de Bohr, Equations différentielles.



ABSTRACT

In this study, we give the definition and the essential properties of the space of almost
periodic functions. More precisely, we present some results on the almost periodicity of the
derivative and the primitive of an almost periodic function. Then we apply these results to
examine the existence and uniqueness of nearly periodic solutions to the following ordinary

linear differential system :

y=Ay+f
where f = f; = (f1y..., fn)" is a given almost periodic function, A = (@i;)1<ij<n 18
a matrix Square has complex numbers as coefficients, and y = (Y1, ..., Yn)* is the unk-

nown function. Key words : Periodic functions, Almost periodic functions, Bohr functions,

Differential equations.
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NOTATTONS

Ensembles et nombres

C(C) Espace des fonctions continues de dans C.

T eR Variable temporelle.

C(R,R) Espace des fonctions continues de R dans R.

BC(R,R) Espace des fonctions continues et borneés de R dans R.
AP(R,R) Espace des fonctions presque périodiques de R dans R.

AP(R,C) Espace des fonctions presque périodiques de R dans C.



INTRODUCTION CENERALE

Les fonctions périodiques sont des fonctions mathématiques qui se répetent a intervalles
réguliers. Elles jouent un role fondamental dans de nombreux domaines des mathématiques,
de la physique et de I'ingénierie. Une fonction périodique est définie comme une fonction
f iR — Ctelle que f(x+T) = f(x) pour tout @ réel, ou T est la période de la fonction.
Les fonctions presque périodiques jouent un role important dans I’étude des équations diffé-
rentielles et offrent une perspective intéressante pour comprendre et analyser les phénomenes
périodiques. Une fonction presque périodique est une fonction qui présente une certaine ré-
gularité périodique, mais qui permet également des variations légeres ou des déviations par
rapport a cette périodicité.

Une caractéristique importante des fonctions presque périodiques est leur invariance par
translation. Cela signifie que si f est une fonction presque périodique, alors pour tout réel
a, la fonction f(x + a) est également presque périodique. Cette propriété permet d’étudier
les propriétés des fonctions presque périodiques sur des intervalles de longueur finie, ce qui
facilite I'analyse et la résolution des équations différentielles.

Les fonctions presque périodiques sont particulierement utiles pour étudier les équations dif-

férentielles linéaires avec des coefficients presque périodiques. Ces équations différentielles
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se présentent sous la forme d’'une dérivée d’une fonction inconnue égale a une combinaison
linéaire de cette fonction inconnue et de ses dérivées, ou les coefficients de la combinaison
linéaire sont des fonctions presque périodiques.

Les fonctions presque périodiques offrent un cadre mathématique puissant pour 1’étude des
équations différentielles, en particulier celles avec des coefficients presque périodiques. Leur
propriété d’invariance par translation et leur capacité a représenter des variations légeres
par rapport a la périodicité permettent d’analyser et de résoudre ces équations de maniere
rigoureuse, offrant ainsi une compréhension approfondie des phénomenes périodiques dans
les systemes dynamiques.

La théorie des fonctions presque périodiques est une branche relativement récente de mathé-
matiques. Il a été lancé entre 1923 et 1925 par le danois mathématicien Harald Bohr (1887
- 1951).

Les fonctions presque périodiques généralisent les fonctions périodiques. Elles admettent
une infinité de presque-périodes et aussi un développement en séries de Fourier généralisé

(Fourier-Bohr)

£(B) ~ Y an, exp.
n=0

Rappelons qu’'une fonction f : R — C, continue est dite satisfaire :

1 Le critere de Bohr si : Ve > 0,3l > 0, tel que :Va € R, [a,a + l] contient un

nombre 7 vérifiant :supier |f(t +7)| < €.

2 Le critere de Bochner si : de toute suite () C R, on peut ex raire une sous suite

(o) telle que (f(. 4+ a’,))! est uniformément convergente sur R.

3 Le critere d’approximation si : il existe une suite de polyndéme trigonométriques gé-

11
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n
néralisés (Py)n, Pn(t) = Z cr exp™t, ¢, € C, \; € R,convergeant uniformément
k=1

sur R vers f.

Ces trois criteres définissent la méme classe de fonctions dites uniformément presque pério-
diques. En outre, pour toute fonction uniformément presque périodique, la quantité

1 .
. —iAt
Thm —f(t) exp™*M dt

Existe et est nulle sauf sur un ensemble au plus dénombrable de A. Les A pour lesquels

1 ,
a(A) = Tl_i)rfoo Ef(t) exp M dt # 0

Sont appelés exposants de Fourier et les a(\) coefficients de Fourier associés a f. La série

de Fourier associée a f est donc, donnée par :

o0

Z a(Ag) expt

k=1

Plan du mémoire

Dans le chapitre I On rappelle dans ce chapitre quelques définitions et propriétés des
fonctions périodiques.

Dans le chapitre IT On a pour objectif de donner une collection de résultats classiques sur
les différentes définitions des fonctions presque périodiques qui sont équivalentes, on a débuté
ce chapitre par la donnée des différentes définitions des fonctions presque périodiques. Il s’agit
des propriétés et la dérivation de fonctions presque périodiques. Les éléments fondamentaux

concernant les séries de Fourier associées aux fonctions presque périodiques sont donnés a la

12
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fin de ce chapitre.
Dans le chapitre III Nous présentons des résultats d’existence et d'unicité des solutions

presque périodiques des systemes différentiels ordinaires linéaires non homogenes

v =Ay+f

Ou A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients constants et f = (fi),_1, est une

fonction presque périodique au sens de Bohr. Enfin, nous avons achevé ce mémoire par une

conclusion et quelques perspectives.

13



CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES

Dans cette section, on va donner une collections de définitions et propriétés des fonctions

périodiques.
1.1 Les fonctions périodiques

Définition 1.1.1 : Une fonction f : R —— R est dite périodique si :
3T >0 tg:VeeR f(x+T)= f(x) (P)
On dit que T est une période de f, autrement dit f est périodique si son graphe est invariant

par une translation de vecteur (k,T,0) avec k € Z

Exemple 1.1.1 :
Les fonction :

x — sinx, x+— cosx

3 Soit la fonction f(x) = sin(x), f est définie sur R, dérivable sur R et f'(x) =

14



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES

cos(x), f est une fonction paire et 2m-périodique, d’amplitude 1. La courbe repré-

sentative de f est :

O Soit la fonction f(x) = cos(x), f est définie sur R, dérivable sur R et f'(x) =
—sin(x), f est une fonction paire et 2m-périodique, d’amplitude 1. La courbe repré-

sentative de f est :

Propriétés 1.1.1 :

(A Toute fonction périodique continue par morceaux est bornée.

(A Toute fonction périodique continue est uniformément continue.

Définition 1.1.2 On dit qu’un ensemble E C R est relativement dense s’il existe un réel

l > 0 tel que

[a,a+ 1 NE #0,Va € R (1.1)

15



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES

Autrement dit, s’il existe un réel l tel que tout intervalle de longueur l rencontre E.

1.2 Propriétés des fonctions périodique

Propriétés 1.2.1 :

A Soit f : R —— R(C) une fonctions T-périodique et intégrable alors son intégrale sur

un intervalle de longueur T' ne dépend de ['intervalle choisi c’est-a-dire
[ f(e)de = [, f(x)dx
(A La wvaleur moyenne d’une fonction périodique f : R —— C est une fonction T-

périodique. on définit sa valeur moyenne par :
1 T 1 a+T
M(f) = T/ f(x)dx = T/ f(x)dx,a € R donnée (1.2)
0 a

(A Toute fonctions périodique continue est bornée et uniformément continue

16



CHAPITRE 2

LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES

Dans ce chapitre nous exposons la définition et les propriétés les plus importants de
I’espace des fonctions presque périodiques au sens de Bohr, a savoir la valeur moyenne,
I’inégalité de Parseval, les exposants de Fourier, les coefficients de Fourier et les séries de
Fourier de ces fonctions presque périodiques, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur

auzx ouvrages de références [1], [, [7], [17], [10], [14].
2.1 Les différentes définitions des fonctions presque
périodiques

1l existe trois différentes définitions des fonctions presque périodiques :

1 Critére de Bohr en utilisant les ensembles relativement denses.

2 Critére d’approximation en utilisant la fermeture de [’ensemble des polynémes tri-

gonométriques relativement a la convergence de la norme uniforme.

3 Critére de Bochner en utilisant la compacité de ’ensemble des translatés.

17
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2.1.1 Critére de Bohr

Définition 2.1.1 (e-presque période) On dil qu’un nombre réel T est une e-presque

période d’une fonction continue f : R — C(f € C(R,C)) si :

sup |[f(t+7) — f(t)| <e.
teR

Définition 2.1.2 On dit qu’une fonction continue f : R —— X est presque périodique au

sens de Bohr si pour tout € > 0, [’ensemble

{rerswlfe+n) - r@l<ef )

Est relativement dense dans R.
Autrement dit, f est presque périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0, il existe
l(e) > 0 telle que tout intervalle de longueur l(€) contient au moins une e-presque période,

c’est-a-dire un nombre € pour lequel

sup [|f (@ +7) = f(@)]| <€ 22

On note par AP(R, X) l’ensemble des fonctions presque périodiques. Nous introduisons

la notion de fonction normale.

Définition 2.1.3 Un polynome trigonométrique est une application T : R —— X de la

forme :

T(z) =Y apexp™® avec neN A, €ER et o €X. (2.3)
k=1

Voici une notion fondamentale dans la compréhension des fonctions presque périodiques.

18



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES

Définition 2.1.4 Une fonction f : R —— X posséde la propriété de 'approximation

polynomiale si pour tout € > 0 il existe un polynome trigonométrique P tel que
sup 1 f(x) — Pe(z)]| < e. (2.4)

Le lien entre les définitions précédentes est consigné dans la proposition suivante :

Proposition 2.1.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes
A f est presque périodique au sens de Bohr.
A f est presque périodique au sens de Bochner

O f satisfait le critére double suites de Bochner, c’est-d-dire, pour tout suites (o), (B.)
dans R, on peut extraire des sous-suites (o,) C (o)) et (an) C (o) avec méme

indices tels que pour tout * € R, les limites :

lim lim f(x+ o, + Bm) et Jim flx+ an, + Bn) (2.5)

n—00 M—>00

existes et sont égales.

A f possede la propriété d’approximation polynomiale.

Propriétés 2.1.1 :

O Soit f € AP(R,X) et F une primitive de f. La fonction F' est presque périodique si

et seulement si elle est bornée.
(A Une fonction presque périodique au sens de Bohr est bornée.
(A Toute fonction presque périodique est bornée et uniformément continue.

(A Une fonction presque périodique est uniformément continue sur R.

19
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O Si f est presque périodique alors pour tout a € R toute applications x — a f(x), x —>

flax) et € — f(a + x) sont presque périodiques.
O Si f est presque périodique alors || f|| ’est aussi.
(A Une limite uniforme des fonctions presque périodiques est presque périodique.

A Si f et g sont deux fonctions presque périodiques alors f + g et f.g sont presque

périodiques.

O La valeur moyenne d’une fonction f € AP(R) eziste et elle est définie par :

1 T
M{f}:= Jim — [* f(@)de (26)
De plus, elle vérifie :
MA{|fll}=0=f=0 (2.7)
a Soit :
f € AP(R,X).
Si :
g € L'(R)
Alors :

f+g € AP(R,X)!

Proposition 2.1.2 Le sous-espace AP(R,X) est fermé dans C (R, X).

Exemple 2.1.1 :

1.Toute somme de fonctions périodiques a périodes aléatoires dont les rapports sont des

20



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES

nombres irrationnels, n’est pas périodique.

Considérons la fonction f définie par

f(x) = exp(iz) + exp(iv/2x)

Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodiques, l'une de période 27, l'autre est de
période \/27. Raisonnons par l'absurde, supposons qu’il existe T # 0 tel que pour tout réel
x, on dit

fl@+7)=f(x)

c’est-a-dire

exp(iz) exp(itT) 4+ exp(ip2z) exp(iv27T) = exp(iz) + exp(iv2x)

Ce qui implique que

exp(iz)(exp(iT) — 1) + exp(iv2z)(exp(iv/2T) — 1) = 0.

En dérivant par rapport a @ on obtient

iexp(ix)(exp(iT) — 1) + Vv/2i exp(iv2z) (exp(iv/21) — 1) = 0.

Pourx =0 on a

exp(iT) — 1 + V2(exp(iv21) — 1) = 0.

C’est-a-dire que

exp(iT) = exp(iv27) = 1.

21



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES

Donc, il existe k1, ko € 7 tel que T = 2kq et T = \/2ks, comme T # 0, on obtient

Ce qui est absurde.

Donc f n’est pas une fonction périodique.

L,
|

Représentation graphigue de Re f et de Im f.

2.La fonction f définie sur R par :

. L
f(x) =sinz — Vo sin(v/2x) .

On a vu précédemment que f n’est pas périodique toutefois, elle est presque périodique comme
polynome trigonométrique.

3.1l est clair que toute fonction périodique continue est une fonction presque-périodique au
sens de Bohr.

En effet si f est une fonction T-périodique, alors tous les nombres de la forme nT,n =
(£1,+2,4+3,...) sont aussi des périodes de f , et donc sont des presque-périodes de f,
pour tout € > 0. Or l’ensemble {nT,n = +1,+2,+3,...} est relativement dense, ce qui
implique que f est presque-périodique au sens de Bohr. Par contre la réciproque est fausse.

On cite comme contre exemple la fonction numérique f(t) = cos(t) + cos(+/2t), (t € R).

22
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Frcure 1.1 - Un exemple de fonction presgue-périodique.

Exemple 2.1.2 :

Les fonctions presque périodique sont une généralisation des fonctions périodiques. Cette

classe de fonctions intervient notamment en mécanique céleste. On sait que la fonction

f(x) = cos(x) + cos(mx)

Nest pas périodique. Cependant voici le graphe de la fonction f

y=cos(x)}+cos(mm*x) /\

Et celui de la fonction

x — f(x —44)

23



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES

y=cos{x-44)+cosim*(x444))

La différence des deux fonctions est trés petite. Ceci est bien sur relié au fait que ™ = ra

et donc que 44 est une presque période pour f

|f(x) — f(z — 44)| = |cos(z) — cos(z — 44)|
= |cos(x — 7 * 2 x ) — cos(x — 44)]|
<7Tx2%m—44<0,018

On dit qu’une fonction f définie sur R est presque périodique si l’ensemble de ces translatées

{z— f(z—7) = fr(2), 7 €R} (2.8)

Est un ensemble pré compact de l'espace des fonctions continues bornées équipé de la

norme uniforme.voir [1], [0], [17], [17]

Théoréeme 2.1.1 Toute fonction presque périodique est bornée sur R.

2.1.1.1 propriétés de ’ensembles des nombres de translation

O Soit f € AP(R,C) alors E(e, f) C E(¢’, f),Ve' > ¢

En effet, soit :

24
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v € Be.f) & sup|f(a+7) - f@)| Se <&
Te

A Ve > 0, E(e, f) est un fermé de R
En effet, soit (Tn)nen C E(e, f) une suite qui converge vers T dans R
Montrais que T € E(e, f).

on a (Tp)neny C E(e, f) =V, €N

sup [f(z + ) — f(z)| < e .

xeR

Par passage a la limite et grace da la continuité de f on obtient :

sup [f(x + limT,) — f(x)| < e.

=>51;R1?|f(w+7')—f(w)|§€:>€€E(€’f)

Proposition 2.1.3 Si f € AP(R,C) alors Imf = {f(x),xz € R} est relativement

compact ds C c’est-a-dire :

Imf = {f(x),x € R} est compact

Preuve 2.1.1 On suppose que f € AP(R,C), montrons que Imf est relativement com-
pact c’est-a-dire de toute suite de Imf on peut extraire une sous suite wf.

Comme C est compact alors la compacité relative coricide avec la pré compacité donc il suffit
de montrer que Ve > 0, il existe un x bar fini de boule de rayon € dans C tq leurs réunion

coure Imf

Imf C OB(azi, €)

=1
Soit € > 0 et 1l la longer d’inclusion de f associe a €.

comme f est uniformément continue sur [0, ] alors {f(x),x € [0, } est un compact de

C.

25
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C’est-a-dire { f (z),z € [0,]} C |J B(xp,€)
p=1
PTENONS L1y Ly «eey Ty les centres des boule que courent { f(x),x € [0, L]{

Soit x € R et T une e-pp dans [—x, —x + L] alors : x +7 € [0,L] = 3, € {1,..,n}

tg :f(x+7) € B(xp,e) = |fx+7) —xp| < e

|f(@) —xp| =|f(x) — f(x+7)+ f(z+7) — =z,
S |f(x) — flx+ 1)+ f(z+7) — x|

<ete=2e=¢.

= f(@) € |)B(@pe) = Imf C |) B(xpe)

p=1 p=1
2.1.1.2 Stabilité par passage a la limite inférieure

Soit :

{(fn)’nGN - AP(Ra (C)a.fn — f}a.f S AP(Ra (C)

Preuve 2.1.2 f, — f <& Ve > 0,3x9 € N,Vn > ng, ||frn — fll, L e
En particulier || fr, — fl| < € = sup |fu(x) — f(x)| < e
rER
€
On a fz, € AP(R,C), soit T € E(g, fzo)-
Alors :

SUP | fuo (T + 7) — Fao(@)] < =
TrER 3

26



CHAPITRE 2. LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES

f@+7)—Ff@)| =1f(@+7) = (@) = fao(® + 7) + fao(® + 7) — fao () — f()]
SNF@ 4 7) = fao(@ + 7)) + | fao (@ + 7) = foo(@)] + | fao (x) — f(2)]

<3.—=e.

Wl m

Donc :

f € AP(R,C)

2.1.2 Critére d’approximation
Définition 2.1.5 On appelle polynome trigonométrique généralisé, toute combinai-
son de la forme
Yoh_q Ok exXp(iAgx) avec ;o € R,A\y ER etn €N
On note par A L’ensemble de ces polynomes.
Proposition 2.1.4 L’ensemble des polynomes trigonométriques généralisé A C AP (R, X)

Preuve 2.1.3 Il est clair que les fonctions x — exp(iAgx), Vk = (1 : n) sont continues
et périodiques, alors elles sont presque périodiques.
Comme la somme des fonctions presque périodiques est toujours presque périodiques, alors

x—> Y o exp(idgx) est presque périodique. Donc A C AP(R,X) .

Définition 2.1.6 On dit qu’une fonction f : R —— X continue, posséde la propriété
d’approximation polynomiale, si pour tout € > 0, il existe un polynome trigonomé-

trique Pe € A tel que
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sup || f(z) — Pe(z)|l, < e
zER
Théoréme 2.1.2 f € AP(R,C) < f posséde la propriété d’approximation.

Propriétés 2.1.2 :

1 L’espace (AP,R,C,+,.) a une structure d’espace vectoriel c’est a dire :
a:Vf,g C AP(R,C), f +g € AP(R,C)

b:Va € R,Vf e AP(R,C), ona af € AP(R,C)
28 fC AP(R,C) = |f| € AP(R,C)
3 8i f,g € AP(R,C) alors f-g € AP(R,C)

4 Soit f € AP(R,C) est dérivable et f' est uniformément continue.

Preuve 2.1.4 :

1 a : Montrons que f + g € AP(R,C) . Soit e > 0, alors :

f(x+7)+g(@+7)— fx) —g(=@)| < [f(x+71) - f(@)+ |g(x +7) — g(z)]

g g
§+§:€,V$€R.

Donc f +g € AP(R,C).

b :Montrons que aof € AP(R,C) . On a

laf(x+7) —af(x)] = la| |[f(z+ 1) = f(2)] < |afe, Ve € R.
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Car

|f(x+ 7)s(x) < e,V € R|

Donc

af € AP(R,C).

2 Pour démontrer que la fonction |f| est un élément de AP (R, C), il suffit d’utiliser la

relation suivante :
I|f(x+ 1) = |f@)| < [|flz+7)— F(2)].

3 On supposai que f,g € AP(R, C) et montrons que f,g € AP(R,C) soite > 0,e €
10,1[ alors : 3. € P tq: ||f — Pllo< —— et 3l tg:|lg — Q.||< =
3M 3
O :

M = max(sup |f(z)|,sup |g(x)|) + 1

OnaP.,Q. € P<e

”.fg - Png”oo:”fg — fQ:+ fQ: — PEQEHOO
S ”fg - fs”"‘”an - PeQe”oo

< N1fllocllg = felloo + [1Qclloollg — Pelloo

€

€
< M. _ —
= 3M+||Qe g+g|| 3IM

€ €
<* e [es) 0) A4
< S+ (19 — gllootllgllo) 5o
< €+ g2 M €

— — =
-3 gM? 3M
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4 Ona f € AP(R,C) est dérivable, f' est uniformément continu, montrons que f' €
AP(R,C)
On cherche a écrire f' comme limite uniformément d’une suite de fonction presque

périodique

1
OnaVr €R, f'(x) = Jim Fl@+ "1) EAC) = lim x(f(x + :L) — f(=))

On pose fi(x) = xf(x +1) — f(x) on aVx € NT, f; € AP(R,C)

m—l—%
@) = ful@) = |F @) —2 [ " F(2) - £ )t

cc-i—%
<o [ "If(2) - £t dt

< zsup|f(x) — f'(t)|,Vt € [,z + 1]
AN n

Prénoms € > 0, l'uniforme continuité de f' assure l’existence d'une § > 0 tq si :
lu —v| < & alors || f'(u) — f'(v)| < e
1
Jxo € N tq pour & > xg, — < § donc pourn > xg et x € R, |f'(x) — fu(x)| > €
n

d’ot la convergence uniforme de (fn)n vers f' ce qui do une f! € AP(R,C)

Exemple 2.1.3 Tout polynome trigonométrique est une fonction presque périodique.

2.1.3 Critére de Bochner

Définition 2.1.7 Une fonction f de R dans X, continue est dite normale ou presque pé-

riodique au sens de Bochner si I’ensemble de ses translatés

{fara € R}

est relativement compact dans Cp(R, X).
Ou

fale + a),Vz € R
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Autrement dit, pour toute suite bornée de nombres réels {hy} on peut extraire une sous

neN’
suite {hny}cy telle que la suite de fonctions (f(x + hnyg))ren soit uniformément conver-
gente.

Le théoreme suivant arme que la presque périodicité de Bohr et celle de Bochner sont

équivalentes.

Théoréme 2.1.3 Soit f : R —— X une fonction continue. Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :
A f est normale.

A f est presque périodique au sens de Bohr.

Preuve 2.1.5 :

La nécessité : Raisonnons par contra position, on suppose que f & AP(R,X) et montrons
que f n’est pas normale.

Soit f ¢ AP(R,X), c’est a dire il existe g9 > 0 tel que V€ > 0, il existe un intervalle de
longueur € qui ne contient aucun €g-nombre de translation.

Pour montrer que f n’est pas normale, il suffit de construire une suite (t,)nen telle que

Vi ;éj9|ui_'vj| QE(EOaf) (29)

Ou E(gg, f) Uensemble des eg-nombre de translation associé a la fonction f.

En effet pour une telle suite, on aura :

sup|[f (@ + i — u;) = f(x)[|x> €o
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Soit encore,

sup|[f (@ + wi) — f(@ + u;)[lx> eo

Ce qui montre que l'on ne peut pas extraire une sous-suite convergente de la suite (fup)n.
Donc f ne serait pas normale.
Pour construire la suite (Wn)nen, on procéde comme suit :

Soit uy # 0, il existe un intervalle [ay,by] , tel que
(b1 — a1) > 2|u4|
qui ne contient aucun T(eo-translation), car f n’est pas presque périodique. On pose,

1
= — — b
(251 2(Cl1 2)

Alors,
Uz — U1 € [ay, bs]
Car,
bi —a; — 2u
U — U1 — A7 = ! ! ! >0
2
Et
bi —a 2u
bl—(U2—U1): ! ;—'_ 1>0.

Donc : (ug — uy) ne peut pas étre un e-nombre de translation, c¢’est-da-dire

sup|[f (@ + uz — w1) — f(@)[lx> e

Il existe un autre intervalle [as, ba], tel que

by — az > 2(|uyg| + |uz|)
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qui ne contient aucun e-nombre de translation.

On pose,
1
uz = 5(0/2 + b2)

Comme (uz — u1) el (us — uz) € [aq,bs], et ne peuvent pas étre des e-nombres de

translation, donc nous avons

SUEIRI?Hf(w +uz —uy) — f(x)||x> € et ng?Hf(:c 4+ us —uz) — f(x)||x > €

En répétant la méme procédure, a l'ordre v, il va exister un autre intervalle [an, b,], tel que
bp — an > 2(lua| + Jug| + ... + |unl)

Qui ne contient aucun e-nombre de translation. On pose,
1
Up41 — i(an + bn)
On aura
Vi<n+1, Upt1 — U; € [a’na bn]

Donc les (Upy1 — u;), pour it < m 4+ 1, ne peuwvent pas étre des e-nombres de translation.
Finalement, on a construit la suite (up)nen qui vérifie (2.9).
La suffisance
Supposons que f € AP(R,X) et montrons que f est normale.
Soient S = (Sn), une suite d’ensembles dense dans R et (fuy)n une suite de translation
de f.

fun(t) = fun +1).

On procéde au choix d’une sous suite de (fuy)n convergente.

(fu1,n)n une sous suite de (fun)n convergente dans S, (fuan)n une sous suite de (fu1,n)n
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convergente dans Sa, ainsi de suite pour les autres termes, (fu;n)n une sous suite de
(fu(i—1)n)n convergente dans S;.

On forme la suite diagonale (ftnn)n qui converge dans S.

Maintenant, on s’intéresse d la convergence uniforme de la suite (funn)n, qui sera notée
f(vn)n. Soite > 0, = L. > 0 longueur d’intervalles qui contiennent des €-nombres
translation correspondant a la presque périodicité de f, et o correspond a la continuité uni-
forme de la fonction f, on décompose l'intervalle [0, £] en des sous-intervalles de longueur
inférieure a o et dans chacun, on choisit un point de S.

Soit So ’ensembles des points choisis

So = {r1,72y .0y Tp}

La suite (fvn)n est uniformément convergente, donc il existe Ng,¥Vm,n > N, on a

“fvn('ri) - fvm(Tz)||X< €7i - 1723 cees P

Vt € R, il existe un T(e-nombre translation) dans lintervalle [—t; —t+£€]. Ou T+t € [0, €]

, et soit r; € Sg tel que |7+t — r;| < 0. Pour myn > N on a

[ foa(t) = fom@®)llx = [1f(va + 1) — f(vm + )]lx
Sf(n+8) = Fom +)llx + [[f(va + T+ ) — F(ri + va) llx
+ 1 (ri + va) — £(ri + va) llx + 1 (s + vm) — F(vm + 7+ )Ix
+ 1f(vm + 7+ 1) — fom + t)Ix

< 5e = ¢.
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Donc la sous-suite (fvpn)n de (fun)n est uniformément convergente, ce qui nous confirme

la normalité de la fonction f.

Définition 2.1.8 Une fonction f est dite normale ou presque périodique ou sens de Boch-
ner si l’ensemble de ses translatés H(f) = fa, fa(t) = f(t + a),t € R relativement com-
pact dans Cg(R, C), (Cr(R, C)) l’espace des fonctions continue et borné de R dans C
Autrement dit pour suite (hn),eny C R on peut entrera une sous-suite (hng)gen 1q :

la suite (f(x + hnk))r uniformément converge.

Théoréme 2.1.4 si f est normal (AP auz sens de Bochner) alors f € AP(R,C)

Preuve 2.1.6 par cestraposé :
On supposé que f ¢ AP(R,C) = Jegog > 0,V€ > 03a € R,[a,a + €]N E(eo, f) = &
C’est-a-dire YVf > 0 3 un intervalle de longueur € qui ne contient aucune €q-presque

périodique alors il possible de construire une suite (hn)pey C R. tq:Vi # 35 (h;—h;) &

E(€0,f)
Ona :
(h; — hj) & E(eo, f)
= sup |f(x + (h; — h;)) — f(z)| >0
On pose

y=xz—h;=>x=y+h;

= sup |f(y — hi) — f(y + h;)| >0,y €R

= ||fhi — fhj|lcc> €0, ce qui montre que l'on ne peut pas extraire de (hp)nen une sous

suite (Rnk)ky (F( + hpg)r soit uniformément converge
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La construction de la suite (Rp)nen

Soit hy # 0.3 un intervalle [ay, b1] tq :by — ay > 2 |hq| qui ne contient aucune €q-presque

périodique
On pose :
b
hy — a; + by
2
Alors :
hy — hy € [aq, by]
Car :
a by — 2h; — a;2 by — 2h; — a
hy — hy — ay = 1+ 01 1 12 _ b 1 130
2 2
Et
b b —a; —b 2h by — 2h
b—(hg—hl):bl—a1+ 1_h1:a1 a 1+ 1_ 0 a; + LI
2 2 2
= hy — hy € [ay, by]
= hy — hy nlest pas une eq-presque périodique
= sup [f(z + (hz2 — h1)) — f(2)] > €0
x€
Il existe un intervalle [as.ba] tq : (by — a2) > 2(|hy| = |ha|) qui ne contient aucune

Eo-presque périodique

On pose
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hs — hy € [az, bs]
Alors et = h3 — hy n’est pas une €g-presque périodique

hs — hy € [as, bs]
On supposé que hy — hy, existent avec h; — hj ¢ E(eo, f) sii.J € 1,n avec © # j.

Il existe un intervalle [an, by] tq :

by —an 223 |kl

j=1
ne contient aucune gq-presque périodique
On pose
a, + b, ,
hpy = 9 = hpt1 — h; € [an, b,],Vi € 1,n

Car :

bn — an 2h’1 n

hn—{—l_hi_an: + >22|h.7|_h20
2 iz

Et :

bn_a’n+2hi 'n
5 > > |hj|l—h>0

i=1

bn - (hn+1 - hl) ==

ce qui achevé la démonstration

2.2 Propriétés des fonctions presque périodiques

2.2.1 Espace vectoriel de fonctions presque-périodiques
Définition 2.2.1 On dit qu’une fonction f : R — E est presque-périodique (au sens de
Bohr) si elle est continue et elle vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :

1V >0,3¢>0,Va €R,3AT € [a,a+ L],V €ER,|f(x+T) — f(x)|p < &.

Ici, T est dit presque-période attachée a €, et £ est dite longueur d’inclusion attachée
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2 f vérifie la propriété de normalité : de toute suite de translatées (Thnf)n, on peut

extraire une sous-suite convergeant uniformément sur R.

3 f vérifie la propriété d’approximation : f est limite uniforme d’une suite de poly-
nomes trigonométriques, c’est-a-dire qu’il existe une suite double (G, P)mp) € N X Z

ot pour tout 1, (Qn, P)pez est presque-nulle, telle que :

lim || f — ) an,pexp,|le = 0.

n—00
PEZ

(0t exp,(t) := exp™”*.)

Exemple 2.2.1 :

1 Toute fonction périodique est presque-périodique.

2 Soit la fonction définie sur R par

f(x) := sin(2wx) + sin(v27x).

La fonction f ainsi introduite est presque-périodique au sens de Bohr. En effet, on
choisit T un entier et T+/2 différent d’un autre entier par moins de e/2m. Alors, il

est clair que

f(x + 1) = sin(2wx) + sin(2wrzv2 + 6¢).

En wvertu du théoréme des Accroissements Finis appliqué a la fonction sinus entre
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A = 21x+\/2 et B = 2wx/2 + ¢, il existe un certain o €]0, 1[ tel que

f(B)f(A) = f'(A+ a(BA)).(BA),

ou encore, sin(2wxy/2 + 0¢)sin(2wxv/2) = cos(2mzV2 + abe).0c =,0'¢c ou
0 = cos(27r:1:\/§ + a¢e).0 et donc |0'| < 1.

Ceci entraine que sin(27m:\/§—|— Oe) = sin(Zﬂ'mﬁ) + 0’ et donc en revenant a la
formule avec f on obtient que f(x +t) = f(x) + 0’e. 1l en résulte que la premiére
assertion de la définition (2.2.1) est satisfaite. Du point de vue géométrique, on observe
l’existence de presque périodes a partir de l'allure de sa courbe représentative donné

par la figure (1.1)

\/\/ F : : i.is

FIGURE 1.1 — Représentation graphique de la fonction f.

Le point 3. de la définition précédente peut étre exprimée de la fagcon suivante :"AP°(E)
est aussi la fermeture pour la norme de la convergence uniforme de [’espace vectoriel
engendré par l’ensemble des fonctions continues périodiques.” Par conséquent, muni de
la norme || flloo= sup |£(£)l;

teR
La proposition suivante expose certaines propriétés des fonctions presque-périodiques.

Pour les démonstrations (et plus de détails), on renvoie auz livres (Besicovitch, 195/)
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et (Corduneanu, 1989) .

voir [0] et [Y].

2.2.2 Dérivation des fonctions presque périodiques

Lorsque une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automatiquement périodique.
Pour les fonctions presque périodiques, ceci n’est pas vrai, puisque rien n’assure que la dérivée
soit uniformément continue, ce qui est nécessaire pour la presque périodicité. En fait le

résultat suivant assure que cette condition est suffisante.

Théoréme 2.2.1 Si la dérivée f’' d’une fonction f presque périodique est uniformément

continue sur R, alors elle est presque périodique.

Preuve 2.2.1 :

Soitf(x) = fi(x) + if2(x) ; ot f1(x), f2(x) sont des fonctions réelles. Du fait que
f'(@) = fi(z) +if;(x)
il en résulte que f](x) et fi(x) sont uniformément continue sur R. Considérons les fonction
1
pn = n[f(x+ ;) — f(x)],n =1,2,3...

On a

, 0, , ey Tn
en = f'(x+ ;) = fi(x) +ify(x + g),O < Tpy 0, < 1,

ce qui signifie que pour tout € > 0, il existe une N (&) de telle sorte que

lon — f'(@)] < e
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les fonctions n sont presque périodique et, par conséquent, f' est presque périodique.

Proposition 2.2.1 Sila dérivée f' d’une fonction presque périodique f est presque pério-
dique alors sa série de Fourier est obtenue par dérivation formelle de la série associée a la

fonction f.

Preuve 2.2.2 Supposons que f' est presque périodique, alors sa valeur moyenne M (f' exp™®)

existe et comme

1 jotX 1 , i\ roatX
X/a dr = ff exp;”‘m atX 4 TX/Q fexp™® (2.10)

et pour X — +o00
M (f exp™*) = iAM(f) (2.11)

il vient que f’ est de mémé exposants de Fourier de f, on exempt pour X = 0, si est visible
entre l'exposants de Fourier de f. Si on note Al le coefficient de Fourier de f’', en utilisant

la formule (2.11) on obtient

A, = iNAg
par suite
+o0 ]
F (@)™ Y i Ay exp™® (2.12)
k=1

voir [1] et [4].

2.3 Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

(e, @)
but :associer a une fonction presque périodique une série de forme Z ¢, exp™® quecC), €
k=0

Cx €eR
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on cherche a obtenir les coefficients Cyret A valeur moyenne d’une fonction presque pério-

dique

2.3.1 Valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Définition 2.3.1 :
1 /T
soit f € AP(R,C) on définit la valeurs moyenne de f par : M(f) = Tlirf T/ f(x)dx
——+o0 0

1l faut vérifier qui un tel nombre existent

1 ro+T
Proposition 2.3.1 : pour tout fonction f € AP(R, C) le nombre TliT T/ f(x)dx
—+o0 o

existe indépendamment de o € R et vaut M (f).

Preuve 2.3.1 :
1 : Montres l’existence de cette limite .

1¢" cas : on montres que la limite existe par un polynome généraliser,

Soitp € P = p(x) =) Cy exp™?® qvec A\, # 0
k=1

alors

I
(]

a

C (expi)\k(a+T) _ eXpiAka)
k

k=1 ?’Ak
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1 ra+4T 17 . .
= —/ x)dx| <— 1 (lexp*(etT| 1 |expir*e
oL parae] <33 O (Jexp et expe]
" Co|/— .
< =Y 2|—|T — +o00 indpend de a
Tk:O Zk

st ko tp : Agg = 0,alors : p(x) = Ck, + Z Cy eXPiAkm

k=0,k#ko

. 1 a+T
= lim T/ p(x)dx = Cy, < .

T— o0

2" cas :
Soit f € AP(R,C)

€
. Soite > 0, alors Ip. C P tq : ||f — Ipel|oo < 3

Soit Ty, To € R on a :

1

a+Ty 1 a+T>
Tl/a f(x)dx — T2/a f(x)dx

<L emvde — = [ Py
<\ [ t@dw - [ P(@)da

1 a+T p d 1 a+T> p ( )d
— A - — . (x)dx
i /a (@)de — 7

1 jatTz 1 a+To
+ —/ P.(x)dx — Tz/a f(x)dzx

T, Ja
< € 1 a+T p d 1 /ll-l‘Tz p ( )d €
Sgtiml R@de-g [ P@ds+g

()

d’apres le 1¢" cas on peut trouver Ty > 0 tq : VT, Ty > Ty on a :

]_ a+T ]_ a+Ts
‘T/ P.(z)dx — 7/ P.(x)dz| <

2T,

Wl o

ce qui donne

11 : montres que la limite ne dépend pas de a .
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ona:f e APR,C) = f est bornée sur R = 3IM > 0 tq :sup |f(x)| < M sans perdre
TER

de généralité on peut supposer que a > 0 et T > a

[ @ = [ r@ae= L[ @aa s [ p@)a
= [ $(@)ae
= f;/()Tf(ac)dac — /Oa f(x)dx + /anrT f(x)dx — /OT f(x)dx

_ ;/TTJraf(m)dw - /Oa f(z)da

IA

1 T+a 1 a
=L@l dw [ (@) de
1

IA

1
—.a.M + —.M.a
T + T

2aM ——
T — o000

IA

(2.13)

1

1 ra+T T
= lim — [ f@)de = lim = [ f(@)de = M(f)

2.3.2 Propriétés de la Valeur moyenne d’une fonction presque
périodique
nous renvoyons le lecteur ‘a [1], [11] et [17].

Propriétés 2.3.1 soient f et g deux fonctions ,f € AP(R,C) et g € AP(R,C) alors
on a les propriétés suivent :
I M{af}=aM{f},Va € K

2 si f(x) >0,V € R alors M {f} >0

S MA{f+gt=M{f}+ M{g}
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4 s0it (fu)nen C AP(R,C). Qui converge uniformément vers une fonction f. Alors :

lim M {f,} = M {f} (2.14)

n—oo

1 /T
Preuve 2.3.2 1 ona: M{af} = jlim T/ af(t)dt De la linéarité de l'intégrale,
—00 0

on déduit que

M {af} = (lim =y f(t)dt>

T—oo T Jo

=aM {af}.

2 Supposons que f(t) > 0. Alors, on a : fOT f)dt > 0,vT >> 0, d'ou

1 T
M {f} = lim — [ f(t)dt

1 T
3 ona:M{f—l—g}:I!im T/ (f + g) (t)dt. Comme lintégrale est linéaire, alors
—00 0
1 /T d 1 /T d 1 /T d
- t t:—/ t)dt —/ t)dt
S erowa= [ rwat o ["gwar
d’ot

1T 1T
M{af+g} = Jim - [ f(ydt+ Jim [ g(t)at,

=M{f}+ M {g}.
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4 ona:

M {fn} = MA{f}e= | lim */ (fn(t) — f(t)dt|| e

< Jim [ (0) — F(0) et

— T—oo T

< gim =[G (0) — £ @l

= 1(fn(®) = FD)ll

En faisant tendre m vers linfini, nous obtiendrons
Tim (M {£.} — M {f} |£< Jim [|f — fullc= 0.
Finalement, on déduit que

lim M {f,} = M {f}

2.3.3 Séries de Fourier associée a une fonction presque périodique

comme les fonction périodique , les presque périodique peuvent étre représenter parleurs

séri¢ de Fourier

Définition 2.3.2 : soit f € AP(R,C) , on a définit le coefficient
—iAT . 1 —iAx
a(A) = M(f(x)exp ") = Tllm ff(zc) exp dx,a()
—00

existe .
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CHAPITRE 2. LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES

Théoréme 2.3.1 : soit f € AP(R,C) et A1y A2y ey Ay, des réels deux d deux distincts .
Soit by, bay ...y by, N nombre compleze .

Alors :

N
M (’f(w) — 3 byexp

n=1

’ 2 N 2 al 2
) =3 (17@)F = 3 a3 b~ ).
Preuve 2.3.3 :

(|f(:c) Z b,, exp

) — 1 (7(a) - Z b oxp <f<a:>— ibnexp—“kw)

n=1

— (f(w)f(w) f(w)Zb exp~ i

n=1

(f<:c) > B exp

n=1

£ (@)I7) —
1673 b
(Lo expw) (3 Bexoe))

n=1 n=1

=M (17@)F) - (32 5 (7(0) x>

n=1

- > b.M (mexp”‘km)

n=1
N N

+ 33 bib; M<exp i(e=xy)a >

k=1 j=1

(2.15)

comme :

M (eXpi’\k_Ajw> _ 1 s1 A=A

0 st nom

Alors :
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par conséquent :

M (’f(m) — g: b, exp*

k=1

= kE_: la(A)|* < M (|f(=)]?)

(Inégalité de Passeval )

5 o o o)) - S o

)zmwmmﬁ—;mwm—gmwm+;wm

Lemme 2.3.1 : Soit f € AP(R,C), l'ensemble E = {X € R,a(\) # 0} est dénom-

brable.

Preuve 2.3.4 :

E={xeR,a\) #0}= |J {)\ER,|a(A)| 2711}

neNx
pour montrer que E est dénombrable , il suffit de montrer que : F,,
est finie.
par l’absurde :
supposons que corde Fy,, > n? ([M(|f(a:)|2)} + 1) = P.
Alors IXqg, «.c, Ap €E R tg -

|a()‘k)| ZaVk - 1/777

:{AEKMQMZ;}
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d’aprées la remarque précédente on a :

M (17@)F) 2 3 la(hP
>y =
k=1 T n

:{M(|f(w)|)2}—|—1,ce qut est absurde

donc F,, est finie.

Inégalité de Passeval

si f € AP(R,C) et f(x) = i a(\,) exp™?®.

n=1

alors on a l’égalité

i_’fl a2 = M(|f(2)?)

Lemme 2.3.2 : Soit f € AP(R,C) , alors peur tout € > 0, il existe £ > 0 et § >
0,(0 < 26 < £) tq : tout intervalle de longueur £ contient un sous intervalle de longueur

26 dont tous les €lt sont des e-presque périodique de f

Preuve 2.3.5 :

f € AP(R,C) = f est uniformément continue = Ve > 0,36 > 0 tq ‘x1,x2 €
R, |21 — @] < 6 = |f(21 — F(@2))] < <.

f € AP(R,C) = Ve > 0,3h > 0, tq : Va € R il existe 7o € [a,a + h] ﬂE(;,f).
Soit £ = h 4+ 28 on a :considéré lintervalle [a — §,a + h + §](a € R) de logeur a + h +

0 —a+h =20+ h=2¢ lintervalle [T, — 6, T, + 0] C [a — J,a + h + 6]
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Soit T € [1q — 0, T + 0] Alors :

fE+7) =@ < |fE+7) = fFE+ 7))+ [f(E+T) = F(D)]

€
< (L'uc)+5,(La presque périodique)

N ®

I
™

Théoréme 2.3.2 : unicité de la série de Fourier deux fonction presque périodique distincts

ont des série de fourrier distincts.

Preuve 2.3.6 :

on veut montrer que si f # g = S(f) # S(g) ceci revient a montrer que si S(f) =
S(fy=F=g

si S(f) = S(g) alors par Uégalité de par seval on obtient :M(|f — g|*) = 0.

Done pour montrer que M(|f —gl’) =0= f =g.

1 : suffit de montrer que tt fonction positive ayant un valeur moyenne nulle est nulle c¢’est-
a-dire :

ce qui revient a montrer que :

st f > 0 alors f > 0 = M(f) > 0 on suppose que f > 0 = 3,,, € R tq: f(xo) =
a> 0.

soit £ > 0etd > 0,(0 < 28 < £) tq tout intervalle de logeur £ contient un sous
intervalle de logeur 26 constitué du (; presque périodique de f et tq |y — x2|] < & =
@) = fla2) < 5

it : Montrons que tout intervalle de longer € contient un sous intervalle de longer 28 que ne

«a
contient des x tq :f(x) > 3
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soit a € R, on considéré 'intervalle [a — 6 — xg,a — 6 — xo + £]

Soit :

T € [a—é—mo,a—é—mo+€]ﬂE(Z,f)

soitx € R, |x — xo| < 6, alors :

flxa+T)=fx+T)+ f(x) - f(=) + f(®o) — f(0)

= f(xo) + (f(x) — f(w0)) + (f(x+T) — f(x))

it :Montrons que la valeur moyenne de f : M(f) > 0 on a : Vn € N*

ke n

1 /¢ 1 2 1 lo%
— t)dt = — t)dt > — —26
nﬁ/o F® nekzz:l/(k—l)z fo)de > nt 2 3

k=1

Proposition 2.3.2 : si la série de Fourier d’une fonction presque périodique f converge

uniformément sur R alors la somme de la série est f
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CHAPITRE 3

LA PRESQUE PERIODICITE DES SOLUTIONS DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

L’¢tude des équations différentielles ordinaires revét une grande importance dans de nom-
breux domaines scientifiques, allant de la physique a la biologie en passant par lingénierie.
Une des propriétés intrigantes et puissantes que [’on observe fréqguemment dans ces équations
est la présence de solutions dites "presque périodiques”. Ces solutions présentent des motifs
récurrents, mais avec une certaine flexibilité qui leur permet de s’adapter aux variations in-
ternes ou externes du systéme.

Les ouvrages classique de [1],[17] et [19]], etc donnent une belle présentation des méthodes

et des résultats sur ce sujet.

3.1 Primitives des fonctions presque périodiques

Puisque les primitives des fonctions interviennent naturellement dans la théorie des équa-
tions différentielles, il est naturel de regarder le comportement des primitives vis-a-vis de la

presque périodicité.
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Définition 3.1.1 La primitive F' d’une fonction f continue sur R est définie par
F(x)=[7 f(t)dt, ou o €R

Théoréme 3.1.1 (Bohl-Bohr) Une primitive F' d’une fonction presque périodique f est

presque périodique, si et seulement, si elle est bornée.

Preuve 3.1.1 :
(=) Si F est presque périodique, d’aprés le théoréme (2.1.1) il vient que F' est bornée.

(<) Soit f € AP(R,R) on a

F(z) = J; f(z)dt,

ou : a est une constante réel, Puisque

F(x) est bornée, de sorte que l'autre des deux nombres

ki =sup F(x), ks = 1r€1£F(a:) (3.1)

zeR

Sont finis F(x) € AP(R,R), l'ensemble E(e; F') est relativement dense. Pour tout € > 0

les nombres T de cet ensemble sont définis par la condition qu’ils remplissent les intégralités
T+T
\F(z + 1) — F(z)| = ‘/ f(a:)dt‘ <e (3.2)

Maintenant étant donné unn > 0, on peut toujours définir les nombres 13 o pour satisfaire
les inégalités

F(xz1) <ki+mn,F(z2) > k1 —n (3.3)

En prenant maintenant un arbitraire € > 0 soit 7' un nombre quelconque de E(e, f). On

pose |xy — x| = d, nous aurons
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/;ﬁTl fle)de /: f(z)dz) = ’/;JFT flx+7') — f(x)dx| < e'd

1+7/

|F(x2 +7') — F(x1 +7') — F(x2) + F(x1)| < €'d
d’ott
F(xa+ 7)< F(x1+ 1) — (F(x2) — F(21)) + €'d

Mais en (3.1) et (3.3)
F(iBz —|— Tl) < kz, F(wz) — F(wl) > k?2 — kl — 277 (34)

donc
Fx2+ 7)<k +2n+¢€d

Prenons maintenant un €” > 0, soit 7" > 0 n’importe quel nombres de E(g”, f) , nous

avons observer que 7' + 7" C E(e’' 4+ €”, f(x))
Flx;+7 +7")<ki+2n+ (¢ +")d (3.5)

Nous allons maintenant examiner l'intégrale f:erT” f(x)dx
r<zi+T7<c+1l
Nous écrivons

! "

47" T1+7 47 z1+71’
| f@dz= [ f@de+ [ (F@) - f@+ 7)) da
xr1+T x

xr
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D’aprés (3.1), (3.3) et (3.4).

On a :

zy+7' 1"
/ f(@)da

=|F(x1+7"+7")—Fzx+71")| <2n+ (¢ +€£")d
1+7/

et d’aprés (3.2)

[ @ = s ) < e 36

D’ou

z1+7’
’// f(x)dz| < 2n+ (' +€")d + 1

Etant donné un € > 0 nous avons posé

€ €
"= —d,e” = min(e’ = gle')

€
= —., &
T=6° "6

On obtient & partir de (3.6)
47"
|/ flx)dz| < e (3.7)
Pour tout x et pour tout €” C E(e”, f)
D' d’aprés (3.2)
E(",f) C E(e, F)

Ce qui montre que E(g, F') est relativement dense .

donc
F € AP(R,R).

Proposition 3.1.1 Si la primitive F' d’une fonction presque périodique f est presque pé-
riodique alors sa série de Fourier est obtenue par intégration formelle de la série associée a

la fonction f.
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Preuve 3.1.2 De (2.12), si la primitive F def est presque périodique et si
f(ac) ~ Z Ak: expi)\kw
k=1

on obtient

F(z) = /w F(z)dt
x Tinf

~ / (Z Ay, exp™*t)dt

+ inf

~ > Ak_/ exp ) dt
k=1 0

+ inf 1 T

k=1 AL 0
~ — eXP;y ., ———
= k ’LAk Pix.z ’LAk
+ inf A + inf A
<3 (i) e
k=1 (V2 (V2
+ inf Ak + inf Ak
c+ ~ % exp™?® etc = (—) .
k:Zl 'L)\k kzl ’l,)\k,

Proposition 3.1.2 Soit f € AP(R,C) et F une primitive de f.

F € AP(R;C) si et seulement si elle est bornée sur R.

Théoréme 3.1.2 Soit f € AP(R,C) et F une primitive de f, L’une des conditions

suivantes assure que les primitives soient presque périodiques.
A L’image de F' est relativement compact.

A F est bornée et X est uniformément convexe .

(Preuve. Voir [1]).
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3.2 Equations dfférentielles linéaires ordinaires

Dans cette section, on s’intéresse a l’existence de solutions presque périodiques d’un sys-

teme différentiel linéaire ordinaire

y=Ay+f
ot
f=00) =01 fa)
telles que les composantes f; € AP(R,C), A = (aij)i<ij<n €st une matrice carré a

coefficients complezes et Y = (Y1 -+ Yn)? une fonction inconnue.

Le systéme précédent peut s’écrire sous la forme suivante

dy; " )
d = Zaijyj + fi(m)az € {17 7'"/} (3.8)
x j

Définition 3.2.1 Une solution du systéme (3.8) est dite presque périodiques (resp.bornée)

si toutes ses composantes sont presque périodiques (resp. bornées).

3.3 Solutions presque périodiques d’une équation dif-

férentielle scalaire

Dans cette section on s’intéresse a [’existence de solutions presque périodiques des équa-

tions différentielles linéaires ordinaires, voir [11] et [17].
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Théoréme 3.3.1 Si f € AP(R;C) alors toute solution bornée de l’équation différentielle

y=Xy+f (3.9)

o A est un nombre complexe quelconque, est presque périodique.

Preuve 3.3.1 Montrons que toute solution bornée de (3.9) est presque périodique. En effet,

en résolvant I’équation homogéne

Yy —Ay=0

On trouve que les solutions sont sous la forme

y(x) = cexp™,c € C

Pour chercher une solution particuliere de l’équation non homogene, nous supposons que ¢
est une fonction de classe C*(R), et appliquons la méthode de la variation de la constante.

Posons

y(z) = c(z) exp™

On dérive y et on le remplace dans [’équation (3.9), on obtient

c'(x) exp™ +Ac(x) exp™ = Ac(x) exp™® +f(x),

C’est-a-dire que,

cd(x) = f(x) exp™™
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On intégre par rapport a x, on trouve
T
c(x) = / f(s)exp**ds+ k,k € C.
0

On en déduit que la solution générale de (3.9) est donnée par

y(x) = exp™™* [k: —I—/ f(s)exp**ds|.
0
En posant A = ReX + tImA, ou Re\, Im\ € R, on va distinguer les trois trois cas :

ReX > 0, Re\ < OetReA = 0.

Cas ReX > 0 : Comme I_ILLH exp™® = lim expf®

= 400, alors pour que la solutiony
r——+00

soit bornée au voisinage de 400, il faut que

lim (k + /Om f(s)exp™™® ds) =0

r——+00

—+o0
k= —/ f(s) exp** ds.
0

Par hypothése f € AP (R, C), alors d’apres les propriétés des fonctions presque périodiques,
f est bornée.

Notonsm = sup | f(x)|, alors
z€R

0< ‘exp"‘m f(s)’ < me—BeXs exp—iIm)\s < me Bers
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Ce qui montre que, Uintégral — [ f(s) exp M ds existe et finie. La solution y s’écrit alors

y(x) = exp™ [— /:oo f(s)exp **ds + /Om f(s) exp™™* ds} .

= exp™ [— /:oo f(s)exp™*ds — /; f(s)exp™*ds + /: F(s) exp™™®

—+o00
= —exp™® f(s) exp ™ ds.

Do

y(@) =~ [ fls)exp ds.

On vérifie que cette solution est bien presque périodique. Comme la fonction f est presque
périodique, alors Ve > 0, il existe LReA. > 0 tel que tout intervalle de longueur IReX; > 0

contient au moins un nombre positif T satisfaisant
sup |f(z+7) — f(z)| < ReX.,VReX € RT.
ParVx € R, on a
y(@+7) - y(@)| = |- [ _*: x40 dt 4 [T exp e f(t)a]
En effectuant le changement de variable t = t 4+ T, dans la premiére intégrale, on obtient

+o0 o0
pe + ) @] = | [ e fe et [ e e s

T
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Donc

y(@+7) —y@)| < [ o015 — 1) — £(0)] a.

<SS+ — f@) [ exp N0 ay

xER

1 [e9)
< | — Rel)t _ Re)\a:-
< l oy P L mEER: |[f(z+ 1) — f(z)| exp

1
_E%U(m-l-"')_f(m”

IA
™

Ce qui montre que la solution y est une fonction presque périodique. Cas : ReX < 0 : On

procede de la méme maniere, cette fois-ci en considérant le fait que

/_ ’exp)“”‘:/_ expP = 400
on obtient
xr
y@) = [ exp*e0 f(t)dt.
—o0

Cas : ReX = 0 : Dans ce cas on a A = ImX\; € R, avec Im\ € R, alors la solution y

est de la forme

y(x) = exp™= (k: i /: 7(5) exp—ilm)\s> _

Si on suppose que y est bornée alors on aura nécessairement

x — / F(s) exp”™ ds,
0
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est aussi bornée. Puisque

s — f(s)exp™*

est presque périodique en tant que produit de deux fonctions presque périodiques, on en déduit

que

x — /m F(s) exp™* ds,
0

est une primitive d’une fonction presque périodique, ceci entraine que

x — / f(s) exp~mrs ds
0

est presque périodique, donc y l’est aussi.

Théoréme 3.3.2 Soitn € N et A = (aij)1<izj<n € My (C), il existe une matrice P €
M, (C) inversible, T € M,(C) triangulaire supérieure contenant les valeurs propres de A

sur sa diagonale telles que
A=P'TP.

Preuve 3.3.2 Toule matrice carrée est triangularisable dans M, (C). Voir [&] .

3.4 Solutions presque périodiques d’un systeme d’équa-
tions différentielles

Dans cette section on s’intéresse a l’existence de solutions presque périodiques du systéme

différentiel linéaire ordinaire suivant

—(z) = Zj: a;;yj(x) + fi(x), 1<i<n (3.10)
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ot a;j,1 < 1,7 < n, sont des nombres complezes et f;, 1 < 12 < n, sont des fonctions
presque périodiques données.

La forme matricielle du systéeme (3.10) est donnée par

Y = AY (z) + f(=x) (3.11)
ol
y1(x) a;; Qa2 . . . Qin Ji(zx)
as; Q22 . . . Q2y
Y(z) = . y A= . ... et f(x) =
yn(m) ani . .. 0 Qnn fn(m)

Définition 3.4.1 Une solution du systéme (3.10) est dite presque périodiques (resp.bornée)

si toutes ses composantes sont presque périodiques (resp. bornées).

Théoréme 3.4.1 Siles fonctions f;y 1 < © < n sont presque périodiques alors tout solution

bornée sur R de (3.10) est presque périodique.

Preuve 3.4.1 D’abord, montrons que le résultat est vrai pour les matrices triangulaires

supérieures, pour cela on se donne une solution bornée y du systéme

dy; & )
d;c = tijyj —|— fl(.’L‘), 1 E ]., el
j=1
OuT = (tij)1<i<ni<i<n €St une matrice telle que t;; € C avec tij = 0 sii > j et les

fonctions f; sont a valeurs complezes :
On peut faire une récurrence sur l'ordre de la matrice T, le théoréme précédent assure le

résultat pour une matrice d’ordre 1, alors supposons le vrai pour les matrices de taille n, et
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montrons le pour les matrices de taille (n + 1), c¢’est-a-dire montrons que le résultat est vrai

pour le systeme

dy; _ ! |
= 2 byl + fi(@)i € 1,mt 1 (3.12)
j=1

On considére Y = (Y1y «ees Yna1)® une solution bornée de (the) : La derniére équation est

dy, +1

= tut1, 0 + 1Ynp1(2) + fari(x).
dx

Et le théoréme précédent assure que Yn+1 est presque périodique. On applique maintenant
Uhypothése de récurrence pour t,j € {1,...,n}, donc le résultat est vrai pour les matrices
de taille n + 1, et par conséquent il est vrai pour les matrices de taille n. Ce qui achéve la
démonstration du théoreme pour les matrices triangulaires supérieures. Revenons maintenant
au cas général, d’aprés le Théoréme (3.4.2) il existe une matrice P € M (C) inversible,
T € M,(C) triangulaire supérieure contenant les valeurs propres de A sur sa diagonale
telles que

A=P'TP.

Soit y une solution bornée de (3.10) , alors on a en multipliant a gauche par P que
dPy
—— =TPy+ Pf
dx

OU Yy = (Y1seeesYn)t €t F = (F15eees fn)b, on pose z = Py et g = Pf, on aura

Les composantes de g sont toutes presque périodiques en tant que combinaisons linéaires a
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coefficients constants de fonctions presque périodiques. Puisque y est bornée alors z = Py
est bornée, et d’apres le théoreme précédent z est presque périodique. Les composantes du
vecteur y étant des combinaisons linéaires da coefficients constants de composantes de z,
on en déduit alors que les composantes de y sont presque périodiques, et par conséquent la

solution y est presque périodique.

Théoréme 3.4.2 Soit A = (aij),1 < i, < n € M,, alors il existe une matrice P €
M, (C) inversible et une matrice T € M, (C) triangulaire supérieure contenant les valeurs

propres de A sur sa diagonale tq : A = P71TP.
Remarque 3.4.1 Le théoréme (3.4.2) ne garantit l’existence d’une solution bornée

Théoréme 3.4.3 Si les fi(1 < © < n) soit tout presque périodique et si A ne posséde
aucune valeurs de partie réelle nulle, alors le systeme (3.10) admet une unique solution

bornée presque périodique.

3.5 Applications

Exemple 3.5.1 Soit le systeme différentiel suivant :

@(t) = x(t) + 8y(t) + exp”
(3.13)

y(t) = 2x(t) + y(t) + exp¥?it

Il est clair que les deuz fonctions t — exp® et t — expmt sont presque périodiques.

on écrit Le systéme (3.13) sous la forme matricielle

X(t) = AX(t) + B(t)
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x 1 8 exp®
ou : X (t) = A = et B(t) On résout d’abord le systéme homo-
Y 2 1 expV2it
geéne associé :
X(t) = AX (t)

on va calculer le polyndme caractéristique de la matrice A est :

1—x 8
Py(\) = det(A — XI) = 0 , det(A — XI) =

2 1—A
det(A—AI)=(1—-XN)(1—-A)—-16=(1—-X)2—-16
I’équation caractéristique associée est donnée par :
(1—-X)2?—-16=0

donc :

(1 =2) —4][1-A)+4] =0

= 1=A—4)1=-A+4)=(=A=3)(56-A) =0

Alors les valeurs propres de A sont : Ay = —3 et Ay = 5

En conséquence, les vecteurs propres :

x
pour Ay = —3 ot v =
Yy
1 8 x x
A’Ul = A'Ul, =-3 3
2 1 ] (]

x+ 8y = —3x

2 4+ y = —3y
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=
4x + 8y = 0...(1)
2z + 4y = 0...(2)
de (2) on a :
—4y
2:B:—4y:>a::T:—2y
—2
donc v, =
1
T
pour Ag = 5 ou v =
Y
1 8 T x
A’U2 = Az’Uz, =5
2 1 Y ]

x + 8y = 5z
2r +y =5y
=
—4x + 8y = 0...(1)
2z — 4y = 0...(2)
de (1) on a :

—4r +8y =0= 4 =8y => = = 2y

-2
donc vy =

1

la matrice de passage de la base canonique de R? vers la base formée des vecteurs propres

A1 et Ay est :
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-2 2
1 1
on a :
-3 0 1 —2
A =PDP! avec D = et p~1 =
detp
0 5 1
detp=—2(1) —2(1) = —4
t
-1 1
_1_;1 1 -1 -1 1 —2_72
b 4 4 -1 1
-2 =2 -1 -2 % 3
Posons

Y(t) = P'X(¢t).

C’est-a-dire que :

X(t) = PY(t)

Une fonction X (t) est solution du systéme homogéne si et seulement si

. ~3 0
Y (t) = DY (t) = Y (t)
0 5
. En effet, on a
X(t) = AX(t) = (PDP ) PY (t) = PDY (t)
Comme

X (t) = PY(t).
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alors
X (t) = PY (t)
Par conséquent,
Y (t) = DY ().
Ou encore
c, exp~ 3¢
Y(t) =
co exp®
, avec ¢1,¢c3 € R Donc
—2 2| [ciexp™3
X(t) = PY(t) = = ciexp 2 vy + ¢ exp™ v,
1 1 co exp’?

En appliquant la méthode de la variation de la constante, on cherche une solution du systéme

non homogeéne (3.13) sous la forme

X (t) = c1(t) exp™* v; + ¢z exp™ vs.

avec ¢1,c2 € C1(R), on a alors :

X (t) = ¢ (t) exp® vy — 3¢ (t) exp 3 vy + ¢ (t) exp®™ vy + 5ea(t) exp®™ vy

Puisque

AX(t) = —3cl(t) exp > vy + 5ca(t) exp®™ vy
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Il vient

X (t) = ¢} (t) exp vy + cj(t) exp™ vy + AX ().

Donc'Y est solution de (3.13), si et seulement si

cy(t) exp™® vy + c,(t) exp® vy = f(2).

Ce qui est équivalent au systeme :

—2c (t) exp(—3t) + 2¢,(t) exp(5t) = exp(it)
, c} (t) exp(—3t) + c,(t) exp(5t) = exp(—+/2t).

On résout ce systéme et on trouve c(t) et c,(t), puis en intégrant, on trouve

exp (vV2i +3)t  exp (i + 3)t

= Vai+3) ati+3)
ea(t) = exp (i — 5)t  exp (V21 — 5)t a

4(i — 5) + 2(v/2i 4+ 5)

Ou aq,as € R. Finalement la solution du systéme est :

_ (exp (v2i +3)t  exp (i + 3)t
X = ( 2(vV2i+3)  4(i+3)
exp (¢ — 5)t n exp (V21 — 5)t
4(i — 5) 2(v/2i + 5)

+ a,l) exp (—3t)v;

+ az) exp (5t)vq
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o (\1/2_i1_ - \/2_; 3) exp (VZit) + (\/2_,51; o Jlr 31) exp (it)
(2(m+3) T 5)> exp (v/2it) + (4@' —5) T a6 3)> exp (it)
_ 117_Jr_;%—.e>q:> (V2it) + f% exp (it)
17+ 2V exp (V2it) + - exp (it)

La solution X (t) du systéme (3.13) est bornée car ses composantes x1(t) et x2(t) sont
bornées.

En effet,

—8 . —4 .
ma(t)] = \Wexpwzt) + gt o D)
\/_ exp (V2it) + \/_exp (zt)'
8 2 M
\/_ Ves
et :
_VE
foa(t)] = |1 exp (VEit) + g exp (it
V3 .
< V357 exp (V/2it) + \/_exp (zt)‘
V3 1
S Vzor T aves . M

Alors la solution du systéme (3.13) est presque périodique. D’autre part, comme la matrice
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A ne posséde aucune valeur propre a partie réelle nulle, alors d’aprés le théoreme (3,4, 2)

cette solution est ['unique solution bornée qui est presque périodique.

Exzemple 3.5.2 Considérons l’équation de la chaleur unidimensionnelle avec une source de
chaleur et une solution presque périodique :
ou 0%u

Q.

ot - ox?

+ f(z, 1)

Ot u(x,t) est la fonction de température dépendant de ’espace z et du temps t, o est
le coefficient de diffusion de la chaleur, et f(x,t) est la source de chaleur. Pour résoudre
cette équation, nous devons spécifier les conditions initiales et les conditions aux limites ap-
propriées. Supposons que nous ayons une corde de longueur L avec les conditions suivantes :
Condition initiale : u(x,0) = g(x) Condition auz limites : w(0,t) = w(L,t) =0
E’tape 1:

Discrétisation de [’espace et du temps Divisons 'intervalle spatial [0, L] en N sous-intervalles
et l'intervalle de temps [0, T| en M sous-intervalles. Cela donne une grille discréte de points

. . . L T
(ziyt;) ou x; = 1Az et t; = JAL, avec Ax = — et At = —.
N M

Etape 2 :

Approximation de la dérivée seconde Approzimons la dérivée seconde de u(x,t) par une
différence finie centrée :

0%u u(x; + 1,t;))
@ = (’UJ({B2 — 1, tj) — 2u(a:i,tj) + Ax2 J

E‘tape 3:

Discrétisation de [’équation de la chaleur En substituant les approrimations dans [’équation

72



CHAPITRE 3. LA PRESQUE PERIODICITE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

de la chaleur, nous obtenons une équation discrete pour chaque point de la grille :

(u(:z:,;, tj + 1) — u(m,-, tJ)) o (’U,($z — 1,tj) — 2’!1,(331',123') + u(:z:i + 1, tj))
At - Ax? + f(il:i,tj)

Etape 4 :

Résolution itérative En utilisant les conditions initiales et les conditions aux limites, nous
pouvons résoudre itérativement les équations discretes pour trouver les valeurs de température
u(xi, tj) d chaque point de la grille. La méthode de résolution dépendra du schéma numérique
choisi (par exemple, euler explicite, méthode de Cranck-Nicolson, etc.)

E’tape 5

Représentation graphique Une fois que les valeurs de température ont été calculées pour tous
les points de la grille, vous pouvez représenter graphiquement la solution presque périodique
en utilisant des graphiques en deux dimensions (x — t) ou en utilisant des animations pour

visualiser ’évolution de la température dans le temps.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié les fonctions presque périodiques. Nous nous somme
intéressés uniquement a étudier leurs propriétés essentielles, notre objectif principal étant de
faire apparaitre ’équivalence des trois classes de fonctions presque périodiques continues :
La classe de fonctions presque périodiques donnée par le critére de Bohr, la classe de fonc-
tions donnée par le critére de Bochner et celle donnée par le critere d’approximation poly-
nomiale. Une attention particuliere a été accordée a la presque périodicité des solutions du
systeme différentiel

Y =AY + f

Ou f € AP(R,C) et A € M,,(C). Finalement, nous estimons que la théorie des fonctions
presque périodiques est un domaine trés vaste et intéressant, en particulier en ce qui concerne
les applications. Il se trouve beaucoup de problémes ouverts et différentes questions sont encore
posées.

En perspectives, nous sommes intéressés par l’étude de certaines questions liées a [’existence
et l'unicité de solutions des systémes différentiels non linéaires dans l'espace AP(R,C) des

fonctions presque périodiques.
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