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Résumé

Ce travail de mémoire est consacré a 1’étude du nombre maximal de cycles limites des systémes
différentiels ordinaires dépendant d’un petit parametre. Plus particulierment, on étudie deux classes
de systemes différentiels, en utilisant la théorie de moyennisation.

La premieére classe concerne I'étude des systemes différentiels polynomiaux généralisés de Liénerd

de la forme :
i =y —e(li(x)y) —e*(La()y),
§=—x—e(fi(@) + g1(x)y + ha(2)y* + p(2)y?),
+e2(fo(@) + g2(x)y + hao(x)y® + p(x)y?),

ot g;(z), fi(x), hi(x),pi(z) et £;(z) (1 <i<2) sont des polyndmes de degrés donnés.

La deuxieme classe concerne I’étude des systemes différentiels de Kukles de la forme:

T =y,
{ y=—z—¢(fu(z,y)+ falz,y)y + g11(z,y)y? + g21(z,y)y?) ,

ot g11(z), f11(x), g21(z) et fo1(x) sont des polynémes de degrés donnés.

L’étude des deux classes est illustrée par des exemples.

Mots clés :

Systeme dynamique - cycle limite - théorie de la moyennisation - systéme polyndmial - Systeme de
Lienard - Systeme de Kukles.



abstract

This work is devoted to study the maximum number of limit cycles of ordinary differential systems
depending of small parameter. Using the averaging theory of first and secend order, we study two
classes of generalized differential systems.

The first class deals with generalized differential system of Liénard of the form:

&=y —e(li(x)y) — e*(La()y),
y=—x—e(fi(x) + g1(x)y + ha(x)y® + p(2)y®),
+&2(fa(x) + g2 (x)y + ha(x)y? + p(z)y®),

where g;(x), fi(x), hi(x), pi(z) and £;(z) (1 <i < 2) are polynomials of given degree.

The second class section is a set of differential equations for (Kukles) generalized of the form :

T =y,
{ g=—x—e(fulzy) + falr,y)y + g11(z,)y* + g21 (2, 9)y°) |
Where g11(z), f11(2), g21(x) and fo1(x) are polynomails of given degree.
Keywords :

Dynamical system - Limit cycle - Polynomial differential system - Averaging theory - Lienard system
- Kukles system.
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Introduction

Les équations différentielles sont apparues en mathématiques pour la premiére
fois dans les travaux de leibnitz (1646-1716) et Newton (1642-1727), & la fin du 17°™°
siécle.

Au début, les équations différentielles furent étroitement associées a la résolution
de problémes géométriques a la physique newtonienne (dynamiques du point, mou-
vement des planétes) et a la formalisation du calcul differentiel et intégrales. Elles
deviennent rapidement un outil éfficace dans ’analyse des phénomeénes de la nature
et une source de reflexion aux sujets des concepts mathématiques comme celui de

la fonction.

L’importance des équations défférentielles a motivé des générations de mathé-
maticiens et d’autres scientifiques pour développer des méthodes afin d’étudier les
propriétés de leurs solution. Avec ses travaux sur les courbes définies par une équa-
tion différentielle (|7], [8], [9], [10]). Publiés & la fin du 19°™ siécle, Henri poincaré
(1854-1912) a ouvert la voie pour une approche originale des équations différentielles
ol la priorité n’est plus donnée a la résolution, mais a une étude plus géométrique
des solutions en particulier leur propriétés. Cette recherche a pour but de trouver
les propriétés des solutions sans vraiment trouver les solutions de fagon explicite. Ce
sont des méthodes dites qualitatives, poincaré [§] au chapitre, présente la "Théorie
des cycles limites", en faisant appel & la notion de "Section de poincaré", il démontre

I’existence d’un nonveau genre de courbes fermées qu’il nomme "cycle limite".

En 1900, David Hilberts [5] a posé les fameux vingt trois problémes. Dans le ses-
ciéme probléme, il souléve la question du nombre et de la disposition des trajectoires

périodiques isolées (cycles limites) pour des systémes différentiels polynomiaux.
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Ce probléme est jusqu’a maintenant non complétement résolu.
Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’étude qualitative des systémes différentielles

planaires de la forme :

ggzpuwy@»
= = (), y(1)

ou P et () sout des polynome de varables réelles x et y.

Notre travail est structurée comme suit :

Le premier chapitre, est consacré aux rappels de quelques notions de base sur
les systémes différentiels planaire, utilisées par la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, On expose la théorie de la moyennisation du
premier et deuxiéme, adre.

Dans le troisiéme chapitre, nous appliquons la méthode de moyennisation du
premier et second ordre pour déterminer le nombre maximum de cycles limites qui
peuvent étre bifurqués a partir des orbites périodiques du centre linéaire =y, y =

—x, perturbé par une classe des systémes de Liénard généralisé suivante :

=y — e(ti(@)y) + 2(la(a)y),
j =~z —e(fi(2) + g1 (@)y + b (@)y* + pr(@)y) ()
—&2(fo(x) + g2(2)y + ha(z)y” + pa(z)y?),

ou fi(z),gi(x), hi(z),pi(x) et (1 < i < 2) sont des polynoémes de degrés n,m,e
est un paramétre réel supposé petit.
Dans Le chapitre 4 nous avons étudié les cycles limites d’une classe de systémes

différentiels plus généralisée de Kukles de la forme :

T =y, )
g =—a—e(fulz,y) + falz,y) + gulz, y)v*) + g (z, y)y’
ou fi, gi, hi,l; (1 < i < 2) sont des polynomes de degrés donnés. On y trouvera un

exemple pour chaque méthode.

Nous utilisons le logiciel Maple 13 pour éffectuer les calculs.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions de base sur les systémes

dynamiques qui seront utiles par la suite.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1. Un systéme dynamique sur R™ est une application U : Rt x R" —

R™ définie et continue sur tout R™ x R”, telle que
i) U(0,z) ==z
ii) U(t+s,2) =U(t,U(s,z)) pour t,s € R 2z € R™.
Un systéme dynamique sur R" est linéaire si
o(t,ax + By) = ap(t,z) + Bo(t,y), Vo, B € Rt € Ret 2,y € R™.
Exemple 1.1. Soit le systeme

& = Ax,x(0) = z, (1.1)

ot A est une matrice constante, t € R et x € R™. La solution de (1.1)) est donnée
par

z(t) = e,
le systeme (1.1)) engendre un systéme dynamique
U:R" xR" — R",

Ult,x) = .



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.1.1 Flot d’une équation différentielle
Définition 1.2. Soit le systéme non linéaire
& =F(z), (1.2)
ot z € R" et F(z) € R". On appelle flot du systeme différentiel (1.2), ensemble
des applications ¢; : R" — R" définies par
$i(wo) = o(t, 20),
o ¢(t, zp)est la solution de telle que ¢(0, xg) = xg

Remarque 1.1. Le flot est dit autonome si F' ne dépend pas explicitement du temps

t, sinon il est dit non autonome.

1.1.2 Points d’équilibre et linéarisation
Points d’équilibre

Définition 1.3. On appelle point d’équilibre ou point critique du systéme (|1.2]) tout
point zp € R" telle que, F(zo) = 0.

Linéarisation

La démarche la plus naturelle pour étudier le comportement des trajectoires
d’un systéme différentiel autonome non linéaire, au voisinage d’un point d’équilibre
, consiste a se ramener au systéme linéaire associé, puis a faire le lien entre les

trajectoires des deux systémes.

Définition 1.4. On appelle systéme linéairisé du systéme ([1.2)) au voisinage du
point d’équilibre x, le systéme

t = Az, (1.3)

ou A = DF(zy) est la matrice jacobienne de F' au point z :

DF(zg) = (gi (%))@,jgn' (1.4)

Exemple 1.2. Soit le systéme non linéaire suivant

T = —3x

y =2y + 2.

10



1.1 Systémes dynamiques

L’origine est le seul point d’équilibre de ce systéme. La matrice jacobienne asso-

ciée a (1.5 calculée en (0,0) est

-3 0
DF(0,0) =
0 2
Donc le systéme linéairisé est
T = =3z

(1.6)
Définition 1.5. Le point critique zy est dit hyperbolique si aucune des valeurs

propres de la matrice jacobienne D f (x9) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.2. La linéarisation d’un systéme différentiel nous amene a [’étude de

la nature des points critiques.

1.1.3 Portrait de phase

Soit le systéme différentiel de la forme :

&t = P(z,y)
y = Qz,9)

(1.7)

ou P et Q sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d. Les solutions
(x(t),y(t)) du systéme ci dessus représentent dans le plan (x,y) des courbes appelées

orbites.

Définition 1.6. Les points critiques du systéme ((1.7)) sont des solutions constantes
et la figure compléte des orbites du systéme, ainsi que ces points critiques représentés

dans le plan (x, y) s’appelle portrait de phase. Le plan (x,y) est appelé plan de phase.

1.1.4 Nature des points d’équilibre

On utilise la linéarisation pour ’étude de la nature des points d’équilibres.

Définition 1.7. Soit le systéme différentiel linéaire ((1.3)), o A est une matrice
d’ordre 2. Soient A; et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les

différents cas selon les valeurs propres A\; et Ay de la matrice A.

11



Chapitre 1. Notions préliminaires

(i) SiAj et Ag sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique x = zg

est un point selle, il est toujours instable.
(i) Si A; et Ay sont réelles non nulles et de méme signe on a trois cas :
(a) Si A1 < Ay <0, le point critique & = xy est un noeud stable.
(b) Si0 < A1 < Ay, le point critique z = xy est un noend instable
(¢) Si Ay = A = A, le point critique = x est un ncend propre, il est stable
si A < 0 et instable si A > 0.
(iii) Si A1 et A9 sont complexes conjuguées et Im(A; o) # 0, alors le point critique
x = o est un foyer. Il est stable si Re(\12) < 0 et instable si Re(A;2) > 0.
(iv) Si A et Ay sont imaginaires pures avec Im(A;2) # 0 et Re(A12) = 0, alors le
point critique z = x( est un centre et il est stable mais pas asymtotiquement

stable.

1.1.5 Stabilité des points d’équilibre

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous ameéne a connaitre le compor-

tement des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

Définition 1.8. Soit le systéme

d
d—f:f(t,x),xeR",teR (1.8)
Supposons que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité de la

solution et soit ¢(t) la solution du systéme (1.8]). On dit q’un point d’équilibre p est
stable si Ve > 0, 46 > 0, tel que

o(t) = pll <6 = [lo(t) —pl| <€ Vit

Définition 1.9. On dit q’un point d’équilibre p est asymtotiquement stable s’il

existe un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage tliin o(t) = p.
—400

Théoréme 1.1. Soit le systeme linéaire . Le point x = zy est asymptotique-
ment stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles
strictement négatives.

St A a au moins une valeur propre avec la partie réelle strictement positive, alors le

point x = xq est instable.

12



1.1 Systémes dynamiques

1.1.6 Orbite périodique et cycle limite

Définition 1.10. On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) du systéme

(1.2) telle qu'il existe un nombre 7" > 0 vérifiant :

¢t +T) = ¢(t) (1.9)

e Le plus petit réel T' > 0 qui vérifie (1.9)) est appelé période.

e A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans ’espace des phase.

Exemple 1.3. L’oscillateur harmonique est régi par ’équation différentielle

&4 w?x =0 qui équivaut au systeme

T=y
§ = —wx
< e s . . Yy o .
Ce systéme s’intégre facilement puisque P —w*”— ce qui donne pour ensemble
x
de solutions
v 4wt =C

Autrement dit , ce systéme posséde une famille continue a un parameétre de so-

lutions périodiques représentées dans le plan de phase par des ellipses.

Définition 1.11. Un cycle limite C du systéme (1.2 est une trajectoire fermée
isolée dans l'espace des phases. Ceci signifie qu’il existe un voisinage de C dans

lequel il n’ya pas d’autre courbes fermées.

Remarque 1.3. Si toutes les trajectoires voisines s’ approchent du cycle limite C
lorsque t — 400, il est dit stable ou attractif. Si en revanche toutes les trajectoires
voisines s’éloignent du cycle limite C lorsque t — 400, il est dit instable ou non

attractif.

Définition 1.12. L’amplitude d’un cycle limite C est la valeur maximale de la

variable x de ce cycle limite

13



Chapitre 1. Notions préliminaires

Exemple 1.4. Soit le systéeme

it =ar —y— ar(z? + %)
y=1+ay—ay(@®+y°)
tel que a € R est un parameétre.

En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf, le systéme précédent devient

7= ar(l—r?)
f=1
r = 1 correspond a l'orbite périodique est un cycle limite stable pour @ > 0, et

0 le systéme a une infinité de nombre des orbites

t (1.3)).

instable pour a < 0. Si «

périodiques et il n’ya pas des cycles limites. (Voir figures (1.1),(1.2) e

Remarque 1.4. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes diffé-

rentiels non linéaires.

FI1GURE 1.1 — Cycle limite stable pour o = 1.
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1.1 Systémes dynamiques
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Chapitre

Théorie de moyennisation

La théorie de la moyennisation est un outil classique pour étudier le compor-
tement des systémes dynamiques non linéaires, et en particulier, de leurs orbites
périodiques. Dans ce chapitre nous allons introduire les résultats principaux sur la

théorie de la moyennisation utilisés pour accomplir les travaux de ce mémoire.

Notation
D,F : La matrice jacobienne de la fonction F' par rapport a x;
ou F: D — R, D est un sous ensemble ouvert de R".
D2F :  Matrice dont les composantes sont les dérivées de deuxiéme ordre
ou la matrice Hessienne.

Jr(a) : Le jacobien de F' calculé en (a).

2.1 Meéthode de moyennisation du premier ordre

Ce théoréme donne une approximation du premier ordre pour les solutions pé-

riodiques des systémes différentiels périodiques.

Théoréme 2.1. Soit le systéeme différentiel suivant :

dx
)=

o F1 :RxD—R"R:RX Dx|—c¢ep,ef[—> R", sont des fonctions continues,

x(t = el (t,z) +*R(t, 1, ¢), (2.1)

T- périodiques en la premiére variable et D est un ouvert de R™. Nous définissons

Fio: D — R" comme suit :

Fio(2) = %/0 Fi(s, z)ds. (2.2)

16



2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre

Supposons que :
-(i) Fy et R sont localement lipschitziennes par rapport a x.
-(it) Pour a € D avec Fip(a) =0, on a Jp,(a) #0

Ou D, Fyg désigne la matrice jacobienne de Fiy par rapport a x.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution ¢(t,e) du systéme

(2.1) T-périodique isolée telle que p(t,e) — a quand e — 0.

Les hypothéses de ce théoréme sont plus faibles que celui dans le théoréme (11.5)

de Verhulst [12], ot a la place de (i) il suppose que :

-(3) F1, R, D, F\, D>F, et D, R sont définies continues et bornées par une constante
M (indépendante de €) dans [0,+o00[xD, —cf < e < ;.

A la place de(ii) il suppose que :

-(3j) Pour a € D avec Fip(a) = 0, on a Jp,(a) # 0, ou D, F désigne la ma-
trice jacobienne de F par rapport a x, D>F la matrice hessienne de F et Ji(a) et

désigne le déterminant de la jacobienne de f calculée en a.
Preuve du théoréme [2.1] Voir [11], [12]

Exemple 2.1. Considérons le systéme suivant :

T=Y (2.3)
j=—x+e(y’ —y).

En coordonnées polaires x = rcost, y = rsinf, Le systéme perturbé (2.3) s’écrit sous

la forme
7 = ersin®f(—1 + r?sin
, ( ) 2.4)
0 = —1 — e(cos@sinf — r?(cos  sin § + cos® § sin 6))
On sait que :
=l+a+22+0(@%) si |z <1 (2.5)

11—z
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Chapitre 2. Théorie de moyennisation

D’ou :
dr c 20002 2 2 2
g —ersin O(r<cos“0 +1 —r) 4+ O(e)
=eFy(0,7) + O(e?) (2.6)
De on obtient
1 T
Fuolr) == / Fy(6,r)d6
T Jo
| PSP 2
=— rsin® 0(rcos®0 + 1 —r°)df
2 Jo
—_1r(3r2 —4)
-8

Les cycles limites possibles pour ’équation (2.3)) sont donnés par les racines positives

de l’équation

—1
Fio(r) = ?r(3r2 —4)=0. (2.7)
2
On a Fip(r) =0 = T:§\/§>O
, 9, 1 2

D’apres le théoreme (2.1)) le systéme (2.3|) posséde un seul cycle limite, pour

le| > 0 suffisamment petit.

Exemple 2.2. On considere le systéme

T=y
y':—x—s(—2+x—xy+x2—l—y2)y.
En coordonnées polaires, ce systeme devient
i = —ersin®(0) (2r® — 2+ rcos(f) — r*sin(0) cos(9) — r* cos®(6)) ,
0=—1—¢ (r* (2 cos(f) sin(f) — cos®(0) sin(g) — cos®(0) + cos*(6)
+rsin(f) cos*()) — 2sin(6) cos(h)) .
Ou d’une maniére équivalente

dr
do

On trouve

= ersin®(0) (2r* — 2 4 rcos(9) — r?sin(6) cos(6) — r* cos®(9) + O (£?)

1 7
Fio(r) = Dy (—27’7T + ZT37T> =0,

™

2
cette équation admet un seul racine positive r = - 14, alors pour |e| > 0 suffisam-

ment petit le systéme (2.8]) admet un seul cycle limite.
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2.2 Méthode de moyennisation du deuxiéme ordre

2.2 Meéthode de moyennisation du deuxiéme ordre

Le théoréeme suivant prouve une approximation du second ordre pour les solutions
d’un certain systémes différentiels périodiques.
Théoréme 2.2. Soit le systéeme différentiel suivant :
dx
i(t)

=5 = eFi(t,x) + 2 Fy(t, ) + 2 R(t, 2, ¢), (2.9)
ou Fi,Fy:RxD — R", R: RxDx|—¢f,e¢[—> R", sont des fonctions continues,

T- périodiques par rapport a t. D est un sous ensemble ouvert de R".

On définit Fig, Foo : D — R" telle que :

Fio(2) = %/0 Fi(s,z)ds (2.10)
et .
Fi(2) = % /O (D.Fy(s, 2) /0 Fu(t, s)dt + Fa(s, 2)|dz. (2.11)

Supposons que :

-(i) Pour tout ¥Vt € R, Fy, € C',F\,F5, R et D,F| sont localement lipschitziennes
par rapport a x. R est différentiable par rapport a €.

-(it) Pour V. C D, un sous ensemble ouvert borné de R", et Ve €] —ey,e4[\0, il
existe a. € V' tel que : Fio(a.) + eFy(az) =0, et dg(Fio(a) + eFy(a-, V,0)) #0 .

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique isolée
©(0,¢) de l’équation (2.9)) telle que ¢(0,¢) = a.. Les conditions (i) et (ii) de théo-
reme |2.4 peuvent étre remplacées par (j) et (jj) respectivement.

-(3) Fi, R, D, Fy, DiFl et D, R sont définies continues et bornées par une constante
M (indépendante de €) dans [0,+o00[xD, —cf < e < ;.
-(33) Fio(z) =0, Vz € D et pour a € D avec Fyp(a) =0, on a Jg,(a) # 0.

Preuve du théoréme (22.2)) Voir ([11], [12])

Exemple 2.3. Soit le systeme différentiel

&= —y+e (y? + Szy — 22°) + 2ax,
ye v+ Soy = 207) (2.12)

y = x + dexy + 2ay.
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Chapitre 2. Théorie de moyennisation

En coordonnées polaires, le systéme (2.12)) peut s’écrire

7 =er (STCOSQHSinﬁ—7r00839+5r0089+5a),

O =1—cersing + Ter cos® 0 sin 6 + 8r cos § — 8er cos b,

d’ou
dr er(8rcos®#sinf — 7rcos® 0 4 5rcosf + a)
dd 1 —ersinf + Ter cos20sin + 8r cosh — 8er cosh’
ou bien
d
d_g = —r2cosf (—8008981116 + 7cos? 6 — 5) g+r (—15r2 cos’ @ sin 0

+ 5cos 0sin @ + 2212 cos® Osin @ + 112r% cos®  — 16012 cos* 0
+48r% cos® 0 + a) * + O (£°) .
Cette équation est de la forme (@) avec
Fy(0,7) = —r*cos 0 (—8cosfsinf + 7cos” § — 5)
F5(0,7) =r (—15r° cos” fsin 6 + 5 cos 0 sin 6 + 221 cos” O sin 6
+112r? cos® 6 — 160r* cos* § + 48r% cos? 0 + a)
F3(0,7,e) =0 (%) .

Donc nous allons appliquer le théoréme précédent

2 2
for) = 2—T/ cos (—8cosfsinf + 7cos®f — 5) df
T Jo
. OF
0—1(0,7") = —2rcos (—8cosfsinf + 7cos’ 0 — 5),
-
0 2
/ Fi(s,r)ds = 3 (8 —8cos®§ — Tsinf cos® f + sin b)) .
0
On trouve

o

:r(a—'r2).

fl()(’l") = l /027r {%(67 T) /09 Fl(sa T>d8 + F2(9’ T) do.

L ’équation f'°(r) = 0 a une seule racine positive r = ++/a et on ad%flo(r) =
a—3r’.

1. Sia > 0, alors le systeme différentiel a un cycle limite stable d’ampli-
tude r = \/a car d%flo(\/a) = —2a < 0.

2. Sia <0, alors Uéquation f°(r) = 0 n’a pas de racines, alors le systéme

différentiel (2.12)) n’a pas de cycle limite.
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Chapitre

Cycles limites d'un systeme différentiel de

Liénard perturbé

Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de moyennisation du premier et du
deuxiéme ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques du centre lineaire & = y, y = —z d’une classe de systémes

différentiels de Liénard plus généralisée [3] de la forme

&=y —e(ba(x)y) + e (la(z)y),
j = —z —e(fi(z) + g1 (2)y + ha(x)y® + p1(2)y°) (3.1)
—&2(fa2(2) + ga(@)y + ha(x)y* + pa(2)y°),
ou fi(x), gi(x), hi(x),pi(x) et £;(z) sont des polynomes de degrés n et m, respective-
ment pour chaque (1 <i < 2) et € est un parameétre réel supposé petit.

Nos principaux résultats sont les deux théorémes suivants :

Théoréme 3.1. Pour || > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles
limites qui bifurquent du centre linéaire & =y, y = —x du systeme (3.1)), en utilisant
la méthode de moyennisation du premier ordre est

n

Al:[2

|+1

Théoréme 3.2. Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles
limites qui bifurquent du centre linéaire & =y, §y = —x du systéme (3.1) en utilisant

la méthode de moyennisation du deuxiéme ordre est

&:max{{nT_l] + [g] +2, [ngl] + [m;q +2}.
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Chapitre 3. Cycles limites d’un systéme différentiel de Liénard perturbé

3.1 Preuves des résultats

3.1.1 Preuve du théoréme (3.1))

Pour appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre, on écrit le systéme

(3.1) en coordonnées polaires (r,0), © =rcosf, y =rsinf et r>0.

Posons
filz) = Zaixi, gi(x) = Z b, hi(z) = Zcﬂi et piz) = Zdixia
i=0 i=0 =0 =0
i=0
(3.2)
Le systéme (3.1]) devient
( n
r = —c (Z rt (air cos' Osin 6 + b;r cos® O sin? 6 + ¢;r2 cos' @ sin® @
i=0
+d;r® cos' fsin* ) + Z k; cos'™ @ sin 97“”1) + o(¢e)
i=0
n n2
. e ) ) ) ) .
0 = 1-- " aicos™ 0 bir™! cos™! fsin 6 + bry cos™ Osin ¢
. (;r (a cos + ZZ_; " cos sin @ + b;rq cos sin

m
+¢;r% cos'™ O sin? +d;r3 cos™ @ sin® 6’) — Z kit cos Osin?6 | .
i=0
(3.3)
Considérons maitenant 6 comme nouvelle variable indépendante le systéme ({3.3)

s’écrit sous la forme suivante

dr
@ - 5F1(97 T) + 0(62)7
ol
Fi(r,0) = rt <ai cos' 0sin 0 + b;rt cos' O sin? 0 — 4¢;r% cos' O sin® 0
i=0

+ d;r® cos’ O sin* «9) + ( Z kir'*t cos™ fsin 9) :
i=0
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3.2 Preuve du théoréme (3.2)

Alors

1 2
Fl()(?") —/ Fl(T', 8)d9
0

:27'('

2m
1 (S n | |
=30 / Z kir™™ cos™ @ sin 6 + E r (ai cos' 0sin @ + b;r cos’ fsin” 0
7
o i=0

=0

+¢;r2 cost Osin® 0 + d;r3 cos® 0 sin? 9) de.

(3.4)
Dans la proposition suivante, nous obtenons l’expression exacte de Fio(r).
Proposition 3.1. Fio(r) est un polynéme de la vriable r donné par :
O ;
10(7) TZT 2+1(j 4 1) ( 2i 1 Qi 2(i+2)> (3.5)

i=0

Preuve.

A partir de (3.4) et en utilisant les intégrales de l'annexe A, on obtient , cect
compléte la preuve de la proposition .

Donc la fonction a au plus [g] + 1 cycles limites par conséquent le Théoréme
(13.1) est prouvé.

Exemple 3.1. Soit le systéeme :
i=y—c(l+2°+2°)y,

3 (3.6)
y=—T—¢ (8x2y3 — §y3 + 2+ ay® — 4x2y) :

En utilisant les coordonnées polaire (r,0) ot x = rcos@ ety =rsind, r > 0 et par

un calcul adéquat on obtient la fonction moyennée
1 2, .4
Flo(r):§(2—37" +r ),

qui a exactement deux racines positive r1 = 1, et ro = 2.

D’aprés le Théoreme (3.1) le systeme (3.6) admet deux cycles limites.

3.2 Preuve du théoréme (3.2

Nous utilisons la méthode de moyennisation du second ordre on écrit le systéeme

(3.1) en coordonnées polaires (r,6) x =rcos), y=rsind, r > 0.
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Chapitre 3. Cycles limites d’un systéme différentiel de Liénard perturbé

Tenant compte de (3.2) et en posant

ly(z) = Z hix', falz) = Zpﬂi, ga2() = Z%xi,
i=0 i=0 i=0
ho(z) = Z s, Py(z) = Z w;x’.
i=0 1=0

Le systéme (3.1]) devient

( m n n
r=c¢ E kit cos'™™ O sin 0 + E bt cos’ O sin? 0 + E e 2 cos' O sin® 0
=0 =0 =0
n n m
— E d;r 3 cos' O sin 6 — g a;ricos'Osinf | — &2 5 hirtt cos™t @ sin O
=0 =0 =0
n n n
+ g pir’ cos' Osin 6 + g g cos’ O sin? 6 + g s;772 cos’ @ sin® 0
=0 =0 =0

n
- g w;r 3 cos’ fsint 6
i—0

n n n

0=—-1—- E riat cos™ 0 + E br Tt costt O sin O + E c;r 2 cost @ sin 0
r
=0 =0 i=0
- E d;r3 cos't sin® 6 — E Eritlcos' fsin?6 | — — E pirt cos't 0
r
=0 =0 i=0

n n

n
+ E gir ™ cos™™ G sin 6 + E $;7 2 cos™™ Osin? 0 + E w;r 3 cost O sin® 0
i—0 i—0 i—0

+ Z rit1h; cos® 6 sin® 9) )
| =0

(3.7)
Considérons maintenant # comme nouvelle variable indépendante, le systéme (3.7)

s’écrit sous la forme suivante

d
=5 = eR(,60) + 22 Fo(r,0) + (&),

ol

n n n
Fi(r,0) = E a;r' cos' fsin @ + E b;r Tt cos® Osin 6 + E e 2 cos® O sin® 0
i—0 i—0 —0

+ Z d;rt3 cos O sint 0 + Z kit cost Osin 6.
i=0 i=0
(3.8)
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3.2 Preuve du théoréme (3.2)

= Z hr ™ cos™ @sin 0 + Z p;ricos’ fsin 6 + Z qirt cos® O sin? @

i=0 i=0

n n m
+ E s;7 72 cost @ sin® 0 + E w;r 3 cos' fsint § — — E kit costt O sin 6
r
i=0 =0 =0

n n n
+ E r*a; cos' @sin 0 + E ritlh, cos' @ sin? 6 + E ri2¢, cos' O sin® 0

i—0 i—0 i—0
n n n
+ g rit3d; cos' Osin6 | x E a;ricost O + E bt cost™ sin 6
i=0 =0 =0
n

m n
- E c;r' T2 cost A sin O + E kit cost Osin? 0 + E d;r 3 cost fsin® 6
i—0 =0 -

(3.9)
Déterminant la fonction Fyy(r) correspondante. Pour cela, posons Fijg = 0 qui est

équivalante a

~3
by = ——dy; 5, 1<i< m , (3.10)
20— 1

by = doi_s =0, 0= [g} + 1.

\

En remplagant 'expression (3.10]) dans (3.8]), nous avons

n—1
n n [T]
= E a;r' cos' fsin 6 + g c;r 2 cost Hsin? 0 + g boir 1722 cos® T @ sin? 0

i=0
5 [5]+1 4+ 1
+ Z d2i+1r22+4 cos®t fsint 6 + ; doi_or? ! (COSQH_Q 0 — 5 — 1 cos? 0
21+ 2 ‘ m . A
+2Z—i_1 cos?it? 9) + ; kir™ cost™ sin 6,
alors
d ik o i ‘ )
%Fl(r, 0) = Z(z + 1)k;r" cos™™ O sin 6 + ; ia;r" ! cos’ fsin

(5]
+ Z (i + 2)r"t cos’ §sin® 6 + Z (20 4 2)bgi17* 1 cos® ! fsin 0

=0

2] [3]+1
+ (20 4 4)dgi 7% cos’ Osin* 6 + Z (20 + 1)dg;_or™

=0 =1

, 4i+1 20 + 2 ,
(COSQZ_2 0 — Z + cos' 0 + e cos?t? 9) ,

3

'_‘s
N)

21 —1 21— 1
(3.11)
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Chapitre 3. Cycles limites d’un systéme différentiel de Liénard perturbé

et

0
yi(r,0) Z/O Fi(v, r)dy
0 m
= / <Z kir™ cos™™ p sinah + Za,r cos’ ¢ sin ) + Z bir'™ cos’ 1 sin® ¢
0 \i=0

=0

+ Z c;r 2 cos’ P sin® ) + Z dir* ™3 cos’ 1 sin* 2/1) dip.
=0 =0
En utilisant les intégrales de 'annexe A, on trouve
:ik-r”l L (1 —cos™0 —i—Zar
T i+2
i+1

En : ; 2 (:os“rl 6 cos“r3 0
7 i+2 o d i 21+1 ’ 269
+.: “r ((i+1)(i+3) 141 i+ 3 ) Z 2i—27 E 5zsm

— cos'tt (9)

[nzl] i+1 [n 1] i+1
+ Z boj 1122 Z%lsm (204+1)0 + Z doi 172 Z%g sin(2¢ 4 1)6,
=0 = =0 =
(3.12)
ou
(
. Vil — 2%it10 + Vit2,s 0<1<q,
~ Vil — Yitlls 0<1<q, -
Yil = v Vil =\ =211 T Vit2,i+1s =141,
—Vit1it1 l=1i+1. ‘
\%+2,i+2, l=1+2.
( 47+ 1 22 +2 .
Bi—11 — 5 1@ 5z+1l, 0<I<i—1,
> 41+ 1 2z —|— 2 .
ﬂi,l = _2 61 ﬁz—i—l 1y = 2,
1—1
21+ 2 .
\ Qz—ﬁzﬂ,,zﬂ =i+ 1

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante
Fao(r) = Fy(r) + F3(r),

avec

Flir) = - /O "L 0y (. 0)d0

2T , dr
1 s
FQQO(T) = %/0 FQ(T, 9)d9

Dans les lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales Fiy,(r) et Fy(r).
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3.2 Preuve du théoréme (3.2)

Lemme 3.1. L’intégrale Fy,(r) est un polynome de la variable v donnée par

5] ["*] (%3] [3]
F210 Z Z T2z’+2j+1MV1 + Z Z 2i+2j+1ﬁ2
=0 5=0 =0 5=0
3.13
2] 25 3] 13) (3.13)
+ p2it2j+3 M3 p2it2i+1 ]\74
i=0 j=0 i=0 j=0

ol
j+1

—~ +1 o
M' = a21b2j+1 ( ZV]ZCZE + j ) REAR ) + 7’2aid2j+1

2041 2+ (i + j + 2)!

J+1
' . 3(j + 2)iyjt1
1O — — :
X (Z ZX(;’YJ,Z N2 . 1)214_]-5-2(1' +j+ 3)!
J+1 ; ]
+1)(41 + 107 + 15) vy 1
Cobror? bt (i j

+C2i025417 ( J+1 ZVJ@ 20HF2(25 +1)(2 +3)) (i + 5 + 3)

]+2

+2)(47 4+ 141 4+ 21) oy
+Czid2j+1’f’4 (i+1 Z% i — 3(j )(45 ) +j+1

2204+ 1)(20+ 3) (0 + 7 +4)!

Zﬁ C 3<2j + 1)ai+j+1
HEH T 3R = )i+ + 2)

21—1— 1 s

M? = a21+1d23 2 (

2i + 3) U 15(2) + 1)y
Ci di, 2 ( lK’L i q —
+C2iq 10227 ( 9 ;574 7€+21+]+2(2j_1)<i—|—j—|—3)!
Jj+1
—(J £ Dvigjpo
M? = Koi1b i.0Ci
2it1 2]+1(Z+J ;VE P 2 1 3)(i 1+ 1 3)!
j+1
3(j +2) iy o - —
+ 189125417 ( 21+J+2(2i+3)(i+]‘+4)!+(2+ );7,6 +1,¢

Jj+1

~ | o 3(2j + 1) i
M* = Kydaj o | (20 +1 e — : :
21022 <( o )ZM 7”2w+1(2z‘—1)> ((i+j+2)!>
Preuve. Des expreSSZ()nS - €t - nous avons

2 d
F210(7’) = %/ d—F1(0 T)yl(e T)d@

m [%] Jj+1 2
1 o 4 .
= — i+ kg rtt2+2 o, cos' ! @ sin O sin(2¢ + 1)0d0
2 Z ( ]+ 7,]7
T\ i j=0 £=0 0
m [% Jj+2
- Z Z i+ 1) kidy; o271 Z ﬁ]g/ os'™ @ sin Osin(2¢ + 1)0d6
=0 j= O
m [ 2 Jj+2 ‘
+y° Z (i + Dk pq 21 Z Bie / 0s""1 0 sin 0 sin (20 + 1)0d6
=0 ] 0
n 2 Jj+1
+ Z ia;bg; T 27 g/ cos' 0 sin(2¢ + 1)0d6
=0 7=0
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Chapitre 3. Cycles limites d’un systéme différentiel de Liénard perturbé

J+2

—i—Z Z ia;dgjir" +2j+32’7]g/ cos' 6 sin 6 sin(2¢)0d6
=0 ] 0
j+1 |
+ZZZ@ doj_or't JZﬂ g/ cos’ 0 sin 6 sin(2¢)0d0
=0 ] O
Jj+1
+Z Z cibgji1(i+ 2) ”27+3ny 4/ cos' 0 sin® 0 sin(2¢ + 1)0d0
=0 ] 0
Jj+2
+Z Z Cibaji1(i + 2) ”2”527]@/ cos' 0 sin® 0 sin(2¢ + 1)0do
=0 ] 0
Jj+1 P A
+Zchd2] 2(i + 2) ’+2]+QZ/B 4/ cos' 0sin® 6 sin(2£6)d0
i=0 7=0
5] m 2i4+2 [
+ Z Zbgiﬂk%ﬂrziﬂ“? / cos? 1 9 sin? (1 — cos’ 2 0)db
J 0
i= 0 ] =0

2 2 ) )
+ Z Z baiyrazr? T jli—l / cos™ ™ fsin® 0 (1 — cos’™" 0) df
=0 7=0

2 ] n o . .
o . 2 cos’ T cos’t34
b ; ) 2z+]+3/ 2i+1 0 <i 2 0 . do
=+ Z Z 2i+1C5T cos sin G100 +3) T + 3

i=0 j=0 0
2 m . s
+ Z Z d; eriHHM 2 cos® 1 fsin* O(1 — cosYt? 9)d
~ i+1Mvg j"’ 9 o

2]l n . 2
+ g g d2i+1aj7“21+]+3;%/0 cos® 1 fsin® (1 — cosV Y 9)d
=0 j=0

2 n . ot . .
i1+ 4 , 2 J+1 g i+3 ¢
+ Z Zcid2j+17“2’+”+3.l—+ / cos' Osin* @ | — . _ B M
i+2 /o G+DG+3) j+1 j+3

= 0 7=0
2i+1 . - (4i + 1) cos® 0 (21 +2) :
2+ 2i—2 2j-2 2i+2
-+ ; ]Zodm J m/ (COS Q(COS J 9) — 5 1 + 5 — 1 CcoS 2]
x (1 — cos’*20)df
[%] n . 2m . )
92 1 4 4 1 < 2 2 ,

+ dai_sa;r*t —Z + / (COSZZ2 0 — @i+1) Z +1) cos? 0 + 2i+2) Z +2) cosg? 2 6)

i=0 j=0 .7+10 20 —1 21 —1

X (1 — cos’ 1 6) do

3

4741 , 214 2 .
+sz2z 2C; TZH]H/ (( 2 (2;—t1)0082’9+—(2;i—1) cos?t? 0)
0

1=0 75=0
( 2 B cosit1 0 B cosj+30d9>)
7+ 1) +3) j+1 j+3

En utilisant les intégrales de [’annexe A on a
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3.2 Preuve du théoréme (3.2)

F210(7’)

3

22127 S
- k2’+1b2ﬂ+1T2 +2J+3 Z +1 Z'VJ Zcz+1£ + Z Z k21+1d23+17“21+2]+5

v ‘

i=0 5=0 =0 =0 75=0
j+2 5] [5] - 2
(i+1) ) 3uCisre + Faidajor™ (i 4+ 1)) B Cir
4:0 =0 j=0 (=0
[%] n7 7+1 2 ] J+1
+ Z 2ib2j+1r2l+2]+ Z i0Cie + Z Z a2zd2y+1l7’21+2j+3 Z Y5,eCie
i=0 j5=0 —0 =0 7=0
(23] [5] (2i —|— J+1
+ a2i+1d2jf T2Z+2]+1 Zﬁg eczeﬂL Z Z 521+1d2]+17“22+2]+3
i=0 j=0 i=0  j=0
. (23] [ ] .
(i+1) Uiy jt2 N Z S bypinagy 2 i+l Qiyjt

25 + 32 2(i + j + 3)!
+ [nzl] [Z b s 1Ol 242543 —(0 + Dty (1 + Daipjto
Lo & 0 2i+10L25T (2] + 1)2¢+j+1(l~ +j+ 2)! (2] + 3)2i+j+2(i +7+ 3)!

3] [ j+1 3] [%3]
+Z Z Coibaj 1 T (i 4 1 Z’YJ ckie + Z Z Coidaj 1 m* (i 4 1)

; (1 4+ + 2)1
— = 2j+1  2HH(i 4 5 4 2)!

j=0 =0 = =

AR 2] ] io e
i ok Y O 30y

;7],6 N + ; ];O 2341 2]+1T 2] -+ 3 22+]+3<Z' +] + 4)‘

[nT_l] [%] Z . 2 3@ 1 [n 1] [n]
+ iy Gy 72 F 2D AFAS + dojsqCoir 2254 4+ 2

;;;;2+1% 2j T 12072 + j + 3) E;;;2+1% (i +2)

3+ j41 + 3y o
2iHit2(j 4§ 4+ 3) (25 + 3)2HIH3(1 + j + 4)!

5] [5] :
4 oip241 (204 1) Q-1 Qitj
+2 D daushayr 4j+4 [\272(—1)  2945%1(i 4 4)!

i=0 j=0

—44 +1 ( a; _ Ot j41 > 21+ 2 ( Qg _ Q42 )

20— 1 \201(@) 299(i+j+1)) " 241 \2(+ 1) 205+ + 2)]
5] [ | o
do; . 2i4+2j+3 _ L it
’ =0 ; st 24343(21 +1)(20 + 3) (i + j + 4)!
2] 27" B
+ =y doioos 2T+ _ 3(j +2)(4) + 14i 4+ 21) a1
S (20 4+ 1) (20 + 3)27%7%3(i + j + 4)!

(3.14)
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Chapitre 3. Cycles limites d’un systéme différentiel de Liénard perturbé

Pour une expression simplifiée de (3.14]), on obtient le polynéme (3.13)).

Lemme 3.2. L’intégrale Fy(r) est un polynome de la variable v donné par :

S

[5] 5] [

‘ 3a; I
F2 2z+1 - ; 21+2]+1N

20 ;q Gy -21+2(7,+ 2 L ]Z " !
(=] [5]

+ 7n2z+2;+1N + Z Z 2z+2g+3N +Z§: 21+2]+1N

S

‘3
V)
0|3

i=0 ;=0 =0 5=0 i=0 j=0
(3.15)
ot
- iyt 31
Ny =—a zb i — ; ; — a zd i
L R 2z+a+2<z+y +3)!
30[2 15052
—cziij,lr R Cgid2j+17“ AL

20H3+2(4 + 5 + 3)!
3(i + 1)y
20+i+1(25 — 1) (i 4 7 + 2)!
(1 + J)isjh
20+ + 5 + 3)!
3(12 — 14+ 2] — ’Lj - 1>ai+j—1
205125 — 1) (i + j + 2)!

2HI3(4 + j + 4)!
s 3(3i— 25 + 4y
20HiHL (i 4+ 5+ 3)1(25 — 1)
s 3(20 + 27 — 12)aviyj 1
2HIT2(4 + § + 4)!

Ny = agiy1daj—o

+ coip1daj_or

N3 = _k2i+1b2j+1 - k2i+1d2j+17’

N4 = koidaj_2

Preuve. En remplacant l'expression (3.10) dans (3.9), nous avons

m n n
= E hyrt cos™™ @ sin 6 + E pir' cos' 6 + g g cost 0sin? 6
<: i=0 i=

n n m
+ E s;7 72 cost @ sin® 0 + E w;r 3 cos' fsint O — — g kit cos'™ O sin 6
r
i =0 i=0
n

n
+ E a;r* cos' @sin' 0 + E e 2 cos' A sin® 0

=0 1=0
" (5]
+ Z boi 1t cos® T O sin? 0 + Z doip 17 cos® T G sin? 6
= i=0
: , 21+ 2 2] , )
+ Z do;_or? 1 (cosQ’_2 0 — 5 — 1 cos? @ sin 9) X Z kit cos' O sin? @

1=0
—1
§ :aiT‘Z COSZ—H 0+ § :CiT’H_Q COSl—H 0 Sin2 0+ § : b2i+1r22+2 COSQH-? fsin 6
i— i=0 =0

=0 7=
. DN iy
+ ; doip1r? ™ cos? 2 @ sin® 0 + ; doj_or® Tt <co 21 9sing — 51 =~ cos®t hsin 0) ,
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3.2 Preuve du théoréme (3.2)

alors
1 27
FQZO(T’) = %/ Fg(?" 9)d9
1 n 2T 27 m [”T’l]
=5 Z gr' ™t /00319 sin? 8df + Z w;r'™ / cos’ fsin 6dO + Z
=0 0 i=0 0 i=0 ;=0
2 [E] 2T
kibgj+1Ti+2j+3/COSi+2j+308in2 0do + Z Z kid2j+1ri+2j+5/cosi+2j+39
2 i=0 j=0 2

o ; ) 27 4+ 2 .
sin® 0d6 + z; ; kidy;_or 22 / cos¥ 1 O sinf — 25—: cos” 1 @sin b | db
== 0

n ("53] n ("53]

+ E E a;baj+ 17“’+2]+2/ 0822 9 gin? 6dO + E E aid2j+1rz+23+4
=0 5=0 =0 j5=0
[n 1} 2

2T

/cos"HjJr2 6 sin? HdQZ Z a;dgj_or'TH T /coslﬂsinﬁ — <0082j1 fsiné

, i—0 j=0 ]
n 25 2r

242 9 i+2j+4 i+2j42 ) o4

——— cos f@sind |do + Z Z cibajiir cos 0 sin” 6d6

2j—1 i=0 j=0 0

o n [g] o

n—1
n [T]
+ g E cid2j+1r”2]+6/COSZ”]”Qsinﬁ 0do + E g cidgj_gr”2]+3/cos’@sin39
=0 j—=0 , i—0 j—=0 ;
[u] 2T

27+ 2 o
(0082] 19sing — 2] * f cos®t! g sin 9) do + Z Z bait1k; 7‘21+J+3/ g¥ititlg
J = =0 7=0

n—1 n—1
(%] & 2m %] &

sin* 0df + g E b2i+1b2i:1aj7”z+2j+2/C082l+j+2(98in(9d9—|— E E baip1cjr it
=0 j=0 0 i=0 j=0

2 [ﬂ]

] m 2m [zt »
/cos%*j*'?’ 0 sin® 0dO + Z Z doiy1dr? IO / cos? T2 9 gin® 0 + Z Z
, i—0 =0 , i—0 =0
21 [L*l] 21
dois1a;r* T / cos? I +2 9 gin® 6dO + Z Z doiy1cir e / cos? 772 9 sin’ 040
4 i—0 =0 ;
3] m L 7 20+ 2 ; ;
+ Z Z o kjr 73 / <00827’ 19sin?6 — 51 cos? f sin? 9) cos’ 0 sin? 0df
0 j=0 9 L=
] 2
+ Z dgi_gajr%r”l / (COSQZ_2 0sin? 6 — % cos? 0 sin? 0) cos’ 1 0dp
Z —
0
27

21 + 2 . .
+ dai—oc;T IS / (COSZZ 20sin%6 — 2Z i 1 cos? 0 sin? 9> cos’ 1 O sin? 0do
' 0

1 —
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Chapitre 3. Cycles limites d’un systéme différentiel de Liénard perturbé

En utilisant les intégrales de I’annexe A, nous avons

(%] (%]

F220 ; Qo 21+12H_1(% + Z w ”«21+321+2;())2%2) + s k21+1b2]’+1
22543 22+]+202i+j+2 + [i] [i] Fooiin d2]+17"2’+2]+5 - .+§>04.i+j+_2
i+j+3) = = 2HI3(4 + j + 4)!
2] 2i+2j+1 Qitj i+1 Qitj+1
e ;k%d%‘ﬂ <2i+a’(z D 212 (i 2)!)
Syl 2i4+2j+1 Qitj+2 Upen 2i+2j+3 3t jt1
+ ; 2 agibaj1m D+ £ D)1 + ; jzo a;doj 17 1 5 3]
xjii 2i+2j+1 Qitj it+1 Qitjt1
L ;a”“d”?r <2i+j+1(i i+ 1) 2i— 124+ 2)!)
ifea) 2i+2j+3 3Qitjt1 Uit 2i+2j+3 15aiyji1
B e T e T ZE JZE N (R T
(2] [5] . [=z4] [5]
! eabapar (2i+j (? ii;‘jJr 2)l 2Zz‘+—11 2i+j+?;?iij+jl+ 3)!)
=0 j—=0 =0 j=0
2i+2j+1 Qitj4+1 ] 2i+2j+3 3t jt1
a1tz (i +2) Zo JZO e Ty ey
xjii 2i+2j+3 3Qipjt1 2i+2j+5
R e

z 5] 5

1504541 2 34 j11
d ia i+25+3 J d c 27,+2j+5
2+ g+ A Z; Zj « Gt 2+ )+ 3) Z — Zj < et

15441 9249 30410 1+ 1 34
d i k’ 1+2j5+3 _ J J _ _ J
21+]+3 Z+]+4 +ZZ 2i-2~2;7 21+]+1(i+j+2)! 2@—12’+]+1(i+j+2)!

(5] [*7]

=30 + Daiy,

+ da;i_panj1r* ! —

; ]ZO ! 20H5+1(20 — 1) (i 4 j + 2)!

(5] [*']

mwe —3(3 = 2i+4)a,y
24243 itj
+ g 0 E 0 doi—2C2j41T 2i+i+2(2 — 1)(i + j + 3)!
1= Jj=

(3.16)
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3.2 Preuve du théoréme (3.2)

Pour une expression simplifiée de (3.16]), on obtient le polynéme (3.15)) .

D’aprés les Lemme 1 et 2, nous avons

Fao(r) = Fy(r) + Fyo(r)
[5]] 3] [*2] 2] (3]
_ 7421‘+1§1+ r2i+2j+1§2+ Z T2i+2j+1§3
=0 =0 75=0 =0 5=0

5] [3]
+ Z Z 7“21‘+2j+15~’4 + er2z‘+2j‘+1§5

=0 j=0 i=0 j=0
ou
~ Q; 3a;
S, = Z—Z i 2,—2,
1= @ 2i+1(j 4 1)] T WaT 2112(; + 2)]
J+1 .
S (20 +J + 2)aigjn 2
Sy = agibajio ( Z’w T Qi D2 (i +2)] + r7agidaj+1
2 :
i o (27, +J +3)itjt
T - 1272 (i 1 j + 3))
j+1 . . . .. .
, . (125 + 4i* + 345 + 1045 + 19¢ + 24) 4 j41
204162 (0 )Z” . 2+i+2(2j 1+ 1)(2j +3)(i +j + 3)!

]+1 .9 ) . . ..
202 + 45+ 299 + 68¢ + 1419 + 57) v 5
i1 Z%KCM ] 7 J ) +J+1>

i11ds, . . —
+ Cait 2J+1< (20 + 1)(2i + 3)2+553(i + j + 4)!

J+1

2141 347+ 27 + 3)ayj
53_a2zd2]+1< Zﬁgécﬂ - ( - j ) .ﬂ )

(2§ — 1)2H3+1(i + j + 2)!

j+1

2143 3(12¢ + 275 + 21) 4
+Cgl+1d2j 2( ZBJE]{]@ ( - '] : ) +j )

(2 — 1)2009+2(i + j + 3)!

]+1

~ 4]2 + 4] — 422 + 6 — 27:)()&1'+j+1
Sa = kaivibaji ( i+l ZWC”’ (2i + 3)2753(i + j + 3)!

j+1 . .
2 3(J +2)iso : Z N 3(20 +2j — 12)aviq
T ( 20+i+2(2i 4 3) (i + j + 4)! T+l =0 Lt 2+i+2(5 4 j + 4)!

§+1

Ss = koidaj o ((22’ +1) Z/éj,zéj,é +
=0

(244% — 1252 + 1215 — 185 — 18i — 72) it 11
2 (i 4 j + 3)] '
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Chapitre 3. Cycles limites d’un systéme différentiel de Liénard perturbé

Exemple 3.2.

b=y —ely+2*+ %)y,

. 2 82 2 882 3 (317)
y=—¢c|z+ 2—590 y+axy” + —4+§x v,

En utilisant les coordonnées polaires (r,0) ot x = rcos@, y = rsinf etr > 0 et par

un calcule adéquat on obtient la fonction moyenneé.

Fyo(r) = = (6 — 11r* 4 6r* — 1°)

| =

qut a exactement trois racines positives r1 = 1,19 = 2,73 = 3.

D’aprés le Théoreme (3.2) les systeme (3.17)) admet trois cycles limtes.
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Chapitre I

Le nombre maximum de cycles limites

pour une classe des systemes diftérentiel de

Kukles perturbé

4.1 Présentation du probléme et résultats princi-
paux

Dans larticle [2] les auteurs ont étudié le systéme suivant :

&=y —eli(x) (@)

y=—x—elg2(z) + falz,9)y),
ou fi(z), ga(x) et fo(x,y) sont des polynomes de degrés ¢, m et n respective-
ment, et € est un petit paramétre. Ils ont prouvé que le systéme (4.1)) peut avoir
(-1 n . . P o
max | | —5— | [ﬂ cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation du pre-
mier ordre.
Dans ce chapitre, on va utiliser le théoréme (2.1) du chapitre 2 afin d’étudier le

nombre maximal de cycles limites pour une classe de systémes différentiels :

T =y,

(4.2)
g =—z— filz,y) = folz, )y — 01z, 9)y* — ga(, 9)9°,
ot fi(w,y) = efii(z,y), folr,y) = efor(x,9), g1 (x,y) = egnu(,v), g2(7,y) = ego1(x, y)
sont des polyndémes de degré ny, ny, n3 et ny respectivement, et € est un petit para-

meétre.
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Chapitre 4. Le nombre maximum de cycles limites pour une classe des
systémes différentiel de Kukles perturbé

De plus nous faisons quelques applications.

Notre resultat est le suivant :

Théoréme 4.1. Pour || > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles
limites du systéme différentiel (4.2) qui bifurquent d’un centre lineaire & =y, §y = —x

en utilisant la méthode de la moyennisation du premier ordre est :
A\ n1—1 |:n2:| TL3+1 TL4+2
= max —
! 2 |l2l | 2 ]2

4.2 Preuve du théoréme (4.1

Pour utiliser la méthode de moyennisation d’ordre un nous écrivons le systéme

en coordonnées polaires (r,6) ot & = rcos(f), y = rsin(f) et r > 0. On écrit les

polynomes f11(z,y), fo1(x,y), g11(z,y), g21(x, y) apparaissant dans (4.2)) comme :

fll x y Z any,la7 y ) f21 x y Z bzy,lx y

z+j 0 1—7=0
gll<x7 y E Qyj, 23; y ) 921 z y E bzg Qx y
i+75=0 i+5=0

Par conséquent, le systéme (4.2)) devient

4 n1 ng
r=—c E aiﬂrlﬂ cos' Osin'tl 9 + g bijvlrzﬂﬂ cos' fsin'*? 6
i+5=0 i+7=0

n3
+ E aijor 7T cos’ O sind P 0 + E bijor T3 cos’ § sin/ T 9)

i+75=0 1+7=0

ni n2
0=—-1—- ( E aiji, 7 cos™ O sin’ 6 + E bijar T cos™ ! G sin? T 0
r

i+j=0 i+j=0

n3 T4
+ g aij,gr”]” cos 9 sin’ 2 0 + E bimr”ﬁ?’ cos™™t @ sin/ 3 0)

\

Considérons maintenant # comme nouvelle variable indépendante, alors
dr - e
0 = g aij’1r1+7 cos' fsin’ Tt H + g biﬂrzﬂH cos' Osin’*2 6
i+5=0 i+j=0

n3
+ E aijor' T2 cos’ O sin’ T 0 + E bijor' T3 cos’ § sin/ 9) + 0 (%)
i+35=0 i+35=0

=eFi(r,0) + O (£7).
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4.2 Preuve du théoréme (4.1)

Soit Fg I’équation moyennée du premier ordre associée au systéme (4.2)). En utilisant

la notation introduite dans le chapitre 2 , on calcule Fjg,

1 21
Fulr) = o= [ Fu(ro)i,
T Jo
alors
1 27 ni no
Fio(r) =5 / E aijar' ™ cos' Osin T O + E bijar T cos’ @ sin/ T O+
s
0 N\it+j=0 i+j=0
n3 Uz
E aijor' T2 cos O sin’ T 0 + E bijor't 1 cos’ O sin’ 0 | .
i+5=0 i+7=0
Avec
2 way;  sloipair et j impair
/ cos’ 0sin?™! 9dl = Y
0 0 sinon,
o o L
/ cost §sin*+? 0dg — 7B; si 1 pair et j pair
0 0 sinon,
2 7S;; Sl pair et j impair
/ cos' @ sin’ T3 dh = Y
0 0 sinon,
o e o
/ cost 0 sind 4 00 — my;;  S11 pailr et j pair
0 0 sinon,
on obtient
1 ni n2
_ i+j i+j+1
Fio(r) =5 E aijaog T + E bijaBir'™
i+j=1 i+j=0
¢ pair,jimpair ipair,jpair
ns ni
Z i+j+2 E : i+j+3
+ aij’gfijT J —+ bl-j,gm-jr J
i+j=1 i+j=0
i pair, jimpair ipair,jpair

Donc le polynome Fio(r) posséde au plus

= { 250 2 25 220

réelles positives.

Alors le systéme (4.1)) a au plus :
A\ n1—1 |:n2:| TL3+1 TL4+2
=m —
1 ax 2 ) 92 ) 2 ) 2
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Chapitre 4. Le nombre maximum de cycles limites pour une classe des
systémes différentiel de Kukles perturbé

Exemple 4.1. Soit le systéeme

T =y,
37 128 77
y=—x—¢ (Esc‘ly +y+ (1-92%)y+ (11y° — 4y) y° + (_TnyZ - 2—7) y3) :

L’équation moyennée du premier ordre est

133 133
——— T,

Fio(r) = —r7 4+ —2
0(r) = 1"+ 5 36

. . . . 2 3
qui a exactement trois racines positives 1 = g,rg =1, etry = 3 nons concluons

donc que le systéme (4.3|) a deuzx cycles limites.
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Conclusion et Perspective

Dans ce mémoire nous avons utilisé la méthode de moyennisation d’ordre 1 et
d’ordre deux pour étudier le nombre maximum des cycles limites de certains systémes
différentiels polynémiaux de dimension deux.

L’importane de déterminer le nombre de cycles limites fait I’'objet de la deuxiéme
partie du 16°™® probléme de Hilbert.

Notre futur travail consistera a ’application de la méthode de moyennisation du
deuxiéme ordre au systéme différentiel perturbé de Kukles suivant :

.
=Y,

g =x—e(fulz,y)+ falz, )y + gu(@,y)y° + gn(z,y)y’)

\ —&%(fra(z, y) + foo (@, 9)y + g12(z, )Y* + g22(x,9)y°),

ou g1;(), fii(x), fai(x) et go;(x) sont des polyndmes de degré ny, ng, n3 et ng, res-

pectivement, pour chaque i = 1, 2.
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Annexe A.Formules

Dans cette annexe, nous rappelons certains formules qui seront utilisées au cours

de ce travail. Pour plus de détal voir [I] pour 4, j > 0, nous avons.

2m
/ cos'@sin?0dh # 0, sii et j pair,
0

r(), siiou jimpair ,
%’ si i=2k et j=0,
/02” cos'0sin’0do = % si i—2k et j—2,
%, si i=2k et j=4,
L %, si i=2k et j=6,

otar=1-3-5---2k—1),ap1 = (2k+ 1)y
2T
/ cos' 0 sin? fsin(2] + 1)0df # 0,si i pair et j impair,
0

) 0, si 1 impair ou j pair;
cos' Osin’ Osin(20 +1)0d6 = ¢ 7C;y, i pair, j—1 et 1 > 0,

S—

7Cyy, ipair, j=3 et 1> 0,
2m
cos' O sin fsin(210)df # 0, si i impair et j pair,

S—

) 0, si 1 pair ou j impair;
cos' 0 sin’ 0 sin(210)df = mhGy, 1impair, j=1et 1> 0,

S—

7K,,;, iimpair, j=3 et 1> 0,
ou

Cii, Ciy Ky, K sont des constantes non nulles .
0

cos' tsintdt = ——(1 — cos™ §).
+1
0
; 2 1 , 1 4
cos' tsin® tdt = — , — ——cos"™ § 4+ —— cos"? 6.
+1)6E+3) i+1 i+3

S— 35—
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4.2 Preuve du théoréme (4.1)

0 %
/ cos?t tdt = Z Yigsin(20 + 1)6,
0 1=0

0 . 7
- 1 (2
24 :
/o cos” tdt = i < . )9 + lE_O B sin(216),

ou

1 21+ 1 1
Vil = ﬁ i—1 2041
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