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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons considéré un problème d’évolution, c’est un système linéaire

unidimensionnel Thermostatique de type Timoshenko avec deuxième son et avec

la présence d’un terme de retard constant dans l’équation de déplacement.

Sous quelques condition initiales et au bords , et quelques hypothèses sur le terme de retard et

un nombre de stabilité ξ ,nous avons étudie l’existence et l’unicité de la solution en utilisant

la méthode de semi groupe, et à l’aide de la méthode des multiplicateurs, nous avons montré

un résultat de décroissance exponentielle dans la présence du retard et le cas (ξ = 0) par ailler

lorsque le retard n’est plus introduit et (ξ 6= 0) une stabilité polynomiale a été montré.

Mots clés : Fonction de Lyapounov. Stabilité exponentielle . Système de Timoshenko
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Abstract

In this work , we considered a one - dimensional linear thermoelastic system of timonshinko

with second sound, and with the presence of time delay acted on the displacement equation.

Under some intial conditions and boundary condition and some hypothesis on delay and on

some stability number ξ, we studied the existence and uniqueness of solution using the semi-

group theory.

An exponential result is obtained in the case of (ξ = 0) , and the presence of delay, otherwise,

when (ξ 6= 0) and the abscece of delay, a polynomial decay was proved.

Key words : Well-posedness · Exponential and polynomial stability · Thermoelasticity ·

Timoshenko · Second sound
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Introduction

Le système de Timoshenko remonte à Timoshenko [38] en 1921 qui proposa un système

hyperbolique couplé, décrivant la vibration transversale d’une poutre, de la formeρutt = K(ux − φ)x, (x, t) ∈ (0, L)× (0,∞)

Iρφtt = (EIφx)x +K(ux − φ)

(0.1)

où t désigne la variable temporelle, x est la variable spatiale le long du faisceau de longueur L.

dans sa configuration d’équilibre, u est le déplacement transversal du faisceau et φ est l’angle

de rotation du filament du faisceau. Les coefficients ρ, Ip, E, I et K sont respectivement la

masse volumique (la masse par unité de longueur), le moment d’inertie polaire d’une section,

le module d’élasticité d’Young, le moment d’inertie d’une section. et le module de cisaillement,

Pour une dérivation physique des systèmes de Timoshenko, nous nous référons à [10,17,23,25].

La question de la stabilité des systèmes de type Timoshenko ont reçu beaucoup d’attention

ces dernières années, et un certain nombre de résultats concernant la décroissance de l’énergie

ont été établis. Un but de recherche important est de rechercher une dissipation minimale par

laquelle les solutions de Timoshenko décroît uniformément jusqu’à zéro au fur et à mesure

que le temps tend vers l’infini. A cet égard, plusieurs types de mécanismes de dissipation ont

été introduits, tels que : l’amortissement par frottement, l’amortissement viscoélastique et la

dissipation thermique. Nous nous intéressons dans ce travail seulement aux effets liés à la

dissipation thermique dans un système de Timoshenko avec deuxième son en présence d’un

terme de retard constant, où nous avons considéré le problème suivant :



ρ1φtt − κ (φx + ψ)x + µφx(x, t− τ) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ) + δθx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ3θt + qx + δψtx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

τqt + βq + θx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

(0.2)

6
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où φ est le déplacement transversal de la poutre, ψ est l’angle de rotation de la poutre, θ est

la différence de température, q est le flux de la chaleur, les coefficients ρi, β, k, δ, b, τ sont des

constantes positives, µ est un nombre réel et τ0 > 0. Il s’agit d’un système thermoplastique de

type Timoshenko où le flux de chaleur est donné par La loi de Cattaneo. Le système est soumis à

un retard interne constant, des conditions aux limites de type Neumann-Dirichlet, et des condi-

tions initiales φ0, φ1, θ0, q0, f0. Des retards surviennent si souvent dans de nombreux domaines

physiques, chimiques, biologiques, thermiques et des phénomènes économiques. Récemment, le

contrôle des PDE avec des effets de retard est devenu un domaine de recherche actif et a attiré

de nombreuses personnes, voir entre autres [20,30,33] et les références qui s’y trouvent. De plus,

il a été démontré que les retards peut déstabiliser un système qui été asymptotiquement stable

en l’absence de retards, voir [4] pour plus de détails.

Considérons le système
utt(x, t)−∆u(x, t) = 0, x ∈ ω, t > 0

u(x, t) = 0, x ∈ Γ0, t > 0

∂u

∂v
(x, t) = −µ1ut(x, t)− µ2ut(x, t− τ), x ∈ Γ0, t > 0

(1.2)

Il est bien connu qu’en l’absence de retard (µ2 = 0, µ1 > 0), le système (1.2) est exponen-

tiellement stable, voir [14]-[15], [40], [41]. Alors qu’en présence de retard (µ2 > 0), Nicaise et

Pignotti [26] ont prouvé, sous l’hypothèse µ2 < µ1, que l’énergie est exponentiellement stable.

Cependant, pour le cas inverse (µ2 ≥ µ1), ils ont pu construire une suite de retards pour la-

quelle la solution correspondante est instable. Les mêmes résultats ont été obtenus pour le

cas où l’amortissement et le retard agissent en interne dans le domaine, voir aussi [2] pour le

traitement de ce problème sous une forme abstraite plus générale. Nicaise et Pignotti [27] ont

traité la situation où le retard constant du système (1.2) est remplacé par un retard distribué

de la forme ∫ τ2

τ1

µ2(s)ut(x, t− s) ds

et établi un résultat de stabilité exponentielle similaire à celui de[26] sous la condition que

∫ τ2

τ1

µ2(s)ds < µ1.

Pour plus de résultats concernant les problèmes de retard, nous renvoyons le lecteur à [6],[11],[22],

[28],[29]

Pour la stabilisation des systèmes Timoshenko par effet thermique, Rivera et Racke [23] ont

7
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considéré le système suivant
ρ1φtt − σ(φx, ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ) + γθx = 0,

ρ3θt − kθxx + γψtx = 0

(0.3)

où ils ont prouvé plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour le système linéarisé dans

le cas de vitesses d’onde égales et une stabilité non exponentielle pour le cas de vitesses d’onde

différentes.

Concernant le deuxième son, Messaoudi et al.[19] ont étudié le problème suivant



ρ1φtt − σ(φx, ψ)x + µφt = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ) + βθx = 0,

ρ3θt + γqx + δψtx = 0,

τqt + q + kθx = 0

où (x, t) ∈ (0, L)× (0,+∞) et établi plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les

cas linéaires et non linéaires dans des conditions appropriées sur la fonction non linéaire σ.

En 2009, Fernández Sare et Racke [5] ont traité le système



ρ1φtt − κ (φx + ψ)x = 0, in(0, 1)× (0,∞)

ρ2ψtt − bψxx +

∫ ∞

0

g(s)ψxx(., t− s) ds+ κ (φx + ψ) + βθx = 0, ∈ (0, 1)× (0,∞)

ρ3θt + kqx + βψtx = 0, in(0, 1)× (0,∞)

τqt + q + kθx = 0, in(0, 1), t > 0

τ0zt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, x ∈ (0, 1), ρ ∈ (0, 1)× (0,∞)

(0.4)

pourg ≡ 0 et pourg > 0. Ils ont prouvé dans les deux cas que (0.4) n’est plus exponentiellement

stable même si les vitesses de propagation sont égales
(
K

ρ1
=

b

ρ2

)
et g est d’exponentielle.

Récemment, Santos et al. [35] considèrent le même système pour µ = 0 et introduit un nouveau

nombre de stabilité

χ =

(
τ − ρ1

κρ3

)(ρ2
b
− ρ1
κ

)
− τρ1δ

2

bκρ3

ils ont utilisé la méthode du semi-groupe pour obtenir un résultat de décroissance exponentielle

pour χ = 0 et une décroissance polynomiale pour χ ̸= 0 à condition que
(
τ − ρ1

κρ3

)
> 0.

8
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Dans ce travail, nous montrons, en utilisant la méthode des multiplicateurs, que la dissipation

induite par la chaleur est suffisamment forte pour stabiliser le système en présence d’un "petit"

retard. Notons ici que le résultat de [35] est obtenu lorsque µ = 0.

Ce manuscrit est organisé comme suit, dans le premier chapitre nous donnons quelques préli-

minaires sur les semi groupes et les espaces de Sobolev, le chapitre est consacré à l’étude de

l’existence et l’unicité de la solution du problème en utilisant la théorie de semi groupe, puis

dans le chapitre nous utilisons la méthode du multiplicateur pour établir une décroissance ex-

ponentielle de l’énergie en fonction de ξ défini par 3.2 et du poids du retard (µ) et le cas où

µ = 0 mais ξ = 0 est traité dans le chapitre 4 où nous montrons un résultat de décroissance

polynomiale.

9



Chapitre 1

Préliminaire

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces de Sobolev, semi-groupe, quelques

théorèmes utiles et quelques inégalités importantes, que nous utiliserons dans ce mémoire..

1.1 Les espaces de Sobolev

Soit I =]a, b[ un intervalle borné ou non borné et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞ .

1.1.1 L’espace de Sobolev W 1,p

Soit I =]a, b[ un intervalle borné ou non borné et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞ .

Définition 1.1.1
L’espace de Sobolev, noté W 1,p, est constitué des fonctions de Lp(I) dont la dérivées au sens

des distributions, s’identifie à une fonction de Lp(I). La définition précédente s’écrit donc

comme ceci :

W 1,p =
{
u ∈ Lp(I), ∃g ∈ Lp(I) |

∫
I

uφ′ = −
∫
I

gφ ∀φ ∈ C1
c (I)

}
pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W 1,2(I) par H1(I)

10



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV

Notation

L’espace W 1,p est muni de la norme :

∥u∥W 1,p = ∥u∥Lp + ∥u′∥Lp

(ou parfois, si 1 < p <∞, de la norme équivalente [∥u∥pLp + ∥u′∥pLp ]1/p)

L’espace H1 est muni du produit scalaire :

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2

La norme associée :

∥u∥H1 = (∥u∥2L2 + ∥u′∥2L2)1/2

est équivalente à la norme de W 1,2.

Proposition 1.1.1
L’espace W 1,p est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞. Lespace W 1,p est réflexif pour

1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞

L’espace H1 est un espace de Hilbert séparable.

11



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV

1.1.2 Les espaces de Sobolev Wm,p(I)

Définition 1.1.2

Étant donnés un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞, on définit par récurrence l’espace

Wm,p(I) = {u ∈ Wm−1,p(I), u′ ∈ Wm−1,p(I)}.

On pose

Hm(I) = Wm,2(I).

On vérifie aisément que u ∈ Wm,p(I) si et seulement s’ils existe m fonctions g1, .., gm ∈

Lp(I) telles que :

∫
uDjφ = (−1)j

∫
gjφ ∀φ ∈ C∞

c (I), ∀j = 1, 2, ...,m

où Djφ désigne la dérivée à lordre j de φ, lorsque u ∈ Wm,p(I), on peut donc considérer les

dérivées successives u′ = g1, (u
′)′ = g2,... jusqu’à l’ordre m, on les note Du,D2u, ..., Dmu.

l’espace Wm,p est muni de la norme

∥u∥Wm,p = ∥u∥Lp +
m∑

α=1

∥Dαu∥Lp

et l’espace Hm est muni du produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑

α=1

(Dαu,Dαv).

1.1.3 L’espace de Sobolev W 1,p
0

Définition 1.1.3

Étant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,P
0 (I) la fermeture de C1

c (I) dans W 1,P (I).On

note H1
0 (I) = W 1,2

0 (I).

L’espace W 1,p
0 est muni de la norme induite par W 1,p, l’espace H1

0 est muni du produit

scalaire induit par H1.

L’epace W 1,p
0 est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < ∞.

Lespace H1
0 est un espace de Hilbert séparable.

12



1.2. RAPPELS SUR LA THÉORIE DES SEMI-GROUPES

1.2 Rappels sur La théorie des Semi-groupes

1.2.1 Quelques défnitions
Définition 1.2.1

Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire(., .) et de la norme associée ∥.∥et soit

A : D(A) −→ Hun opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.2.2
Une famille (S(t))t≥0 d’éléments S(t) ∈ L(X) pour t ≥ 0 forme un semi-groupe de classe

C0 dans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle vérifie les conditions suivantes :

i) S(0) = I (identité dans L(X)).

ii) S(t+ s) = S(t)S(s) pour tout t, s ≥ 0 (propriété algébrique).

iii) lim
t→+0

∥S(t)x− x∥X pour tout x ∈ X (propriété topoligique)

Définition 1.2.3
Soit A : D(A) → H un opérateur linéaire non borné.

On dit que A est dissipatif si

< Au, u >≤ 0 ∀u ∈ D(A).

A est dit maximal si Im(I − A) = H c-à-d

∀f ∈ H, u ∈ D(A) telque (I − A)u = f.

Remarque 1.2.1
A est dit monotone si −A est dissipatif

13



1.3. QUELQUES THÉORÈMES UTILES

1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.1 Théorème de Hille-Yosida
Théorème 1.3.1

(Hille-Yosida)

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1([0,+∞[;H) ∩ C([0,+∞[;D(A))

unique telle que 
du

dt
+ Au = 0 sur [0,+∞[

u(0) = u0 (donnée initiale).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

1.3.2 Théorème (Lumer-Phillips)
Théorème 1.3.2

Soit A : D(A) → H un opérateur linéaire de domaine dense dans H. Alors, A est le

générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions si et seulement si :

i) A est dissipatif

ii) il existe un λ > 0 tel que Im(λI − A) = H

14



1.3. QUELQUES THÉORÈMES UTILES

1.3.3 Théorème de Lax Milgram
Théorème 1.3.3

Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout φ ∈ H ′ il existe

u ∈ H unique tel que :

a(u, v) = (φ, v) ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− (φ, u) =Min

v∈H

{1
2
a(v, v)− (φ, v)

}
.

1.3.4 Théorème de Fubini
Théorème 1.3.4

On suppose que F ∈ L1(Ω1 × Ω2).

Alors, pour presque tout x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫
Ω2

F (x, y) dy ∈ L1
x(Ω1)

De même, pour presque tout y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y) dx ∈ L1
y(Ω2)

De plus on a

∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y) dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y) dx =

∫ ∫
Ω1×Ω2

F (x, y) dx dy.

15



1.3. QUELQUES THÉORÈMES UTILES

Théorème 1.3.5
( Cas non linéaire )

Soit F : [0,∞[×X → X une fonction continue en t et localement lipschitzienne en u. Si A

est le générateur infinitésimal d’un C0− semi groupe S(t) sur X, alors pour tout u0 ∈ X, il

existe un tmax ≤ ∞, tel que le problème


du

dt
+ Au = F (u) sur [0,+∞[

u(0) = u0 .

(1.1)

admet une solution faible unique u ∈ [0, tmax[ . De plus, si tmax <∞, alors

lim
t→tmax

||u(t)|| = +∞

Théorème 1.3.6
Soit A le générateur infinitésimal d’un C0− semi groupe S(t) sur X. Si F : [0,∞[×X → X

est continument différentiable de [t0, T ]×X → X. Alors la solution faible du système (1.3)

est une solution forte.
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1.4. QUELQUES INÉGALITÉS IMPORTANTES

1.4 Quelques inégalités importantes

1.4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel, Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de H ×H

dans R, symétrique, définie positive [i.e. (u, v) ≥ 0, ∀u ∈ H et (u, v) > 0 si u ̸= 0].

Rappelons qu’un produit scalaire vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(u, v)| ≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 ∀u, v ∈ H

1.4.2 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant 1

p
+

1

q
= 1 alors :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω)× Lq(Ω))2, ∀ε > 0,

∫
Ω

| fg | dx ≤ ε

p

∫
Ω

| f p | dx+ 1

qε
q
p

∫
Ω

| gq | dx.

Si p = q = 2 on a :

∀(f, g) ∈ (L2(Ω))2, ∀ε > 0,

∫
Ω

| fg | dx ≤ ε

2

∫
Ω

| f 2 | dx+ 1

2ε

∫
Ω

| g2 | dx.

1.4.3 Inégalité de Poincaré

On suppose que I est borné.

Alors il existe une constante C (dépendant de |I|) telle que :

∥u∥W 1,p ≤ C∥u′∥Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (I).

Autrement dit, sur W 1,p
0 (I) la quantité ∥u′∥pL est une norme équivalente à la norme de W 1,p(I).
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution

Dans le chapitre, nous présentons le problème qui sera traiter dans ce mémoire, puis nous

montrons qu’il est bien posé en étudiant l’existence et l’unicité de sa solution.

2.1 Position du problème

Considérons un système unidimensionnelle de Timoshenko avec deuxième son et un retard

constant introduit dans la première équation



ρ1φtt − κ (φx + ψ)x + µφ(x, t− τ0) = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ) + δθx = 0,

ρ3θt + qx + δψtx = 0,

τqt + βq + θx = 0. x ∈ (0, 1), t > 0.

(2.1)

Sous les conditions initiales :

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, 1) (2.2)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), q(x, 0) = q0(x), x ∈ (0, 1)

et les conditions au bords

φ(0, t) = φ(1, t) = ψx(0, t) = ψx(1, t) = θ(0, t) = θ(1, t) = 0, ∀t ≥ 0. (2.3)

En plus de ces conditions, si on intègre la deuxième équation du système (2.1), on trouve,

ρ2

∫ 1

0

ψtt dx− b

∫ 1

0

ψxx dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ) dx+ δ

∫ 1

0

θx dx = 0,

ρ2

∫ 1

0

ψtt dx− b

∫ 1

0

ψxx dx+ k

∫ 1

0

φx dx+ k

∫ 1

0

ψ dx+ δ

∫ 1

0

θx dx = 0,
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2.1. POSITION DU PROBLÈME

les conditions aux bords nous donnent

−b
∫ 1

0

ψxx dx = −b [ψx]
1
0 = 0,

δ

∫ 1

0

θx dx = δ [θ]10 = 0,

k

∫ 1

0

φx dx = k [φ]10 = 0,

il en résulte que

ρ2

∫ 1

0

ψtt dx+ k

∫ 1

0

ψ dx = 0,

c-à-d
d2

dt2

∫ 1

0

ψ dx+
k

ρ2

∫ 1

0

ψ dx = 0. (2.4)

C’est une équation différentielle à coefficients constants du 2me ordre.

Si on pose :
∫ 1

0

ψ dx = v, on trouve

v′′ +
k

ρ2
v = 0,

son équation caractéristique est

r2 +
k

ρ2
= 0,

et sa solution :

v(t) = c1 cos

(√
k

ρ2
t

)
+ c2 sin

(√
k

ρ2
t

)
quand t = 0, d’après les conditions initiales, on a

ψ(x, 0) = ψ0(x) , ψt(x, 0) = ψ1(x)

∫ 1

0

ψ(x, t) dx = c1 cos

(√
k

ρ2
t

)
+ c2 sin

(√
k

ρ2
t

)
(2.5)

∫ 1

0

ψ(x, 0) dx =

∫ 1

0

ψ0(x) dx = c1.

En dérivent (2.5), on obtient :

d

dt

[∫ 1

0

ψ(x, t) dx

]
=

d

dt

[
c1 cos

(√
k

ρ2
t

)
+ c2 sin

(√
k

ρ2
t

)]
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2.1. POSITION DU PROBLÈME

∫ 1

0

ψt(x, 0) dx =

√
k

ρ2
c2

c2 =

√
ρ2
k

∫ 1

0

ψ1(x) dx

en substituant c1 et c2 dans (2.5), on obtient

∫ 1

0

ψ(x, t) dx =

∫ 1

0

ψ0(x) dx cos

√
k

ρ2
t+

√
ρ2
k

(∫ 1

0

ψ1(x) dx

)
sin

√
k

ρ2
t. (2.6)

On pose :

ψ̄(x, t) = ψ(x, t)−
∫ 1

0

ψ0(x) dx cos

√
k

ρ2
t+

√
ρ2
k

(∫ 1

0

ψ1(x) dx

)
sin

√
k

ρ2
t,

puis en intégrant sur (0,1), il vient

∫ 1

0

ψ̄(x, t) =

∫ 1

0

ψ(x, t)−
∫ 1

0

ψ0(x) dx cos

√
k

ρ2
t+

√
ρ2
k

(∫ 1

0

ψ1(x) dx

)
sin

√
k

ρ2
t

d’après (2.6), on conclut que ∫ 1

0

ψ̄(x, t) = 0. (2.7)

Afin de pouvoir appliquer l’inégalité de Poincaré pour ψ on va travailler avec ψ̄(x, t) au lieu de

ψ(x, t) en gardant la notation ψ.

D’autre part, à partir de la quatrième équation du système (2.1), nous avons,

τqt + βq + θx = 0,

une intégration par parties, conduit à

d

dt

∫ 1

0

qdx+
β

τ

∫ 1

0

qdx = 0.

C’est une équation différentielle du 1erordre, elle ressemble à :

u′ +
β

τ
u = 0

avec,

u =

∫ 1

0

qdx
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2.1. POSITION DU PROBLÈME

sa solution s’écrit,

u = ce
−β
τ

t

faisant : c→ c(t)

u = c(t)e
−β
τ

t

ut = c′(t)e
−β
τ

t − β

τ
c(t)e

−β
τ

t ⇒ c′(t)e
−β
τ

t = 0

c′(t) = 0 ⇒ c(t) = C.

Quand t = 0

u(0) = C =

∫ 1

0

q(x.0)dx =

∫ 1

0

q0(x) dx

d’où la solution ∫ 1

0

q(x, t) =

(∫ 1

0

q0(x) dx

)
e

−β
τ

t.

Posons

q̄(x, t) dx = q(x, t)−
(∫ 1

0

q0(x) dx

)
e

−β
τ t

en intégrant par rapport à x sur (0, 1), on trouve

∫ 1

0

q̄(x, t) dx =

∫ 1

0

q(x, t) dx−
∫ 1

0

[(∫ 1

0

q0(x) dx

)
e

−β
τ t

]
dx∫ 1

0

q̄(x, t) dx =

∫ 1

0

q(x, t) dx−
[(∫ 1

0

q0(x) dx

)
e

−β
τ t

] ∫ 1

0

dx︸ ︷︷ ︸
=1

donc

∫ 1

0

q̄(x, t) dx = 0 (2.8)

Dans tout le mémoire on va considérer q̄(x, t) = 0 au lieu de q(x, t) et pour ne pas alourdir les

notations, nous gardons la notation q(x, t)
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

2.2 Existence et unicité de la solution

Pour simplifier les calculs et pouvoir intégrer, on va adapter un changement de variable qui

a été introduit en premier par Nicaise [27 ] comme suit

z(x, ρ, t) = φt(x, t− ρτ0)

une simple dérivation donne

τ0zt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0

alors le système (2.1) se transforme en



ρ1φtt − κ (φx + ψ)x + µz(x, 1, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ) + δθx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ3θt + qx + δψtx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

τqt + βq + θx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

τ0zt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, x ∈ (0, 1), ρ ∈ (0, 1), t > 0

(2.9)

avec les conditions initiales :

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), θ(x, 0) = θ0(x) x ∈ (0, 1)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), q(x, 0) = q0(x), x ∈ (0, 1)

z(x, 0, t) = φt(x, t), x ∈ (0, 1), t ≥ 0

φt(x,−t) = f0(x, t), x ∈ (0, 1) t ∈ (0, t)

et les mêmes conditions aux bords (2.3).

Forme matricielle du système
Pour montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème(2.9) nous utilisons la théorie

de semi-groupe.
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

Soit Φ = (φ, u, ψ, v, θ, q, z)T où u = φt et v = ψt la solution du système (2.9) tel que :

φtt = ut =
k

ρ1
(φx + ψ)x −

µ

ρ1
z(x, 1, t)

ψtt = vt =
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φx + ψ)− δ

ρ2
θx

θt = − 1

ρ3
qx −

δ

ρ3
ψtx

qt = −β
τ
q − 1

τ
θx

zt =
1

τ0
zρ.

Alors le système (2.9) devient :

φt = u

φtt =
k

ρ1
(φx + ψ)x −

µ

ρ1
z(x, 1, t)

ψt = v

ψtt =
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φx + ψ)− δ

ρ2
θx

θt = − 1

ρ3
qx −

δ

ρ3
ψtx

qt = −β
τ
q − 1

τ
θx

zt =
1

τ0
zρ

notre problème s’écrit sous la forme suivanteΦ′(t) + (A+ B)Φ(t) = 0, t > 0

Φ(0) = Φ0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, θ0, q0, f0)
T

.
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

plus précisément



u

φtt

v

ψtt

θt

qt

zt


︸ ︷︷ ︸

Φ′(t)

=



−u

− k

ρ1
(φx + ψ)x +

|µ|
ρ1
µ+

µ

ρ1
z(x, 1, t)

−v

− b

ρ2
ψxx +

k

ρ2
(φx + ψ) +

δ

ρ2
θx

1

ρ3
qx +

δ

ρ3
ψtx

β

τ
q +

1

τ
θx

1

τ0
zρ


︸ ︷︷ ︸

A(ϕ)

+
|µ|
ρ1



0

−u

0

0

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

Bϕ

On considère les espaces de Hilbert suivants :

L2
⋆(0, 1) =

{
w ∈ L2(0, 1) :

∫ 1

0

w(s)ds = 0

}
, H1

⋆ (0, 1) = H1(0, 1) ∩ L2
⋆(0, 1)

H2
⋆ (0, 1) =

{
w ∈ H2(0, 1) : wx(0) = wx(1) = 0

}
et

H = H1
0 (0, 1)

)
× L2(0, 1)×H1

⋆ (0, 1)× L2
⋆(0, 1)× L2(0, 1)× L2

⋆(0, 1)

× L2((0, 1)× (0, 1))

L’espace H est muni du produit scalaire

(Φ, Φ̃)H =κ

∫ 1

0

(φx + ψ)
(
φ̃x + ψ̃

)
dx+ ρ1

∫ 1

0

uũdx+ b

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+ ρ2

∫ 1

0

vṽdx (2.10)

+ ρ3

∫ 1

0

θθ̃dx+ τ

∫ 1

0

qq̃dx+ τ0|µ|
∫ 1

0

∫ 1

0

zz̃dρdx.

et le domaine de l’opérateur A est donné par

D(A) =


Φ ∈ H | φ ∈ H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1), ψ ∈ H2
⋆ (0, 1) ∩H1

⋆ (0, 1),

u, θ ∈ H1
0 (0, 1), v, q ∈ H1

⋆ (0, 1)

z, zρ ∈ L2
(
(0, 1), L2(0, 1)

)
, z(x, 0) = φ(x)


on a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théorème 2.2.1

Soit Φ0 ∈ H. Alors il existe une solution unique Φ̃ ∈ C(R+,H) du problème (2.6), De plus,

si Φ̃0 ∈ D(A), alors Φ̃ ∈ C(R+, D(A) ∩ C1((R+,H)).
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

Démonstration

On utilise l’approche du semi groupes. Ce qui veut dire que nous devons montrer que, A est

maximal monotone et que l’opérateur B est un opérateur Lipschitzien continu.

•A monotone

Soit Φ̃ ∈ D(A). En utilisant le produit scalaire, on trouve :

(AΦ,Φ)H = −k
∫ 1

0

(φx+ψ)ux−k
∫ 1

0

(φx+ψ)xu dx+ |µ|
∫ 1

0

u2 dx+µ

∫ 1

0

uz dx−b
∫ 1

0

ψvx dx−

b

∫ 1

0

ψxxv dx+k

∫ 1

0

(φx+ψ)v dx+δ

∫ 1

0

θxv+

∫ 1

0

qxθ dx+δ

∫ 1

0

vθx dx+β

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

qθx dx+

|µ|
∫ 1

0

∫ 1

0

zzρ dρ dx.

Après la simplification et grâce à la formule d’intégration par parties, on obtient

b

∫ 1

0

ψxxv dx = b[vψx]
1
0 − b

∫ 1

0

ψxvx dx = b

∫ 1

0

ψxvx dx

k

∫ 1

0

(φx + ψ)xu dx = k [u(φx + ψ)]10 − k

∫ 1

0

ux(φx + ψ) dx = −k
∫ 1

0

ux(φx + ψ) dx

δ

∫ 1

0

θxv dx = δ[θxv]
1
0 − δ

∫ 1

0

θvx dx = −δ
∫ 1

0

θvx dx

et le fait que z(x, 0) = u(x)

∫ 1

0

qθx dx = [qxθ]
1
0 −

∫ 1

0

qxθ dx = −
∫ 1

0

qxθ dx∫ 1

0

∫ 1

0

zzρ dρ dx =
1

2

∫ 1

0

z2(., 1) dx− 1

2

∫ 1

0

u2 dx

donc :

(AΦ,Φ)H = |µ|
∫ 1

0

u2 dx+ µ

∫ 1

0

uz dx+
1

2

∫ 1

0

z2(., 1) dx− 1

2

∫ 1

0

u2 dx+ β

∫ 1

0

q2 dx.

Grâce à l’inégalité de Young :

∫ 1

0

uz(., 1) dx ≤ |µ|
2

∫ 1

0

z2 dx+
|µ|
2

∫ 1

0

u2 dx

µ

∫ 1

0

uz(., 1) dx ≥ −|µ|
2

∫ 1

0

z2(., 1) dx− |µ|
2

∫ 1

0

u2 dx

Par conséquent,

(AΦ,Φ)H ≥ β

∫ 1

0

q2 dx
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

Donc A est monotone.

•A+ I est surjectif

Soit G = (g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7)T ∈ H . Il faut trouver ϕ ∈ D(A)

tel que :

(I +A)Φ = G (2.11)

l’équation (2.11) est équivalente à,



− u+ φ = g1

− κ (φx + ψ)x + (|µ|+ ρ1) u+ µz(., 1) = ρ1g2

− v + ψ = g3

− bψxx + κ (φx + ψ) + δθx + ρ2v = ρ2g4

qx + δvx + ρ3θ = ρ3g5

(β + τ)q + θx = τg6

zρ + τ0z = τ0g7.

à partir de La septième équation de (2.11) avec (2.11) et le fait que z(x, 0) = u(x) on trouve

zρ + τ0z = τ0g7

premièrement, on résout l’équation homogène,

zρ + τ0z = 0 ⇔ dz

dρ
= −τ0z

⇔ dz

z
= −τ0dρ

z(x, y) = Ce−τ0ρ

deuxièmement, on résout l’équation non-homogène C −→ C(ρ), ainsi

zρ = Cρe
−τ0ρ − τ0Ce

−τ0ρ

on remplace z et zρ :

Cρe
−τ0ρ = τ0g7
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

dc

dρ
= z0e

τ0ρg7

C(ρ)− C(0) =

∫ ρ

0

τ0e
z0ρg7(x, s)ds

C = C(0) + ρ

∫ ρ

0

τ0e
τ0ρg7(x, s)ds

tel que

C(0) = z(x, 0) = φt(x) = u(x, t)

d’où

z(x, ρ) = φ(x)e−τ0ρ − e−τ0ρg1(x) + τ0e
−τ0ρ

∫ ρ

0

eτ0sg7(x, s)ds.

A partir de la deuxième et la troisième equation du système (2.11), nous avons

u = φ− g1 ∈ H1
0 (0, 1)

v = ψ − g3 ∈ H1
⋆ (0, 1)

remplaçons par u et θx, v, z dans les autres équations

−κ (φx + ψ)x + µ+ ρ1φ+ µφe−τ0 = ρ1g1 + e−τ0g1 − τ0e
−τ0µ

∫ 1

0

eτ0g7 ds+ |µ|+ρ1g1

−bψxx + κ (φx + ψ)− δ(β + τ)q + ρ2ψ = ρ2g3 + ρ2g4 − δτg6

qx + δψx + ρ3θ = −δg3x − ρ3

(
g5 − τ

∫ x

0

g6(y)dy

)
g3x

À partir de (2.11)6uve, on trouve

θx = τg6 − (β + τ)q

alors

θ = τ

∫ x

0

g6(y) dy − (β + τ)

∫ x

0

q(y) dy

donc 

−κ (φx + ψ) + ũφ = µ̃g1 + ρ1g2 − µτ0e
−τ0

∫ 1

0

eτ0sg7(x, s)ds

−bψxx + κ (φx + ψ)− δ(β + τ)q + ρ2ψ = ρ2g3 + ρ2g4 − δτg6

qx + δψx − ρ3(β + τ)

∫ x

0

q(y) dy = −δg3x − ρ3

(
g5 − τ

∫ x

0

g6(y)dy

)
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

où 

µ̃ = ρ1 + |µ|+ µe−τ0

h1 = µ̃g1 + ρ1g2 − µτ0e
−τ0

∫ 1

0

eτ0sg7(x, s)ds

h2 = ρ2 (g3 + g4)− τδg6

h3 = −δg3x − ρ3

(
g5 − τ

∫ x

0

g6(y)dy

)
.

Multiplions les équations (2.11)1, (2.11)2, (2.11)4 respectivement par φ̃, ψ̃ et q̃ et en intégrant

par partie sur (0, 1), on trouve

−κ
∫ 1

0

(φx + ψ) φ̃ dx+ ũ

∫ 1

0

φφ̃ dx =

∫ 1

0

h1φ̃ dx

−b
∫ 1

0

ψxxψ̃ dx+ κ

∫ 1

0

(φx + ψ) ψ̃dx− δ(β + τ)

∫ 1

0

qψ̃ dx+ ρ2ψψ̃ dx =

∫ 1

0

h2ψ̃ dx∫ 1

0

qxq̃ dx+ δ(β + τ)

∫ 1

0

ψxq̃ dx+ ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

(∫ x

0

q̃(y) dy

∫ x

0

q̃(y)dy

)
dx =

∫ 1

0

h3

∫ x

0

q̃(y)dydx

la formulation variationnelle associée, prend la forme

B
(
(φ, ψ, q), (φ̃, ψ̃, q̃)

)
= F (φ̃, ψ̃, q̃) (2.12)

où B est une forme bilinéaire de
[
H1

0 (0, 1)× L2
⋆(0, 1)×H1

⋆ (0, 1)
]2 dans R définie par :

B
(
(φ, ψ, q), (φ̃, ψ̃, q̃)

)
= k

∫ 1

0

(φx + ψ)
(
φ̃x + ψ̃

)
dx+(β+τ)

∫ 1

0

qq̃ dx+b

∫ 1

0

ψxxψ̃ dx+ρ2

∫ 1

0

ψψ̃ dx

−δ(β+τ)
∫ 1

0

qψ̃ dx+ũ

∫ 1

0

φφ̃ dx+δ(β+τ)

∫ 1

0

ψq̃ dx+ρ3(β+τ)
2

∫ 1

0

(∫ x

0

q(y) dy

∫ x

0

q̃(y)dy

)
dx

et F est une application linéaire de
[
H1

0 (0, 1)× L2
⋆(0, 1)×H1

⋆ (0, 1)
]

dans R définie par

F
(
φ̃, ψ̃q̃

)
=

∫ 1

0

h1φ̃ dx+

∫ 1

0

h2ψ̃ dx+

∫ 1

0

h3

∫ x

0

q̃(y)dydx

Maintenant définissons l’espace V =
[
H1

0 (0, 1)× L2
⋆(0, 1)×H1

⋆ (0, 1)
]

équipé de la norme

∥(φ, ψ, q)∥v = ∥(φx + ψ)∥

et appliquons le théorème de Lax-Milgram pour montrer l’existence de la solution de (2.12).

Tout d’abord, on commence par :
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

la continuité de la forme bilinéaire :
B(., .)continue, alors :

∃c > 0 : |B(x, x̃)|≤ c∥x∥V ∥x̃∥V ∀x, x̃ ∈ V

|B(x, x̃)| = |k
∫ 1

0

(φx + ψ)
(
φ̃x + ψ̃

)
dx+ (β + τ)

∫ 1

0

qq̃ dx+ b

∫ 1

0

ψxxψ̃ dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψ̃ dx

− δ(β + τ)

∫ 1

0

qψ̃ dx+ ũ

∫ 1

0

φφ̃ dx+ δ(β + τ)

∫ 1

0

ψq̃ dx

+ ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

(∫ x

0

q(y) dy

∫ x

0

q̃(y)dy

)
dx|.

≤ k

∫ 1

0

∣∣∣(φx + ψ)
(
φ̃x + ψ̃

)∣∣∣ dx+ (β + τ)

∫ 1

0

|qq̃| dx+ b

∫
0

∣∣∣ψxxψ̃
∣∣∣ dx

+ρ2

∫ 1

0

∣∣∣ψψ̃∣∣∣ dx− δ(β + τ)

∫ 1

0

∣∣∣qψ̃∣∣∣ dx+ ũ

∫ 1

0

|φφ̃| dx+ δ(β + τ)

∫ 1

0

|ψq̃| dx

+ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

∣∣∣∣(∫ x

0

q(y) dy

∫ x

0

q̃(y)dy

)∣∣∣∣ dx.
D’après l’inégalité de Cauchy Schwarz et l’inégalité de Poincaré, on a :

|B(x, x̃)|≤ k∥ (φx + ψ) ∥∥
(
φ̃x + ψ̃

)
∥+ (β + τ)∥q∥∥q̃∥+ b∥ψxx∥∥ψ̃∥+ ρ2∥ψ∥∥ψ̃∥

−δ(β + τ)∥q∥∥ψ̃∥+ ũ∥φ∥∥φ̃∥+ δ(β + τ)∥ψ∥∥q̃∥+ ρ3(β + τ)2∥q(y)∥∥q̃(y)∥

≤ c∥φ, ψ, q∥∥vφ̃, ψ̃, q̃∥V .

Donc B(., .) est continue.

⋆ La coercivité de la forme bilinéaire

B(., .) coercive :

∃α > 0 B(X,X) ≥ α∥x∥2V ∀x ∈ V
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

on a :

B(X,X) = |k
∫ 1

0

(φx + ψ)
(
φ̃x + ψ̃

)
dx+ (β + τ)

∫ 1

0

qq̃ dx+ b

∫ 1

0

ψxxψ̃ dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψ̃ dx

− δ(β + τ)

∫ 1

0

qψ̃ dx+ ũ

∫ 1

0

φφ̃ dx+ δ(β + τ)

∫ 1

0

ψq̃ dx

+ ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

(∫ x

0

q(y) dy

∫ x

0

q̃(y)dy

)
dx|.

B((φ, ψ, q), (φ, ψ, q)) =κ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ (β + τ)

∫ 1

0

q2dx+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ ρ2

∫ 1

0

ψ2dx+ µ̃

∫ 1

0

φ2dx+ ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

(∫ x

0

q(y)dy

)2

dx

≥ min
{
k, (β + τ), b, ρ2, µ̃, ρ3(β + τ)2

}
∥φ, ψ, q∥

≥ c∥φ, ψ, q∥2V

Donc B(., .) coercive.

⋆ La continuité de la Forme linéaire

F (.) continue, alors :

∃β > 0, |F (X̄)| ≤ β∥X̄∥ω ∀X̄ ∈ V

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz, on trouve

|F (x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

h1φ̃ dx+

∫ 1

0

h2ψ̃ dx+

∫ 1

0

h3

∫ x

0

q̃(y) dy dx

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

|h1φ̃| dx+
∫ 1

0

|h2ψ̃| dx+
∫ 1

0

|h3
∫ x

0

q̃(y) dy| dx

≤ ∥h1∥∥φ̃∥∥h2∥∥ψ̃∥∥h3∥∥q̃∥

≤ max ∥h1∥∥h2∥∥h3∥
(
∥φ̃, ψ̃, q̃∥

)
≤ β∥φ̃, ψ̃, q̃∥V

Donc F (.) est continue.

D’après le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique, x ∈ V tq :

B(x, x̃) = F (x̃) ∀x̃ ∈ V
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

⋆ La régularité de la solution

A partir de l’égalité (2.11)1, on aurait φ = u−g1 ∈ H1
0 et de (2.11)3, on aurait ψ = v−g3 ∈ H1

0 .

De plus, si (φ̃, q̃) = (0, 0) ∈ H1
0 (0, 1)× L2

⋆(0, 1) on a,

k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψ̃ dx+ b

∫ 1

0

ψxxψ̃ dx− ρ2

∫ 1

0

ψψ̃ dx+ δ(β + τ)

∫ 1

0

qψ̃ dx =

∫ 1

0

h2ψ̃ dx,

on intègre par partie et après simplification on obtient

∫ 1

0

(k(φx + ψ) + bψxx − ρ2ψ + δ(β + τ)q − h2) ψ̃ dx = 0,

∫ 1

0

(kφx − (k + ρ2)ψ + bψxx + δ(β + τ)q − h2) ψ̃ dx = 0

Ce qui implique que ∀ψ̃ ∈ H1
0 .

(kφx − (k + ρ2)ψ + bψxx + (β + τ)qδ − h2) = 0,

bψxx = kφx − (k + ρ2)ψ + (β + τ)qδ − h2.

et comme ψ = v + g3, alors

bψxx = kφx − (k + ρ2)(v + g3) + (β + τ)qδ − h2,

ψxx =
(k + ρ2)(v + g3)

b
+
k

b
φx −

(β + τ)

b
δq − h2.

Par la théorie de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il en résulte que

ψ ∈ H2(0, 1) ∩H1
⋆ (0, 1).

Par ailleurs, pour tout ϕ ∈ C1
⋆([0, 1]) ⊂ H1

⋆ (0, 1) une intégration par parties donne

b

∫ 1

0

ψxxϕ dx−
∫ 1

0

((k + ρ2)ψ + kφx − (β + τ)δq − h2)ϕ dx = 0

En utilisant lintégration par parties, on trouve

b

∫ 1

0

ψxϕx dx−
∫ 1

0

((k + ρ2)ψ + kφx − (β + τ)δq − h2)ϕ dx = 0
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

ψx(1)ϕ(1)− ψx(0)ϕ(0) = 0, ∀ ϕ ∈ C1([0, 1]).

Donc

ψx(1) = ψx(1) = 0,

par conséquent,

ψ ∈ H2
⋆ (0, 1) ∩H1

⋆ (0, 1).

D’autre part si ψ̃ = 0 on a

−kφxx + ũφ = h1 − kψx

alors, ∫ 1

0

(−kφxx + ũφ− h1 − kψx) φ̃ dx

ce que implique que ∀φ̃ ∈ H1
0

−kφxx + ũφ− h1 + kψx = 0

−kφxx = ũφ− h1 + kψx

φxx =
ũ

k
φ− h1

k
+ ψx

et comme φ = u+ g1

φxx =
ũ

k
(u+ g1)−

h1
k

+ ψx

φxx =
ũ

k
u+

ũ

k
g1 −

h1
k

+ ψx ∈ L2

φxx ∈ L2 ⇒ φ ∈ H2

par conséquent : φ ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1) d’autre part, siφ̃ = ψ̃ = 0 on a

−qx + (β + τ)ρ3

∫ x

0

q(y)(y) = δψx + h3

on intègre par partie et après calcul on obtient

∫ 1

0

(
−qx + (β + τ)ρ3

∫ x

0

q(y)(y)− δψx − h3

)
q̃ dx

Ce qui implique que ∀q̃ ∈ H1
0

−qx + (β + τ)ρ3

∫ x

0

q(y)(y)− δψx − h3q̃ = 0
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

qx = (β + τ)ρ3

∫ x

0

q(y)(y)− δψx − h3q̃ ∈ L2(0, 1)

il en résulte que q ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1).

Donc, il existe une unique ϕ ∈ D(A) tel que (2.11) soit satisfaite. Par conséquent, la l’opérateur

A est maximal. Avec cela, nous concluons que A est un opérateur monotone maximal. En plus, il

est évident que l’opérateur B est continu de Lipschitz. En conséquence, A+ B est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe de contraction linéaire c0- sur H. ce qui mène au résultat du

théorème 2.2.1
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre on montre la stabilité de la solution du système, en adaptant la méthode

de l’énergie.

3.1 Energie du système
Lemme 3.1.1

L’énergie du système (2.9 ) est donnée par :

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t + ρ3θ

2 + bψ2
x + k (φx + ψ)2 + τq2

]
dx+

|µ|τ0
2

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t) dρ dx.

(3.1)

avec,

E ′(t) ≤ −β
∫ 1

0

q2dx− |µ|
2

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx+
|µ|
2

∫ 1

0

φ2
t dx ∀t ≥ 0 (3.2)

Démonstration

Multiplions (2.9)1 par φt et intégrons par partie par rapport à x sur (0.1), avec les conditions

aux bords, on obtient :

ρ1

∫ 1

0

φttφt dx− k

∫ 1

0

(φx + ψ)xφt dx+ µ

∫ 1

0

φtz(x, 1, t) dx = 0

ρ1
1

2

d

dt

∫ 1

0

φ2
t dx− k[(φx + ψ)φt]

x=1
x=0 + k

∫ 1

0

(φx + ψ)φtx dx+ µ

∫ 1

0

φtz(x, 1, t) dx = 0

ρ1
1

2

d

dt

∫ 1

0

φ2
t dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)φtx dx+ µ

∫ 1

0

φtz(x, 1, t) dx = 0. (3.3)
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Multiplions l’équation (2.9)2 par ψt, et intégrons par partie par rapport à x, en prenant en

compte les conditions aux bords, on obtient :

ρ2

∫ 1

0

ψttψt dx− b

∫ 1

0

ψxxψt dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψt dx+ δ

∫ 1

0

θxψt dx = 0

ρ2
1

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx− b[ψxψt]

=1
=0 + b

∫ 1

0

ψxψtx dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψt dx+ δ

∫ 1

0

θxψt dx = 0

et on a :

b

∫ 1

0

ψxψtx dx =
b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
x dx

alors :

ρ2
1

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
x dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψt dx+ δ

∫ 1

0

θxψt dx = 0 (3.4)

Multiplions l’équation (2.9)3 par θ, et intégrons par partie par rapport à x on trouve,

ρ3

∫ 1

0

θtθ dx+

∫ 1

0

qxθ dx+ δ

∫ 1

0

ψtxθ dx = 0

on a :

δ

∫ 1

0

ψtxθ dx = δ[θψt]
x=1
x=0 − δ

∫ 1

0

ψtθx dx = −δ
∫ 1

0

ψtθx dx

d’où :

ρ3
1

2

∫ 1

0

θ2 dx+

∫ 1

0

qxθ dx− δ

∫ 1

0

ψtθx dx = 0 (3.5)

Multiplions l’équation (2.9)4 par q et intégrons par partie par rapport à x on trouve,

τ

∫ 1

0

qtq dx+ β

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

θxq dx = 0

τ
1

2

d

dt

∫ 1

0

q2 dx+ β

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

θxq dx = 0 (3.6)

Multiplions l’équation (2.9)5 par |µ|z et intégrons par partie par rapport à ρ et x on trouve :

|µ|τ0
∫ 1

0

zzt(x, ρ, t) dx+ |µ|
∫ 1

0

zzp(x, ρ, t) dx = 0

τ0|µ|
∫ 1

0

∫ 1

0

zt dρ dx+ |µ|
∫ 1

0

∫ 1

0

zzρ dρ = 0

z2(x, p, t) dρ dx+
|µ|
2

∫ 1

0

∫ 1

0

d

dρ
z2(x, p, t) dρ dx = 0
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τ0|µ|
1

2

d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, p, t) dρ dx+
|µ|
2

∫ 1

0

[
z2(x, 1, t)− z2(x, 0, t)

]
dx = 0

donc

τ0|µ|
1

2

d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, p, t) dρ dx+
|µ|
2

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx− |µ|
2

∫ 1

0

φ2
t dx = 0 (3.7)

Maintenant nous additionnons les égalités ((3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7)), nous obtenons

•1
2

d

dt

∫ 1

0

ρ1φ
2
t dx+ κ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ b

∫ 1

0

ψ2
x dx+ ρ3

∫ 1

0

θ2 dx+ τ

∫ 1

0

q2dx+

τ0|µ|
1

2

d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, p, t) dρ dx

=−β
∫ 1

0

q2 dx+
|µ|
2

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx− |µ|
2

∫ 1

0

φ2
t dx.

Stabilité exponentielle

Pour Prouver cette décroissance exponentielle, nous avons besoin de construire une fonc-

tion de lyapounov équivalente à l’énergie, pour cela nous avons besoin de quelques lemmes

importants

3.2 Construction d’une fonctionnelle de Lyapounov
Lemme 3.2.1

Soit (φ, ψ, θ, q, z) la solution du problème (2,9), la fonctionnelle F1 définie par

F1(t) = −
∫ 1

0

[ρ1φtφ+ ρ2ψtψ] dx (3.8)

vérifie pour tout ε1 > 0

F ′
1(t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

µ2

ε1

)∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(
1 +

µ2

ε1

)∫ 1

0

ψ2
xdx

(3.9)

+c

∫ 1

0

θ2dx+ ε1

∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx
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Démonstration

Dérivons F1(t)

F ′
1(t) = −ρ1

[∫ 1

0

φttφ dx+

∫ 1

0

φ2
t dx

]
− ρ2

[∫ 1

0

ψttψ dx+

∫ 1

0

ψ2
t dx

]
= −

∫ 1

0

ρ1φttφ dx− ρ1

∫ 1

0

φ2
t dx−

∫ 1

0

ρ2ψttψ dx−
∫ 1

0

ψ2
t dx

et on a : ρ1φtt = k(φx + ψ)x − µz(x, 1, t)

ρ2ψtt = bψxx − k(φx + ψ)− δθx

donc :

F ′
1(t) = −

∫ 1

0

φ [k(φx + ψ)x − µz(x, 1, t)] dx−ρ1
∫ 1

0

φ2
t dx−

∫ 1

0

ψ [bψxx − k(φx + ψ)− δθx] dx

−ρ2
∫ 1

0

ψ2
t dx.

une intégration par parties donne :

∫ 1

0

k [φ(φx + ψ)x] dx = − [kφ(φx + ψ)]=1
=0 + k

∫ 1

0

(φx + ψ)φx = k

∫ 1

0

(φx + ψ)φx

−b
∫ 1

0

ψxxψ dx = −b [ψψx]
1
0 + b

∫ 1

0

ψ2
x dx = b

∫ 1

0

ψ2
x dx

δ

∫ 1

0

θxψ dx = δ

∫ 1

0

θψx dx

donc :

F ′
1(t) = −ρ1

∫ 1

0

φ2
t dx−ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+b

∫ 1

0

ψ2
x dx+k

∫ 1

0

(φx+ψ)
2 dx+δ

∫ 1

0

ψxθ dx+µ

∫ 1

0

φz(x, 1, t) dx

Appliquons l’inégalité de Young :

δ

∫ 1

0

ψxθ dx ≤ δε

2

∫ 1

0

ψ2
x +

δ

2ε

∫ 1

0

θ2 dx

et en appliquant l’inégalité de Young, puis l’inégalité de Poincaré, on constate que

µ

∫ 1

0

φz(x, 1, t) dx ≤ µε

2

∫ 1

0

φ2 dx+
µ

2ε

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx
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on veut avoir :
µ

2ε
= ε1 ⇒ ε =

µ

2ε1

alors :

µ

∫ 1

0

φz(x, 1, t) dx ≤ µ2

4ε1

∫ 1

0

φ2 dx+ ε1

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx

Par conséquent

F ′
1(t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

µ2

ε1

)∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx

+c

(
1 +

µ2

ε1

)∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

∫ 1

0

θ2dx+ ε1

∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx

Lemme 3.2.2

Soit (φ, ψ, θ, q, z) la solution du problème (2,9), la fonctionnelle F2 définie par :

F2(t) = −ρ2ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx

vérifie pour tout ε2 > 0

F ′
2(t) ≤ −ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx+2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ε2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+c

∫ 1

0

q2dx

Démonstration

DérivonsF2(t)

F ′
2(t) = −ρ2

δ

∫ 1

0

ρ3θ

∫ x

0

ψt(y, t) dy dx−
ρ3
δ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ρ2ψtt(y, t) dy dx

de (2.9) on a : ρ3θt = −qx − δψtx

ρ2ψtt = bψxx − k(φx + ψ)− δθx

donc

F ′
2(t) = −ρ2

δ

∫ 1

0

(
−qx

∫ x

0

ψt(y, t) dy

)
dx+ ρ2

∫ 1

0

ψtx

(∫ x

0

ψt(y, t) dy

)
dx

−ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

bψxxdy

)
dx+

ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

k(φx + ψ)dy

)
dx+ ρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

θx dy

)
dx
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une intégration par partie, en prenant en compte (2.3), nous donne :

ρ2
δ

∫ 1

0

qx

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx = −ρ2

δ

∫ 1

0

ψtq dx+
ρ2
δ

[
q

∫ x

0

ψt

]
= −ρ2

δ

∫ 1

0

ψtq dx

ρ2

∫ 1

0

ψtx

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ρ2

[
ψt

∫ x

0

ψt

]=1

=0

= −ρ2
∫ 1

0

ψ2
t dx

−bρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ y

0

ψyydy

)
dx = −bρ3

θ

∫ 1

0

ψxθ dx+
bρ3
δ

∫ 1

0

[ψx(x, t)− ψx(0, t)] = −bρ3
θ

∫ 1

0

ψyθ dy

−ρ3
∫ 1

0

θ

(∫ y

0

θy dy

)
dx = −ρ3

∫ 1

0

θ2 dx

donc

F ′
2(t) = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx−

ρ2
δ

∫ 1

0

qψtdx−
bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx+ρ3

∫ 1

0

θ2dx−ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

k(φy + ψ)dy

)
dx.

Appliquons l’inégalité de Young sur les termes ρ2
δ

∫ 1

0

qψt dx , bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx :

•ρ2
δ

∫ 1

0

qψt dx ≤ ρ2ε

2δ

∫ 1

0

q2 dx+
ρ2
2δε

∫ 1

0

ψ2
t dx

on veut avoir :
ρ2
2δε

=
ρ

2
⇒ ε =

1

δ

alors :
ρ2
δ

∫ 1

0

qψt dx ≤ ρ2
2δ2

∫ 1

0

q2 dx+
ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
t dx

•bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx ≤ bρ3ε

2δ

∫ 1

0

θ2dx+
bρ3
2εδ

∫ 1

0

ψ2
xdx

on veut avoir :
bρ3
2δε

= 2ε2 ⇒ ε =
bρ3
4δε2

alors :
bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx ≤ b2ρ23
4δε2

∫ 1

0

θ2dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx

•ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

k(φy + ψ)dy

)
dx ≤ c

ε2

∫ 1

0

θ2dx+ ε2

∫ 1

0

(φy + ψ)2dy

par conséquent

F ′
2(t) ≤ −ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx
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Lemme 3.2.3
Soit (φ, ψ, θ, q, z) la solution du problème (2.9), la fonctionnelle F3 définie par :

F3(t) = −ρ2
∫ 1

0

ψψtdx− ρ1

∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx

vérifie pour tout ε3 > 0

F ′
3(t) ≤ − b

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε3

∫ 1

0

φ2
tdx+ c

(
1 +

1

ε3

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

θ2dx+
µ2

b

∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx

Démonstration

Dérivons F3(t)

F ′
3(t) = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψtt dx−
∫ 1

0

ρ1φtt

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx− ρ1

∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx

et on a : ρ1φtt = k (φx + ψ)x − µz(x, 1, t).

ρ2ψtt = bψxx − k (φx + ψ)− δθx.

F ′
3(t) = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

ψ (bψxx − k(φx + ψ)− δθx) dx−
∫ 1

0

[k(φx+ψ)x+µz(x, 1, t)]

∫ x

0

ψ(y, t) dy dx

−ρ1
∫ 1

0

φt

∫ x

0

ψ(y, t) dy dx

F ′
3(t) = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+b

∫ 1

0

ψxxψ dx−
∫ 1

0

k(φx+ψψ dx−δ
∫ 1

0

θxψ dx−
∫ 1

0

k(φx+ψ)x

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx

+ µz(x, 1, t)]

(∫ x

0

ψ(y, t) dy

)
dx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

ψ(y, t) dy dx

On intègre par partie tenant en compte les conditions aux limites :

∫ 1

0

bψψxx = −b [ψψx]
1
0 + b

∫ 1

0

ψ2
x = b

∫ 1

0

ψ2
x

δ

∫ 1

0

θxψ dx = δ

∫ 1

0

θψx

donc :

F ′
3(t) = −b

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ δ

∫ 1

0

ψxθdx− ρ1

∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx

+µ

∫ 1

0

z(x, 1, t)

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx
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Appliquons l’inégalité de Young :

δ

∫ 1

0

ψxθ dx ≤ δε

2

∫ 1

0

ψ2
x dx+

δ

2ε

∫ 1

0

θ2 dx

on veut avoir :
δε

2
=
b

2
⇒ ε =

b

δ

alors :

δ

∫ 1

0

ψxθ dx ≤ b

2

∫ 1

0

ψ2
x dx+

δ2

2b

∫ 1

0

θ2 dx

et avec l’inégalité de Young et Cauchy Schwartz

ρ1

∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
≤ ρ1

2ε

∫ 1

0

φ2
tdx+

ρ1ε

2

∫ 1

0

(∫ x

0

ψtdy

)2

dx

≤ ρ1
2ε

∫ 1

0

φ2
tdx+

ρ1ε

2

∫ 1

0

(∫ 1

0

ψtdy

)2

dx

≤ ρ1
2ε

∫ 1

0

φ2
tdx+

ρ1ε

2

(∫ x

0

ψ2
t dy

)∫ 1

0

dx

≤ ρ1
2ε

∫ 1

0

φ2
tdx+

ρ1ε

2

∫ x

0

ψ2
t dy

−ρ1
∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
≤ ε3

∫ 1

0

φ2
tdx+

ρ21
2ε3

∫ x

0

ψ2
t dy

et :

µ

∫ 1

0

z(x, 1, t)

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx ≤ µ

4ε3

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx+ µε3

∫ 1

0

ψx dx

µ

∫ 1

0

z(x, 1, t)

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx ≤ µ2

b

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx+
b

4

∫ 1

0

ψx dx

Par conséquent :

F ′
3(t) ≤ − b

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε3

∫ 1

0

φ2
tdx+ c

(
1 +

1

ε3

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

θ2dx+
µ2

b

∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx
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Lemme 3.2.4

Soit (φ, ψ, θ, q, z) la solution du problème (2,9), la fonctionnelle F4 définie par :

F4(t) = τρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q(y, t) dy

)
dx

vérifie pour tout ε4

F ′
4(t) ≤ −ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx

Démonstration

Dérivons F4(t)

F ′
4(t) = τ

∫ 1

0

ρ3θt

∫ x

0

q(y, t) dy dx+

∫ 1

0

θρ3

∫ x

0

τqt(y, t) dy dx

et on a : ρ3θt = −qx − δψtx

τqt = −βq − θx

F ′
4(t) = τ

∫ 1

0

(−qx − δψtx)

(∫ x

0

q(y, t) dy

)
dx+

∫ 1

0

ρ3θ

∫ x

0

(−βq − θy dy) dx

F ′
4(t) = −τ

∫ 1

0

qx

(∫ x

0

qt(y, t) dy

)
dx−δ

∫ 1

0

ψtx

(∫ x

0

qt(y, t) dy

)
dx−βρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q dy

)
dx

−ρ3
∫ 1

0

θ

(∫ x

0

θydy

)
dx

en utilisant l’intégration par parties, on obtient

−τ
∫ 1

0

qx

(∫ x

0

q(y, t) dy

)
dx = τ

∫ 1

0

q2 dx =

[
q

∫ x

0

q(y)dy

]=1

=0

−τδ
∫ 1

0

ψtx

(∫ x

0

q(y, t) dy

)
dx = τδ

∫ 1

0

qψt dx = −
[∫ 1

0

ψt

∫ x

0

q(y)dy

]=1

=0

et d’autre part

−ρ3
∫ 1

0

θ

(∫ x

0

θy dy

)
dx = −ρ3

∫ 1

0

θ2 dx

42



3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

d’où

F ′
4(t) = −ρ3

∫ 1

0

θ2dx+ τ

∫ 1

0

q2dx+ τδ

∫ 1

0

qψtdx− βρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q(y, t)dy

)
dx.

Appliquons l’inégalité de Young :

δτ

∫ 1

0

qψtdx ≤ τδ

2ε

∫ 1

0

q2 dx+
τδε

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

ε4 =
τδε

2
⇒ ε =

2ε4
τδ

alors :

δτ

∫ 1

0

qψtdx ≤ τ 2δ2

4ε4

∫ 1

0

q2 dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx

et :

−βρ3
∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q(y, t)dy

)
dx ≤ ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+
β2ρ3
2

∫ 1

0

q2dx

Par conséquent :

F ′
4(t) ≤ −ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx− ρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

θx

)
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Pour la suite On pose

ξ =

[(
τ − ρ1

κρ3

)(ρ2
b
− ρ1
κ

)
− τρ1δ

2

bκρ3

]
Lemme 3.2.5

Soit (φ, ψ, θ, q, z) et supposons que ξ = 0, la fonctionnelle F5 définie par :

F5(t) =
τρ2
κ

∫ 1

0

ψt (φx + ψ) dx+
bτρ1
κ2

∫ 1

0

φtψxdx−
bτρ3
δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

θφt dx

+
bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

q (φx + ψ) dx

vérifie pour tout ε5 > 0

F ′
5(t) ≤ −τ

2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ ε5

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx

+c

(∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

q2 dx+
µ2

ε5

∫ 1

0

ψ2
xdx+

µ2

ε5

∫ 1

0

θ2 dx

)
.

Démonstration

Dérivons F5(t)

F ′
5(t) =

τρ2
κ

∫ 1

0

ψtt(φx + ψ)dx+

∫ 1

0

ψt(φx + ψ)t dx+
bτρ1
κ2

(∫ 1

0

φttψx dx+

∫ 1

0

φtψxt dx

)

−bτρ3
δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)(∫ 1

0

θtφt dx+

∫ 1

0

θφtt dx

)
+
bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)(∫ 1

0

qt(φx + ψ) dx+

∫ 1

0

q(φx + ψ)t dx

)

F ′
5(t) =

τρ2
k

∫ 1

0

ψtt (φx + ψ) dx− bτρ3
δk

(ρ2
b
− ρ1

k

)∫ 1

0

θφtt dx+
τρ2
k

∫ 1

0

ψ2
t dx+

bτρ1
κ2

∫ 1

0

φttψxdx

+
bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

qt (φx + ψ) dx+
bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

qφxtdx+
bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

qψt dx

−bτρ3
δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

θtφtdx−
bτ

κ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

φtψxt dx

Maintenant, nous élaborons les termes du membre de droite de (3.13), en utilisant l’intégration

44



3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

par parties et les conditions aux limites

ρ2

∫ 1

0

ψtt (φx + ψ) = −κ
∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ b

∫ 1

0

ψxx (φx + ψ) dx− δ

∫ 1

0

θx (φx + ψ) dx

−
∫ 1

0

θφtt dx =
κ

ρ1

∫ 1

0

θx (φx + ψ) dx+
µ

ρ1

∫ 1

0

θz(x, 1, t) dx

ρ1

∫ 1

0

φttψx dx = −κ
∫ 1

0

ψxx (φx + ψ) dx− µ

∫ 1

0

ψxz(x, 1, t) dx

τ

∫ 1

0

qt (φx + ψ) dx = −β
∫ 1

0

q (φx + ψ) dx−
∫ 1

0

θx (φx + ψ) dx

−ρ3
∫ 1

0

θtφt dx = −
∫ 1

0

qxφt dx+ δ

∫ 1

0

φtψxt dx

donc :

F ′
5(t) = −τ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
τρ2
κ

∫ 1

0

ψ2
t dx+

bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

qψt dx−

bβ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

q (φx + ψ) dx− µbτ

κ2

∫ 1

0

ψxz(x, 1, t) dx+
µbτρ3
κδρ1

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

θz(x, 1, t) dx

+
bρ3
δρ1

[(
τ − ρ1

κρ3

)(ρ2
b
− ρ1
κ

)
− τρ1δ

2

bκρ3

] ∫ 1

0

θx (φx + ψ) dx.

Appliquons l’inégalité de Young en posant :

bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)
= A

µbτ

κ2
= B

µbτρ3
κδρ1

(ρ2
b
− ρ1
κ

)
= C

A

∫ 1

0

qψt dx ≤ τ 2A2

2β2β

∫ 1

0

q2dx+
β

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

A

∫ 1

0

q (φx + ψ) dx ≤ A2

2τ

∫ 1

0

q2 dx+
τ

2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx

−B
∫ 1

0

ψxz(x, 1, t) dx ≤ B2µ2

2µ2ε5

∫ 1

0

ψ2
x dx+

ε5
2

∫ 1

0

z(x, 1, t)2 dx

C

∫ 1

0

θz(x, 1, t) dx ≤ C2µ2

2µ2ε5

∫ 1

0

θ2 dx+
ε5
2

∫ 1

0

z(x, 1, t)2 dx

par conséquent :

F ′
5(t) ≤ −τ

2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ ε5

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx

+c

(∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

q2 dx+
µ2

ε5

∫ 1

0

ψ2
xdx+

µ2

ε5

∫ 1

0

θ2 dx

)
.
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Lemme 3.2.6

Soit (φ, ψ, θ, q, z) la solution du problème (2.9), la fonctionnelle F6 définie par :

F6(t) = τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz(x, ρ, t)zρ(x, ρ, t)dρdx

vérifie

F ′
6 ≤ −m0

(∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx+ τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρdx

)
+

∫ 1

0

φ2
tdx

Démonstration

Dérivons F6(t)

F ′
6 = 2τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz(x, ρ, t)zt(x, ρ, t)dρdx

et on a 
τ0zt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0

zt(x, ρ, t) =
−1

τ0
zρ(x, ρ, t)

F ′
6 = −2

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz(x, ρ, t)zρ(x, ρ, t)dρdx

et

e−τ0ρz(x, ρ, t)zρ(x, ρ, t) =
1

2

d

dρ
e−τ0ρz2(x, ρ, t)− e−τ0ρz2(x, ρ, t)

donc

F ′
6 = −

∫ 1

0

∫ 1

0

d

dρ
e−τ0ρz2(x, ρ, t) dρ dx− e−τ0ρz2(x, ρ, t) dρ dx− τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz2(x, ρ, t) dρ dx

F ′
6 = −

∫ 1

0

e−τ0
[
z2(x, 1, t)− z2(x, 0, t)

]
dx− τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz2(x, ρ, t) dρ dx

F ′
6 ≤ − e−τ0︸︷︷︸

m0

[∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx+ τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz2(x, ρ, t) dρ dx

]
+

∫ 1

0

z2(x, 0, t)︸ ︷︷ ︸
φ2
t

dx

F ′
6 = −m0

[∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx+ τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz2(x, ρ, t) dρ dx

]
+

∫ 1

0

φ2
t dx.

Maintenant nous pouvons donner une expression d’une fonctionnelle de Lyapounov comme

suit :

L (t) = NE(t) + F1(t) +N1F2(t) +N2F3(t) +N3F4(t) +N4F5 +
ρ1
2
F6, (3.10)

et le lemme suivant affirme son équivalence avec l’énergie
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Lemme 3.2.7
Pour N suffisamment grand, le fonctionnel défini par :

L (t) = NE(t) + F1(t) +N1F2(t) +N2F3(t) +N3F4(t) +N4F5 +
ρ1
2
F6,

où N et Ni sont des nombres réels positifs à choisir convenablement plus tard, satisfait

c1E(t) ≤ L (t) ≤ c2E(t), ∀t ≥ 0 (3.11)

Démonstration

Soit

|G(t)| := |L (t)−NE(t)| =
∣∣∣F1(t) +N1F2(t) +N2F3(t) +N3F4(t) +N4F5 +

ρ1
2
F6

∣∣∣
si on remplace par les Fi(t), i = 1..6 on obtient :

|G(t)| = −
∫ 1

0

[ρ1φtφ+ ρ2ψtψ] dx+N1

(
−ρ2ρ3

δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx

)

+N2

(
−ρ2

∫ 1

0

ψψtdx− ρ1

∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx

)
+N3

(
τρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q(y, t) dy

)
dx

)

+N4
τρ2
κ

∫ 1

0

ψt (φx + ψ) dx+N4
bτρ1
κ2

∫ 1

0

φtψxdx−N4
bτρ3
δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

θφt dx

+N4
bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

q (φx + ψ) dx+
ρ

2
τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz(x, ρ, t)zρ(x, ρ, t) dρ dx

à l’aide de l’inégalité de Cauchy Schwartz, il vient

|G(t)| ≤ρ1
∫ 1

0

|φtφ| dx+ ρ2

∫ 1

0

|ψtψ| dx+
ρ2ρ3N1

δ

∫ 1

0

∣∣∣∣θ ∫ x

0

ψt(y, t)dy

∣∣∣∣ dx
+ ρ2N2

∫ 1

0

|ψtψ| dx+ ρ1N2

∫ 1

0

∣∣∣∣φt

∫ x

0

ψ(y, t)dy

∣∣∣∣ dx
+ τρ3N3

∫ 1

0

∣∣∣∣θ ∫ x

0

q(y, t)dy

∣∣∣∣ dx+ τ0ρ1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz2(x, ρ, t)dρdx

+
τρ2N4

κ

∫ 1

0

|ψt (φx + ψ)| dx+ bτN4

δκ

∣∣∣(ρ2
b
− ρ1
κ

)∣∣∣ ∫ 1

0

|q (φx + ψ)| dx

+
bτρ1N4

κ2

∫ 1

0

|φtψx| dx+
bτρ3N4

δκ

∣∣∣(ρ2
b
− ρ1
κ

)∣∣∣ ∫ 1

0

|θφt| dx
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et grâce à l’inégalité de Young

ρ1

∫ 1

0

φtφdx ≤ ρ1
2

∫ 1

0

φ2
tdx+

ρ1
2

∫ 1

0

φ2
xdx

ρ1
2

∫ 1

0

φ2
x dx ≤ ρ1

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ ρ1

∫ 1

0

ψ2
x dx

ρ2

∫ 1

0

ψtψ dx ≤ ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
x dx

N1ρ2ρ3
δ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψt dy dx ≤ N1ρ2ρ3
2δ

∫ 1

0

ψ2 dx+
N1ρ2ρ3

2δ

∫ 1

0

θ2 dx

N2ρ2

∫ 1

0

ψψt dx ≤ N2ρ2
2

∫ 1

0

ψ2 dx+
N2ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
t dx

ρ1N2

∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψ(y, t) dy

)
dx ≤ ρ1N2

2

∫ 1

0

ψ2
x dx+

ρ1N2

2

∫ 1

0

φ2
t dx

τρ3N3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q(y, t) dy

)
dx ≤ τρ3N3

2

∫ 1

0

q2 dx+
τρ3N3

2

∫ 1

0

θ2 dx

τρ2N4

κ

∫ 1

0

ψt(φx + ψ) dx ≤ τρ2N4

2κ

∫ 1

0

ψ2
t dx+

τρ2N4

2κ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx

bτρ1N4

κ2

∫ 1

0

φtψx dx ≤ bτρ1N4

2κ2

∫ 1

0

φ2
t dx+

bτρ1N4

2κ2

∫ 1

0

ψ2
x dx

ρ

2
τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−τ0ρz(x, ρ, t)zρ(x, ρ, t) dρ dx ≤ ρ

2
τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t) dρ dx

donc :

|G(t)| ≤
(
2 +N1 +

bτN4

2κ2

)
︸ ︷︷ ︸

α1

∫ 1

0

ρ1φ
2
t dx+

(
ρ1
b
+
ρ2
2b

+
ρ1N2

2b
+
τρ1N4

2κ2

)
︸ ︷︷ ︸

α2

∫ 1

0

bψ2
x dx

(
1

2
+
N2

2
+
N1ρ3
2δ

+
τN4

2κ

)
︸ ︷︷ ︸

α3

∫ 1

0

ρ2ψ
2
t dx+

(
ρ1
k

+
τρ2N4

2κ

)
︸ ︷︷ ︸

α4

∫ 1

0

k(φx + ψ)2 dx

+

(
N3τ

2
+
N1ρ2
2δ

)
︸ ︷︷ ︸

α5

∫ 1

0

ρ3θ
2 dx+

N3ρ3
2︸ ︷︷ ︸
α6

∫ 1

0

τq2 dx+
ρ

|µ|︸︷︷︸
α7

[
|µ|τ2
2

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t) dρ dx

]

≤ max(α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7)E(t)

Par conséquent :

|L (t)−NE(t)| ≤ cE(t)

−cE(t) ≤ L (t)−NE(t) ≤ cE(t)

(N − c)E(t) ≤ L (t) ≤ (N + c)E(t)
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si on prend :

c1 = N − c et c2 = N + c

telle que N > c on obtient alors :

c1E(t) ≤ L (t) ≤ c2E(t)
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Théorème 3.2.1
Soit (φ, ψ, θ, q, z) la solution du problème (2.9)

si ξ =

[(
τ − ρ1

κρ3

)(ρ2
b
− ρ1
κ

)
− τρ1δ

2

bκρ3

]
= 0

alors,

E(t) ≤ k1E(0)e
−k2t (3.12)

Démonstration

Dérivons (3.10) et utilisons les lemmes précédentes, on obtient

L ′(t) = NE ′(t) + F ′
1(t) +N1F

′
2(t) +N2F

′
3((t) +N3F

′
4(t) +N4F

′
5(t) +

ρ1
2
F ′
6(t)

L ′(t) ≤ N

[
−β
∫ 1

0

q2dx+ |µ|
∫ 1

0

φ2
t dx

]

−ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

µ2

ε1

)∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(
1 +

µ2

ε1

)∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

∫ 1

0

θ2dx+ ε1

∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx

+N1

[
−ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx

]

+N2

[
− b
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε3

∫ 1

0

φ2
tdx+ c

(
1 +

1

ε3

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

θ2dx+
µ2

b

∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx

]

+N3

[
−ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx

]

+N4

[
−τ
2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ ε5

∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx+ c

(∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

q2 dx+
µ2

ε5

∫ 1

0

ψ2
xdx+

µ2

ε5

∫ 1

0

θ2 dx

)]
+

ρ1
2

[
−m0

(∫ 1

0

z2(x, 1, t)dx+ τ0

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρdx

)
+

∫ 1

0

φ2
tdx

]
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par conséquent :

L ′(t) ≤−
[
βN − cN1 − cN3

(
1 +

1

ε4

)
− cN4

] ∫ 1

0

q2dx

−
[ρ1
2

− ε3N2 − |µ|N
] ∫ 1

0

φ2
tdx−

ρ1m0τ0
2

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρdx

−
[
ρ2
2
N1 + ρ2 − ε4N3 − cN2

(
1 +

1

ε3

)
− cN4

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

−
[
b

2
N2 − 2ε2N1 − c

(
1 +

µ2

ε1

)
− cµ2

ε5
N4

] ∫ 1

0

ψ2
xdx

−
[
ρ3
2
N3 − c− cN1

(
1 +

1

ε2

)
− cN2 −

cµ2

ε5
N4

] ∫ 1

0

θ2dx

−
[
τ

2
N4 − εN1 − c

(
1 +

µ2

ε1

)]∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx

−
[
ρ1m0

2
− ε1 − ε5N4 −

µ2

b
N2

] ∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dx.

Commençons par choisir les εi i = 1, 5 comme suit :

ε1 =
m0ρ1
4

, ε2 =
τN4

4N1

, ε3 =
ρ1
4N2

, ε4 =
ρ2
N3

, ε5 =
ρ1m0

8N4

En remplaçant, on obtient

L ′(t) ≤− [βN − cN1 − cN3 (1 +N3)− cN4]

∫ 1

0

q2dx

−
[ρ2
2
N1 − cN2(1 +N2)− cN4

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

−
[
b

2
N2 − c

(
1 + µ2

)
− cN4

(
1 + µ2N4

)] ∫ 1

0

ψ2
x dx

−
[
ρ3
2
N3 − c− cN1

(
1 +

N1

N4

)
− cN2 − cµ2N2

4

] ∫ 1

0

θ2 dx

−
[τ
4
N4 − c

(
1 + µ2

)] ∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx−
[ρ1
4

− |µ|N
] ∫ 1

0

φ2
t dx

−
[
ρ1m0

8
− µ2

b
N2

] ∫ 1

0

z2(x, 1, t) dx− ρ1m0τ0
2

∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t) dρ dx.

choisissons N4 assez grand tel que

α1 =
τ

4
N4 − c > 0
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puis nous choisissons N2 assez grand de sorte que

α2 =
b

2
N2 − c− cN4 > 0

après N1 est choisi assez grand pour avoir,

α3 =
ρ2
2
N1 − cN2(1 +N2)− cN4 > 0

après N est choisi assez grand tel que

α5 = βN − cN1 − cN3 (1 +N3)− cN4 > 0

Finalement on choisi |µ| très petit tel que :

ρ1
4

− |µ|N > 0,
ρ1m0

8
− µ2

b
N2 > 0

α2 − cµ2(1 +N4) > 0, α4 − cµ2N2 > 0

L ′(t) ≤ −α1

k

∫ 1

0

k(φx + ψ)2 dx− α2

b

∫ 1

0

bψ2
x dx−

α3

ρ2

∫ 1

0

ρ2ψ
2
t dx−

α4

ρ3

∫ 1

0

ρ3θ
2 dx

−α5

τ

∫ 1

0

τq2 dx− α6

ρ1

∫ 1

0

ρ1φ
2
tdx

≤ −min
(
α1

k
,
α2

b
,
α3

ρ2
,
α4

ρ3
,
α5

τ
,
α6

ρ1
,
2α7

|µ|τ0

)
∫ 1

0

[
k(φx + ψ)2 + bψ2

x + ρ2ψ
2
t + ρ3θ

2 + τq2 + ρ1φ
2
t +

|µ|τ0
2

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρ

]
dx

on pose :

min

(
α1

k
,
α2

ρ1
,
α3

ρ2
,
α4

ρ3
,
α5

τ
,
α6

ρ1
,
2α7

|µ|τ0

)
= c3

donc :

L ′(t) ≤ −c3E(t) ∀t > 0

A partir de (3.10)

L ′(t) ≤ −c3
c2

L (t)
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on pose : k2 =
c3
c2

L ′(t) ≤ −k2L (t)

une simple intégration, nous conduit à :

L (t) ≤ L (0) exp−k2t

l’équivalence entre L (t) et E(t), nous donne

E(t) ≤ k1E(0)e
−k2t, ∀t ≥ 0.

ce qui achève la preuve du lemme.
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Chapitre 4

Stabilité polynomial

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude du problème précédent (2.1) sans retard

(µ = 0, ξ ̸= 0)

4.1 Position du problème

Considérons un problème unidimensionnel de Timoshenko avec deuxième son comme suit



ρ1φtt − κ (φx + ψ)x = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ2ψtt − bψxx + κ (φx + ψ) + δθx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ3θt + qx + δψtx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

τqt + βq + θx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

(3.1)

sous les conditions de Dirichlet Newman

φ(0, t) = φ(1, t) = ψx(0, t) = ψx(1, t), θ(0, t) = θ(1, t) = 0 ∀t ≥ 0

et les conditions initiales

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), θ(x, 0) = θ0(x) x ∈ (0, 1)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), q(x, 0) = q0(x), x ∈ (0, 1)
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4.2 Energie du système
Lemme 4.2.1

L’énergie du système (3.1) est donnée par :

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t + ρ3θ

2 + bψ2
x + k (φx + ψ)2 + τq2

]
dx

de plus,

E ′(t) = −β
∫ 1

0

q2dx

Démonstration

Multiplions (3.1)1, (3.1)2, (3.1)3, (3.1)4 par φt, ψt, θ, q respectivement, et intégrons par partie par

rapport à x sur (0, 1), en prenant en compte (les conditions aux bords), on obtient :

• ρ1

∫ 1

0

φttφt dx− k

∫ 1

0

[(φx + ψ)x]φt dx = 0

ρ1
1

2

d

dt

∫ 1

0

φ2
t dx+ k

∫ 1

0

φxt(φx + ψ) dx = 0 (3.3)

• ρ2

∫ 1

0

ψttψt dx− b

∫ 1

0

ψxxψt dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψt dx+ δ

∫ 1

0

θxψt dx = 0

ρ2
1

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+ b

∫ 1

0

ψxψtx dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψt dx+ δ

∫ 1

0

θxψt dx = 0

ρ2
1

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
x dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψt dx+ δ

∫ 1

0

θxψt dx = 0 (3.4)

• ρ3

∫ 1

0

θtθ dx+

∫ 1

0

qxθ dx+ δ

∫ 1

0

ψtxθ dx = 0

ρ3
1

2

∫ 1

0

θ2 dx+

∫ 1

0

qxθ dx− δ

∫ 1

0

ψtθx dx = 0 (3.5)

• τ

∫ 1

0

qtq dx+ β

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

θxq dx = 0

τ
1

2

∫ 1

0

q2 dx+ β

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

θxq dx = 0 (3.6)
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en additionnant les égalités ((3.3),(3.4),(3.5),(3.6 ))nous obtenons :

ρ1
1

2

d

dt

∫ 1

0

φ2
t dx+ k

∫ 1

0

φxt(φx + ψ) dx

+ρ2
1

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
x dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)ψt dx+ δ

∫ 1

0

θxψt dx

+ρ3
1

2

∫ 1

0

θ2 dx+

∫ 1

0

qxθ dx− δ

∫ 1

0

ψtθx dx

+τ
1

2

∫ 1

0

q2 dx+ β

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

θxq dx = 0

d’ou :

1

2

d

dt

{∫ 1

0

ρ1φ
2
t dx+ κ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ b

∫ 1

0

ψ2
x dx+ ρ3

∫ 1

0

θ2 dx+ τ

∫ 1

0

q2dx

}

=−β
∫ 1

0

q2 dx.

Énergie seconde : pour avoir l’équation de l’énergie seconde du système (3.1),on doit

dériver ce dernier par rapport à t, ce qui donne :



ρ1φttt − κ (φtx + ψt)x = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ2ψttt − bψtxx + κ (φtx + ψt) + δθtx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

ρ3θtt + qtx + δψttx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

τqtt + βqt + θtx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0

(p)

En adaptant le même procédé calculer E(t),on :

Lemme 4.2.2

De plus, pour toute solution forte, on définit la fonctionnelle d’énergie du second ordre :

E2(t) =
1

2

∫ 1

0

[
ρ1φ

2
tt + ρ2ψ

2
tt + ρ3θ

2
t + bψ2

tx + k (φtx + ψt)
2 + τq2t

]
dx.

de plus,

E ′
2(t) = −β

∫ 1

0

q2t dx
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Démonstration

multiplions par φtt , et intégrons par partie par rapport à x sur [0.1], en prenant en compte (les

conditions aux limites), on obtient :

ρ1

∫ 1

0

φtttφtt dx− k

∫ 1

0

[(φttx + ψt)x]φtt dx = 0

ρ1
2

d

dt

∫ 1

0

φ2
tt dx− k[(φtx + ψt)φtt]

x=1
x=0 + k

∫ 1

0

(φtx + ψt)φttx dx = 0

alors :
ρ1
2

d

dt

∫ 1

0

φ2
tt dx+ k

∫ 1

0

(φtx + ψt)φttx dx = 0 (3.7)

Multiplions l’équation par ψtt, et intégrons par partie par rapport à x en prenant en compte

les conditions aux limites,on obtient :

ρ2

∫ 1

0

ψtttψtt dx+ b

∫ 1

0

ψtxxψtt dx+ k

∫ 1

0

(φtx + ψt)ψtt dx+ δ

∫ 1

0

θtxψtt dx = 0

ρ2

∫ 1

0

ψtttψtt dx− b[ψtxψttx]
=1
=0 + b

∫ 1

0

ψtxψttx dx+ k

∫ 1

0

(φtx + ψt)ψtt dx+ δ

∫ 1

0

θtxψtt dx = 0

alors :

ρ2
2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
tt dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψxψttx dx+ k

∫ 1

0

(φtx + ψt)ψtt dx− δ

∫ 1

0

θtψttx dx = 0 (3.8)

Multiplions l’équation par θt, et intégrons par partie par rapport à x en prenant en compte les

conditions aux limites,on obtient :

ρ3

∫ 1

0

θttθt dx+

∫ 1

0

qtxθt dx+ δ

∫ 1

0

ψttxθt dx = 0

alors
ρ3
2

d

dt

∫ 1

0

θ2t dx−
∫ 1

0

qtθtx dx+ δ

∫ 1

0

ψttxθt dx = 0 (3.9)

multiplions l’équation par qt et intégrons par partie par rapport à x en prenant en compte les

conditions aux limites,on obtient :

τ

∫ 1

0

qttqt dx+ β

∫ 1

0

qtqt dx+

∫ 1

0

qtθtx dx = 0

alors :
τ

2

d

dt

∫ 1

0

q2t dx+ β

∫ 1

0

q2t dx+

∫ 1

0

qtθtx dx = 0 (3.10)
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En rassemblant les équations ((3.7),(3.8),(3.9),(3.10))

on obtient

1

2

d

dt

∫ 1

0

[
ρ1φ

2
tt + ρ2ψ

2
tt dx+ k(φtx + ψt)

2 + b

∫ 1

0

ψ2
tx + ρ3θ

2
t dx+ τq2t

]
= −β

∫ 1

0

q2t dx

La méthode utilisé pour prouver la stabilité polynomiale est similaire à celle vu en chapitre 3

pour la stabilité exponentielle et qui consiste à construire une fonctionnelle de Lyapounov.Pour

en trouver une, les lemmes suivants nous seront utiles.

Lemme 4.2.3
Soit (φ, ψ, θ, q) la solution du problème (3.1), la fonctionnelle I1 définie par :

I1(t) = −
∫ 1

0

[ρ1φtφ+ ρ2ψtψ] dx

I ′1(t) ≤ −ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

∫ 1

0

θ2dx

Démonstration

Dérivons I1(t).

I ′1(t) = −
∫ 1

0

[ρ1φtφ+ ρ2ψtψ]t dx

= −ρ1
[∫ 1

0

φttφ dx+

∫ 1

0

φ2
t dx

]
− ρ2

[∫ 1

0

ψttψ dx+

∫ 1

0

ψ2
t dx

]
= −

∫ 1

0

ρ1φttφ dx− ρ1

∫ 1

0

φ2
t dx−

∫ 1

0

ρ2ψttψ dx−
∫ 1

0

ψ2
t dx

de on a( 3.1) : ρ1φtt = k(φx + ψ)x

ρ2ψtt = bψxx − k(φx + ψ)− δθx

donc :

I ′1(t) = −
∫ 1

0

φ [k(φx + ψ)x] dx− ρ1

∫ 1

0

φ2
t dx−

∫ 1

0

ψ [bψxx − k(φx + ψ)− δθx] dx

−ρ2
∫ 1

0

ψ2
t dx.

I ′1(t) = −ρ1
∫ 1

0

φ2
t dx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ b

∫ 1

0

ψ2
x dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx− δ

∫ 1

0

ψxθ dx
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par application de l’inégalité de Young :

∫ 1

0

δψxθ dx ≤ δ

2

∫ 1

0

ψ2
x dx+

δ

2

∫ 1

0

θ2 dx

Par conséquent :

I ′1(t) ≤ −ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
δ

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+

δ

2

∫ 1

0

θ2dx

Lemme 4.2.4

Soit (φ, ψ, θ, q) la solution du problème (3.1), la fonctionnelle F2 définie par :

I2(t) = −ρ2ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx

vérifie pour tout ε2 > 0

I ′2(t) ≤ −ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
t dx+2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ε2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx

Démonstration

Dérivons I2(t)

I ′2(t) = −ρ2ρ3
δ

∫ 1

0

[(
θ

∫ x

0

ψt(y, t)dy

)]
t

dx

= −ρ2
δ

∫ 1

0

ρ3θt

∫ x

0

ψt(y, t) dy dx−
ρ3
δ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ρ2ψtt(y, t) dy dx

de on a (3.1) : ρ3θt = −qx − δψtx

ρ2ψtt = bψxx − k(φx + ψ)− δθx

donc :

I ′2(t) = −ρ2
δ

∫ 1

0

(
−qx

∫ x

0

ψt(y, t) dy

)
dx+ρ2

∫ 1

0

ψtx

(∫ x

0

ψt(y, t) dy

)
dx−ρ3

δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

bψxx dy

)
dx

−ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

k(φx + ψ)dy

)
dx+ ρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

θx dy

)
dx
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on a :

−bρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ y

0

ψyydy

)
dx = −bρ3

δ

∫ 1

0

ψxθ dx+
bρ3
δ

∫ 1

0

θ [ψx(x, t)− ψx(0, t)] = −bρ3
δ

∫ 1

0

ψxθ dx

−ρ3
∫ 1

0

θ

(∫ y

0

θy dy

)
dx = −ρ3

∫ 1

0

θ2 dx

puis, par intégration par partie et en prenant en compte
(∫ 1

0

ψ̄(x, t) = 0

)
,
(∫ 1

0

q̄(x, t) = 0

)
:

ρ2
δ

∫ 1

0

qx

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx = −ρ2

δ

∫ 1

0

ψtq dx+
ρ2
δ

[
q

∫ x

0

ψt

]=1

=0

= −ρ2
δ

∫ 1

0

ψtq dx

ρ2

∫ 1

0

ψtx

(∫ x

0

ψt(y, t)dy

)
dx = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ρ2

[
ψt

∫ x

0

ψt

]=1

=0

= −ρ2
∫ 1

0

ψ2
t dx

donc :

I ′2(t) = −ρ2
∫ 1

0

ψ2
t dx−

ρ2
δ

∫ 1

0

qψtdx−
bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx+ρ3

∫ 1

0

θ2dx−ρ3
δ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

k(φy + ψ)dy

)
dx.

(3.13)

Appliquons l’inégalité de Young sur les termes ρ2
δ

∫ 1

0

qψt dx , bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx :

•ρ2
δ

∫ 1

0

qψt dx ≤ ρ2ε

2δ

∫ 1

0

q2 dx+
ρ2
2δε

∫ 1

0

ψ2
t dx

on veut avoir :
ρ2
2δε

=
ρ

2
⇒ ε =

1

δ

alors :
ρ2
δ

∫ 1

0

qψt dx ≤ ρ2
2δ2

∫ 1

0

q2 dx+
ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
t dx

•bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx ≤ bρ3ε

2δ

∫ 1

0

θ2dx+
bρ3
2εδ

∫ 1

0

ψ2
xdx

on veut avoir :
bρ3
2δε

= 2ε2 ⇒ ε =
bρ3
4δε2

alors :
bρ3
δ

∫ 1

0

θψxdx ≤ b2ρ23
4δε2

∫ 1

0

θ2dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx

par conséquent :

I ′2(t) ≤ −ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx
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Lemme 4.2.5

Soit (φ, ψ, θ, q) la solution du problème (3.1), la fonctionnelle I3 définie par :

I3(t) = −ρ2
∫ 1

0

ψψtdx− ρ1

∫ 1

0

φt

(∫ x

0

ψ(y, t)dy

)
dx

vérifie pour toutε3 > 0

I ′3(t) ≤ − b
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε3

∫ 1

0

φ2
tdx+ c

(
1 +

1

ε3

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

θ2dx

Démonstration

Voir Démonstration du lemme(2.2.3) (c’est la même fonctionnelle).

Lemme 4.2.6

Soit (φ, ψ, θ, q) la solution du problème (p), la fonctionnelle I4 définie par :

I4(t) = τρ3

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q(y, t) dy

)
dx

vérifie pour tout ε4 > 0

I ′4(t) ≤ −ρ3
2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx

Démonstration

Voir Démonstration du lemme(2.2.4) (c’est la même fonctionnelle).
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Lemme 4.2.7

Soit (φ, ψ, θ, q) et supposons que ξ = 0, la fonctionnelle (I5) définie par :

I5(t) =
τρ2
κ

∫ 1

0

ψt (φx + ψ) dx+
bτρ1
κ2

∫ 1

0

φtψxdx−
bτρ3
δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

θφt dx

+
bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

q (φx + ψ) dx

satisfait

I ′5(t) ≤ −τ
2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

q2t

)
dx

Démonstration

Récupérons le calcul de F ′
5(t) du chapitre 2 précédent en posant µ = 0, on obtient

I ′5(t) = −τ
∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
τρ2
κ

∫ 1

0

ψ2
t dx+

bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

qψt dx−

bβ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)∫ 1

0

q (φx + ψ) dx+
bρ3
δρ1

[(
τ − ρ1

κρ3

)(ρ2
b
− ρ1
κ

)
− τρ1δ

2

bκρ3

] ∫ 1

0

θx (φx + ψ) dx.

grâce à l’inégalité de Young et en posant :

bτ

δκ

(ρ2
b
− ρ1
κ

)
= A,

µbτ

κ2
= B,

bρ3
δρ1

[(
τ − ρ1

κρ3

)(ρ2
b
− ρ1
κ

)
− τρ1δ

2

bκρ3

]
= C,

on obtient :

A

∫ 1

0

qψt dx ≤ τ 2A2

2β2β

∫ 1

0

q2dx+
β

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

A

∫ 1

0

q (φx + ψ) dx ≤ A2

τ

∫ 1

0

q2 dx+
τ

4

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx

c

∫ 1

0

θx(φx + ψ) dx ≤ c2

τ

∫ 1

0

θ2x +
τ

4

∫ 1

0

(φx + ψ)dx

On remplace les trois inégalités précédentes dans F ′
5 et en se servant de la formule suivant :

∫ 1

0

θ2xdx ≤ c

(∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

q2t dx

)

on obtient ::

F ′
5(t) ≤ −τ

2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

q2 dx+

∫ 1

0

q2t dx

)
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Théorème 4.2.1
Soit (φ, ψ, θ, q) la solution du problème(3.1)

si :

ξ =

[(
τ − ρ1

κρ3

)(ρ2
b
− ρ1
κ

)
− τρ1δ

2

bκρ3

]
̸= 0

alors l’énergie du système vérifie

E1(t) ≤
λ0
t

Démonstration

Pour démontrer ce théorème , on a besoin de définir une fonction de Lyapounov à partir des

Ii, i = 1.5 comme suit

L (t) = N(E1(t) + E2(t)) + I1(t) +N1I2(t) +N2I3(t) +N3I4(t) +N4I5

En dérivant L (t) et en utilisant I ′1, I ′2, I ′3, I ′4, I ′5 on obtient :

L ′(t) = N(E ′
1(t) + E ′

2(t)) + I ′1(t) +N1I
′
2(t) +N2I

′
3((t) +N3I

′
4(t) +N4I

′
5(t)

L ′(t) ≤ −N(β

∫ 1

0

q2 dx+ β

∫ 1

0

q2t dx)

−
[
ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx− c

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx− c

∫ 1

0

ψ2
xdx− c

∫ 1

0

θ2dx

]
−N1

[
ρ2
2

∫ 1

0

ψ2
t dx− 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx− ε2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx− c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx− c

∫ 1

0

q2dx

]
−N2

[
b

2

∫ 1

0

ψ2
xdx− ε3

∫ 1

0

φ2
tdx− c

(
1 +

1

ε3

)∫ 1

0

ψ2
t dx− c

∫ 1

0

θ2dx

]
−N3

[
−ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx− ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx− c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx

]
−N4

[
τ

2

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx− c

(∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

q2 dx−
∫ 1

0

q2t

)
dx

]
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L ′(t) ≤ N

[
−βN − cN1 − cN3

(
1 +

1

ε4

)
− cN4

] ∫ 1

0

q2dx− [βN − cN4]

∫ 1

0

q2t dx

−
[
ρ2
2
N1 + ρ2 − ε4N3 − cN2

(
1 +

1

ε3

)
− cN4

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

− [ρ1 − ε3N2]

∫ 1

0

φ2
tdx−

[
b

2
N2 − 2ε2N1 − c

] ∫ 1

0

ψ2
xdx

−
[
ρ3
2

− c− cN1

(
1 +

1

ε2

)
− cN2

] ∫ 1

0

θ2dx

−
[τ
2
N4 − ε2N1 − c

] ∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx.

Commençons par choisir les εi i = 1, 5comme suit :

ε3 =
ρ1
4N2

, ε4 =
ρ2
N3

, ε2 =
τN4

N1

.

alors

L ′(t) ≤ N [−βN − cN1 − cN3 (1 +N3)− cN4]

∫ 1

0

q2dx− [βN − cN4]

∫ 1

0

q2t dx

−
[ρ2
2
N1 + ρ2 − cN2 (1 +N2)− cN4

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

− 3ρ1
4

∫ 1

0

φ2
tdx−

[
b

2
N2 −

τN4

2
− c

] ∫ 1

0

ψ2
xdx

−
[
ρ3
2

− c− cN1

(
1 +

N1

N4

)
− cN2

] ∫ 1

0

θ2dx

−
[τ
4
N4 − c

] ∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx

En plus du même choix de N et Ni(i = 1 − 5)que dans la preuve du théorème 3.1, nous

choisissons en outre N assez grand pour que

βN − cN4 > 0

L (t) ≤ −λ1E(t)

on intégrant sur (0,t), ∫ t

0

L ′(s) ≤ −λ1
∫ t

0

E(s)ds

alors :

L(t)− L(0) ≤ −λ1
∫ t

0

E(s)ds
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∫ t

0

E(s)ds ≤ 1

λ1
[L (0)− L (t)]

comme L (t) > 0, alors

∫ t

0

E(s)ds ≤ 1

λ1
[L (0)− L (t)] ≤ L (0)

il est facile de voir que L (t) E1(t) + E2(t)∫ t

0

E(s)ds ≤ 1

λ1
[E1(0)− E2(0)]

d’autre part :

(tE(t))t = E(t) + tE ′(t)

notons que E ′(t) ≤ 0, donc :

(tE(t))t ≤ E(t)

intégrons sur (0.t) ∫ t

0

(sE(s))sds ≤
∫ t

0

E(s)ds

tE(t) ≤
∫ t

0

E(s)ds ≤ 1

λ1
L (0)

tE(t) ≤ [E1(0)− E2(0)]

λ1

on pose : [E1(0)− E2(0)]

λ1
= λ0

E(t) ≤ λ0
t

. Ce qui achève la preuve.
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Chapitre 5

Conclusion

Le problème traité dans ce mémoire a été étudié dans deux cas, premièrement nous avons

étudié le cas où le retard est introduit dans un système de Timoshenko , puis nous avons ignoré

ce terme de retard dans le deuxième cas, le point important dans cette étude est l’élimination

de l’amortissement φt. Les décroissances exponentielle et polynomiale dépendent d’un nombre

de stabilité ξ ont été prouvé. Le problème où ξ = 0 avec la présence du retard reste un problème

ouvert très intéressant.
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