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Résumé

ans ce mémoire, nous avons considéré un probléme d’évolution, c’est un systéme linéaire
unidimensionnel Thermostatique de type Timoshenko avec deuxiéme son et avec
la présence d’'un terme de retard constant dans I’équation de déplacement.
Sous quelques condition initiales et au bords , et quelques hypothéses sur le terme de retard et
un nombre de stabilité & ,nous avons étudie 'existence et 'unicité de la solution en utilisant
la méthode de semi groupe, et a l'aide de la méthode des multiplicateurs, nous avons montré
un résultat de décroissance exponentielle dans la présence du retard et le cas (§ = 0) par ailler

lorsque le retard n’est plus introduit et (£ # 0) une stabilité polynomiale a été montré.

Mots clés : Fonction de Lyapounov. Stabilité exponentielle . Systéme de Timoshenko
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Abstract

n this work , we considered a one - dimensional linear thermoelastic system of timonshinko
with second sound, and with the presence of time delay acted on the displacement equation.
Under some intial conditions and boundary condition and some hypothesis on delay and on
some stability number &, we studied the existence and uniqueness of solution using the semi-
group theory.
An exponential result is obtained in the case of (£ = 0) , and the presence of delay, otherwise,

when (£ # 0) and the abscece of delay, a polynomial decay was proved.

Key words : Well-posedness - Exponential and polynomial stability - Thermoelasticity -

Timoshenko - Second sound
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Introduction

Le systéeme de Timoshenko remonte & Timoshenko [38] en 1921 qui proposa un systéme

hyperbolique couplé, décrivant la vibration transversale d'une poutre, de la forme

puy = K(uy — @), (z,1) € (0, L) x (0,00) (0.1)

ou t désigne la variable temporelle, = est la variable spatiale le long du faisceau de longueur L.
dans sa configuration d’équilibre, u est le déplacement transversal du faisceau et ¢ est I'angle
de rotation du filament du faisceau. Les coefficients  p, I,, E,I et K sont respectivement la
masse volumique (la masse par unité de longueur), le moment d’inertie polaire d’une section,
le module d’élasticité d’Young, le moment d’inertie d'une section. et le module de cisaillement,
Pour une dérivation physique des systémes de Timoshenko, nous nous référons a [10,17,23,25].
La question de la stabilité des systemes de type Timoshenko ont re¢u beaucoup d’attention
ces dernieres années, et un certain nombre de résultats concernant la décroissance de 1’énergie
ont été établis. Un but de recherche important est de rechercher une dissipation minimale par
laquelle les solutions de Timoshenko décroit uniformément jusqu’a zéro au fur et a mesure
que le temps tend vers l'infini. A cet égard, plusieurs types de mécanismes de dissipation ont
été introduits, tels que : 'amortissement par frottement, I’amortissement viscoélastique et la
dissipation thermique. Nous nous intéressons dans ce travail seulement aux effets liés a la
dissipation thermique dans un systeme de Timoshenko avec deuxiéme son en présence d'un

terme de retard constant, ol nous avons considéré le probleme suivant :

(

prow — K (pz + ), + pog(z,t—7) =0, x€(0,1),t>0

p2¢tt_b¢xx+/‘€(g0x+¢)+5ex:O, S (0,1),t>0 (0 2)

p39t+qx+(5¢m:0, $€(0,1),t>0

7@+ Bg+0, =0, x€(0,1),t>0
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ou ¢ est le déplacement transversal de la poutre, ¢ est I'angle de rotation de la poutre, 6 est
la différence de température, q est le flux de la chaleur, les coefficients p;, 8, k,d,b, 7 sont des
constantes positives, p est un nombre réel et 75 > 0. Il s’agit d'un systeme thermoplastique de
type Timoshenko ou le flux de chaleur est donné par La loi de Cattaneo. Le systéme est soumis a
un retard interne constant, des conditions aux limites de type Neumann-Dirichlet, et des condi-
tions initiales g, ©1, 0y, qo, fo.- Des retards surviennent si souvent dans de nombreux domaines
physiques, chimiques, biologiques, thermiques et des phénomenes économiques. Récemment, le
controle des PDE avec des effets de retard est devenu un domaine de recherche actif et a attiré
de nombreuses personnes, voir entre autres [20,30,33] et les références qui s’y trouvent. De plus,
il a été démontré que les retards peut déstabiliser un systéme qui été asymptotiquement stable
en Pabsence de retards, voir [4] pour plus de détails.

Considérons le systeme

;

u(x,t) — Au(z,t) = 0, rE€w,t>0

u(z,t) =0, z€Tg,t>0 (1.2)
ou

%(:r;,t) = —pu(x,t) — pour(z,t — 1), x €T, t>0

\

Il est bien connu qu’en l'absence de retard (uz = 0,1 > 0), le systéme (1.2) est exponen-
tiellement stable, voir [14]-[15], [40], [41]. Alors qu’en présence de retard (pp > 0), Nicaise et
Pignotti [26] ont prouvé, sous 'hypotheése ps < 1, que 1'énergie est exponentiellement stable.
Cependant, pour le cas inverse (us > pq), ils ont pu construire une suite de retards pour la-
quelle la solution correspondante est instable. Les mémes résultats ont été obtenus pour le
cas ou I'amortissement et le retard agissent en interne dans le domaine, voir aussi [2] pour le
traitement de ce probleme sous une forme abstraite plus générale. Nicaise et Pignotti [27] ont
traité la situation ou le retard constant du systéme (1.2) est remplacé par un retard distribué

de la forme

/72 po(s)ug(z, t — s) ds

T1

et établi un résultat de stabilité exponentielle similaire a celui de[26] sous la condition que

/ pa(s)ds < pur.

T1

Pour plus de résultats concernant les problemes de retard, nous renvoyons le lecteur a [6],[11],[22],
[28],[29]

Pour la stabilisation des systémes Timoshenko par effet thermique, Rivera et Racke [23] ont

7
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considéré le systeme suivant

(

P1¥Ptt — U(@mvw)x = 07

kp39t - kgzm + 71/% =0

ol ils ont prouvé plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour le systeme linéarisé dans
le cas de vitesses d’onde égales et une stabilité non exponentielle pour le cas de vitesses d’onde
différentes.

Concernant le deuxiéme son, Messaoudi et al.[19] ont étudié le probléme suivant

p

p1ou — 0(a, ¥)e + ppr = 0,

P30y + Gz + 0, = 0,

([ 7¢ + g+ k0, =0

ou (z,t) € (0,L) x (0,400) et établi plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les
cas linéaires et non linéaires dans des conditions appropriées sur la fonction non linéaire o.

En 2009, Ferndndez Sare et Racke [5] ont traité le systeme

prgw — K (pz + 1), =0, in(0,1) x (0,00)
ptht - bw;wc + / 9(3)¢zx(,t - 5) dS _'_ R (pr + ¢) + ﬂem = 07 € (07 1) X (Oa OO)
0
p30: + kqr + B, =0, in(0,1) x (0, 00) (0.4)

Tq +q+ kb, =0, n(0,1),t>0

Tz, p,t) + 25w, pt) = 0, 3 € (0,1), p € (0,1) x (0, 00)

pourg = 0 et pourg > 0. Ils ont prouvé dans les deux cas que (0.4) n’est plus exponentiellement
. : . : ) K : .
stable méme si les vitesses de propagation sont égales | — = — | et g est d’exponentielle.

P P2
Récemment, Santos et al. [35] considérent le méme systéme pour p = 0 et introduit un nouveau

( 1 ) (pz ,01> 710
x=\(r—— (7 -——=)—7—
Kp3 b K bk ps

ils ont utilisé la méthode du semi-groupe pour obtenir un résultat de décroissance exponentielle

nombre de stabilité

pour x = 0 et une décroissance polynomiale pour x # 0 a condition que (7’ — ﬂ) > 0.
kp3
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Dans ce travail, nous montrons, en utilisant la méthode des multiplicateurs, que la dissipation
induite par la chaleur est suffisamment forte pour stabiliser le systéme en présence d’un "petit"
retard. Notons ici que le résultat de [35] est obtenu lorsque pu = 0.

Ce manuscrit est organisé comme suit, dans le premier chapitre nous donnons quelques préli-
minaires sur les semi groupes et les espaces de Sobolev, le chapitre est consacré a 1’étude de
I'existence et 1'unicité de la solution du probleme en utilisant la théorie de semi groupe, puis
dans le chapitre nous utilisons la méthode du multiplicateur pour établir une décroissance ex-
ponentielle de I’énergie en fonction de & défini par 3.2 et du poids du retard (i) et le cas ou
1 = 0 mais £ = 0 est traité dans le chapitre 4 ot nous montrons un résultat de décroissance

polynomiale.




CHAPITRE 1

Préliminaire

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces de Sobolev, semi-groupe, quelques

théoremes utiles et quelques inégalités importantes, que nous utiliserons dans ce mémoire..

1.1 Les espaces de Sobolev

Soit I =|a, b[ un intervalle borné ou non borné et soit p € R avec 1 < p < 400 .

1.1.1 L’espace de Sobolev W7

Soit I =|a, b[ un intervalle borné ou non borné et soit p € R avec 1 < p < 400 .

Définition 1.1.1

L’espace de Sobolev, noté W' est constitué des fonctions de L,(I) dont la dérivées au sens
des distributions, s’identifie & une fonction de L,(I). La définition précédente s’écrit donc

comme ceci :

Wie — {u € LP(I),3g € LP(]) | /W/ = —/gso Vp € Ci(D}
I I

pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W**(I) par H*(I)

10



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV

Notation

L’espace WP est muni de la norme :

lullwer = llulle + ([0 e

(ou parfois, si 1 < p < 0o, de la norme équivalente [||ul|%, + ||u'|[%,]"/?)

L’espace H' est muni du produit scalaire :

(u,v) g1 = (u,v) 2 + (u',0") 2

La norme associée :

lull = (lullZe + [l'l172)"2

est équivalente & la norme de W2,

Proposition 1.1.1

L’espace W? est un espace de Banach pour 1 < p < co. Lespace W'P est réflexif pour

1 < p < o0 et séparable pour 1 < p < o0

L'espace H' est un espace de Hilbert séparable.

11



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV

1.1.2 Les espaces de Sobolev W™’ ()

Définition 1.1.2

Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par récurrence I'espace

W™P(I) = {u e W™ 2(I), o € W™ P(I)}.

On pose

H™(I) = W™(I).

On vérifie aisément que v € W™P(I) si et seulement s’ils existe m fonctions ¢, .., gm €

LP(I) telles que :

/UDJQO = (—1)]/g]g0 \V/QO S Cso(]), \V/J - 17277m

ou D’y désigne la dérivée a lordre j de p, lorsque uw € WP (I), on peut donc considérer les
dérivées successives u' = g1, (u') = gy,... jusqu’a I'ordre m, on les note Du, D*u, ..., D™u.

l'espace W™P est muni de la norme

m
lullwms = llullee + > 1D 1o
a=1
et 'espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)r2 + Z(Do‘u, D%v).

a=1

1.1.3 L’espace de Sobolev W,”

Définition 1.1.3

Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W,"'(I) la fermeture de C1(I) dans W (I).On
note H}(I) = Wy ().

L’espace Wol’p est muni de la norme induite par WP, DIespace H& est muni du produit
scalaire induit par H'.
L’epace VVO1 P est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < oo.

Lespace H| est un espace de Hilbert séparable.

12



1.2. RAPPELS SUR LA THEORIE DES SEMI-GROUPES

1.2 Rappels sur La théorie des Semi-groupes

1.2.1 Quelques défnitions

Définition 1.2.1

Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire(.,.) et de la norme associée ||.| et soit

A : D(A) — Hun opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.2.2
Une famille (S(t))i>0 d’éléments S(t) € L(X) pour t > 0 forme un semi-groupe de classe

Cy dans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle vérifie les conditions suivantes :
i) S(0) =1 (identité dans L(X)).
ii) S(t+s) =S(t)S(s) pourtoutt,s>0 (propriété algébrique).

iii) 75l_i)IJrrlo||S(zf)x —z||x pour tout x € X  (propriété topoligique)

Définition 1.2.3

Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire non borné.

On dit que A est dissipatif si

< Au,u><0  Vue D(A).

A est dit maximal si Im(I — A) = H c-a-d

VfeH, ue D(A) telqgue (I —A)u=f.

Remarque 1.2.1

A est dit monotone si —A est dissipatif

13



1.3. QUELQUES THEOREMES UTILES

1.3 Quelques théoremes utiles

1.3.1 Théoréme de Hille-Yosida

Théoreme 1.3.1
(Hille-Yosida)

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

ug € D(A) il existe une fonction
u € CY([0, +ool; H) N C([0, +o0[; D(A))

unique telle que
du

a—l—Au:O sur [0, +00|

u(0) = g (donnée initiale).

De plus on a

u(t)] < |uo| et %(t)‘:mu(t)ygmuoy vt > 0.

1.3.2 Théoréme (Lumer-Phillips)

Théoréme 1.3.2

Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire de domaine dense dans H. Alors, A est le

générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions si et seulement si :
i) A est dissipatif

ii) il existe un A >0  tel que Im(A\] — A) = H

14



1.3. QUELQUES THEOREMES UTILES

1.3.3 Théoreme de Lax Milgram

Théoréme 1.3.3

Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe

u € H unique tel que :
a(u,v) = (p,v) Vv e H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue H et %a(u,u) — (p,u) = Min{%a(v,v) - (gp,v)}.

veH

1.3.4 Théoréme de Fubini

Théoreme 1.3.4
On suppose que F € L*(Q1 x Q).

Alors, pour presque tout x € €y,

Flr,y) € LL(Q) et /Q Flz,y) dy € L1 ()

De méme, pour presque tout y € {2,
F(z,y) € LL(Qy) et / F(z,y) dr € L;(Qg)
951

De plus on a

/ dx/ F(x,y)dy:/ dy/ F(:E,y)dx:// F(z,y) dz dy.
Q1 QQ QQ Q1 leﬂz

15



1.3.

QUELQUES THEOREMES UTILES

Théoréme 1.3.5

( Cas non linéaire )

Soit F' : [0,00[xX — X une fonction continue en t et localement lipschitzienne en u. Si A
est le générateur infinitésimal d’'un Co— semi groupe S(t) sur X, alors pour tout ug € X, il

existe un t,,.. < oo, tel que le probléme

fl_?; + Au=F(u) sur[0,+o0]

u(0) =
admet une solution faible unique u € [0, tnes[ - De plus, si tye. < 00, alors

lim ||u(t)]| = +o0

t—tmaz

Théoréme 1.3.6

Soit A le générateur infinitésimal d’'un Cy— semi groupe S(t) sur X. Si F': [0,00[xX — X

est continument différentiable de [ty, T| x X — X. Alors la solution faible du systeme (1.3)

est une solution forte.

16



1.4. QUELQUES INEGALITES IMPORTANTES

1.4 Quelques inégalités importantes

1.4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel, Un produit scalaire (u,v) est une forme bilinéaire de H x H
dans R, symétrique, définie positive [i.e. (u,v) > 0,Yu € H et (u,v) > 0 si u # 0].

Rappelons qu'un produit scalaire vérifie I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

N|=
(NI

|(u, v)| < (u,u)2(v,v) Yu,v e H

1.4.2 Inégalité de Young

1 1
Soient p et q deux réels vérifiant — + — = 1 alors :
P q

V(f,g)E(L”(Q)XLq(9>>2,ve>0,/g!fg!dwég/glfpldwr ! /Qrgqrdx.

9
ger

Sip=q¢g=2ona:

W(fo) € W@PYe>0, [ gl S [P 1drr g [ 16 ]dn

1.4.3 Inégalité de Poincaré

On suppose que [ est borné.

Alors il existe une constante C' (dépendant de |I|) telle que :
lullwrr < Cllllze Yu € Wo™(I).

Autrement dit, sur W, ?(I) la quantité ||u/||} est une norme équivalente a la norme de W2(I).

17



CHAPITRE 2

Existence et unicité de la solution

Dans le chapitre, nous présentons le probléme qui sera traiter dans ce mémoire, puis nous

montrons qu’il est bien posé en étudiant I'existence et 'unicité de sa solution.

2.1 Position du probleme

Considérons un systeme unidimensionnelle de Timoshenko avec deuxiéme son et un retard

constant introduit dans la premiere équation

(

p1ou — K (pz + ), + pe(x,t —19) =0,

,02¢tt - wax + K (Spr + ¢) + 59$ - 07

(2.1)
P30 + @z + 0y = 0,
| 7q+Bg+0,=0. 2€(0,1),t>0.
Sous les conditions initiales :
©(7,0) = wo(x), pi(x,0) = p1(x),0(x,0) = (), x€(0,1) (2.2)
@Z)(ZE,O) :77Z)0(:E)777Z}t(x70> :¢1(x)7 Q(l‘70) ZQO(x)7 S <071>
et les conditions au bords
©(0,1) = ¢(1,t) = ¥.(0,t) = ¥.(1,t) = 0(0,¢) = 6(1,t) = 0,Vt > 0. (2.3)

En plus de ces conditions, si on integre la deuxieme équation du systéme (2.1), on trouve,
1
0

1 1 1 1 1
,02/ ¢ttdx—b/ wmdx—kk/ gpxdx—i-k:/wdx—l—é/ 0, dx =0,
0 0 0 0 0

1 1 1
P2/ ¢ttd$_b/ ¢x:cd$+k7/ (g0$+¢)d$+5/ 0, dx =0,
0 0 0

18



2.1. POSITION DU PROBLEME

les conditions aux bords nous donnent

1

il en résulte que

1 1
m/ wttdwk/ ¥ dz =0,
0 0

dtz/ wdx—i—— wdx—o (2.4)

c-a-d

C’est une équation différentielle a coefficients constants du 2™¢ ordre.

Si on pose : / Y dx = v, on trouve
0

V' 4+ —v =0,
P2
son équation caractéristique est
k
r? 4+ — =0,
P2

et sa solution :

v(t) = ¢y cos —t | 4 cgsin —t
P2 P2

quand t = 0, d’apres les conditions initiales, on a

O(x,0) =o(z) ,  Uu(2,0) = Yi(x)

/01¢(x,t) dz = ¢; cos (@) + ¢z sin ( %t) (2.5)
/Olw(m) dz = /Olwo(x) dz =

En dérivent (2.5), on obtient :

d ! d k . k
7 [/o Y(z,t) dx] == [cl cos ( Et) + ¢ sm( Et>]

19



2.1. POSITION DU PROBLEME

1
k
/0 U (x,0) dox = \/202
1
Co = \/%/o Uy (z) dx

en substituant ¢; et ¢y dans (2.5), on obtient

/01¢(x,t) de = /01 Yo(z) dx cos \/gt + \/% (/01¢1(x) dx) sin \/gt, (2.6)

On pose :

Y, t) =Y, t) — /01@/10(93) dx cos \/§+ \/% (/011/11(33) dx) sin \/%’

puis en intégrant sur (0,1), il vient

/01¢($,t) Z/Ollb(x,t) —/OIZZJO(:B) dxCOS\/%_}_\/%(\/Olwl(x) dx) sm\/g

d’apres (2.6), on conclut que
1
/ U(z,t) = 0. (2.7)
0

Afin de pouvoir appliquer I'inégalité de Poincaré pour 1 on va travailler avec 1 (z,t) au lieu de
Y(z,t) en gardant la notation .

D’autre part, a partir de la quatriéme équation du systéme (2.1), nous avons,
Tq + Bg+ 0, =0,

une intégration par parties, conduit a

d 1 B 1
L gde+ 2| qdr=o0.

C’est une équation différentielle du 1 ordre, elle ressemble a :

u=20

u’—i—é
pn

avec,

1
u:/ qdx
0
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2.1. POSITION DU PROBLEME

sa solution s’écrit,

u=ce+"
faisant : ¢ — ¢(t)
u= c(t)e%ﬁt
up = c’(t)e%ﬁt — éc(t)e%t =d(t)er"=0
T

Quand t =0

d’ou la solution

Posons

ﬁ
/»Q\|
K
=
QL
S
Il
O\H
=)
=
8
~
S~—
QL
S
|
O\H
—
N\
D\H
=)
S
=
ISH
S
N———
Q
;S
T
QL
S

donc

/01 G(z,t) de =0 (2.8)

Dans tout le mémoire on va considérer ¢(z,t) = 0 au lieu de g(z,t) et pour ne pas alourdir les

notations, nous gardons la notation ¢(z,t)
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

2.2 Existence et unicité de la solution

Pour simplifier les calculs et pouvoir intégrer, on va adapter un changement de variable qui

a été introduit en premier par Nicaise [27 | comme suit

Z(LL’, P, t) - QDt(iC, t— pTO)

une simple dérivation donne
7-Ozt(xa P, t) + Zp(fE, P, t) = O
alors le systeme (2.1) se transforme en

(

prow — k(o + ), + pz(x,1,t) =0, € (0,1),t>0
Pt — byy + K (0p + 1) + 00, =0, x€(0,1),t>0
p30; + qo + 0y =0, € (0,1),¢ >0 (2.9)

Tq +PBq+ 0, =0, ze€(0,1),t>0

\Tozt(x,p, t)+ z,(z,p,t) =0, 2€(0,1),pe(0,1),t>0
avec les conditions initiales :
p(2,0) = @o(), pi(2,0) = @1 (2),0(x,0) = Oo(z) 2 € (0,1)
U(x,0) = o(x), (2, 0) = P (x), ¢(2,0) = qolx), =€ (0,1)
2(x,0,t) = ¢z, t), x€(0,1), t>0

oi(x, —t) = fo(z,t), x€(0,1) te(0,t)

et les mémes conditions aux bords (2.3).
Forme matricielle du systeme
Pour montrer 'existence et I'unicité de la solution du probléme(2.9) nous utilisons la théorie

de semi-groupe.

22



2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Soit ® = (¢, u, 1, v,0,q,2)" ott u = ¢, et v =1 la solution du systeme (2.9) tel que :

oy =u = — (¢ +9), — —2z(x,1,t)
1 1
b k )
77th§ =V = _¢mm - _2 ((;Oac +¢) - _e;t
1 )
et = ——(qy — _wtm
P3 p3
1
w=—-2q- 10,
T
1
Zt = 7'_02’0

Yt =Uu
k
Y = — ((Pa: + ¢)m - —z(ac, 17t)
1 1
Yy =w
b )
P2 Pg P2
1
gt = ———{zx — —'Qbm
gs 103
w =-Cq- 0,
T T
1
\Zt = T—OZP

notre probleme s’écrit sous la forme suivante

O'(t)+ (A+B)®(t) =0, ¢t>0

@(0) - q)o - (900790171/10,7?1790,6107 fD)T
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

plus précisément

U 0
LA L )
Ot P1 P1 P1 —U
! b . 5 0
Yue pr . P2 (o 5 v) P2 * o 0
0y — Gz + — Y1z 0
P3B 13
a —q+ =0, 0
Zt 1 0
—z
——— p —_—————
@/ (1) N 0 y Bo
A(g)

On considere les espaces de Hilbert suivants :

L3(0,1) = {w € L*(0,1) : /l w(s)ds = o} . HN0,1) = H'(0,1)n L%*(0,1)
HZ(0,1) = {w € H*(0,1) : w,(0) = w,(1) =0}

et
H = Hy(0,1)) x L*(0,1) x H}(0,1) x L?(0,1) x L*(0,1) x L7(0,1)

x L*((0,1) x (0,1))

L’espace H est muni du produit scalaire

(®, D)y =k /01 (2 + 1) (gbx + @E) dr + p1 /01 utdr + b/o1 Vpbpda + po /01 vodr  (2.10)

1 1 1 1
+ ps3 / 00dx + 7'/ qqdzx + 1o | / / 2Zdpdx.
0 0 o Jo

et le domaine de 'opérateur A est donné par

deM|pe H0,1)NH;(0,1), ¢ e H0,1)NH0,1),
D(A) =< w0 € HL0,1), v,q € H(0,1)
z,z, € L* ((0,1), L*(0, 1)), 2(x,0) = o(x)

on a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 2.2.1

Soit &y € H. Alors il existe une solution unique ® € C(R*,H) du probléme (2.6), De plus,
si @y € D(A), alors € C(R*, D(A) N CH((RT, H)).
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

\ Démonstration\

On utilise 'approche du semi groupes. Ce qui veut dire que nous devons montrer que, A est
maximal monotone et que I'opérateur B est un opérateur Lipschitzien continu.
eA monotone

Soit ® € D(A). En utilisant le produit scalaire, on trouve :

1 1 1 1
(AD, D)y = —k/ (%—l-w)ux—k/ (Yo +1)u da:—|—|u\/ u? d:c—l—,u/ uz da;—b/ Y, dr—
1 1 1
/ V¥ dx—i—k/ (pet1h)v dx+5/ 0 U+/ q.0 dx+5/ 00, dx—l—ﬁ q dx+/ q0, dx+
0 0

|,u|//zzpdpdx

Apres la simplification et grace a la formule d’intégration par parties, on obtient

1

1 1 1
b / Vupv dr = blvth,]h — b / vy d = b / Ppvy dT
0 0 0

1 1 1
k/o (@2 + V) dx:k[ﬂ(@@ﬁ@/ﬁ)]é—k/o Uy (g + 1) dr = —k/o Uy (pe + 1) dx

1 1 1
5/ O,v dr = §[0,v]5 — (5/ Ov, dr = —6/ Ov, dx
0 0 0

et le fait que z(z,0) = u(z)

1 1 1
/qﬁz d:cz{qzﬁ]é—/ G20 dx:—/ 4.0 dx
0 0 0
1 1 /1 1 /!
//zzpdpdxzﬁ/ z2(.,1)d:v—§/ u? dx
o Jo 0 0
donc :

1 1 1 1 1 1 1
(AD, @)y = |p| [ v dw—l—u/ uz dr + —/ 22(.,1) do — —/ wdr+ B | ¢ dx.
0 0 2 Jo 2 Jo 0

Grace a l'inégalité de Young :

1 1 1
/ uz(.,1) dr < |ﬂ’/ 22 dx + i u? dx
0 2 Jo 2 Jo

1 _ 1
,u/ uz(.,1) de > illl 22(.,1) do — lu u? dx
0

Par conséquent,
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Donc A est monotone.

oA + T est surjectif

Soit G = (g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7)" € H . 1l faut trouver ¢ € D(A)
tel que :
I+ A)P=G (2.11)

I'équation (2.11) est équivalente a,

p

—utp=aq
— £ (s + ), + (6] + p1) u+ pz(, 1) = p1ge
—v+1=gs
— Dyy + K (pz + ) + 60, + pov = paga
Gz + 0Uz + p30 = p3gs

(/B+T)Q+9x = Tds

L Zp + Toz = Tod7-

a partir de La septieme équation de (2.11) avec (2.11) et le fait que z(x,0) = u(z) on trouve
Zp + ToZ = Togr

premierement, on résout 1’équation homogene,

dz
2+ 7102 =0& d_p = —Tp%
dz
& — = —1pdp
z

2(z,y) = Ce™™°

deuxiemement, on résout 1’équation non-homogene C' — C(p), ainsi

2, = Coe™ P — 1yCe™ ™

on remplace z et 2, :

—T
Cpe Op:T0g7
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

de
- = 20€T0p97

dp

C(p) —C(0) = /OP T0e*°’ g7 (1, s)ds

o
C=0C(0)+ p/ T0€ g7 (x, s)ds
0

tel que

d’ou
o
z(x, p) = p(x)e” ™ — e ™Pgy(x) + Toe_TO”/ e™%g7(x, s)ds.
0

A partir de la deuxieme et la troisieme equation du systeme (2.11), nous avons
U=¢—4ag GH{%(Ovl)

v=1—gs € H(0,1)

remplacons par u et 0., v,z dans les autres équations

;

1
—k (e + ), + 1+ pro+ ppe™™ = pigi +e g — Toe_TOM/ e™gr ds + |pu[+p1g1
0
—bpe + K (pz + ) = (B + T)q + p2v) = p2gs + p2gs — 6T Gs

Qo + 0y + p3 = =093, — p3 (95 -7 / ge(y)dy) G3a
0

\

A partir de (2.11)gype, On trouve

0, = T9e — (6"‘7—)(]

alors
o= [ "ot dy = 547) [ atw) o

donc

1
—k (pe +¥) + Up = figy + p1g2 — proe " / e™*gr(x, 5)ds
0
—bpe + K (pz + ) = (B + T)q + p2t) = pags + p2gs — 07 gs

4z + 0thy — p3(B + T)/O q(y) dy = —0gs. — p3 (95 - T/o gﬁ(y)d’y)
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

ou
T0

( ~ J—
fi = p1+ [p| + pe
1
hi = figr + p1g2 — proe” ™ / e™ g7 (x, s)ds
0
he = p2 (g3 + 94) — T0gs

hs = —0g3, — p3 (95 - T/ Qﬁ(y)dy) :
L 0

Multiplions les équations (2.11)q, (2.11)s, (2.11)4 respectivement par @, et § et en intégrant

par partie sur (0, 1), on trouve

1 1 1
i [t vpdosa [ opdo= [ mp s
0 0 0

1 1 1 1
—b/o zpmz;dﬁn/o (goerw)z/dea:—é(ﬁJrT)/o q;&dﬂpmz/?dx:/o hoth dx

/Ol%:fi dx+5(5+7)/01?/1x67 dm+p3(ﬁ+7)2/01 (/Oxcj(y) dy/ox(j(y)dy) dr = /01 h3/0$c](y)dydx

la formulation variationnelle associée, prend la forme

B ((so,w,Q), (@ﬂ@d)) = F(¢,¢,q) (2.12)

ol B est une forme bilinéaire de [Hy(0,1) x L7(0,1) x H}(0, 1)}2 dans R définie par :

B ((w,w,q),(@nﬁ,d)) = k/ol (¢z + 1) <95x+1/~1> da—+(B+T7) /01 qq dx+b/01 V) dz+po /01 W da

xT

i) [ addera [ g drrosen) [vaderpsany [ ([ ot an [ atan) o

et F est une application linéaire de [H;(0,1) x L3(0,1) x H/}(0,1)] dans R définie par
y 1 1 1 z
F(p.02) = [ mpdos [ maddes [ [ awdyis
0 0 0 0

Maintenant définissons I'espace V = [H(0,1) x LZ(0,1) x H}(0,1)] équipé de la norme

(e, ¥ )llo = [1(0x + ¥

et appliquons le théoreme de Lax-Milgram pour montrer 'existence de la solution de (2.12).

Tout d’abord, on commence par :
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

la continuité de la forme bilinéaire :

B(.,.)continue, alors :

de > 0:|B(z,2)|< d||z||v|z|ly Vz,zeV

Bl = [ o) (2 d) dor @) [Caadeso [ it [ v o

1 1 1
—5(5+T)/O q¢dw+ﬁ/0 gpcﬁdx+5(ﬁ+7')/0 PG dx

wot+ o [ ([Catw o [ty a

1
i
0

1
+p2/
0

Vpath| dz

(ea +0) (G + )| d$+(ﬁ+T)/01|qQ\ dw+b/0

N 1 1
i o+ [lopl do 56 +7) [ il da

([fawan [ q@)@)‘ dr.

D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz et 1'inégalité de Poincaré, on a :

1
0

vl dx—é(ﬂw)/

1

+p3(8 + 7)2/

0

|B(z, 2)[< K| (v + ) ] (9590 + 15) 1+ (8 +)lallall + ol ges 11+ pallw 1]

=808+ D)llalll N+ allell el + 68+ elall + ps(8 +7)law) ()]

< cllp, b, qllllo@: ¥, dllv-

Donc B(.,.) est continue.

% La coercivité de la forme bilinéaire

B(.,.) coercive :

Ja>0 B(X,X)>alz||} Vee V
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

on a :

BEX) =k [ ot (6ot 0) ot o 7) [aidors [t [ vd e

—5(ﬁ+r)/01q;5da:+a/Olgogadx+5(ﬁ+r)/ol¢c1dx
wot+ o [ ([Catw o [Catay) as

1 1 1
B((p, ), (g1, 9)) =+ / (n + )2 de + (B +7) / Pde+b / Y2da

1 1 1 x 2
+p2/0 deHﬂ/ﬂ 902dx+p3(ﬁ+7)2/0 (/O Q(y)dy) d

> min {k, (84 7). b, p2, i1, p3(8 +7)*} [0, ¥, g

> clle, v, qlly

Donc B(.,.) coercive.

v La continuité de la Forme linéaire

F(.) continue, alors :

38> 0,|F(X)| < 8| X]. VX eV

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz, on trouve

1 1 1 x
/ h1p dx +/ hotp dx +/ hg/ G(y) dy dx
0 0 0 0

1 1 1 x
g/ |h1 9| d:1:+/ |hat| dx—i—/ ]hg/ q(y) dy| dx
0 0 0 0

< 1 llI@IH P21 117 1l

|F(z)| =

< max |1 1] (112, .
< 5“@&;@”\/

Donc F(.) est continue.

D’apres le théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique, x € V' tq :

B(z,%)=F(%) YZeV
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

% La régularité de la solution

A partir de I'égalité (2.11), on aurait ¢ = u—g; € Hj et de (2.11)3, on aurait ¢ = v—gs € Hy.
De plus, si (¢,§) = (0,0) € Hy(0,1) x L2(0,1) on a,

1 1 1 1 1
) b dx — b hdr= | hypd
k:/o (e + ) d$+b/0 Pyt dx p2/0 Y1) d:v+5(ﬁ+7)/0 q dw /o 21 dz,

on integre par partie et apres simplification on obtient

1
/ (s + ) + bibas — o+ 8(3 + 7)q — h) D div = 0.
0

1
/<k:sox—<k+pg>w+b¢m+a<6+7>q—hmﬁ dr = 0
0

Ce qui implique que VT; € Hy.
(kz — (k4 p2)tb + bhye + (B + 7)qd — hy) =0,

bwwz = k@‘% - (k + P2)¢ + (ﬁ + T>q5 - h2-

et comme 1) = v + g3, alors

bhee = kpr — (k+ p2)(v + g3) + (B + 7)qd — ha,

e = (k + p2)(v + g3) —i—ﬁ% B (B—;;T)

Par la théorie de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il en résulte que
¥ € Hy(0,1) N H(0,1).
Par ailleurs, pour tout ¢ € C;([0,1]) € H(0,1) une intégration par parties donne

1
0

1
b/ wmwx—/ (k4 p2)o + ko — (B + 7)5q — ha) & di = 0
0

En utilisant lintégration par parties, on trouve

1
0

1
b/ wmxd:c—/ ((k+ po)tb + ks — (B4 7)0q — ho) & do = 0
0
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Ya(1)e(1) — ¥2(0)9(0) = 0, V¢ € CH([0,1]).

Donc

Ya(1) = 9u(1) =0,

par conséquent,
Y€ H?(0,1) N H(0,1).

D’autre part si v» =0 on a

—kQpr + up = hy — k1,

alors,

1
/ (—kge + Up — hy — kt,) @ dx
0

ce que implique que ¥V € H,
—kppr +0p —hy + ki, =0

_kgpxz = ﬂg@ —hi + k@Dx

et comme ¢ = u + g,

U h
i 4 ,
—Yugl L
P l{u+ k’gl k‘ +77Z)a: €

par conséquent : ¢ € H?(0,1) N Hy(0,1) d’autre part, si¢ = Y=0ona

o+ (B T)os / ") (y) = S + by

on integre par partie et apres calcul on obtient

/01 (—qz + (B+7)ps /Oz () (y) — 0t — hg) i dr

Ce qui implique que Vg € H,

o+ (B T)os / " 4W) W) — 5t — hyg =0
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

4o = (B+7)ps / C) W) — e —hed € L2(0,1)

il en résulte que ¢ € H*(0,1) N H(0,1).

Dong, il existe une unique ¢ € D(A) tel que (2.11) soit satisfaite. Par conséquent, la I'opérateur
A est maximal. Avec cela, nous concluons que A est un opérateur monotone maximal. En plus, il
est évident que l'opérateur B est continu de Lipschitz. En conséquence, A + B est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contraction linéaire cy- sur H. ce qui mene au résultat du

théoréeme 2.2.1

33



CHAPITRE 3

Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre on montre la stabilité de la solution du systéme, en adaptant la méthode

de I'énergie.

3.1 Energie du systeme

Lemme 3.1.1
L’énergie du systeme (2.9 ) est donnée par :
E(t)_ll 2 2 02 1L bi)? 4+ k 2 2d’M|70112 N dod
=3/ 01608 + oty + s + by + k(00 +0)" + 7¢°] dot = | S tydpdr
(3.1)
avec,
F(t) < -8 ' 2 |1l ' 2 |1l ' 2
< — ¢de — — | 2%(z,1,t)de+—=— [ ¢;dx Vt>0 (3.2)
0 2 Jo 2 Jo
| Démonstration|

Multiplions (2.9); par ¢, et intégrons par partie par rapport a x sur (0.1), avec les conditions

aux bords, on obtient :

1 1 1
pl/ 1Pt dx—k/ (s + 1)zt dw+u/ oiz(x,1,t) do =0
0 0 0

1d [* B 1 1
Plg@/ o dr — E[(@s +)pulizg + k?/ (Y + ) prp dz + ,u/ ¢iz(z,1,t) dz =0
0 0 ;
1d [* 1 1
p1——/ i do + k/ (¢ + V) pre dz + M/ oiz(x,1,t) do = 0. (3.3)
24t J, i i
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3.1. ENERGIE DU SYSTEME

Multiplions I"équation (2.9)y par v, et intégrons par partie par rapport a z, en prenant en

compte les conditions aux bords, on obtient :

1 1 1 1
tttd —b x:ptd k T td d emtd =0
mﬂwwx Awabm—ﬂw+wwx+ﬁ by da

1 1
Pz——/ Ui dx — b[tpathi]) 2o + b wmm dw+k/ (0z + V) d$+5/ 0 dz =0

2dt
1
b Wtz d 2 d
[ et de =35 vz

et on a :

alors :

1

1
2

Multiplions I’équation (2.9)3 par 6, et intégrons par partie par rapport & x on trouve,

1 1 1
pg/ 0,0 dx + / qz0 dx + 96 Y0 dr =0
0 0 0

on a .

1 1 1
5 / Vil dz = S[00]7=) — § / Dby do = —6 / Dby do
0 0 0
d’ou :
1 /1 1 1
,03—/ 0% dx +/ G0 dx — 6 | Y0, dx =0 (3.5)
2 Jo 0 0

Multiplions I’équation (2.9), par ¢ et intégrons par partie par rapport a x on trouve,

1 1 1
7'/ qtqd:c—l—ﬁ/ q2dx+/0$qu:0
0 0 0

1d

1 1 1
T—— q2 dr + 6/ ¢ dx + / 0,q dv =0 (3.6)

Multiplions I’équation (2.9)5 par |u|z et intégrons par partie par rapport a p et z on trouve :

1 1
o [ zalap.t) do+ a2z (op.6) do =0
0 0

1 1 1 1
Tg|u|//ztdpd:v+|,u|//zzpd,o:0

2(z,p,t) dpd:v—|—|u|//—z (x,p,t) dp dx =0
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Mth// (x,p,t dpdx—i—w/ *(z,1,t) — 2%(2,0,t)] dz=0

donc
T()’,u’ / / (x,p,t) dp dx + — ] 2(z,1,t) dx—M/1<p2 dx =0 (3.7)
2 dt ’ 2 T 2 J, !
Maintenant nous additionnons les égalités ((3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7)), nous obtenons

1

1
Cpettrin [ tansp [taro [ Gacin [ @i [ fa
0

o|u|2dt// (e, p.1) dp da

1d
.__
2dt

1
B/ q dx+|ﬂ|/ (x,1,t) d x—% ©? dx.

0

Stabilité exponentielle

Pour Prouver cette décroissance exponentielle, nous avons besoin de construire une fonc-
tion de lyapounov équivalente a 1’énergie, pour cela nous avons besoin de quelques lemmes

importants

3.2 Construction d’une fonctionnelle de Lyapounov

Lemme 3.2.1

Soit (p,1,0,q, z) la solution du probléeme (2,9), la fonctionnelle Fy définie par

Fi(t) = — /0 res + o] do (3.8)

vérifie pour tout 1 > 0

1 1 2 1 12 1
Fi(t) < —p / pidr — py | Yidz+c (1 + —) / (0o + 1) da + ¢ (1 + —) / Vidw
0 0 €1/ Jo €1/ Jo

1 1
+c/ 0*dz + & / 2(z,1,t)dx
0 0
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Démonstration \

Dérivons Fi(t)

F(t) = —m Uolsottso dw+/01<p? dw} — 2 [/Olwttw dx+/011/1? dw}

1 1 1 1
= —/ p1up dv — Pl/ 80? dr — / p2utp dx — / %2 dx
0 0 0 0

p1pu = k(e +0)p — pz(z, 1,t)

p2¢tt - bqu)ccm - k?(SOz + ¢) - 501

et on a:

donc :

1 1 1

1
—,02/ V7 da.
0

une intégration par parties donne :

1

/0 E (s + )] dr = — k(g + V)2 + & / (o + ¥)ps = k / (60 + ¥)ps

1 1 1
—b wath dz = —b [, |t + b 2 dr =b 2 q
/Ozbtbw W)@/}]o+/0%93 /waas

1 1
5/ emdx_a/ O, da
0 0

donc :
1 1 1 1 1 1
Fl(t) = —pl/ ©? dx—pg/ V7 dx—l—b/ P2 dx—i—k/ (putt))? dw—l—é/ ),0 dx—l—,u/ pz(x,1,t) dz
0 0 0 0 0 0
Appliquons l'inégalité de Young :

1 1 1
5/ zﬁﬁdmﬁd—g/ ¢§+£/ 62 dx
0 2 Jo 2e Jo

et en appliquant I'inégalité de Young, puis l'inégalité de Poincaré, on constate que

1 e ! uo
,u/ pz(x,1,t) dr < —/ @ dr + —/ 2(z,1,t) dx
0 2 Jo 2¢ Jo
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

on veut avoir :

alors :

1 u2 ! 1
u/ wz(z,1,t) de < —/ ¢ dx +81/ 2(x,1,t) dv
0 4e1 Jo 0

Par conséquent

1 1 2 1
Fl(t) < —pl/ gp?da: — pg/ wfda: +c (1 + Z—) / (pz + w)Q dx
0 0 0

1
12 1 1 1

+c <1+—>/ wid:c—i—c/ 92dx+€1/ 22(x,1,t)dx
€1 0 0 0

Soit (p,1,0,q, z) la solution du probléeme (2,9), la fonctionnelle Fy définie par :

Lemme 3.2.2

1 x
Fy(t) = —% 0 0 (/0 wt(y,t)dy> da

vérifie pour tout €5 > 0

1 1 1 1 1 1
Fy(t) < —%/ wfdx+2£2/ 1/)zdx—|—82/ (02 + ) dz+c (1 + —) / dex—l—c/ ¢ dx
0 0 0 €2/ Jo 0

Démonstration \

DérivonsFy(t)

1 x 1 x
Fy(t) = —% p3«9/ Uy, t) dy do — %/ 9/ patbu(y,t) dy dx
0 0 0 0

de (2.9) on a :
p3b = —qz — 0Py

1 T 1 x
Fz’(t)z—%/o (_qx/(; Ui(y, t) dy) dw+p2/0 Yty (/O Ui (y, 1) dy> dx
2 [o([ ) o[ 5w o [1.0)
Bl bipedy | do + 2 [ 0 (o, dy ) d 0 0, dy) d
([ o o[ o) [ o[ o)

donc
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

une intégration par partie, en prenant en compte (2.3), nous donne :

- qx(/ Yy, t dy)dx———/ @thdff‘i'?{/xd]t}:_&/lwtqdm
/12/ w(/ Gl dy) dl’——m/ U2 dz + po [w/ wt} =—p2/ U2 d
bpg/ (/ wyydy) x:—73/0 wmedﬂf/o () — (0, 1)] /wyed
YR P

donc

1 b 1 1 1 x
1(t) = —po / yRde—2 qwt =22 [ s / 02— / 9( / kr(soyw)dy) di
0 5 5 0 6 0 0

1 1
b
Appliquons l'inégalité de Young sur les termes % / qy dx % / O, dx
0 0

QU

1 1
P2 2 P2 2
—= d < P2 d — d
- qutar 25 q x+25€/01/1t T

on veut avoir :

P2 _ P _1
2 2 7%
alors :
P2 P2
5 i qwtdx_252 i q dx—l——/ V7 dx
bP3

b
Ql/de < gfs g+ p3/¢d
on veut avoir :
bps ~ bps

——= =9 = - 12
20¢ “2 c 40eq

alors :

b,og b*p3 2 o
5 9¢xd < —= 45 9 dzx + 2e5 Yrdx
0 €2 Jo 0

1 x 1 1
Lo ([ re s o) do< [ anie [, oty
0 0 0

52 0

par conséquent

1 1 1 1
Fi(t) < wtdx—l—%g/ (U dl’+€2/ (0 +1)° dx+c<1+ )/ 92dx+c/ ¢ dx
0 €2/ Jo 0

0
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Lemme 3.2.3

Soit (p,1,0,q, z) la solution du probleme (2.9), la fonctionnelle Fj définie par :

1 1 T
F3(t) = _PQ/O Yiydr — Pl/o o (/0 ¢(y,t)dy> dx

vérifie pour tout 3 > 0

bl 1 1 1 1 p2 [
Fi(t) < —5/ Yidr + 53/ idr + ¢ (1 + —) / Yidr + c/ 0*dx + 7/ 2(z,1,t)dx
0 0 €3/ Jo 0 0

Démonstration \

Dérivons Fj(t)

F3(t) = —po /01 V7 dx + py /Olwbtt dr — /01 P1Put (/Oxw(yﬁ)dy) dz — py /01 O </O:v wt(y,t)dy> dx

et on a :

prow =k (wp + ), — pz(z, 1,t).

p2¢tt - b1/)xa: —k (902: + w) - 6‘93:

1 1 1 T
Fi(t) = —ps / 42 dut / b (s — k(s + ) — 66,) d@“‘/o k(o) obpz(a, 1, 1) / by, t) dy da

1 x
—/)1/ sot/ U(y,t) dy dx
0 0

E3(t) = —p2 /01 U d:c+b/01 (- dx—/ol k(pz+1) de—o /01 0,1 d:c—/o

1

k(zt1))a ( /0 xw(y,t)dy) dx

+ pz(z, 1,1)] (/Dxib(y,t) dy) dz — p1 /01 o /Omw(yi) dy dx

On integre par partie tenant en compte les conditions aux limites :

/Olbwm:—b[wxmb/olwi:b/olwi

1 1
6/ szzdm:é/ 01,
0 0
donc :

1 1 1 1 x
(1) = —b 24 2dx + 6 Odx — ; t(y,t)dy | d
Fs(t)1 /0% frf;rpa/o Yydr + /0% T pl/ow(/ot/)(yt) y) T
b [ ot ( / w<y,t>dy) e
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Appliquons I'inégalité de Young :

1 1 1
5/ @bxedxﬁ(s—g/ 1/J§dx+£/ 6? dx
0 2 Jo 2e Jy

on veut avoir :

alors :

1 b 12 52 1
) L0 de < = — 2
/Ow x_2/0wxdx+2b/o«9dq:

et avec I'inégalité de Young et Cauchy Schwartz

1 z o1 pre 1 T 2
p1/ ©t (/ wt(yi)dy) <= | pldr+— (/ le) dx
0 0 2e Jo 2 Jo 0

IN

IN

IN

et :

Par conséquent :

b 1 1 1 1 1 2 1
Fg(t)g——/ wgdwrag/ @fdx—i—c(l—l——)/ wfdx+c/ dex+u—/ 2(z,1,t)dx
2 /o 0 €3 0 0 b Jo
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Lemme 3.2.4

Soit (,1,0,q,z) la solution du probleme (2,9), la fonctionnelle Fy définie par :

Fu(t) = Tpgfole (/qu(y,t) dy) dz

vérifie pour tout &4

1 1 1 1
Fi(t) < —% 0*dx + 84/ Vidr + c (1 + —) / ¢*dx
0 0 €4/ Jo

Démonstration \

Dérivons Fy(t)

1 x 1 x
Fi(t) ZT/ p39t/ q(y,t) dy dr+/ 9p3/ Tq(y,t) dy da
0 0 0 0

et ona:

/)3915 = —Qy — 6wtm

Tqr = _Bq - 0:5

Fi) =+ | R ( [ atwt dy) w+ | o | a-0, ) as
Fi(t) = —T/Oqu (/0 o dy) dx—é/olwm (/0 o dy) d—fps /0 0 (/Oq dy) d
—pg/ole </0I¢9ydy> dz

en utilisant 'intégration par parties, on obtient

—T/OIqx </qu(y,t) dy) dIZT/OI‘l’2 dv = [q/oxqw)dyr:
_75/01% (/qu(y,t) dy) dx:T(S/Olqwt dv = — Uolwt/oxqw)dy}_:

et d’autre part
1 T 1
—p3/ 9(/ 0, dy) d:l:’:—pg,/ 0? dx
0 0 0
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

d’ou

1 1 1 1 x
Fi(t) = —pg/ 0%dx + 7'/ ¢*dx + 75/ qydx — Bpg/ 0 (/ q(y,t)dy) dx.
0 0 0 0 0

Appliquons I'inégalité de Young :

1 1 1
57/ qidr < 15/ ¢ du + 7-68/ V2 da
0 0 0

2e 2
To€E N 284
€4 = — €= —
4 2 70
alors :
1 7_252 1 1
(57/ qdr < — | ¢ da:+€4/ V2 dx
0 dey Jo 0
et :

1 x ) 1 ﬁQP 1
—ﬁps/ 6 (/ Q(y,t)dy) dx < —3/ 0°dx + 3/ ¢*dx
0 0 2 0 2 0

Par conséquent :

1 1 1 1 1 *
Fi(t) < —%/ 0*dx + 54/ Vidr + c (1 + —) / ¢dx — pg/ 0 </ Qx)
0 0 €4 0 0 0
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Pour la suite On pose

(o) (2 oy T
5_{(7 HP3)<b “> bHPJ

Lemme 3.2.5

Soit (p,1,0,q,z) et supposons que £ = 0, la fonctionnelle F5 définie par :

F5(t):%p2/ol¢t(90z+¢) ‘Pt%«d —%<&—&>/019%d33

0 0k \b K

br P2 P1 /1
+5K(b K) et o) o

vérifie pour tout €5 > 0

1 1
BO<-3 [ (ot ofdore [ 21 d
0 0

1 1 u2 [l u2 [l
—l—c(/ 1/1t2d$+/q2dx+—/ widx—l——/ «92dx>.
0 0 € Jo € Jo

| Démonstration|

Dérivons F5(t)

Fl(t pz/ Uz + 1) drﬂ+/ Ui +);

1 1

(/ Ot x dl"+/ Ot dfl?)
0 0

_%@_&) [0 d:v+/0 i) (o) ([ +¢)d:):+/1( ) do
TEVAVA S VAR AV PAV o 1T
/ Tp? pr3 P2 _ P1

F /¢tt (¢z + ) 5k <b k)/ 9S0ttd33+ /?/Jt
L (@_&>/ a4 (pz + ) d:c+b—7<@—&)/ qsotd:c+b—<@—&>/lq@/}tdx

0K k7 Jo ’ 0K k) Jo T F 0k \'b k7 Jo

b 1
o (22 [ppn =2 (2 -2) [ o
0

Maintenant, nous élaborons les termes du membre de droite de (3.13), en utilisant I'intégration

1
P t)pd
0
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

par parties et les conditions aux limites

1 1 1 1
= — 2 —
pQ/ b (0 + ) fs/o (o + ) d:v+b/ b (9o + ) do 5/0 0, (0 + ) da
1
/OQQ% dx——/ (pz + ) dac—k[/jl 0z(z,1,t) dx
1
ttxd - — Tx T dr — x 717td

m/osowx F»/Ow(sow)xu/owztv ) dx

1 1 1
/ @ (s + ) dx:—ﬁfo ¢ (s +9) dx—/o 0. (00 + 1) du

1 1 1
—P3/ O dox = —/ qztpr dx + 5/ Oz dx
0 0 0

! 1
bB (p2 ! /1 B / ubtps /s o /1
(5:‘43 ( b > 0 Q(QOI +w) dx I€2 0 ¢$Z z, 17t) dI + < I{) ; 92<I, 1,t) dl‘

KOpr \ b
bps [( p1 ) <p2 p1> TWSQ] /1
+ = r=- =) (E-58) - 0, (0z + ) da
op1 Kp3 b K brps | Jo (= +9)
Appliquons 'inégalité de Young en posant :
bt (p2 &) —A
- 0K (b K
pbt
K2 =5

e (F-)=c

1 2A2 1 1
A/ qwtdeT qzda:—i-g/ V2 dr
0 0

0 2620
1 A2 1 ) T 1 )
At dosy [@are ] [erw
0 T 0

/0¢z2(w71,t) dx<2M€5/ Y2 dx +—/ (z,1,t)?
1
0z(z,1,1)

1
-B
02 2 1
C/ z(x,1,t) doe < /9261 —|——/ (z,1,1)
0 2uPes

1 1
Fi(t) < —%/ (Px +¢)2 dm—i—ag,/ 2(x,1,t) dov
0 0

1
—i—c(/ wfd:c—i—/ ¢* dx + = /dex—l— /62da:>.
0 €5 €5

par conséquent :
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Lemme 3.2.6

Soit (,1,0,q,z) la solution du probleme (2.9), la fonctionnelle Fg définie par :

1 1
t) = 7o / / e "z(x, p,t)zp(, p,t)dpda
0 0

1 1 1 1
T Y A T e R
0 0 0 0

Démonstration \

Dérivons Fi(t)

vérifie

11
F§ = 27-0/ / e Pz(x, p,t)z(x, p, t)dpdz
o Jo

et on a
oz, p, t) + 2p(x, p,t) =0
Zt(‘T?pa t) - __Zp(xv Ps t)
To
11
Fg = —2/ / e "z(x, p,t)zp(, p,t)dpda
o Jo
et
e Pz(z, p,t)z,(x, p,t) = §d_€ TP, p,t) — e P22 (z, p, 1)
donc

1 1
/ / e 22 (2, p,t) dp dz — €2, p,t) dp d“’_m/ / e pt) dp do
,0
FG’:_/ e ™ [2*(x,1,t) — 2*(x,0 t)} dx—To/ / P22 (z,p,t) dp da
0

1 1
Fg<—¢e™ 2(x,1,t) dor + 7 e_”’sz(x, p,t) dpdx| + | 2*(z,0,t) do
\m’o'/ 0 0o Jo 0

©?

1 1 1 1
Fg=—my [/ 2(z,1,t) do + 7'0/ / e ™22 (x, p,t) dp dx} +/ ©? dx.
0 o Jo 0

Maintenant nous pouvons donner une expression d’une fonctionnelle de Lyapounov comme

suit :
P1

Z(t) = NE(t) + Fi(t) + N1Fy(t) + NoF5(t) + N3 Fy(t) + NyFs + 5 — Fg, (3.10)

et le lemme suivant affirme son équivalence avec 1’énergie
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Lemme 3.2.7

Pour N suffisamment grand, le fonctionnel défini par :

ZL(t) = NE(t) + Fi(t) + N1 Fy(t) + NyFs(t) + N3Fy(t) + NyFs + l;lFs,

ou N et Ni sont des nombres réels positifs a choisir convenablement plus tard, satisfait

E(t) < 2(t) < &E(t), Yt>0 (3.11)

\ Démonstration

Soit

G| = [Z(t) = NE(t)| =

ﬂ@+mg@+mg@+mm@+mg+%@

si on remplace par les Fj(t),i = 1..6 on obtient :

601 =~ [ oo+ o) e 3 (<22 [0 ([ tan) ar)
+ Ny (—,02 /01 Vhydr — py /01 R </Oxlp(y,t)dy> dl’) + N3 (Tpg /01@ (/qu(y,t) dy) dm)

br 1 b 1
AL / e () da+ N2 / prinde — N, (2201 / 0, di
0 0

0K b K

br (p2 P /1 p /1/1 -
g (5 =) [ ateer ) ot (e ).
Yok \b k7 Jo q(px+ 1) do+ 570 o Jo e "Pz(x, p,t)z,(w, p,t) dp dx

a 'aide de 'inégalité de Cauchy Schwartz, il vient

PQP3N1

1 1
t)] Spl/ || do + /02/ || da +
0 0

1
%/d@ﬁ@

1
—|—p2N2/ |¢t1/1|dx+p1N2
0
1 T p
+Tp3N3/ 9/ q(y, t)dy| dx + 70 1/ / TP 223, p, t)dpdx
0 0
bT N.
|2 [ttt i

TpaNy 1
2 [ o+ )] da
0
@—— ‘/ |0p;| dx

broiN, (! brps N
N TP12 4/ ot dar + 7p3 Ny
K 0 0K

/¢w,@

dx

_|_
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et grace a l'inégalité de Young

pl/ sotsodrc<—/ prde +—/ phd

fg/¢“m<m/o%+W<M+m/abm

/wtwdw—/ 2 di +—/ 42 dr

N1P2P3/ / 102/)3/ N1pap3 /1 2
dy dz < dx 0° d
v dy da VP do S0 |6 da

1
N2p2/ Wtdmsﬂ/ w2dx+2—”2/ W2 d
0

1 T
plNQ/ @1 (/ Y(y,t) dy) de < P2 /?ﬁ
0 0
1 T N N
TpgNg/ 9(/ q(y,t) dy) dr < TPs 3/ 7 d:L‘—i—M/ 62 dx
0 0 2 0 2 0

s B [ B o

brp N, broy N, 1 b N.
o 4/ 1y do < TplQ / wr dx Tpl 4/ V2 dx
0

K2 2K
P 11 1l
—7'0/ / e Pz(x, p,t)z,(x, p,t) dp dx < —7'0/ / 22(x, p,t) dp dx
2 " Jo Jo 2" Jo Jo

donc :

bT Ny ! p1  p2 pilNa  TpiNy !
aol< (24N 2 g P2 b2 d
o< (24 5+ 55t) [t do (5 b2 22 L) [0 o

' N~
aq a2

1 Ny Nips 7Ng / P1 Tp2Ny /1 2
S22 d k d
(2+ > T T 2/{> prti d+ (G = | Klpa T y)de

g g
a3 Qg

N3t Nips / 2 N3/?3/ 2 p o [lulm /1/1 2
0 dx d — | —= t)dpd
+\< 5 T 55 )1 P3 +— i T+ PR 2*(x, p,t) dp dz

S~—~— ~—

a6

2
¢, dx

~~

as ar

< max(aq, g, s, 0, a5, g, a7 ) B (t)

Par conséquent :

| Z(t) — NE(t)| < cE(t)
—cB(t) < ZL(t) — NE(t) < cE(t)
(N —)E(t) < Z(t) < (N +)E(t)
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si on prend :

cgc=N—c et c=N++c

telle que N > ¢ on obtient alors :

aBE(t) < ZL(t) < e B(t)
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

Théoreme 3.2.1
Soit (p,1,0,q, z) la solution du probléme (2.9)

. _ P1 (P2 ,01) Tp16° -
si E=|T—— (57 ——)— =0
K3 b K bk p3
alors,

E(t) <k E(0)e ™! (3.12)

Démonstration \

Dérivons (3.10) et utilisons les lemmes précédentes, on obtient

Z'(t) = NE'(t) 4+ F(t) + N1 Fy(t) + NoF5((t) + N3Fy(t) + NyFi(t) + %Fé(t)

1 1
L'(t) < N [—6/0 q2dx+|u\/0 ©; dfc}

1 M2 1 M2 1
/(ptdx—pg/ ¢tdx+c(1+ )/ (g0$+1/))2dx+c(1+€—)/widx+
0 1/ Jo
/ 62d:c—|—€1/ *(2,1,t)dx

1 1 1 1 1 1 ]
N {—% S R TR (1 " 8-) | #are [ i
0 2 0 0

0 0

b 1 1 1 1 1 MQ 1 ]
+N, {—— ¢§dz+€3/ wfdx+6<1+—)/ ¢t2dx+0/ 92d9:+—/ 2 (x,1,t)dx
2 Jo 0 €3/ Jo 0 b Jo ]
1 1
+ N3 {—3/ 02dx+54/ wtdx+c<1+ )/ qzdx]
0

S 1 1 w2 ! w2 -
N {——/ (ot ) do e [ a1 d:c+c(/ vido+ [ dos s [utaos 92dw)
2 0 ) 0 € Jo € Jo .
%[—mo (/ z x,l,tda:+70// (x,p,t dpdx) /gofdx]
0
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

par conséquent :

Z'(t) <

_ . L
— |BN — ¢N; — ¢N3 (1 + —) — CN4:| / ¢dx

L €4 0

[P1 ! pimoty [ [1
— | = —e3Ny — |,u\N] / Oldr — / / 22(z, p, t)dpdz

- 1 1
_ @N1+02—54N3—CN2 (1+—) —CN41 / w?dx
| 2 €3 0

(b 2 2 1
— —NQ — 2€2N1 —C (1 + ’u—) — %N4:| / ¢id$
0

|2 €1 €5
[ p3 1 cp? ' 2
—|=N3—c—cNy[14+— ) —cNy— —N, /de
| 2 €2 €5 0
M 12 1
_ —N4—€N1—C(1—|——):|/ (Soz‘i‘lb)Q dz
_2 €1 0
[ p1mg % ' 2
— — &1 — 5Ny — —N, / z2%(x, p, t)dz.
2 b 0
Commencons par choisir les ¢; ¢ = 1,5 comme suit :
mop1 . TN, P _ P2 _ P1My

&1 =

1 ) 62——4N1 ) 53_4]\72 , €4 Ny €5 = 8N,

En remplacant, on obtient

1
Z'(t) < = [BN — cNy = N3 (1 + Nj) — Ny / ¢'du
0

- 1
%Nl —CN2(1+N2) —CN4:| / @Dg dx
- 0

r 1
gNg—c(l—i—uZ)—c]\Q (1+u2N4)]/ V2 da
L 0

- N 1
@Ng —c—cN; (1 + —1) —cNy — c,uQNf] / 0% dx
0

:ZN4—C(1+M2)} /Dl(sonrW dz — [% - !uIN} /O1 p; dx

r 2 1 1 p1
pito N—NQ / 2(x,1,t) dv — w/ / 2*(x, p,t) dp da.
L 8 b 0 2 0 Jo

choisissons N, assez grand tel que

.
04121N4—C>0
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puis nous choisissons Ny assez grand de sorte que

b
042:§NQ—C—CN4>O

aprés Np est choisi assez grand pour avoir,

s = %Nl — eNo(1+ Ny) — eNy >0

aprés N est choisi assez grand tel que
as =N —cNy —cN3 (1 + N3) —eNy >0

Finalement on choisi |u| trés petit tel que :

2
m;no—’%Ng>O

P1
— — |u|N >0
4 |/“’L| )

g —cp*(1+Ny) >0, ay—cu?Ny >0

1 1 1 1
L) < —%/ k(pp + 1) do — %/ b de — 22 | po? da — %/ 0362 dz
0 0 P2 Jo P3 Jo

1 1

o o

> Tq2 dx — —6/ plcpfdx
T Jo P1 Jo

. 1 Qg (3 Oy O Og 2(1/7
<-mn|—,—,—,—,—,—

/ [k(Ww + )2 4+ b2 + porh? + p3b + TG + pro; + |M2| 0 / 2(z, p, t)dp} dz
0 0

on pose :

1 Qg9 (3 g (O Og 20[7
?7_7_7_7_7_7 =C
pr op2 p3 T p1 |ulTo

donc :

Z'(t) < —c3E(t) Vit >0

A partir de (3.10)
2t < -22(1)

C2
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3.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTIONNELLE DE LYAPOUNOV

C3
on pose : ky = .
2

L'(t) < —k L)

une simple intégration, nous conduit a :
ZL(t) < Z(0)exp™™!

I'équivalence entre Z(t) et E(t), nous donne

E(t) < kK E0)e ™, vt>0.

ce qui acheve la preuve du lemme.
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CHAPITRE 4

Stabilité polynomial

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude du probleme précédent (2.1) sans retard

(n=10,§#0)

4.1 Position du probleme

Considérons un probléme unidimensionnel de Timoshenko avec deuxieme son comme suit

(

plsott_'%(gpx—i_@b)xzoa $6(071)7t>0

pgwtt—b¢xx+fi<g0x+¢)+58x:O, xG(O,l),t>O (3 1)

p36t+q:13+5¢ta::07 ZEG(O,l),t>0

|76+ Bg+0, =0, z€(0,1),¢t>0

sous les conditions de Dirichlet Newman
0(0,t) = o(1,t) = . (0,t) = ¥ (1,¢),0(0,t) =0(1,t) =0 VYVt >0
et les conditions initiales

(,0(1’, O) = cpo(x),gpt(x,O) = (,01(1‘),&(1’,0) = 90(17) LS (07 1)
1/)(1’, 0) - %(x)albt(%o) - 77D1(ZE), q(x,()) = qo(x), LS (07 1)
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

4.2 Energie du systeme

Lemme 4.2.1

L’énergie du systeme (3.1) est donnée par :

1 1
Bty =1t / (016 + pat? + pa® + B2 + k (00 + ) + 7¢°) da
0

1
"(t) :—6/0 ¢dx

de plus,

\ Démonstration\

Multiplions (3.1)1, (3.1)2, (3.1)3, (3.1)4 par ¢y, 1, 6, g respectivement, et intégrons par partie par

rapport a x sur (0, 1), en prenant en compte (les conditions aux bords), on obtient :

1 1
. pl/ o da:—k/ (o + 0)u] r do = 0
0 0

1d 1 1
pli%/ 03 dw+k’/ at(pz +10) dz =0
0

. p2/1¢ttwtdx—b/ wmmdwk/l(goﬁzp)wtdm+5/1em¢tdx=o
pgﬁa/ Y2 d:zc+b/ ¢x¢txdx+k/(sox+w)wtda:+5/ 0,1, dx =0
p2§§/ V2 d +§E 1/} dx+k/1(¢x+@/))¢t dx—|—5/01 0,0 dz =0

° p3/ Gtéda:—l—/ qxedx—l—é/ Wi dr =0
0 0 0

1 1 1 1
,035/ 0% dx +/ q.0 dx — 0 Vi, dr =0
0 0 0

1 1 1
° 7'/ qtqdm—i—ﬁ/ q2dx+/9$qu:0
0 0 0
1 1 1
1 2 2
7T— | ¢de+p | ¢ der+ | 0,qdr=0
2 Jo 0 0

(3.4)

(3.6)
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

en additionnant les égalités ((3.3),(3.4),(3.5),(3.6 ))nous obtenons :

1d/12d +k/1 (o +) d
Plet O@t X O%t% X

1 1
*%a/ wdoe gy [ 2 dm+k/<sox+¢>wtda:+a/ 0, da

1 1
—i—pg—/ 0% dx +/ q.0 dx — 0 1/1t0m dx
2 Jy 0 0

1 1
+§/q da:—l—ﬁ/q dx—i—/equxzo
d’ou :

1 1 1 1 1 1 1
Ld /pﬂpfd:lﬂ-/{/ (pr+¢)2d$~|—p2/ wfdx+b/ widxjtpg/ 92dx+7/ ¢dx
2dt (o 0 0 0 0 0

1
:—ﬁ/ q* dx.
) 0

Energie seconde : pour avoir 'équation de I’énergie seconde du systéme (3.1),on doit

dériver ce dernier par rapport a t, ce qui donne :

p1our — K (Pra + Y1), =0, x€(0,1),t>0
P2t — by + K (Yre + 1) + 00, =0, x € (0,1),t>0
P30 + Qe + 0y, =0, x€(0,1),£>0

Tqu + Bq + 0, =0, x€(0,1),t>0

\

En adaptant le méme procédé calculer E(t),on

Lemme 4.2.2

De plus, pour toute solution forte, on définit la fonctionnelle d’énergie du second ordre :

1
Balt) = 5 | [oaehiot oo+ pafl 4 b, + (o 00"+ 767] o
0

1
= —5/ q; dx
0

de plus,
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

\ Démonstration\

multiplions par ¢y , et intégrons par partie par rapport a x sur [0.1], en prenant en compte (les

conditions aux limites), on obtient :

1 1
Pl/ Gt dr — k/ [(Ptte + Vt)a) pre dz =10
0 0

d ! B 1
ﬂ_/ ‘PtQt dx — k(o + @Ut)sﬁtt]i;(l) + k’/ (Ptz + V)1t dz =0
2 dt J, 0
alors :
p1 d 1 ) 1
5o | erdrtk [ (0w +U)ou. de =0 (3.7)
2 dt J, 0

Multiplions I’équation par 1, et intégrons par partie par rapport a x en prenant en compte

les conditions aux limites,on obtient :

1 1 1 1
P2/ UYethy do + b/ UigaVy dv + k/ (Pre + )y do + 5/ Oty dx =0
0 0 0 0

1 1 1 1
P2 / Yy dv — b[@btz@/fttx]z(l) +b / Uiy do + k / (Ve + )Yy dz +6 / Oty dr =0
0 0 0 0

alors :

5 dt/ Vi, dv th/ Vaite dx+k/ (rz + i)y do — 6 /01 Obyre dv =0 (3.8)

Multiplions I’équation par 6;, et intégrons par partie par rapport a x en prenant en compte les

conditions aux limites,on obtient :

1 1 1
/)3/ 00, dx +/ Q0 dx + 5/ Y0y dz =0
0 0 0

alors

1

multiplions 1’équation par ¢; et intégrons par partie par rapport a x en prenant en compte les

conditions aux limites,on obtient :

1 1 1
T/ quqe dx + qq: dx +/ q0i dx =0
0 0 0

alors :

d I 1 1
g%/ Gdr+p | ¢ dov +/ G0z dx =0 (3.10)
0 0 0
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

En rassemblant les équations ((3.7),(3.8),(3.9),(3.10))

on obtient

1d [ 1 1
ST [Pl@ft + pobyy dx + k(@ +0)° + b/ Ui, + psbf da + TQ?] = —5/ q; dz

0 0 0
La méthode utilisé pour prouver la stabilité polynomiale est similaire a celle vu en chapitre 3
pour la stabilité exponentielle et qui consiste a construire une fonctionnelle de Lyapounov.Pour

en trouver une, les lemmes suivants nous seront utiles.

Lemme 4.2.3
Soit (,1,0,q) la solution du probléme (3.1), la fonctionnelle I; définie par :

1
L(t) = / Iproep + pathd] de

1 1 1 1 1
I(t) < —pl/ gofd:z:—pg/ @/J?dquc/ (¢ +1)° d:p+c/ @Z)zdx—kc/ 0*dx
0 0 0 0 0

Démonstration \

Dérivons I (t).

1
I(t) = —/0 [p1pep + p2et)], da

1 1 1 1
N [/ gottsodw/ sofda:}—m{/ wttww/ w,?da:}
0 0 0 0

1 1 1 1
= —/ prpup dr — Pl/ ‘P? dx —/ P2yt dx —/ %2 dx
0 0 0 0

prpu = k(0 +V)s

deon a( 3.1) :

donc :

1 1 1
1) = - /0 o k(s + 0)a] do— py /O o2 dr — /0 0 Db — k(n + ) — 08,] da

1
—,02/ zpf dx.
0

1 1 1 1 1
11<t>=—p1/ so?d:v—pz/ w,?cmb/ ¢§dm+k/(gox+¢)2dx—5/ 6 da
0 0 0 0 0
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

par application de I'inégalité de Young :

1 (5 1 (5 1
/&Dﬁdasg—/ ¢§daz+—/ 62 d
0 2 0 2 0

Par conséquent :

1 1 1 1 1
I{(t)é—pl/ w?dw—pz/ @D?d:erC/ (wx+¢)2dﬂs+§/ ¢§d$+é/ 0*dx
0 0 0 2 0 2 0

Lemme 4.2.4

Soit (,,6,q) la solution du probléme (3.1), la fonctionnelle Fy définie par :

I(t) = png </ Vi(y, t dy> dx

vérifie pour tout €9 > 0

1 1 1 1
L(t / ¢tdx+252/ (U dx—i—sg/ (90m+¢)2dx+c<1+6—)/ 02dx—|—c/ ¢ dx
0 2/ Jo 0

\ Démonstration\

Dérivons I5(t)

It) = — p2p3 [( / Uiy, t dy)] dx
1 T
:—?/0 pgﬁt/o Ye(y,t) dy dl“—y/o 9/0 p2bu(y,t) dy dx

P30y = —qp — 0y

p2¢tt = bl/}a::v - k(‘p:c + ¢) -

deona (3.1) :

donc :

1 T 1 T 1 T
B0 =2 [ (< [t ay) doon [ ([Cotnn an) as-2 Lo ["ovn, ay) ao
2 o[ o) (05
——= 0 k(pq dy ) d 0 0. dy) d
5 ) /0 (2 +9)dy x+pa/0 /O y) de
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

on a :
b b b
. §3 (/ %ydy) do = /%ed 4 2R p3 0 [y (2, 1) — (0, 8)] p3/ .0 da

—py,/@(/@ dy) d:v:—pg/ 6? dx
0 0 0

1 1
puis, par intégration par partie et en prenant en compte (/ U(w,t) = 0) ,(/ q(z,t) = 0) :
0 0

5 Oqu (/Oxwt(y,t)dy) /Wzdﬂc+ {/ } _%/01¢tqu
pzfolwm(/oxwxy,t)dy) 96:—/)2/ o dx+pz[wt/ } =—p2/01w?dx

donc :

b 1 1 1 x
_ —pz/ Yid m—— qwt x—% 9¢zd$+p3/ Ozdx—% 0 (/ k:(g@%—?ﬂ)dy) dz.
0 0 0
(3.13)
bps [
Appliquons I'inégalité de Young sur les termes — / qy dx | 5 / O, dx
0
p
.§0q¢tdx<2_5 /%
on veut avoir :
P2 _ P o 1
2%: 2 73

alors :

P2 P2
5 ), qwtdx_252/q da:+—/ Y7 dx

bpg bPSE 2 bP3 / 2
6’ der < —— 0 dx Ldx

on veut avoir :
bpg bp3
— = 2¢ = £=-—
20¢ 2 40eq

b
%P3 / 0oz < / 02dz + 2e, / Y2z
45
par conséquent :

1 1 1 1 1 1
I(t) < e / Vidx + 262/ Yidr + 52/ (9o + ) da +c (1 + —) / 0*dx + c/ ¢*dx
2 Jo 0 0 €/ Jo 0
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

Lemme 4.2.5

Soit (,1,0,q) la solution du probléme (3.1), la fonctionnelle I3 définie par :

1 1 x
I(t) = —pz/o wwtdm—pl/o Ot (/0 @/J(y,t)dy) dx

vérifie pour toutes > 0

po[1 1 1 1 1
L) < ——/ Yidr + 53/ idr + ¢ (1 + —) / Yide + c/ 0*dx
2 Jo 0 €3/ Jo 0

‘ Démonstration‘

Voir Démonstration du lemme(2.2.3) (c’est la méme fonctionnelle).

Lemme 4.2.6

Soit (p,1,0,q) la solution du probléme (p), la fonctionnelle I, définie par :

L(t) = ps /019 </qu(y,t) dy> dx

vérifie pour tout €4 > 0

oy [ 1 1 1
I(t) < ——/ 02dx+54/ Yidr +c| 1+ — / ¢ dx
2 Jo 0 €4/ Jo

\ Démonstration\

Voir Démonstration du lemme(2.2.4) (c’est la méme fonctionnelle).
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

Lemme 4.2.7

Soit (,1,0,q) et supposons que £ = 0, la fonctionnelle (I5) définie par :

b b !
I5(t) = sz/ U (pp + ) dx + Tpl/ Prhpdr — TP <@—&>/ Oy dx
0

0K b K

satisfait

1 1 1 1
B <=3 [ eororarre( [ vtars [ [¢) @
0 0 0 0

\ Démonstration\

Récupérons le calcul de Fi(t) du chapitre 2 précédent en posant = 0, on obtient
bﬁ . 1 52 1

__&) d bps P (pg g)_wl / 0 d
ok ( b K /o 1(ps ) dotz op1 {(T FGP?,) b k bkps | Jo ° (0= +9) da

grace a 'inégalité de Young et en posant :

]/(t):—T/l(%«—l-w dz + P2 /1/ztd +— &—%>/qu¢tdx—

bt (p2 P pbt bps p1\ (P2 p1\  TmO’
P2 PLY _ 4 - B, 2 e N —C
ok ( b n) TR dp1 ’ Kps3 < b /4;) bk p3 ’

on obtient :

1 242 1 g [
A/ dr < / 2dx+—/ 2 dx
i q 2528 J, 4 2/, (G

1 A2 1 T 1 )
A/ 0 (90 + ) dxs—/ qzdﬁ—/ (60 +0)
0 T Jo 4 Jo

1 CQ 1 T 1
c/ ex«oxw)dxg—/ 9§+—/(%+w>dx
0 T Jo 4 /o

On remplace les trois inégalités précédentes dans  F: et en se servant de la formule suivant :

1 1 1
/ 9§dx§c</ ¢ dx—l—/ A dx)
0 0 0

on obtient ::

1 1 1 1
Fé(t)g—%/ (@x+w)2dx+c< ¢§dx+/ ¢ dm+/ q d:c)
0 0 0 0
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

Théoreme 4.2.1
Soit (p,1,0,q) la solution du probléme(3.1)

SI:

(2 Py TP
_[(T HP3)<b ’f> bﬁps]#o

‘ Démonstration

Pour démontrer ce théoreme , on a besoin de définir une fonction de Lyapounov a partir des

I;,© = 1.5 comme suit
ZL(t) = N(Ei(t) + Ea(t)) + I1(t) + Nila(t) + Nods(t) + N3ly(t) + Nuls
En dérivant Z(t) et en utilisant I3, I5, I3, I;, Ir on obtient :

ZL'(t) = N(E\(t) + E5(t)) + L(t) + Nuly(t) + NaIy((£) + NIy (t) + Nalg(t)

1 1
2(t) < ~N(8 / £ do+ / 2 di)

1 1
[pl/ prdr + po wtdz—c/ (pz +)° /¢2dx /e%m:}
1 1 1
- N /% x—2€2/ wzm—ez/ (sox+w)2dx—c(1+€—)/ szx—c/ quas]
2/ Jo 0
1 1
— Ny —/ %%dif—&a/ @fdl"—C(le—)/wfdx—c/ 92d:v]
_2 0 0 €3 0 0
) 1 1 1 1
— Nj ——3/ 92d93—54/ Vidr —c |1+ — /qzd:v
L 2 Jo 0 €4 0
! 1 1 1
- Ny _/ (SOx—G—@D)ZdZB—C(/ @Dfdiv—l—/ qzd:ﬁ—/ qtz) dx}
12 /o 0 0 0
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

1 1 1
Z'(t) <N [—BN —¢N; — ¢N3 (1 + 5_) — cN41 / ¢*dx — [BN — cN4]/ q;tdx
4 0 0
P2 1 ' 2
— —N1+p2—€4N3—CN2 1+ — —CN4 ¢tdx
2 €3 0
1 b 1
— [pl — 53N2] / (,01526133 — |:§N2 — 2€2N1 — C:| / wgdfﬂ
0 0

P3 1 !
— [— —c—chV; (1 + —) — CN2:| / 0%dx
2 £9 0

1
-
— [§N4 —eaNy — C] / (¢z + ¢)2 dx
0
Commencons par choisir les ¢; 7 = 1, bcomme suit :

P1 P2 _ TN,

€3 = —— €4 = —
4Ny 7

alors

1 1
L' (t) < N[-BN —cNy —cN3 (1 + N3) — cN4]/ ¢*dv — [BN — cN4]/ q;dw
0 0

1
— [%Nl—l—pg—CNQ (1+N2)—CN4 / @/J?dI

! b N.
—% go?dx—[]\@—u—}/z/ﬂdx
0

_ [%—c—czvl <1+—> —cNQ}/ 0% da

_ [%]\Q - c} /01 (¢p + ) dz

En plus du méme choix de N et N;(: = 1 — 5)que dans la preuve du théoréme 3.1, nous

choisissons en outre N assez grand pour que
BN —cNy >0

L) < —=\E(t)

/0 t L'(s) < -\ /O tE(s)ds

L{t) — L(0) < -\, /tE(s)ds

on intégrant sur (0,t),

alors :
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4.2. ENERGIE DU SYSTEME

comme .Z(t) > 0, alors

il est facile de voir que Z(t) F1(t) + Ea(t)

/ E(s)ds < 3 B(0) ~ By(0)

d’autre part :

(tE(t)), = E(t) + tE'(t)

notons que E'(t) <0, donc :

intégrons sur (0.t)

[E1(0) = E5(0)] _
A1

on pose :

. Ce qui acheve la preuve.
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CHAPITRE b

Conclusion

Le probleme traité dans ce mémoire a été étudié dans deux cas, premiérement nous avons
étudié le cas ou le retard est introduit dans un systeme de Timoshenko , puis nous avons ignoré
ce terme de retard dans le deuxieme cas, le point important dans cette étude est 1’élimination
de 'amortissement ;. Les décroissances exponentielle et polynomiale dépendent d’'un nombre
de stabilité £ ont été prouvé. Le probleme ot & = 0 avec la présence du retard reste un probleme

ouvert tres intéressant.
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