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Que dieu leur présente une bonne santé et une longue
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`d`e ˚r`e¨lˇi˚r`e ”m`o“nffl ”m`a‹n˚u¯sfi`cˇr˚i˚t `eˇt `dffl’”y `c´o“n¯sfi`a`cˇr`eˇrffl ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e ˜l´eˇu˚rffl ˚t´e›m¯p¯s.
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Résumé

Dans le présent travail on étudie la stabilité des problèmes rétrogrades mal

posés des équations différentielles du premier ordre. A cette effet nous pro-

posons quelques méthodes de régularisation, les résultats de convergence

et les estimations d’erreurs sont valable. Finalement, une de méthodes est

appliquée pour résoudre un problème mal posé pour l’opérateur de Bessel.

Mots clés : problème de Cauchy mal posé, méthode de quasi-valeurs aux li-

mites, semigroupes, régularisation.
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Abstract

In this work we study the stabilization of ill posed backward problem for

a first order differential equation. For this purpose, we propose some regu-

larization methods ; we establish convergence results and error estimates.

Finally, we apply one of the methods to the solution of an ill posed problem

for the Bessel operator.

Key words : ill-posed Cauchy problem, quasi-boundary value method, semi-

group, regularization.
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INTRODUCTION

Beaucoup de phénomènes physiques peuvent être modélisés par des équa-

tions aux dérivées partielles auxquelles sont jointes des conditions aux

limites s’exprimant sur la frontière du domaine où le phénomène évolue,

ainsi que des conditions initiales, finales ou autres.

Généralement, la modélisation d’un problème est suivie d’une analyse théo-

rique et d’une implémentation numérique.

Certains de ces problèmes, qui apparaissent dans beaucoup de domaines pra-

tiques des sciences et des techniques ; comme la médecine (échographie,

scanners, rayons X, ...), l’énergie (calcul d’écoulements de pétrole dans un

réservoir avec puits) et autres, ne peuvent être traités directement.

Pour les résoudre on est contraint de passer par une étape précédant l’ana-

lyse théorique et qui est régularisation (ces problèmes sont dits mal posés).

� PROBLÉMES BIEN ET MAL-POSÉS

En étudiant la résolution des équations aux dérivées partielles, la mathé-

maticien Jacques Hadamard (1902) a exprimé le concept du problème

bien-posé, par les trois conditions :

1: La solution existe,

2: La solution est unique,

3: La dépendance continue de la solution par rapport aux données du pro-

1



Introduction Générale

blème.

Ces conditions reflètent les contraintes pour qu’un modèle en physique

mathématique ait un sens et conduise à une résolution raisonnable du

problème qui représente.

Un problème mal posé est donc un problème pour lequel au moins des trois

conditions n’est pas vérifiées i-e :

â La non existence de la solution dans un certain domaine nous conduit à

utiliser une technique de relaxation qui consiste à transformer des contraintes

fortes en des contraintes moins fortes afin d’élargir le domaine d’existence

pour avoir une solution.

â Certains problèmes peuvent avoir plusieurs solutions, il est donc nécessaire

de disposer d’informations supplémentaires (ou conditions) pour discriminer

entre elles et choisir une solution convenable.

â Le choix des espaces de départ et d’arrivée est bien sur très important

dans cette définition. La stabilité est une condition primordiale, en effet, s’il

ya un problème de stabilité, le calcul numérique de la solution peut devenir

impossible à cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.

Parmi les situations qui se traduisent par un problème mal posé, nous pou-

vons citer celle de déterminer les états passés d’un système physique décrit

par une équation différentielle à partir de son état présent, ou bien celui de

déterminer les paramètres d’un système à partir de données expérimentales.

dans les deux cas nous parlons de problèmes inverses voir [31].

� PROBLÈMES INVERSES

D’après Jd.B.Keller [20], deux problèmes sont dits inverses l’un de l’autre ;

si la formulation de l’un met l’autre en cause. Une définition plus opé-

rationnelle est qu’un problèmes inverse consiste à déterminer des causes

d’un phénomène en fonction de l’observation de ses effets.

Ainsi, ce problème est l’inverse de celui appelé problème direct consistant

à chercher les effets à partir des causes qui sont observables. Par exemple,

Bouguern.L 2 ľ2022.Univ. Skikda
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localiser l’origine d’un tremblent de terre à partie de mesures faites par

plusieurs stations sismiques réparties sur la surface du globe terrestre est un

problème inverse. Les problèmes inverses sont multiples et leurs applications

Figure 1 – Direct and inverse model

se retrouvent dans de nombreux domaines tels que l’électromagnétisme, la

géophysique, l’imagerie médicale, la détection des fissures, le contrôle non

destructif, la mécanique des structures,...

D’après la définition d’un problème inverse, on peut voir que ces problèmes

risquent de poser des difficultés particulières. En effet, il est raisonnable

d’exiger qu’un problème direct soit bien posé. Par contre, il est facile

d’imaginer que les mêmes effets puissent provenir des causes différentes.

Ceci illustre une difficulté de l’étude des problèmes inverses : ils peuvent

avoir plusieurs solutions, et il est nécessaire de disposer d’informations sup-

plémentaires pour les différencier.

� RÉGULARISATION

En mathématiques, la régularisation est une procédure qui consiste à

modifier un problèmemal posé par un autre problème qui lui est proche

(dans un sens) et qui possède de bonne propriétés(bien posé) rendant son

étude théorique et numérique plus aisée.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont

Bouguern.L 3 ľ2022.Univ. Skikda
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été utilisées pour résoudre certains problèmes de Cauchy mal posé. Parmi

elles, on cite :

2 La méthode de régularisation de Tikhonov [2] est la méthode de régu-

larisation la plus ancienne. Elle consiste à transformer le problème original

mal posé en un problème de minimisation.

2 L méthode de Quasi-réversibilité, introduite par Lattes et Lions (1969)

[39], qui consiste à transformer le problème de Cauchy mal posé d’ordre

2 en un problème différentiel bien posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en

perturbant l’opérateur-coefficient de l’équation. Cette méthode a été ensuite

reprise par plusieurs auteurs pour résoudre le problème de Cauchy, notam-

ment : Kilbanov et Santosa [33] et plus récemment Bourgeois [28]

2 La méthode de régularisation par les conditions non locales "Quasi-

Boundary Value Method introduite par Showalter [37], L’idée de cette

méthode est de remplacer le problème mal posé par un problème bien

posé, dans lequel on perturbe la condition finale en la remplaçant par une

condition non-locale dépendant d’un petit paramètre ¸. Elle a été utilisée

par plusieurs auteurs, comme D.N.Hào [5, 6].

2 La méthode de décomposition en valeurs singulières (S.V.D), est considéré

comme étant un outil puissant, grâce aux multiples propriétés qu’elle offre.

Les différentes contributions de mathématiciens célèbres ont permis l’élabo-

ration de cet outil. Camille Jordan(1838-1921), et James Joseph Sylvester

(1814-1897), pour parvenir à cette décomposition ont travaillé à partir des

formes bilinéaires. Tandis que Erland Schmidt (1876-1959) et Hermann Weyl

(1885-1955) ont utilisé une approche dérivées équations intégrales.

L’étude intensive des problèmes inverses est dictée par la richesse du sujet

aussi bien sur l’aspect théorique, que sur l’aspect pratique.

Toute problématique directe génère une variété de problèmes inverses, qui

donne naissance à des questions théoriques et des défis numériques.

Bouguern.L 4 ľ2022.Univ. Skikda
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Contenu du mémoire

Ce mémoire s’intéresse aux problèmes inverses mal posés linéaires. Il est

subdivisé comme suit :

+ Dans le premier chapitre, on rappelle certaines notions préliminaires fon-

damentales et les ingrédients nécessaires du calcul différentiel pour l’étude

du problème proposé, et pour éviter des renvois permanents à d’autres ou-

vrages.

+ Au chapitre deux, on a exposé quelques exemples de problèmes mal posés

et, des méthodes de régularisation des problèmes mal posés illustrées par

des exemples.

+ Le troisième chapitre est consacré à l’étude d’un problème mal posé pour

l’opérateur de Bessel, puis le régularisé par la méthode des valeurs quasi-

limites.

Bouguern.L 5 ľ2022.Univ. Skikda



CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LES ESPACES DE HILBERT

ET LES OPÉRATEURS

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notation et

compléments mathématiques en relation avec ce travail. On citera en

particulier, la théorie des opérateurs. Dans tout ce qui suit, nous désignons

par Hi les espace de Hilbert sur K = R où C, muni de la norme j:jHi et le
produit scalaire (:; :)Hi; (i = 1; 2):
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1.4.2 les semi groupes fortement continus d’opérateurs li-

néaires bornés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.3 Théorème de Hille Yosida . . . . . . . . . . . . . . 18

Références

p H.Brezis ; Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications,Masson (1993).

p Li.Daniel ;Cours d’analyse fonctionnelle ISBN 978-2-7298-83058ľEllipses

Édition Marketing S.A.,rue Bargue 75740 Paris cedex 15(2013).

p Jean-pierre aubin ; Analyse fonctionnelle appliquée, Tome 2, Presses

universitaire de france, puF (1987).

p N.I.Akhiezer and I.M.Glazman. Theory of linear operator in Hilbert

space, translated from the Russian by Merlynd Nestell p. Cm. Ori-

ginally published : New York : F.Ungar Pub.Co., cl961- cl963.Dover

Publications, Inc.New York, (1993).

p P.Lévy-Bruhl ; Introduction à la Théorie Spectrale : Cours et Exercices

Corrigés, Dunod (2003).

p W.Hengartner, M.Lambert, C.Reischer. Introduction à l’analyse fonc-

tionnelle. Les Presses de l’université du Québec, (1981).

1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1 (Norme)

Soit E un espace vectoriel sur R .Une norme sur E est une application de

E dans R , possédant les propriétés suivantes :

1. 8x 2 E; kxkE > 0 et kxkE = 0) x = 0:

2. 8x 2 E; 8¸ 2 R; k¸xkE = j¸jkxkE:

3. 8(x; y) 2 E2 : kx+ ykE 6 kxkE + kykE:

Bouguern.L 7 ľ2022.Univ. Skikda



1.1. ESPACES DE HILBERT

Example 1.1

Dans le cas où E est de dimension n (nous l’identifions alors à Rn ), les

normes suivantes sont les plus utilisées :

(i) kxk1 =
nX
i=1

jxij:

(ii) kxk2 =

0B@ nX
i=1

jxij2
1CA

1
2

:

(iii) kxk1 = max
i=1::::n

jxij.

Définition 1.2 (Produit scalaire) :

Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur E est une appli-

cation de E ˆ E dans R, notée < :; : >, possédant les propriétés suivantes :

1. 8x 2 E;< x; x >> 0 et < x; x >= 0) x = 0:

2. 8(x; y) 2 E2; < x; y >=< y; x > :

3. 8(x; y; z) 2 E3; 8(¸; ˛) 2 R2 :

< ¸x+ ˛y; z >= ¸ < x; z > +˛ < y; z > :

Définition 1.3 Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un

espace préhilbertien.

Example 1.2

1. Sur Rn le produit scalaire euclidien usuel :

< x; y >=
nX
i=1

xiyi: (1.1)

2. Soit ˙ un ouvert de Rn. L’espace vectoriel des fonctions carrés inté-

grables sur ˙ est :

L2(˙) = ff : ˙ !̀ R;
Z

˙
jf(x)j2dx 61g;

est un espace préhilbertien si on le munit du produit scalaire :

< f; g >=
Z

˙
f(x)g(x)dx:

Bouguern.L 8 ľ2022.Univ. Skikda



1.1. ESPACES DE HILBERT

Un produit scalaire sur E définit une norme sur E par la formule sui-

vante :

kxkE =
q
< x; x >:

Définition 1.4 (Espace de Hilbert) :

On appelle un espace de Hilbert tout espace vectoriel E muni d’un produit

scalaire et complet pour la norme associée.

Example 1.3

1. L’espace vectoriel Rn, muni produit scalaire euclidien usuel, est un es-

pace de Hilbert.

2. L’espace L2(˙) muni du produit scalaire suivant :

< f; g >=
Z

˙
f(x)g(x)dx;

est un espace de Hilbert.

1.1.2 Propriétés des espaces de Hilbert

Proposition 1.1 pour tout x; y 2 E :

kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2 < x; y > :

Théorème 1.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tout x; y 2 E :

j < x; y > j 6 kxkkyk:

Définition 1.5

On dit que deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien E sont ortho-

gonaux si :

< x; y >= 0:

Bouguern.L 9 ľ2022.Univ. Skikda



1.1. ESPACES DE HILBERT

On note x ? y.

Proposition 1.2 D’après la proposition (1.1), on a :

x ? y , kx+ yk2 = kxk2kyk2;

ce que l’on peut appeler le “Théorème de Pythagore“.

Définition 1.6 L’orthogonal d’une partie A „ E est l’ensemble :

A? = fy 2 E; y ? x; 8x 2 Ag:

On a B? „ A? si A „ B:

Lemme 1.1 (Identité du parallélogramme)

Pour tout u; v 2 H :

ku+ vk2 + ku` vk2 = 2(kuk2 + kvk2):

Théorème 1.2 (Projection).

Soit C un convexe fermé et non vide de H. Alors, pour tout point x 2 E,

il existe un unique point xc 2 C tel que :

kx` xck = inf
z2C
kx` zk:

Corollaire 1.1 Pour tout sous-espace vectoriel fermé A de E,

E = A
M
A?:
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1.2. LES OPÉRATEURS LINÉAIRES DANS LES ESPACES DE HILBERT

1.1.3 Bases hilbertiennes

Définition 1.7 On appelle base Hilbertienne d’un espace de Hilbert E, toute

suite (en)n2N˜ , tel que :

8>>>><>>>>:
kenkE = 1; 8n;

< en; em >= 0; 8n 6= m:

L’espace vectoriel engendré par cette base est dense dans E. Alors, tout

élément u de E, s’écrit :

u =
1X
n=1

< u; en > en;

et vérifie l’égalité de Bessel-Parseval :

kuk2
E =

1X
n=1

j < u; en > j2;

un tel développement est unique, c’est-à-dire si :

u =
1X
n=1

unen;

avec :
1X
n=1

junj2 <1, alors : un =< u; en > :

Example 1.4

Les deux suites de fonctions suivantes :

0@
vuut2

ı
sin(nı)

1A
n>1

;

0@
vuut2

ı
cos(nı)

1A
n>1

;

sont des bases Hilbertiennes de L2(0; 2ı).

1.2 Les opérateurs linéaires dans les espaces

de Hilbert

Soient E et F deux espaces de Hilbert.
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1.2. LES OPÉRATEURS LINÉAIRES DANS LES ESPACES DE HILBERT

1.2.1 Continuité, borne et norme d’un opérateur linéaire

Définition 1.8 Un opérateur (linéaire,continue) A d’un espace de Hilbert E

dans un espace de Hilbert F est une application linéaire continue de E dans

F , c’est-à-dire qui vérifie :

1. 8u 2 E;Au 2 F ;

2. 8(u; v) 2 E ˆ E; 8(¸; ˛) 2 R2; A(¸u+ ˛v) = ¸Au+ ˛Av ;

3. 9M > 0; 8u 2 E; kAukF 6 MkukE:

Le plus petit nombre M qui vérifie le 3eme point ci -dessus s’ appelle la

norme de l’ opérateur A :

kAk = sup
u2E

kAukF
kukE

:

Rappelons les deux espaces fondamentaux associés à un opérateur linéaire :

1. Le noyau de A est le sous-espace de E : kerA = fu 2 E;Au = 0g :

2. L’image de A est le sous-espace de F : ImA = fv 2 F;9u 2 E;Au = vg :

Définition 1.9 On dit que l’opérateur A : E !̀ F est borné s’il fait corres-

pondre à tout ensemble borné dans D(A), un ensemble borné dans l’espace

F:

Définition 1.10 Un opérateur linéaire A : E !̀ F , défini sur D(A) = H

est continu, s’il est continu en 0 2 H .

Théorème 1.3 Un opérateur linéaire A : E !̀ F , tel que D(A) = H est

borné si et seulement si pour tout u 2 H, on a :

kAuk 6 ckuk:

Théorème 1.4 Soit un opérateur linéaire A : E !̀ F , tel que D(A) = H.

A est continu si et seulement s’il est borné .

Théorème 1.5 (de Riesz) Soit L une forme linéaire continue sur E. Il existe

un unique vecteur x0 2 E tel que :

L(x) =< x0; x >;8x 2 E:
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1.2.2 Opérateur auto-adjoints

Soit E un espace de Hilbert.

Théorème 1.6 Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F . Il existe

un unique opérateur de F dans E, noté A˜, tel que :

8u 2 E; 8v 2 F;< Au; v >=< u;A˜v > :

Cet opérateur est appelé l’adjoint de A. Il vérifié de plus :(A˜)˜ = A et

kA˜k = kAk:

Proposition 1.3 Soient A et B deux opérateurs linéaires , ¸ et ˛ deux

scalaires :

1. Linéarité :(¸A+ ˛B)˜ = ¸A˜ + ˛B˜:

2. La composition : (AB)˜ = B˜A˜.

Il existe des relations remarquables entre le noyau et l’image d’ un opérateur

et ceux de son adjoint.

Proposition 1.4 On a les relations suivantes (ou X indique l’ adhérence de

l’ensemble X) :

1. kerA˜ = (ImA)?.

2. (kerA)? = ImA˜:

Définition 1.11 Un opérateur dans E est dit auto-adjoint si et seulement

si :

8 < u; v >2 E ˆ E;< Au; v >=< u;Av > :

Remarque 1.1 En dimension finie, les opérateurs auto-adjoints sont ceux

qui ont matrice symétrique .

1.2.3 Spectre d’un opérateur linéaire

Soit A un opérateur linéaire défini de E dans F tel que D(A) = E:
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Définition 1.12 On dit que le point – est un point régulier de A si l’ opé-

rateur (A` –I) est inversible, i.e : det(A` –I) 6= 0:

Définition 1.13 L’ensemble des points réguliers de l’ opérateur A est appelé

ensemble résolvant de A et noté par (A) tel que :

(A) =
n
– 2 R=(A` –I)`1; existe et borné

o
:

1: Si – 2 (A) ; l’opérateur linéaire et borné R(A) = (A`–I)`1 est appelé

résolvant de A.

2: Le spectre ff(A) et le complémentaire de (A) dans le plan complexe

i.e ff(A) = R=(A):

3: On dit que – est valeur propre, et on note – 2 V P (A) si ker(A`–I) 6= 0:

Remarque 1.2 Si dimE <1 alors ff(A) = V P (A).

Proposition 1.5 Le spectre ff(A) est un ensemble compact et :

ff(A)  [`kAk; kAk]:

Proposition 1.6 Si A un opérateur linéaire et borné, alors :

ff(A˜) = ff(A):

1.3 Opérateurs intégraux et équations intégrales

Théorème 1.7 Soit K une fonction de l’espace L2([c; d] ˆ [a; b]). L’opéra-

teur :

Au(t) =
Z b
a
K(t; s)u(s)ds; t 2 [a; b]; (1.2)

est bien défini en tant qu’opérateur de L2(a; b) dans L2(c; d):
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La linéarité est évidente, seule la continuité reste à démontrer.

Bien entendu, nous voulons majorer :

Z d
c
jAu(t)j2dt =

Z d
c

0@ Z b
a
K(t; s)u(s)

1A2

dt:

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

Z d
c
jAu(t)j2dt 6

Z d
c

0@ Z b
a
jK(t; s)j2ds

1A0@ Z b
a
ju(s)j2ds

1Adt 6 M2
Z b
a
ju(s)j2ds:

Preuve

Définition 1.14 L’opérateur A défini au théorème (1.7) s’appelle l’opérateur

intégral de noyau K:

Example 1.5 (Opérateur de Volterra) .

Il s’agit d’opérateurs de la forme :

Au(t) =
Z t

0
K(t; s)u(s)ds; pour t 2 [0; 1]; (1.3)

avec K 2 ([0; 1]ˆ [0; 1]):

Remarque 1.3

Une classe particulièrement simple d’opérateurs intégraux est constituée

des opérateurs à noyau dits dégénérés, c’est -à- dire de la forme :

K(t; s) =
pX
j=1

aj(t)bj(s): (1.4)

Les opérateurs correspondants sont de rang fini.

Il est habituel de classer les équations intégrale que l’on peut associer à

l’opérateur intégral A en deux catégories :

Équations de première espèce Il s’agit de l’équation :

Au = f; o„u f 2 L2(c; d) est donnée . (1.5)
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Équations du second espèce Il s’agit de l’équation :

u` Au = f; o„u f 2 L2(c; d) est donnée . (1.6)

1.4 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.4.1 les semi groupes uniformément continus d’opéra-

teurs linéaires bornés

Définition 1.15 Soit E un espace de Banach, une famille à paramètre T (t); 0 6

t <1; d’opérateurs linéaires bornés de E vers E est un semi groupe de opé-

rateurs linéaires bornés sur E si :

1. T (0) = I:

2. T (s+ t) = T (s)T (t):

Un semi groupe d’opérateur linéaires bornés, T (t) est uniformément continue

si :

lim
t !̀0
kT (t)` Ik = 0: (1.7)

L’opérateur linéaire A défini par :

D(A) = fx 2 E : lim
t !̀0

T (t)x` x
x

existeg;

et

Ax = lim
t !̀0

T (t)x` x
x

=
d+T (t)x

dt
pour x 2 D(A);

est le générateur infinitésimal du semi groupe T (t);D(A) est le domaine de

A:

Théorème 1.8 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un

semi groupe continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Théorème 1.9 Soient S(t) et T (t) deux semi groupes uniformément conti-

nus d’opérateurs linéaires bornés. Si :

lim
t !̀0

T (t)` I
t

= A = lim
t !̀0

T (t)` I
t

; (1.8)
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alors T (t) = S(t), pour tout t > 0:

1.4.2 les semi groupes fortement continus d’opérateurs

linéaires bornés

Définition 1.16 Un semi groupe T (t); 0 6 t < 1, des opérateurs linéaires

bornés sur E est un semi groupe fortement continu d’opérateur linéaire bornés

si :

lim
t !̀0

T (t)x = x; pour tout x 2 E: (1.9)

Un semi groupe fortement continu d’opérateur linéaire borné sur E sera

appelé semi groupe de classe C0 ou simplement semi groupe C0:

Théorème 1.10 Soit T (t) un C0 semi groupe. Il existe des constantes ! > 0

et M > 1 tel que :

kT (t)k 6 Me!t; pour 0 6 t <1: (1.10)

Remarque 1.4

1. Si ! = 0 (kT (t)k 6 M) alors (T (t))t>0 est un semi groupe uniformé-

ment borné.

2. Si ! = 0 etM = 1 (kT (t)k 6 1) alors (T (t))t>0 est un semi groupe de

contraction.

Corollaire 1.2 Si T (t) est C0 semi groupe alors pour tout x 2 E , t !̀

T (t)x est un fonction continue de R+
0 dans E:

Théorème 1.11 Soit T (t) un C0 semi groupe et soit A un générateur infi-

nitésimal, alors :

1. Pour x 2 E;

lim
h !̀0

1

h

Z t+h
t

T (s)xds = T (t)x:

2. Pour x 2 E;
Z t

0
T (s)xds 2 D(A) et

A

0@ Z t
0
T (s)xds

1A = T (t)x` x:
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3. Pour x 2 D(A); T (t)x 2 D(A) et

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax:

4. Pour x 2 D(A),

T (t)x` T (s)x =
Z t
s
T (fi)Axdfi =

Z t
s
AT (fi)xdfi:

Corollaire 1.3 Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe T (t)

alors : D(A) est dense dans E et A est un opérateur linéaire fermé.

Théorème 1.12 Soient A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe

(S(t))t>0 sur E et B le générateur infinitésimal du C0 semi groupe (T (t))t>0

sur E .

Si A = B alors, S(t) = T (t) 8t > 0.

1.4.3 Théorème de Hille Yosida

Soit (T (t))t>0 un C0 semi groupe sur E et A son générateur infinitésimal,

Désignons par ˜! l’ensemble de – 2 C tq : <– > ! pour tout ! > 0 c-à-d :

˜! = f– 2 C;<– > !g; 8! > 0:

Définition 1.17 L’opérateur :

R– :E !̀ E

x !̀ R–(x) =
Z 1

0
e`–tT (t)xdt;

s’appel la transformée de Laplace du C0 semi groupe (T (t))t>0:

Définition 1.18 Soit A un opérateur linéaire l’application :

R(:; A) :(A) !̀ (x)

– !̀ R(–; A) = (–I ` A)`1;
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s’appel la résolvante de A.

(A) =
n
– 2 C : (–I ` A)`1 existe et linéaire et borné

o
:

Définition 1.19 La famille des opérateurs (–AR(–; A))–2˜! s’appelle l’ap-

proximation généralisée de Yosida, on note A– = –AR(–; A):

Théorème 1.13 (Hille-Yosida)

Un opérateur linéaire A : D(A)  E !̀ E est le générateur infinitésimal

d’un C0 semi groupe si et seulement si :

1. A est fermé et D(A) = E:

2. Il existe ! > 0 et M > 1 tel que ˜!  (A) et pour tout, – 2 ˜! on a :

kR(–; A)nk 6 M

(<–` !)n
8n 2 N˜:

Bouguern.L 19 ľ2022.Univ. Skikda



CHAPITRE 2

MODÉLISATION ET MÉTHODES DE

RÉSOLUTION DE PROBLÈMES MAL

POSÉS

Ce chapitre est composé de deux parties : d’abord,problème inverse,

des exemples variés de problèmes mal posés,et quelques méthodes de

régularisation.
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2.1. MODÉLISATION DES PROBLÈMES INVERSES
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2.1 Modélisation des problèmes inverses

2.1.1 problèmes bien et mal posés

Définition 2.1 Soit F et G deux espaces métrique est A : F !̀ G tel que :

1. A est injective. 1

2. A est surjective. 2

3. A`1 n’est pas continue.

On dit alors que le problème inverse, à savoir :connaissant g 2 G, trouver

f 2 F tel que f = A`1g , est mal posé .

Définition 2.2 Soit X et Y des espaces normés, A : X !̀ Y une application

(linéaire ou non linéaire). L’équation Ax = y est dite correctement posée ou

bien posée au sens d’Hadamard si les conditions suivantes sont remplies :

1. Existence de la solution : pour tout y 2 Y il y a au moins un x 2 X tel

que Ax = y:

1. f est injective si pour tous a; b dans E; f(a) = f(b) entraine a = b.
2. Une fonction f : E !̀ F est dite surjective si, pour tout élément y 2 F , l’équation

y = f(x) admet toujours au moins une solution x 2 E.
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2.1. MODÉLISATION DES PROBLÈMES INVERSES

2. Unicité de solution : pour tout y 2 Y il y a au plus un x 2 X avec

Ax = y:

3. Stabilité : la solution x dépend continument de y ; c’est -à-dire pour

chaque suite (xn)  X avec Axn !̀ Ax(n !̀ 1); alors xn !̀

x(n !̀ 1):

Si au moins une condition n’est pas vérifiée alors l’équation est dite mal

posée.

2.1.2 Les problèmes inverses

Un problème inverse consiste à déterminer des causes à partir de la

connaissance des effets. Ce problème de l’inverse du problème dit direct,

consistant à déduire les effets à partir de la connaissance des causes .

On peut schématiser un problème inverse comme suit :

Figure 2.1 – Inverse model

INPUT=vecteur, données initiales, conditions aux limites, paramètre, géo-

métrie du domaine,......

OUTPUT=Solution=état du système physique, quantité matricielle, pro-

priétés qualitatives.

Problème direct=OUTPUT=Solution=Modèle (INPUT).

Problème inverse=(modèle)`1 (OUTPUT).

L’étude des problèmes inverses est difficile et ça est dû à la possibilité d’avoir

plusieurs solutions, car des causes différentes mènent aux mêmes effets. Des

informations en plus sont nécessaires pour récupérer l’unicité de la solution.

Une autre difficulté pratique de l’étude des problèmes inverses est qu’elle

demande souvent une bonne connaissance du problème direct, d’où le succès

dans la résolution d’un problème inverse repose en général sur des éléments
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spécifiques à ce problème. Il existe toutefois quelques techniques qui pos-

sèdent un domaine d’applicabilité étendu.

Parmi les domaines dans lesquels les problème inverses jouent un rôle im-

portant nous pouvons citer : l’imagerie médicale, l’ingénierie pétrolière, l’hy-

drogéologie , la chimie, le radar et l’acoustique sous-marine, le traitement

d’image.

Du point de vue mathématique, les problèmes inverses se répartissent en

deux grands groupes :

å Les problèmes linéaires qui se ramènent à la résolution d’une équation in-

tégrale de première espèce dans le cas continu où la résolution d’un système

dans le cas discret.

åLes problèmes non linéaires qui sont le plus souvent des questions d’es-

timation de paramètres dans les équations différentielles ou aux dérivées

partielles.

Le plus part des problèmes inverses ne satisfait pas à la définition d’un pro-

blème bien-posé, on les appelle problèmes mal-posés.

2.2 Exemples illustratifs

Example 2.1 (Problème de Cauchy pour l’équation de Laplace)

Trouver une solution u de l’équation de Laplace

´u(x; y) =
@2u(x; y)

@x2
+
@2u(x; y)

@y2
; dans Rˆ [0;1]

qui satisfait aux "conditions initiales"

u(x; 0) = f(x);
@

@y
u(x; 0) = g(x); x 2 R;

où f et g sont des fonctions données. Évidemment la solution(unique) pour

f(x) = 0 et g(x) =
1

n
sin(nx) est donné par :

u(x; y) =
1

n2
sin(nx) sinh(ny); x 2 R; y > 0;
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par conséquent, nous avons :

sup
x2R
fjf(x)j+ jg(x)jg =

1

n
!̀ 0; n !̀ 0;

mais

sup
x2R
ju(x; y)j =

1

n2
sinh(ny) !̀ 1; n !̀ 1;

pour tout y > 0. L’erreur dans les données tend vers zéro tandis que l’ erreur

dans la solution u tend vers l’infini. Par conséquent, la solution ne dépend

pas continument des données, et le problème mal posé.

Example 2.2

Par exemple, le nombre de racines réelles du polynôme p(x) = `x2 +

3x`m varie de façon discontinue quand m varie continûment sur la droite

réelle. Il y a en effet, 2 racine réelles m 6 9=4, et il n’y en a aucune si

m >
9

4
;

´ = 9` 4m

X Si m > 9=4 : ´ < 0 pas de racines .

X Si m 6 9=4 : ´ > 0, deux racines distinctes.

X Si m = 9=4 : une racine double.

Preuve

Example 2.3

On souhaite résoudre le système linéaire AX = Y , où A est la matrice :

A =

0BBBBBBBBBBBB@

11 8 9 8

8 6 7 6

9 7 11 10

8 6 10 11

1CCCCCCCCCCCCA

Si Y est le vecteur :

Y =

0BBBBBBBBBBBB@

36

27

37

35

1CCCCCCCCCCCCA
;
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alors on trouve :

X =

0BBBBBBBBBBBB@

1

1

1

1

1CCCCCCCCCCCCA
:

Mais si Y est le vecteur :

Y =

0BBBBBBBBBBBB@

36; 1

26; 9

37; 1

34; 9

1CCCCCCCCCCCCA
Alors :

X =

0BBBBBBBBBBBB@

60=7

`70=7

32=7

`8=7

1CCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBB@

8:57

`11:28

4:57

`1:14

1CCCCCCCCCCCCA
:

Autrement dit, de très petites variations sur Y ont conduit à de grandes va-

riations sur X.

De façon précise, si A est une matrice, son conditionnement est K(A) . Dans

l’exemple précédent, on trouve K(A) = 546:06, où la norme choisie est la

norme matricielle associée à la norme k:k2 sur R4 i.e :

Ce phénomène de mauvais conditionnement explique pour partie la difficulté

de prévoir certains phénomènes. Les appareils de mesure ne sont jamais par-

faits, et il est impossible de connaitre exactement Y . Cela peut entraîner une

très grande imprécision sur la valeur de X .

Example 2.4

Il est à noter que la définition de problème mal posé ne se rapporte qu’an

couple donné d’espace métrique (F; U) car , transposé dans d’autre espace

métrique, le même problème peut s’avérer bien posé, comme nous allons le

voir dans l’exemple suivant :

Le calcul de la série de Fourier que nous écrivons :

f(x) =
1X
n=0

an cos(nx);

Bouguern.L 25 ľ2022.Univ. Skikda



2.2. EXEMPLES ILLUSTRATIFS

et supposons que chaque coefficient an soit entaché d’une erreur ›=n (à

l’exception de a0 évidement) ; nous écrivons donc :

cn = an + ›=n; c0 = a0; et › > 0:

La fonction f(x) est donc remplacée par la fonction g(x) :

g(x) =
1X
n=0

cn cos(nx):

En supposant que f et g sont continues et bornées pour appliquer la norme

k:k1 dans l2 . Dans la métrique l2, les coefficients différent de la quantité :

›1 =

0@ 1X
n=0

(cn ` an)2

1A
1
2

= ›

0@ 1X
n=0

1

n2

1A
1
2

=
›ı
p

6
:

Par conséquent, ›1 est aussi petite que l’on veut , par un choix approprié de

la quantité › . D’autre part, si la distance entre f(x) et g(x) est donné par

la norme de convergence uniforme, nous avons :

sup jg(x)` f 0(x)j = sup

˛̨̨̨
˛̨› 1X
n=1

cos(nx)

n

˛̨̨̨
˛̨ = j›j

1X
n=1

1

n
:

Cette quantité peut être aussi grande que l’on veut. Ainsi, si l’écart de la

somme de la série est pris dans la métrique de C, la sommation de la série

de Fourier n’est pas stable.

Si on choisi la norme de la convergence en moyenne quadratique, le problème

devient bien posé sur un tel couple d’espace métriques (F; U) ; en effet :

0@ Z ı
0
jf(x)` g(x)j2dx

1A
1
2

=

0@ı
2

1X
n=1

(cn ` an)2

1A
1
2

= E1

vuutı
2
:
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0@ Z ı
0
jf(x)` g(x)j2dx

1A
1
2

=

0@ Z ı
0

24 1X
n=1

(cn ` an)2 cos(nx)

n

352

dx

1A
1
2

=

0@ Z ı
0

24 1X
n=1

(cn ` an)2 1 + cos(2nx)

2

352

dx

1A
1
2

= ›

0@ Z ı
0

24 1X
n=1

1

2
(cn ` an)2 +

1

2

sin(2nx)

4n

352

dx

1A
1
2

=

0@ı
2

1X
n=1

(cn ` an)2

1A
1
2

= ›1

vuutı
2
:

Example 2.5

L’équation de Fredholm de première espèce constitue un problème mal

posé. Considérons l’équation fonctionnelle suivante :

Z b
a
K(x; t)z(t)dt = u(x); pour x 2 (c; d): (2.1)

Expression dans laquelle z(t) est une fonction inconnue de l’espace F des

fonctions continues sur (a; b) et u(x) est une fonction connue de l’espace U

.mentionnons au passage que l’équation de convolution est un cas particulier

de cette équation fonctionnelle K(x; t) devenant K(x;`t):

Ajoutons une hypothèse supplémentaire sur le noyau K(x; t) qui est connu :c’est

une fonction continue en x qui possède une dérivée partielle @K(x; t)=@x éga-

lement continue .

Montrons que le problème est mal-posé. Supposons que pour un second

membre u1(x), nous connaissions une solution exacte z1(t)) ; on peut alors

écrire : Z b
a
K(x; t)z1(t)dt = u1(x):

Maintenant supposons que l’on connaisse un second membre approché peu

différent de u1(x) dans la métrique L2, et on se propose de rechercher une

solution voisine de z1(t): Considérons dans L2, la solution

z2(t) = z1(t) + ` sin(!t):
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Elle est solution de l’équation :

`
Z b
a
K(x; t)sin(!t)dt+ u1(x) = u2(x):

Dans une métrique quadratique —n (U est l’espace des fonctions carrés som-

mables L2), cette expression permet de calculer la distance de ju1(x) `

u2(x)j :

—u(u1; u2) =

24 Z d
c
ju1(x)` u2(x)j2dx

35
1
2

:

—u(u1; u2) = j`j
0@ Z d

c

24 Z b
a
K(x; t)sin(!t)dt

352

dx

1A
1
2

:

Prenant ! > j`j, on peut trouver un K(x; t) où, l’intégrale converge avec

! au dénominateur. Cette expression peut être rendue aussi petite que l’on

veut. Calculons maintenant la distance des solutions correspondantes, dans

la même métrique :

—u(z1; z2) =

0@24jz1(t)` z2(t)

352

dt

1A
1
2

= j`j
24 Z b

a
sin2(!t)dt

35
1
2

:

—u(z1; z2) = j`j
24 Z b

a

1` cos(2!t)

2
dt

35
1
2

:

—u(z1; z2) = j`j
24 Z b

a

dt

2
`
Z b
a

cos(2!t)

2
dt

35
1
2

:

—u(z1; z2) = j`j
24(b` a)

2
+
sin(2!b)

4!
` sin(2!a)

4!

35
1
2

:

—u(z1; z2) = j`j
24b` a

2
` 1

2!
sin[!(b` a)]cos[!(b+ a)]

35
1
2

: (2.2)

(sin(a)` sin(b) = 2 cos(
a+ b

2
) sin(

a` b
2

)):

On voit sans peine qu’on peut choisir les nombres ! et ` tels que pour les

écarts aussi petits que l’on veut de u1(x) et u2(x), l’écart des solutions

respectives calculé par la formule(2.2)soit arbitrairement grand .

Si l’on se propose d’évaluer l’écart des solutions dans la métrique —z de la
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convergence uniforme (F peut être pris égal à L1).

—z(z1; z2) = supjz1(t)` z2(t)j pour t 2 (a; b):

On calcule alors,

—z(z1; z2) = supjz1(t)` z2(t)j = sup j`sin(!t)j = j`j pour t 2 (a; b):

Choisissant ! et ` tels que pour que les écart de u1(x) et u2(x) soient aussi

petits que l’on veut, l’écart des solutions peut être arbitrairement grand .

Ici le problème n’a pas été modifié par le choix de la norme.

Example 2.6

Changeons le signe dans l’équation différentielle :

@u(x; t)

@t
+ ´u(x; t) = 0 pour x 2 Rd; t 2 R+

u(x; 0) = v(x) pour x 2 Rd:

L’équation différentielle est appelée, équation rétrograde de la chaleur.

Par exemple, si d = 1 et v(x) = n`1sin(nx), où n est un entier naturel

positif, alors la solution est :

u(x; t) = n`1 exp(n2t)sin(nx);

vérifier, en la substituant dans l’équation :

kvkc = n`1( !̀ 0 qd n !̀ 1); ku(t)kc = n`1 exp(n2t)( !̀ 1 qd n !̀

1):

Ce problème est mal posé.

En d’autres termes, trouver la propagation de température ultérieure, sa-

chant la propagation de température initiale, est un problème bien posé.

Cependant, trouver la propagation de température à un temps final est un

problème mal-posé.

Example 2.7
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Considérons le problème suivant :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0; x 2 [0; 1]; y 2 [0; 1];

u(x; 0) = 0;

@u

@y
(x; 0) =

ı

n
sin(ınx) n = 1; 2; ::::

Les fonctions un(x; y) =
1

n2
sin(ınx) sinh(ıny) sont solutions du système

précédent. Or, pour chaque valeur de n, on peut trouver un nombre xn 2

[0; 1] tel que sin(ınxn) = 1 vérifiant :

lim
n !̀1

sup jun(x; y)j =1:

Ce qui prouve que les fonctions de ce problème ne dépendent pas continûment

des données initiales.

Example 2.8

Soit le problème suivant :

Au = f:

A 2 (H; F ) , H; F deux espaces de Hilbert.

SiA est compact et Im(A) non fermé alors, le problème est mal posé .

Im(A) est non fermé ) A`1 est non borné ) la troisième condition n’est

donc pas vérifiée.

Le problème reste mal posé.

Example 2.9

Considérons l’équation différentielle :

8>>>><>>>>:
u0(x) = u(x)` 1;

4u(0) = 0:

Cette équation admet comme solution

u(x) = ex ` 1:
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Si la condition initiale est donnée par u(0) = ›, la solution est alors :

v(x) = (1 + ›)ex ` 1:

De sorte que la différence s’écrit :

v(x)` u(x) = ›ex:

Si x varie dans l’intervalle [0; 30], on a

v(30)` u(30) = ›e30 w 1013›

Si la précision des calculs est de 10`10, le problème est numériquement mal

posé, bien que mathématiquement bien posé.

Example 2.10

Recherche du prolongement analytique d’une fonction, comme sur une

partie d’un domaine, dans le domaine tout entier.

Soit D un domaine fini, E l’arc de courbe appartenant au domaine D. Dans

ce cas le problème du prolongement analytique d’une fonction définie sur

l’arc de courbe E dans le domaine D tout entier est instable.

En effet, soit z0 un point à la frontière du domaine D, dont la distance à E

est d > 0, et f1(z) une fonction analytique dans D:

La fonction

f2(z) = f1(z) +
›

z ` z0

;

où › est un nombre positif connu, est analytique dans D elle aussi.

Ces fonctions différents sur l’ensemble D de la quantité ›=z ` z0 dont le

module ne dépasse pas ›=d,

C’est -à-dire que

jf2(z)` f1(z)j < ›=d sur l0ensemble E:

On peut faire ›=d aussi petit que l’on veut par un choix convenable de la
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valeur de ›, Or, dans le domaine D, la différence des fonctions

f2(z)` f1(z) < ›=z ` z0;

n’est pas bornée en module. Les problèmes mal posé sont issue de divers

domaines de recherche, ils nécessitent souvent une analyse mathématique

sophistiquée est des méthodes numériques de haut niveau.

2.3 Quelques Méthodes de régularisation de pro-

blèmes mal posés

Dans cette section on aborde, des différentes méthodes directs de régula-

risation des problèmes mal posés linéaires, parmi elles, citons : méthodes de

Tikhonov, méthode de quasi-réversibilité, méthodes de quasi-valeur limites,

méthode de décomposition en valeurs singulière.

2.3.1 Méthode de Tikhonov

Soient X et Y deux espace de Hilbert, supposons A : X !̀ Y , cette

méthode consiste à résoudre le système :

Ax = y; (2.3)

qui revient à minimiser :

kAx` ykY : (2.4)

Si X est de dimension infinie et A compact alors le problème Ax = y est mal

posé donc le problème de minimisation est aussi mal posé, voir le lemme

suivant :

Lemme 2.1 Soient X et Y des espaces de Hilbert A : X !̀ Y , un opérateur

linéaire et borné et y 2 Y . Il existe x̂ 2 X tel que :

kAx̂` ykY 6 kAx` ykY ;
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pour tout x 2 X si et seulement si x̂ 2 X, est une solution de l’équation

A˜Ax̂ = A˜y:

Ici A˜ : Y !̀ X désigne l’adjoint de A.

Une simple application du théorème du binôme donne :

kAx` yk2 ` kAx̂` yk2 = 2Re(Ax̂` y; A(x` x̂)) + kA(x` x̂)k2

= 2Re(A˜(Ax̂` y); x` x̂) + kA(x` x̂)k2;

pour tout x; x̂ 2 X. Si x̂ vérifie A˜Ax̂ = A˜y alors :

kAx` yk2 ` kAx̂` yk2 > 0;

autrement dit x̂ minimise kAx`yk. Si, au contraire, x̂ minimise kAx`yk,

alors on substitue x = x̂+ tz à tout t > 0 et z 2 X et on arrive à :

0 6 2tRe(A˜(Ax̂` y); z) + t2kAzk2:

La division par t > 0 et t !̀ 0 donne <(A˜(Ax̂` y); z) > 0, pour tout

z 2 X ; i.e A˜(Ax̂` y) = 0 et x̂ solution de l’équation.

Preuve

On se donne A : X !̀ Y , un opérateur linéaire et borné et y 2 Y et on

veut déterminer x¸ 2 X, qui minimise la fonctionnelle de Tikhonov :

J¸(x) = kAx` yk2 + ¸kxk2:

On a le théorème suivant :

Théorème 2.1 Soient A : X !̀ Y , un opérateur linéaire et borné entre

les espaces de Hilbert et ¸ > 0. La fonctionnelle de Tikhonov J¸ admet un

seule minimum x¸ 2 X. Ce minimum est la solution unique de l’équation :

¸x¸ + A˜Ax¸ = A˜y: (2.5)
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Soit (xn)  X une suite minimisante i.e :J¸(xn) !̀ I = inf
x2X

J¸(x),

lorsque n tend vers1. Nous montrons que (xn) est une suite de Cauchy.

Application de la formule binomiale donne :

J¸(xn) + J¸(xm) = 2J¸

0@1

2
(xn + xm)

1A +
1

2
kA(xn ` xm)k2 +

¸

2
kxn ` xmk2

> 2I +
¸

2
kxn ` xmk2:

Le membre gauche converge vers 2I lorsque n;m tendent vers l’ infini.

Ceci montre que (xn) est une suite de Cauchy et donc convergente.

Soit x¸ = lim
n !̀1

xn , en notant que x¸ 2 X. De la continuité de J¸ on

conclut que J¸(xn) !̀ J¸(x¸) ;i.e :J¸(x¸) = I.Ceci prouve l’existence

d’un minimum de J¸. On utilise maintenant la formule suivante comme

dans la preuve du lemme précédent :

J¸(x)` J¸(x¸) = 2Re(Ax¸ ` y; A(x` x¸)) + 2¸Re(x¸; x` x¸)

+ kA(x` x¸)k2 + ¸kx` x¸k2

= 2Re(A˜(Ax¸ ` y) + ¸x¸; x` x¸)

+ kA(x` x¸)k2 + ¸kx` x¸k2

pour tout x 2 X. A partir de là , l’équivalence de l’équation normale avec

le problème de minimisation pour J¸ est montrée exactement comme

dans la preuve de lemme (2.1). Enfin, nous montrons que ¸I + A˜A est

égal à un pour chaque ¸ > 0.Soit ax+A˜Ax = 0 , la multiplication par

x donne ¸(x; x) + (Kx;Kx) = 0 ; c ’est -à-dire x = 0 .

La solution x¸ de l’eq (2.4)peut s’écrire sous la forme x¸ = R¸y avec

R¸ = (¸I + A˜A)`1 A˜ : Y !̀ X (2.6)

Le choix d’un système singulier (—j; xj; yj) pour l’opérateur compact A,

Preuve
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on voit que R¸y a la représentation :

R¸y =
1X
n=0

—j

¸+ —2
j

(y; yj)xj =
1X
n=0

q(¸; —j)

—j
(y; yj)xj; y 2 Y (2.7)

avec : q(¸; —) =
—2

¸+ —2
, Cette fonction q est appelée la fonction de

filtre.

Théorème 2.2 Soit A : X !̀ Y un opérateur linéaire et compact et ¸ > 0.

1. L’opérateur ¸I+A˜A admet un inverse borné. L’opérateur R¸ : Y !̀ X

défini par (2.6) , forme d’une stratégie de régularisation avec kR¸k 6
1

2
p
¸
.

On l’appelle la méthode de régularisation de Tikhonov . R¸y‹ est dé-

terminé comme la solution unique x¸;‹ 2 X de l’équation du second

espèce :

¸x¸;‹ + A˜Ax¸;‹ = A˜y‹;

chaque choix ¸(‹) !̀ 0(‹ !̀ 0) avec
‹2

¸(‹)
!̀ 0(‹ !̀ 0) est

admissible.

2. Soit x = A˜Az 2 Im(A˜) avec kzk 6 E: On choisit ¸(‹) =
c‹

E
pour

c > 0, alors l’ estimation suivante est vérifie :

kx¸(‹);‹ ` xk 6
0@ 1

2
p
c

+
p
c

1Ap‹E:

3. Soit x = A˜Az 2 Im(A˜) avec kzk 6 E: Le choix ¸(‹) = c(
‹

E
)

2
3 , pour

c > 0 donne l’estimation de l’erreur :

kx¸(‹);‹ ` xk 6
0@ 1

2
p
c

+
p
c

1AE 1
3‹

2
3 :

Pour cela, la méthode de régularisation de Tikhonov est optimal pour :

k(A˜)`1xk 6 E;

où k(A˜A)`1xk 6 E:
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Pour plus de détails voir[22].
Preuve

Théorème 2.3 Soit A : X !̀ Y un opérateur linéaire et compact tel que

l’image Im(A) est de dimension infinie. De plus, soit x 2 X, et on assume

qu’il existe une fonction continue ¸ : [0;1] !̀ [0;1] avec ¸(0) = 0 tel

que :

lim
‹ !̀0
kx¸(‹);‹ ` xk‹

`2
3 = 0;

pour tout y‹ 2 Y avec ky‹ ` Axk 6 ‹:

Pour plus de détails voir [22].
Preuve

2.3.2 Décomposition en valeurs singulières (Méthode S.V.D)

Cas dimension infinie

Définition 2.3 Soient X et Y des espaces de Hilbert, A : X !̀ Y un

opérateur linéaire compact et A˜ : Y !̀ X son adjoint .Les racines carrés

non négatives des valeurs propres de l’opérateur compact auto-adjoint non

négatif A˜A : X !̀ X sont appelées valeurs singulières de A.

Théorème 2.4 Soit (—n) la suite des valeurs singulières non nulles d’opé-

rateur linéaire compact A (avec A 6= 0) répétées selon leur multiplicité, i.e

selon la dimension des espaces nuls ker(—2
nI ` A˜A) ). Alors il existe des

suites orthonormées (ffin) en X et (gn) en Y telles que :

Affin = —ngn; A
˜gn = —nffin; (2.8)

pour tout n 2 N. Pour chaque ffi 2 X nous avons la décomposition en valeurs

singulières :

ffi =
1X
n=1

(ffi; ffin)ffin + %ffi; (2.9)
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avec l’opérateur de projection orthogonale % : X !̀ ker(A) et

Affi =
1X
n=1

—n(ffi; ffin)gn: (2.10)

Chaque système (—n; ffin; gn); n 2 N, possédant ces propriétés est appelé sys-

tème singulier de A. L’lorsqu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs singulières,

les séries (2.9) et (2.10) dégénérer en sommes finies.

Soit (ffin) une suite orthonormée des élément propres de A˜A ,i.e

A˜Affin = —2
nffin;

et définissons une deuxième suite orthonormée par :

gn =
1

—n
Affin:

Des calculs directs montrent que le système (—n; ffin; gn); n 2 N, satis-

fait (2:1). L’application du développement à l’opérateur compact auto-

adjoint A˜A donne :

ffi =
1X
n=1

(ffi; ffin)ffin + %ffi:ffi 2 X

où % désigne l’opérateur de projection orthogonale de X sur ker(A˜A).

Soit  2 ker(A˜A) alors :

(A ; A ) = ( ;A˜A ) = 0;

et ceci implique que ker(A˜A) = ker(A). Par conséquent,(2.9) est prouvé

et (2.10) s’ensuit en appliquant A à (2.9).

Notez que la décomposition en valeurs singulières implique que pour tout

ffi 2 X nous avons

kffik2 =
1X
n=1

j(ffi; ffin)j2 + k%ffik2; (2.11)

Preuve
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et

kAffik2 =
1X
n=1

—2
nj(ffi; ffin)j2: (2.12)

Théorème 2.5 (Picard) Soit A : X !̀ Y un opérateur linéaire compact de

système (—n; ffin; gn): L’équation du premier type

Affi = f; (2.13)

est résoluble si et seulement si f appartient au complément orthogonal

ker(A˜)? est vérifie :
1X
n=1

1

—2
n

j(f; gn)j2 <1: (2.14)

Dans ce cas une solution est donnée par :

ffi =
1X
n=1

1

—n
(f; g)ffin: (2.15)

Voir [22].
Preuve

Cas dimension finie

Définition 2.4 Les valeurs singulière ff1; ::::::::; ffr d’une matrice A (mˆ n)

sont les racines carrées positives, ffi =
q
–i > 0 , des valeurs propres non

nulles de la matrice Gram associée K = ATA. Les vecteurs propres corres-

pondants de K sont appelés vecteurs singuliers de A.

Proposition 2.1 Si A = AT est une matrice symétrique, ses valeurs singu-

lières sont les valeurs absolues de ses valeurs propres non nulles : ffi =

j–ij > 0 ; ses vecteurs singuliers coïncident avec ses vecteurs propres non

nuls.
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Lorsque A est symétrique, K = ATA = A2. Donc si

Av = –v; alors Kv = A2v = A(–v) = –Av = –2v:

Ainsi, toute valeur propre v de A est aussi un vecteur propre de K de

valeur propre –2 .

Preuve

La généralisation de la factorisation spectrale aux matrice non symétrique est

connue sous le nom de décomposition en valeurs singulières, communément

abrégée SVD.

Théorème 2.6 Une matrice réelle A (mˆ n) non nulle de rang r > 0 peut

être factorisée

A = P˚QT ; (2.16)

dans le produit d’une matrice P (mˆ r) à colonnes orthonormées, donc

P TP = I, la matrice diagonale ˚ (r ˆ r) où ˚ = diag(ff1; :::::::ffr) qui

a les valeurs singulières de A comme entrées diagonales, et une matrice

QT (r ˆ n) avec des lignes orthonormées, donc QTQ = I:

Commençons par réécrire la factorisation souhaitée (2.16) sous la forme

AQ = Pff: Les colonnes individuelles de cette équation matricielle sont

les équation vectorielles :

Aqi = ffipi; i = 1; ::::::; r: (2.17)

Reliant les colonnes orthonormées de Q = (q1; ::::::qr) aux colonnes

orthonormées de P = (p1; :::::; pr): Ainsi, notre but est de trouver les

vecteurs p1; ::::; pr et q1; ::::; qr qui satisfont (2.17). Pour cela, on pose

q1; ::::; qr des vecteurs propres orthonormés de la matrice de Gram K =

ATA correspondant aux valeurs propres non nulles, qui forment une base

pour ImK = co Im g A, de dimension r = rangK = rangA. Ainsi, par

Preuve
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la définition des valeurs singulières :

ATAqi = Kqi = ff2
i qi; i = 1; ::::; r (2.18)

Nous affirmons que les vecteurs images wi = Aqi sont automatiquement

orthogonaux. En effet , compte tenu de l’orthonormalité du qi combiné

avec (2.18),

wiwj = wT
i wj = (Aqi)

TAqj = qTi A
TAqj = ff2

j q
T
i qj = ff2

j qiqj =

8>>>><>>>>:
0; i 6= j

ff2
i ; i = j

par conséquent,w1; ::::::; wr forment un système orthogonal de vecteurs

de normes respectives

kwik =
p
wi; wi = ffi:

Nous concluons que les vecteurs unitaires associés

pi =
wi

ffi
=
Aqi

ffi
; i = 1; ::::; r;

forment un ensemble orthonormé de vecteurs satisfaisant les équations

requises (2.17).

Définition 2.5 Le pseudo-inverse d’une matrice A (mˆ n) non nulle avec

décomposition en valeurs singulières A = P˚QT est la matrice A+ (nˆm) ; A+ =

Q˚`1P T :

Lemme 2.2 Soit A une matrice (mˆ n) de rang n. puis

A+ = (ATA)`1AT : (2.19)

En remplaçant A par sa décomposition en valeurs singulières ((2.17)),
Preuve
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on trouve

ATA = (P˚QT )T (P˚QT ) = Q˚P TP˚QT = Q˚2QT

puisque ˚ = ˚T est une matrice diagonale, tandis que P TP = I, puisque

les colonnes de P sont orthonormées. Il s’agit simplement de la factori-

sation spectrale de la matrice de Gramm ATA que nous connaissions en

fait déjà par la définition originale des valeurs singulières et des vecteurs.

Or si A est de rang n, alors Q est une matrice orthogonale n ˆ n, et

donc Q`1 = QT alors :

(ATA)`1AT = (Q˚`2QT )`1(P˚QT )T = (Q˚`2QT )(Q˚P T ) = Q˚`1P T = A+:

2.3.3 La méthode de quasi-réversibilité (Q.B.V)

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert tel que `A

le générateur infinitésimal d’un semi groupe de contraction compact surH.

Nous considérons le problème de trouver un u : [0; T ] !̀ H tel que :

(F:V:P )

8>>>><>>>>:
u0(t) + Au(t) = 0; 0 < t < T;

u(T ) = f:

Pour une certaine valeur finale f dansH. De tels problèmes ne sont pas bien

posés, c’est -à-dire que même s’il existe une solution unique sur [0; T ], elle

n’a pas besoin de dépendre continuement de la valeur finale f. Une méthode

pour aborder ces problèmes est la quasi-réversibilité, introduite par Lattès et

Lions dans les années 1960: L’idée est de remplacer (FV P ) par un problème

approché bien posé, puis utiliser les solutions de ce nouveau problème pour

construire des solution approchées à (FV P ). Dans la méthode originale de

quasi-réversibilité Lattès et Lions approchés (FV P ) avec :

8>>>><>>>>:
v0¸(t) + Av¸(t)` ¸A2v¸(t) = 0; 0 < t < T ;

v¸(t) = f;
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où l’opérateur A est remplacé par une perturbation, en l’occurrence par

A` ¸A2 pour chaque ¸ > 0, ils utilisent la valeur initiale u0 = v¸(0) dans

8>>>><>>>>:
u0¸(t) + Au¸(t) = 0; 0 < t < T;

u¸(0) = v¸(0):

Enfin ils montrent que u¸(t) convergent vers zéro.La méthode ne considère

pas u(t) pour t < T et l’opérateur portant f dans v¸(0) a grande norme

pour petit ¸.

Showalter approxime (FV P ) avec :

8>>>><>>>>:
v0¸(t) + ¸Av0¸(t) + Av¸(t) = 0; 0 < t < T;

v¸(T ) = f;

et comme ci-dessus pour chaque ¸ > 0, utilise la valeur initiale u0 = v¸(0)

dans : 8>>>><>>>>:
u0¸(t) + Au¸(t) = 0; 0 < t < T

u¸(0) = v¸(0):

Les solutions u¸ se rapprochent de (FV P ) en ce sens que u¸(T ) converge

vers lorsque ¸ tend vers zro. De plus, les u¸(t) convergent vers la solution

u(t) de (FVP) si et seulement si elle existe, mais encore la norme de la

fonction portant f dans v¸(0) est assez grand pour ¸ petit.

Miller aborde ce problème de grand norme en trouvant des perturbations

optimales de l’opérateur A. Il déclare qu’il devrait être possible de faire

la norme de l’ordre de
c

¸
pltuôt que e

c

¸ et dérive des conditions sur la

perturbation f(A) pour obtenir les meilleurs résultats possibles. Comme

dans les méthodes ci-dessus, il se rapproche (FV P ) avec :

8>>>><>>>>:
v0(t) + f(A)v(t) = 0; 0 < t < T ;

v(T ) = f;

et résout à nouveau le problème en utilisant v(0) comme condition initiale.

Miller appelle cela la quasi-réversibilité stabilisée.
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2.3.4 Méthode des quasi-valeurs aux limites (Q.B.V.M)

Enfin Showalter aborde un problème plus général d’une manière différente.

Il se rapproche du problème :

8>>>><>>>>:
u0(t) + Au(t)` Bu(t) = 0; 0 < t < T ;

u(0) = f;

par : 8>>>><>>>>:
u0(t) + Au(t)` Bu(t) = 0; 0 < t < T ;

u(0) + ¸u(T ) = f:

Il appela cette méthode "méthode des quasi- valeurs aux limites". Il conclu

que cette méthode donne une meilleure approche.

Perturbation des condition finales : Nous approchons (FV P ) avec le pro-

blème de la valeur quasi-frontière :

(QBV P )

8>>>><>>>>:
u0(t) + Au(t) = 0; 0 < t < T ;

¸u(0) + u(T ) = f:

Un avantage superficiel de cette méthode est qu’il n’est pas nécessaire de

résoudre en avant. Ici, Plus important encore, l’erreur introduite par de petits

changements dans la valeur finale f n’est pas exponentielle mais l’ordre
1

¸
.

Nous montrerons que ce problème est bien posé pour chaque ¸ > 0, et

que les approximations u¸ stable. Nous montrons que u¸(T ) converge versf

comme ¸ va à zéro et que les valeurs u¸(t) converge sur [0; T ] si et seulement

si (FV P ) a une solution.

Dans ce qui suit, supposons que H est un espace de Hilbert séparable et que A

est comme ci-dessus et que 0 est dans l’ensemble résolvant de A. Soit S(t) le

semi groupe de contraction compact engendré par `A comme A`1 compact,

il existe une base propre orthonormée ffin pour H et des valeurs propre
1

–n

de A`1 tel que A`1ffin =
1

–n
ffin. Alors les valeurs propres de `A sont `–n

et celles de S(t) sont e`t–n (et éventuellement zéro). En particulier, pour

chaque ¸ positif, ¸I + S(T ) est inversible. Aussi, si u =
1X
i=1

aiffii, alors :

Bouguern.L 43 ľ2022.Univ. Skikda



2.3. QUELQUES MÉTHODES DE RÉGULARISATION DE PROBLÈMES MAL POSÉS

S(T )u =
1X
i=1

e`T–iaiffii et :

(S(T )u; u) =
1X
i=1

e`T–ia2
i > 0

De cette condition de type accrétif, nous obtenons :

k(¸I + S(t))`1k 6 1

¸
:

Il est utile de savoir exactement quand (FV P ) a une solution ce lemme

suivant répond à cette question.

Lemme 2.3 Si f =
1X
i=1

biffii: Alors (FVP) admet une solution si et seulement

si
1X
i=1

b2
ie

2T–i converge.

Si
1X
i=1

b2
ie

2T–i converge on définit simplement u(t) =
1X
i=1

e(T`t)–ibiffii: Soit

u une solution à (FVP) Alors u(0) a un développement en fonction

propre u =
1X
i=1

aiffii, et

S(T )u =
1X
i=1

e`T–iaiffii = f =
1X
i=1

biffii:

Ceci implique que e`T–iai = bi et donc ai = bie
T–i.Puisque u(0) est dans

H, on a kuk2 =
1X
i=1

a2
i <1. La démonstration est achevée.

Preuve

Nous souhaitons montrer que notre problème approché est bien posé et ce

qui suit nous donne ce que nous avons besoin.

Définition 2.6 Définissons u¸(t) = S(t)(¸I+S(T ))`1f, pour f dans H; ¸ >

0 et t 2 [0:T ]:

Théorème 2.7 La fonction u¸(t) est l’unique solution de (QBVP) et elle

dépend continûment de f.
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Puisque (¸I + S(T ))`1f est dans le domaine A, il est clair u¸ est un

solution classique de l’équation différentielle. En outre :

¸u¸(0) + u¸(T ) = ¸(¸I + S(T ))`1f + S(T )(¸I + S(T ))`1f

= (¸I + S(T ))(¸I + S(T ))`1f = f:

Pour voir la dépendance continue de u¸ sur f, calculons

kS(t)(¸I + S(T ))`1f1 ` S(t)(¸I + S(T ))`1f2k = kS(t)(¸I + S(T ))`1(f1 ` f2)k

6
1

¸
kf1 ` f2k:

L’unicité découle du fait que tout v solution doit satisfaire v(0) = (¸I+

S(T ))`1f et l’unicité des solution au problème direct.

Preuve

Nous faisons ici deux observations qui seront utiles plus tard. Première,

d’après ce précède, il est clair que :

ku¸(t)k 6 1

¸
kfk:

Deuxièmement, si u =
1X
i=1

aiffii alors :

(¸I + S(T ))u =
1X
i=1

(¸+ e`T–i)aiffii;

et :

(¸I + S(T ))`1u =
1X
i=1

ai

¸+ e`T–i
ffii:

Théorème 2.8 Pour tout f 2 H; ¸ > 0, et t dans [0; T ] on a : ‘

ku¸(t)k 6 ¸
t` T
T kfk:
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Si f =
1X
i=1

biffii, on a

ku¸(t)k2 =
1X
i=1

e`2t–ib2
i (¸+ e`T–i)`2

6
1X
i=1

e`2t–ib2
i

24(¸+ e`T–i)
t
T (¸+ e`T–i)1` t

T

35`2

6
1X
i=1

b2
i

0@¸1` t
T

1A`2

=

0@¸ t`T
T

1A2 1X
i=1

b2
i :

La démonstration est achevée.

Preuve

Théorème 2.9 Pour tout f dans H , ku¸(T )` fk tend vers zéro lorsque ¸

tend vers zéro .

C’est -à-dire que u¸(T ) converge vers f dans H:

Si f =
1X
i=1

biffii, alors

ku¸(T )` fk2 = kS(T )(¸I + S(T ))`1f ` fk2

= ¸2k(¸I + S(T ))`1fk2

=
1X
i=1

¸2b2
i (¸+ e`T–i)`2:

Fixons › > 0. Choisissons N tel que :
1X
i=N

b2
i < ›=2. Ainsi ,

ku¸(T )` fk2 <
NX
i=1

¸2b2
i (¸+ e`T–i)`2 +

›

2

6 ¸2
NX
i=1

b2
ie

2–iT +
›

2
:

Preuve
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Soit maintenant ¸ tel que ¸2 < ›

0@2
NX
i=1

b2
ie

2–iT

1A`2

:

Théorème 2.10 Pour tout f dans H, (FV P ) admet une solution u si et

seulement si la suite u¸(0) converge dansH. De plus, on a alors que u¸(t)

converge vers u(t) lorsque ¸ tend vers zèro uniformément en t:

Supposons que lim
¸ !̀0

u¸(0) = u0 existe. Depuis lim
¸ !̀0

u¸(T ) = f

lim
¸ !̀0

ku(t)` u¸(t)k = kS(t)u0 ` u¸(t)k

= lim
¸ !̀0

kS(t)(u0 ` (¸I + S(T ))`1f)k

6 lim
¸ !̀0

ku0 ` (¸I + S(T ))`1fk

= ku0 ` u¸(0)k = 0:

Ainsi, u(T ) = f et u(t) = S(t)u0 résoudre (FV P ). On voit aussi que

u¸(t) converge vers u(t) uniformément en t.

Supposons maintenant que u(t) est la solution de (FV P ). Soit › > 0 et

f =
1X
i=1

biffii. D’après le lemme (2.3) nous avons ku(0)k2 =
1X
i=1

b2
ie

2T–i.

Choisissons N tel que : :
1X
i=N

b2
ie

2T–i <
›

2
.Soit ¸; ‚ > 0, alors :

ku¸(0)` u‚(0)k = k(¸I + S(T ))`1f ` (‚I + S(T ))`1fk

= k
1X
i=1

0@ 1

¸+ e`T–i
` 1

‚ + e`T–i

1Abiffiik
=
1X
i=1

(‚ ` ¸)2(¸‚ + (¸+ ‚)e`T–i + e`2T–i)`2b2
i

=
NX
i=1

(‚ ` ¸)2(¸‚ + (¸+ ‚)e`T–i + e`2T–i)`2b2
i

+
1X

i=N+1

(‚ ` ¸)2(¸‚ + (¸+ ‚)e`T–i + e`2T–i)`2b2
i

6
NX
i=1

(‚ ` ¸)2e4T–ib2
i +

1X
i=N+1

0@‚ ` ¸
¸+ ‚

1A2

b2
ie

2T–i

6
NX
i=1

(‚ ` ¸)2e4T–ib2
i +

›

2
:

Preuve
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Maintenant si nous choisissons ‹ > 0 pour que : ‹2 < ›

0@ NX
i=1

e4T–ib2
i

1A`1

et exigeons que ¸ et ‚ soient inférieure à ‹, on a

ku¸(0)` u‚(0)k2 < ›:

On a donc que u¸(0) est de Cauchy et donc converge. Depuis la première

partie du théorème, nous avons que u¸(t) converge vers u(t) uniformé-

ment en t:

Nous terminons par un résultat qui donne des taux de convergence explicites

dans le cas où (FV P ) est soluble pour un temps final positif.

Théorème 2.11 Si f =
1X
i=1

biffii est dans H et il existe an › > 0 tel que

1X
i=1

b2
ie
›–iTconverge, alors ku¸(T )` fk converge vers zéro d’ordre ¸››`2.

Soit › dans (0:2) tel que :
1X
i=1

b2
ie
›–iT

est fini et soit k dans (0:2).

Fixer un nombre naturel n. Définissons

gn(¸) =
¸k

(¸+ e`–nT )2
:

La différenciation par rapport à ¸ donne

g0n(¸) = ¸k`1 (k` 2)¸+ ke`T–n

(¸+ e`–nT )3
:

Donc g0n(¸) = 0 lorsque ¸ = 0 où

¸ =
k

2` k
e`T–n:

Puisque gn(¸) > 0; gn(0) = 0; et lim
¸ !̀1

gn(¸) = 0 on a ¸0
k

2` k
e`T–n

est la valeur critique à laquelle gn atteint son maximum. Ainsi nous

Preuve
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avons l’inégalité :

gn(¸) 6

0@ k

2`k

1Ake`kT–n
(¸0 + e`–nT )2

:

Nous calculons maintenant

ku¸(T )` fk2 =
1X
n=1

b2
n¸

2(¸+ e`–nT )`2 = ¸2`k
1X
n=1

b2
ngn(¸)

6 ¸2`k
1X
n=1

b2
n

0@ k

2` k

1Ake`kT–n(¸0 + e`–nT )`2

6 ¸2`k
1X
n=1

b2
n

0@ k

2` k

1Ake(2`k)T–n(¸2
0 + 2¸0e

–nT + 1)`1

6 ¸2`k
1X
n=1

b2
n

0@ k

2` k

1Ake(2`k)T–n

= ¸2`k
0@ k

2` k

1Ak 1X
n=1

b2
ne

(2`k)T–n:

Si on choisit k = 2` › on arrive à :

ku¸(T )` fk2 6

0@2

›

1A2

¸›
1X
n=1

b2
ne

›T–n = c¸››`2:

Si on suppose que
1X
i=1

b2
ie

(2+›)–iT converge, en travaillant comme ci-

dessus, on a :

ku¸(0)` u(0)k2 = ¸2`k
1X
n=1

b2
ngn(¸)e2T–n

6 ¸2`k
X
n=1

b2
n

0@ k

2` k

1Ake(4`k)T–n:

Comme ci-dessus, en laissant k = 2` ›, on arrive au suivant.

Corollaire 2.1 Si f =
1X
i=1

biffii est dans H et il existe un › > 0 tel que

1X
i=1

b2
ie

(2+›)–iTconverge ; ku¸(t)` u(t)k converge vers zéro d’ordre ¸››`2 uni-

formément en t .
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Nous aurons besoin dans ce qui suit des résultats suivants :

Proposition 3.1 Si —1; —2 sont les racines de l’équation :

‚Jv(—) + ˛—J 0v(—) = 0; ‚ > 0; ˛ > 0: (3.1)

‚ + ˛ > 0 et v > `1 alors :

Z 1

0
xJv(—1x)Jv(—2x)dx = 0; —2

1 6= —2
2:

50
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Z 1

0
xJ2

v(—1x)dx =
1

2
[J 0v(—1)]

2
+

1

2

0@1` v2

—2
1

1AJ2
v(—1):

Proposition 3.2 Sous les mêmes conditions de la proposition précédente, les

racines de l’équation (3.1) sont réelles, simples et reparties symétriquement

par rapport à zéro . Elle n’ont pas de point d’accumulation fini .

3.1 Position du problème

Considérons le problème :

@u

@t
=
@2u

@x2
+

1

x

@u

@x
; 0 < x < 1 (3.2)

u(1; t) = 0: (3.3)

lim
x !̀0

x
@u

@x
(x; t) = 0; (3.4)

u(x; T ) = ’(x): (3.5)

Nous voulons retrouver la température à l’instant t = 0, c-à-d la valeur de

g(x) = u(x; 0):

Définissons l’opérateur A par :

Au = ` @2

@x2
` 1

x

@

@x
;

où :

D(A) = fu 2 Hx[0; 1]; u(1) = 0; lim
x !̀0

xu0(x) = 0g:

L’étude du spectre de l’opérateur A nous conduit au problème aux valeurs

propres

x
d2u

dx2
+
du

dx
+ –xu = 0;

qui est l’équation de Bessel d’ordre zéro. La solution générale de cette

équation est :

u = ‚J0(
q
–nx) + ˛N0(

q
–nx):

Dans cette expression J0 et N0sont respectivement les fonction de Bessel et

de Neumann d’ordre zéro et ‚ et ˛ des constantes.
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Les conditions (3:3) et(3:4) qui se retrouvent dans la définition de D(A)

impliquent ˛ = 0 et J0(
p
–) = 0 .

En appliquant les propositions précédentes nous obtenons :

1. Les valeurs propres de l’opérateur A sont –k = ‰2
k; k = 1; 2; 3; :::::: où

les ‰k sont les racines positives de la fonction de Bessel J0.

2. Les fonctions propres associées sont : ffik(x) = ‚kJ0(
p
–x) pour ‚k =p

2

J 00(
p
–x)

, cette famille est orthonormée, complète dans l’espace Hx[0; 1]:

3. – = 0 n’est pas une valeur propre.

Considérons alors la fonction u(:; t) 2 L2((0; T ) \ Hx(0; 1)); u(:; t) s’écrit

alors :

u(:; t) =
X
k>1

vk(t)ffik(x);

avec vk(t) =
Z 1

0
xu(x; t)ffik(x)dx.

Dans ce cas les fonctions vk(t) vérifient :

v0k(t) + –kvk(t) = 0;

ce qui donne :

vk(t) = ckexp(`–kt);

donc :

u(x; t) =
X
k>1

ckexp(`–kt)ffik(x):

La condition (3.5) nous donne

’(x) = u(x; T ) =
X
k>1

ckexp(`–kT )ffik(x):

pour g(x) nous obtenons l’expression :

g(x) = u(x; 0) =
X
k>1

ckffik(x):
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3.1. POSITION DU PROBLÈME

Ce qui nous permet de retrouver les coefficients ck par la formule

ck =
Z 1

0
xffik(x)g(x)dx:

Entre ’(x) et g(x) nous avons alors la relation :

’(x) =
Z 1

0
K(x; ‰)g(‰)d‰;

avec

K(x; ‰) =
X
k>1

‰exp(`–kT )ffik(‰)ffik(x):

Si nous voulons retrouver u(x; 0) en connaissant u(x; t) nous devons donc

résoudre l’intégrale de première espèce .

Selon le théorème de picard ce problème admet une solution si, et seulement

g(x) =
X
k>1

exp j2–kT jj’j2 <1

où les ’k sont les coefficient de Fourier de la fonction ’ .

Par ce même théorème nous obtenons

g(x) =
X
k>1

expj–kT j’k(x)ffi(x);

alors :

g(x) =
Z 1

0
K 0(x; ‰)’(‰)d‰;

avec :

K 0(x; ‰) =
X
k>1

‰ exp(–kT )ffik(‰)ffik(x):

Et par la même, le problème de trouver u(x; 0) en connaissant u(x; T ) est

mal posé . En effet :

Á la donnée finale perturbée ’‹ = ’ + ‹ffik correspond la donnée initiale

g‹ = g + ‹ffik exp(–kT ):
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3.2. RÉGULARISATION DU PROBLÈME

Ce qui signifie :

kg‹ ` gk = k‹ffik exp(–kT )k

= exp(–kT )k’‹ ` ’k:

De la dernière formule nous constatons qu’une petite perturbation de la don-

née finale peut induite une perturbation arbitrairement grande de la donnée

initiale.

Nous avons donc :

Proposition 3.3 Le problème (3:2)` (3:3)` (3:4) et (3:5) est mal posé .

3.2 Régularisation du problème

En utilisant les notations induite ci-dessus, nous pouvons formuler le pro-

blème (3:2)` (3:3)` (3:4) et (3:5) sous la forme :

8>>>><>>>>:
u0(t) + Au(t) = 0; 0 < t < T;

u(T ) = ’:

Il faut préciser ici que l’espace H est Hx[0; 1]:

Notons que A auto adjoint, positivement défini (Les valeurs propre sont stric-

tement positives).

Nous allons suivre la méthode des valeurs quasi-limites exposée au chapitre

précédant, et nous allons donc étudier le problème :

(P¸)

8>>>>><>>>>>:
@u

@t
= `@

2u

@x2
` 1

x

@u

@x
;

¸u(0) + u(T ) = ’:

En appliquant les théorèmes(2.7) et (2.11) nous obtenons le résultat sui-

vant :

Théorème 3.1
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3.2. RÉGULARISATION DU PROBLÈME

(1) La fonction u¸(x; t) =
X
k>1

e`–kt

¸+ e`–kT
’ est la solution du problème (P¸)

et dépend continûment de ’.

(2) Pour toute ’(x) 2 Hx[0; 1]; ¸ > 0; t 2 [0; T ],on a

Z 1

0
x

24 e`–kt

¸+ e`–kT
’(x)

352

dx 6 ¸
t`T
T

Z 1

0
x’(x)2dx:

(3) Pour toute ’(x) 2 Hx[0; 1];
Z 1

0
x

24 e`–kT

¸+ e`–kT
’(x) ` ’(x)

352

dx tend vers

zéro ; quand ¸ !̀ 0.

(4) Si ’(x) =
X
k>1

’kffik(x) 2 Hx[0; 1], et il existe " 2 [0; 2] tel que :

X
k>1

’2
kexp(‰–kT ) < 1 alors,

X
k>1

e`–kT

¸+ e`–kT
’(x) converge vers ’(x)

d’ordre ¸""`2 ; quand ¸ !̀ 0:

(1) La fonction u¸(x; t) =
X
n>1

e`–nt

¸+ e`–nT
’, la solution unique du pro-

blème approché (P¸) ; de plus dépend continûment de ’.

On a :
X
n>1

’

¸+ e`–nT
2 D(A) de plus :

¸u¸(0) + u¸(T ) = ¸
X
n>1

1

¸+ e`–nT
’+

X
n>1

e`–nT

¸+ e`–nT
’

=
X
n>1

e`–nT

¸+ e`–nT
’+

X
n>1

¸

¸+ e`–nT
’

= ’
X
n>1

¸+ e`–nT

¸+ e`–nT
’ = ’

Montrons maintenant que la solution du problème est dépend conti-

nûment des données du problème :

ku¸’1 ` u¸’2k = k
X
n>1

e`–nt

¸+ e`–nT
(’1 ` ’2):

On a :

k
X
n>1

e`–nt

¸+ e`–nT
k 6 1

¸
:

Preuve
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3.2. RÉGULARISATION DU PROBLÈME

Alors :

ku¸’1 ` u¸’2k 6
1

¸
k’1 ` ’2k: (3.6)

d’où la stabilité.

(2) Pour tout ’(x) 2 Hx[0; 1]; ¸ > 0; t 2 [0; T ] on a :

Z 1

0
x

24 X
n>1

e`–nt

¸+ e`–nT
’

352

dx =
Z 1

0
x
X
n>1

e`2–nt

(¸+ e`–nT )2
’2dx

=
e`2–nt

(¸+ e`–nT )2
’
Z 1

0
x’2(x)dx

6

0@¸ t`T
T

1A2 Z 1

0
x’2(x)dx:

(3) Pour tout ’(x) 2 [0; 1] :

Z 1

0
x

24 X
n>1

e`–nT

¸+ e`–nT
’(x)` ’(x)

352

dx; (3.7)

tend vers zéro, quand ¸ !̀ 0. En effet :

(3.7),
Z 1

0
x

24e`–nT’(x)` ¸’(x)` e`–nT’(x)

¸+ e`–nT

352

dx

=
Z 1

0
x

24 `¸’(x)

¸+ e`–nT

352

dx

=
Z 1

0
x

¸2

(¸+ e`–nT )2
’2(x)dx

= ¸2(¸+ e`–nT )`2
Z 1

0
x’2(x)dx

6 ¸2(¸+ e`–nT )`2
 Z 1

0
x2dx

! 1
2
 Z 1

0
(’2(x))2dx

! 1
2

6
1
p

3
¸2(¸+ e`–nT )`2k’2(x)k:

En majorant (¸+ e`–nT )`2 par e2–nT nous obtenons :

(3.7) 6
1
p

3
¸2e2–nTk’2(x)k 6 0; quand ¸ !̀ 0

0 6
1
p

3
¸2e2–nTk’2(x)k 6 0; quand ¸ !̀ 0;
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3.2. RÉGULARISATION DU PROBLÈME

alors pour tout ’(x) 2 [0; 1] :
Z 1

0
x

24 X
n>1

e`–nT

¸+ e`–nT
’(x) ` ’(x)

352

tend vers zéro, quand ¸ !̀ 0

(4) Soit " 2 [0; 2] tel que
X
n>1

’2
n(‰–nT ) est fini et soit k 2 [0; 2]. Fixons

un nombre naturel n:

Définissons :

gn(¸) =
¸k

(¸+ e`–nT )2
:

La différenciation par rapport à ¸ donne :

g0n(¸) = ¸k`1 (k` 2)¸+ ke`–nT

(¸+ e`–nT )3
:

On a : gn(¸) 6 gn(¸0) où :

¸0 =
k

2` k
e`–nT :

Alors :

gn(¸) 6

0@ k

2` k

1Ak e`k–nT

(¸0 + e`–nT )2
:

D’où :

ku¸(T )` ’k =

‚‚‚‚‚‚‚
X
n>1

e`–nT

¸+ e`–nT
’` ’

‚‚‚‚‚‚‚
=

‚‚‚‚‚‚‚
X
n>1

¸2(¸+ e`–nT )`2’2
n

‚‚‚‚‚‚‚
= ¸2`k

X
n>1

’2
ngn(¸)

6 ¸2`k
X
n>1

’2
n

0@ k

2` k

1Ak e`k–nT

(¸0 + e`–nT )2
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En majorant (¸0 + e`–nT )`2 par e2–nT , nous obtenons :

6 ¸2`k
X
n>1

’2
n

0@ k

2` k

1Ake(2`k)–nT

6 ¸2`k
0@ k

2` k

1Ak X
n>1

’2
ne

(2`k)–nT

Choisissons k = 2` "; nous obtenons :

6

0@2` "
"

1A2`"

¸"
X
n>1

’2
ne

"–nT

6

0@2

"

1A2

¸"
X
n>1

’2
ne

"–nT = c¸""`2:

Comme :
0@2` "

"

1A2`"

6

0@2` "
"

1A2

6

0@2

"

1A2

fcar 2` "
"

> 0g alors :X
n>1

’2
ne

"–nT <1 .
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire nous avons essayé de donner une définition au pro-

blème inverse, puis problème mal et bien posé, le sujet décrit essen-

tiellement la description de différentes méthodes de régularisation.

La première partie est un rappels des outils nécessaires dans l’étude

du problème étudier.

Quant à la deuxième partie, elle est consacrée à la présentation de

quelques méthodes de régularisation.

la dernière partie, elle comporte l’étude d’un problème inverse pour

l’opérateur de Bessel, et la régularisation par la méthode de Quasi-

valeurs aux limites introduite par Showlater [37].

N ous espérons que ce travail éclairai quelques méthodes de régularisa-

tion, et comme perspectives il sera intéressant d’étudier les méthodes

d’analyse numérique, concernant la résolution des problèmes mal-posés.
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