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Résume

Dans Le présent travail on étudie La stabilité des problémes rétrogrades mal
posés des équations différentielles du premier ordre. A cette effet nous pro-
posons quelques méthodes de régularisation, Les résultats de convergence
et les estimations d’erreurs sont valable. Finalement, une de méthodes est

appliquée pour résoudre un probléme mal posé pour L'opérateur de Bessel.

Mots clés : probléme de Cauchy mal posé, méthode de quasi-valeurs aux Li-

mites, semigroupes, régularisation.
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Abstractl

In this work we study the stabilization of ill posed backward problem for
a first order differential equation. For this purpose, we propose some regu-
Larization methods; we establish convergence results and error estimates.
Finally, we apply one of the methods to the solution of an ill posed problem

for the Bessel operator.

Key words : ilLl-posed Cauchy problem, quasi-boundary value method, semi-

group, regularization.
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INTRODUCTION

eaucoup de phénomeénes physiques peuvent étre modélisés par des équa-

Btions aux dérivées partielles auxquelles sont jointes des conditions aux

Limites s'exprimant sur La frontiére du domaine ou Le phénoméne évolue,

ainsi que des conditions initiales, finales ou autres.

Généralement, La modélisation d'un probléme est suivie d’'une analyse théo-

rique et d'une implémentation numérique.

Certains de ces problémes, qui apparaissent dans beaucoup de domaines pra-

tigues des sciences et des techniques; comme La médecine (échographie,

scanners, rayons X, ...), L’énergie (calcul d'écoulements de pétrole dans un

réservoir avec puits) et autres, ne peuvent étre traités directement.

Pour Les résoudre on est contraint de passer par une étape précédant L'ana-

Lyse théorique et qui est régularisation (ces problémes sont dits mal posés).

B PROBLEMES BIEN ET MAL-POSES

E n étudiant La résolution des équations aux dérivées partielles, La mathé-
maticien Jacques Hadamard (1902) a exprimé Le concept du probléme

bien-posé, par Les trois conditions :
1. La solution existe,
2. La solution est unique,

3. La dépendance continue de La solution par rapport aux données du pro-



Introduction Générale

bléme.

Ces conditions reflétent Les contraintes pour qu'un modéle en physique
mathématique ait un sens et conduise a une résolution raisonnable du
probléme qui représente.
Un probléme mal posé est donc un probleéme pour Lequel au moins des trois
conditions n’est pas vérifiées i-e :
> La non existence de la solution dans un certain domaine nous conduit a
utiliser une technique de relaxation qui consiste a transformer des contraintes
fortes en des contraintes moins fortes afin d’élargir Le domaine d'existence
pour avoir une solution.
> Certains problémes peuvent avoir plusieurs solutions, il est donc nécessaire
de disposer d'informations supplémentaires (ou conditions) pour discriminer
entre elles et choisir une solution convenable.
> Le choix des espaces de départ et d’arrivée est bien sur trés important
dans cette définition. La stabilité est une condition primordiale, en effet, s'il
ya un probleme de stabilité, Le calcul numérique de La solution peut devenir
impossible a cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.
Parmi Les situations qui se traduisent par un probléme mal posé, nous pou-
vons citer celle de déterminer Les états passés d’'un systeme physique décrit
par une équation différentielle a partir de son état présent, ou bien celui de
déterminer Les paramétres d'un systéme a partir de données expérimentales.

dans Les deux cas nous parlons de problémes inverses voir [31].

B PROBLEMES INVERSES

D 'aprés Jd.B.Keller [20], deux problémes sont dits inverses L'un de L'autre;
si La formulation de L'un met L'autre en cause. Une définition plus opé-
rationnelle est qu'un probleémes inverse consiste a déterminer des causes
d'un phénomeéne en fonction de L'observation de ses effets.

Ainsi, ce probléme est L'inverse de celui appelé probléme direct consistant

a chercher lLes effets a partir des causes qui sont observables. Par exemple,
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Localiser L'origine d'un tremblent de terre a partie de mesures faites par
plusieurs stations sismiques réparties sur La surface du globe terrestre est un

probléme inverse. Les problémes inverses sont multiples et Leurs applications

Direct model

Causes Effects

Inverse model

Figure 1 — Direct and inverse model

se retrouvent dans de nombreux domaines tels que L'élLectromagnétisme, La
géophysique, L'imagerie médicale, La détection des fissures, Le contrdle non
destructif, lLa mécanique des structures,...

D’aprés La définition d'un probléme inverse, on peut voir que ces problémes
risquent de poser des difficultés particuliéres. En effet, il est raisonnable
d'exiger qu’'un probléme direct soit bien posé. Par contre, il est facile
d'imaginer que Les mémes effets puissent provenir des causes différentes.
Ceci illustre une difficulté de L'étude des problemes inverses : ils peuvent
avoir plusieurs solutions, et il est nécessaire de disposer d'informations sup-

plémentaires pour Les différencier.

B REGULARISATION

En mathématiques, La régularisation est une procédure qui consiste a
modifier un probléme mal posé par un autre probléme qui Lui est proche
(dans un sens) et qui posséde de bonne propriétés(bien posé) rendant son
étude théorique et numérique plus aisée.

Dans La Littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont

WBouguem.L 3 (©2022.Univ. Skikda
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été utilisées pour résoudre certains problémes de Cauchy mal posé. Parmi
elles, on cite :

¢ La méthode de régularisation de Tikhonov [2] est La méthode de régu-
Larisation La plus ancienne. EllLe consiste a transformer Le probléme original
mal posé en un probléme de minimisation.

¢ L méthode de Quasi-réversibilité, introduite par Lattes et Lions (1969)
[39], qui consiste a transformer Le probléme de Cauchy mal posé d'ordre
2 en un probléme différentiel bien posé d'ordre plus élevé (d'ordre 4), en
perturbant L'opérateur-coefficient de L'équation. Cette méthode a été ensuite
reprise par plusieurs auteurs pour résoudre Le probléme de Cauchy, notam-
ment : Kilbanov et Santosa [33] et plus récemment Bourgeois [28]

¢ La méthode de régularisation par lLes conditions non Locales "Quasi-
Boundary Value Method introduite par Showalter [37], L'idée de cette
méthode est de remplacer Le probléme mal posé par un probléme bien
posé, dans Lequel on perturbe La condition finale en La remplacant par une
condition non-Locale dépendant d’'un petit paramétre . Elle a été utilisée
par plusieurs auteurs, comme D.N.Hao [5, 6].

¢ La méthode de décomposition en valeurs singuliéres (S.V.D), est considéré
comme étant un outil puissant, grace aux multiples propriétés qu'elle offre.
Les différentes contributions de mathématiciens célébres ont permis L'élabo-
ration de cet outil. Camille Jordan(1838-1921), et James Joseph Sylvester
(1814-1897), pour parvenir a cette décomposition ont travaillé a partir des
formes bilinéaires. Tandis que Erland Schmidt (1876-1959) et Hermann Weyl
(1885-1955) ont utilisé une approche dérivées équations intégrales.

L’'étude intensive des problémes inverses est dictée par La richesse du sujet
aussi bien sur L'aspect théorique, que sur L'aspect pratique.

Toute problématique directe génére une variété de problémes inverses, qui

donne naissance a des questions théoriques et des défis numériques.
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Contenu du mémoire

Ce mémoire s’intéresse aux problémes inverses mal posés Linéaires. IL est
subdivisé comme suit :
i Dans Le premier chapitre, on rappelle certaines notions préliminaires fon-
damentales et Les ingrédients nécessaires du calcul différentiel pour L'étude
du probléme proposé, et pour éviter des renvois permanents a d’'autres ou-
vrages.
i Au chapitre deux, on a exposé quelques exemples de problémes mal posés
et, des méthodes de régularisation des problémes mal posés illustrées par
des exemples.
iz Le troisiéme chapitre est consacré a L'étude d'un probléme mal posé pour
L'opérateur de Bessel, puis Le régularisé par La méthode des valeurs quasi-

Limites.
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CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LES ESPACES DE HILBERT
ET LES OPERATEURS

e chapitre est constitué d'un rappel de quelques notation et
Q:compLéments mathématiques en relation avec ce travail. On citera en
particulier, La théorie des opérateurs. Dans tout ce qui suit, nous désignons
par H, Les espace de Hilbert sur K = R ot C, muni de La norme |.|u, et Le

produit scalaire (., .)n,, (2 =1,2).
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1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Deéfinitions et exemples

Définition 1.1 (Norme)

Soit E un espace vectoriel sur R .Une norme sur E est une application de

E dans R , possédant les propriétés suivantes :
1.Vz € E,||z|le Z 0 et |lz|]|le =0=x =0.
2.Vx € E,Va € R, |laz|le = |a|||lz||e.

3.V(z,v) € E*: lz+ vlle < llzlle + llvlle.

WBouguem.L 7 (©2022.Univ. Skikda



1.1. ESPACES DE HILBERT

Example 1.1
Dans le cas ou E est de dimension n (nous L’identifions alors a R™ ), lLes

normes suivantes sont les plus utilisées :

n
(1) Nzl = ) |zl
=1
1
n 2
(22) |lzllz = (Z Ia:rL-IQ) :
=1
(112) [[Z]lo = max [z4.
i=1l...m
Définition 1.2 (Produit scalaire) :

Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur E est une appli-

cation de E X E dans R, notée < .,. >, possédant les propriétés suivantes :
l.Vvce E,<z,z>20¢et <z, >=0=x=0.
2.V(z,y) € B>, <z,y>=<y,T>.

3. V(z,y,2) € E3V(a,B) €R?:
<ar+py,z>=a<z,z2>+06<Y,2>.

Définition 1.3 Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé un

espace préhilbertien.

Example 1.2

1. Sur R™ le produit scalaire euclidien usuel :

<ZT,UD>=) Tl (1.1)

=1

2. Soit 2 un ouvert de R™. L’espace vectoriel des fonctions carrés inté-

grables sur 2 est :
L2(Q) = {f : Q — R /Q 1F(z)|2dz < oo},
est un espace préhilbertien si on le munit du produit scalaire :

< f,g>= /Of(a:)g(a:)d,:z:.

WBouguem.L 8 (©2022.Univ. Skikda



1.1. ESPACES DE HILBERT

Un produit scalaire sur E définit une norme sur E par la formule sui-

vante :

lzlle =v<z x>

Définition 1.4 (Espace de Hilbert) :

On appelle un espace de Hilbert tout espace vectoriel E muni d’'un produit

scalaire et complet pour la norme associée.

Example 1.3

1. L’espace vectoriel R™, muni produit scalaire euclidien usuel, est un es-

pace de Hilbert.

2. L’espace L2(2) muni du produit scalaire suivant :
< f.9>= [ f(@)9(z)dz,
est un espace de Hilbert.

1.1.2 Propriétés des espaces de Hilbert

Proposition 1.1 pour tout xz,y € E :
lz+ vl =llzl*+ llvlI*P+2<z,9>.

Théoréme 1.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tout ¢,y € E :
| <z, yu>|< llzlllvll.

Définition 1.5
On dit que deux vecteurs x et y d'un espace préhilbertien E sont ortho-
gonaux si :

<z, y>=0.

WBouguem.L 9 (©2022.Univ. Skikda



1.1. ESPACES DE HILBERT

On notex 1L vy.

Proposition 1.2 D’aprés La proposition (1.1), on a :
z Ly z+yll? = lzlPlvll?

ce que L'on peut appeler Le “Théoréme de Pythagore”.

Définition 1.6 L’orthogonal d'une partie A C E est L'ensemble :
At ={y€e E;y Lz Ve A}
OnaB+C At siAC B.
Lemme 1.1 (Identité du parallélogramme)
Pour tout w,v € H :
lu + vlI? + llu — vl = 2(|ull® + [[v]I?).

Théoréme 1.2 (Projection).

Soit C un convexe fermé et non vide de H. Alors, pour tout point x € E,

il existe un unique point x. € C tel que :
lz — zcll = inf llz — .
Corollaire 1.1 Pour tout sous-espace vectoriel fermé A de E,

E=AE A

WBouguem.L 10 (©2022.Univ. Skikda



1.2. LES OPERATEURS LINEAIRES DANS LES ESPACES DE HILBERT

1.1.3 Bases hilbertiennes
Définition 1.7 On appelle base Hilbertienne d’un espace de Hilbert E, toute

suite (en)nen+ , tel que :

llenlle = 1, VN,
< én,em>=0,Vn # m.
L’espace vectoriel engendré par cette base est dense dans E. Alors, tout

élément u de E, s'écrit :

u= ) < U, en>en;

n=1

et vérifie L’égalité de Bessel-Parseval :

lullz = ) | <u,en> |3

n=1

un tel développement est unique, c’est-a-dire si :

o0
U= ) Unen,
n=1

(@]
avec ! ) lun|® < 00, alors : up =< U, en > .
n=1

Example 1.4

Les deux suites de fonctions suivantes :

<\E sin(n7r)> o <E cos('n,7r)> -

sont des bases Hilbertiennes de L?(0, 27).

1.2 Les opérateurs Linéaires dans lLes espaces

de Hilbert

Soient E et F deux espaces de Hilbert.
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1.2. LES OPERATEURS LINEAIRES DANS LES ESPACES DE HILBERT

1.2.1 Continuité, borne et norme d’un opérateur Linéaire

Définition 1.8 Un opérateur (Linéaire,continue) A d’un espace de Hilbert E
dans un espace de Hilbert F est une application linéaire continue de E dans
F, c'est-a-dire qui vérifie :

1. Vu € E, Au € F;

2. V(u,v) € EX E,V(a,B) € R?, A(au + Bv) = aAu + BAY;

3. 3IM > 0,Vu € E, ||Aullr < M||ulle.

Le plus petit nombre M qui vérifie Lle 3°™¢ point ci -dessus s’ appelle la

norme de L' opérateur A :

lAull

| All = sup :
uce ||ulle

Rappelons les deux espaces fondamentaux associés a un opérateur Linéaire :
1. Le noyau de A est Le sous-espace de E : ker A= {u € E, Au = 0}.

2. L'image de A est Le sous-espacede F :ImA ={v € F,3u € E, Au = v}.

Définition 1.9 On dit que L'opérateur A : E —» F est borné s'il fait corres-
pondre a tout ensemble borné dans D(A), un ensemble borné dans L’'espace
F.

Définition 1.10 Un opérateur Llinéaire A : E — F, défini sur D(A) = H

est continu, s’il est continu en 0 € H .

Théoréme 1.3 Un opérateur linéaire A . E — F, tel que D(A) = H est

borné si et seulement si pour tout w € H, on a :
|Au]|l < cllull.

Théoréme 1.4 Soit un opérateur linéaire A : E — F, tel que D(A) = H.

A est continu si et seulement s'il est borné .

Théoréme 1.5 (de Riesz) Soit L une forme linéaire continue sur E. Il existe

un unique vecteur o € E tel que :

L(x) =< zo,x >,Vx € E.

WBouguem.L 12 (©2022.Univ. Skikda



1.2. LES OPERATEURS LINEAIRES DANS LES ESPACES DE HILBERT

1.2.2 Opérateur auto-adjoints
Soit E un espace de Hilbert.

Théoréme 1.6 Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F. Il existe

un unique opérateur de F dans E, noté A*, tel que :

YVu € E,Vu € F, < Au,v >=< u, A*v > .

Cet opérateur est appelé l'adjoint de A. IL vérifié de plus :(A*)* = A et
A% = [IAll.

Proposition 1.3 Soient A et B deux opérateurs linéaires , v et B deux
scalaires :

1. Linéarité (A + BB)* = aA* 4+ BB*.

2. La composition : (AB)* = B*A*.

Il existe des relations remarquables entre le noyau et l'image d’ un opérateur

et ceux de son adjoint.

Proposition 1.4 On a les relations suivantes (ou X indique L’ adhérence de

l’'ensemble X) :
1. ker A* = (Im A)*.
2. (ker A)* = Im A*,
Définition 1.11 Un opérateur dans E est dit auto-adjoint si et seulement
Si:
V<u,v>e EXE AU, v >=< u, Av > .

Remarque 1.1 En dimension finie, les opérateurs auto-adjoints sont ceux

qui ont matrice symétrique .

1.2.3 Spectre d’'un opérateur Linéaire

Soit A un opérateur Llinéaire défini de E dans F tel que D(A) = E.

WBouguem.L 13 (©2022.Univ. Skikda



1.3. OPERATEURS INTEGRAUX ET EQUATIONS INTEGRALES

Définition 1.12 On dit que Lle point A est un point régulier de A si L' opé-
rateur (A — XI) est inversible, i.e : det(A — A\I) # 0.

Définition 1.13 L’ensemble des points réguliers de L’ opérateur A est appelé

ensemble résolvant de A et noté par p(A) tel que :
p(A) = {X € R/(A — AI)7', existe et borné} .

1. SiX € p(A) ; l'opérateur Linéaire et borné R(A) = (A—XI)~! est appelé

résolvant de A.

2. Le spectre o(A) et le complémentaire de p(A) dans le plan complexe
i.,e c(A) =R/p(A).

3. On dit que X\ est valeur propre, et on note A € VP(A) si ker(A—XI) # 0.
Remarque 1.2 Sidim E < oo alors c(A) = VP(A).
Proposition 1.5 Le spectre c(A) est un ensemble compact et :
a(A) C [=lIAIl AT
Proposition 1.6 Si A un opérateur Linéaire et borné, alors :

o(A") = o(A).

1.3 Opérateurs intégraux et équations intégrales

Théoréme 1.7 Soit K une fonction de L'espace L?([c, d] X [a,b]). L 'opéra-
teur :
b
Au(t) =/ K(t, s)u(s)ds, t € [a,b]; (1.2)
a

est bien défini en tant qu’'opérateur de L?*(a, b) dans L?(c, d).
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1.3. OPERATEURS INTEGRAUX ET EQUATIONS INTEGRALES

g/‘fPreuve
La Linéarité est évidente, seule La continuité reste a démontrer.

Bien entendu, nous voulons majorer :

/Cd |Au(t)Pdt = /Cd (/ab K(t, s)u(3)>2d,t_

Par L'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

/Cd|Au(t)|2at < /cd </b K(t, s)|2d,s> </b |u(s)|2d,s>d,t < M2 /: u(s)|2ds.

Définition 1.14 [ ’opérateur A défini au théoréme (1.7) s’appelle L'opérateur

intégral de noyau K.

Example 1.5 (Opérateur de Volterra) .

Il s’agit d’opérateurs de La forme :
t
Au(t) =/O K(t, s)u(s)ds, pour t € [0, 1]; (1.3)

avec K € ([0,1] x [0, 1)]).

Remarque 1.3
Une classe particuliérement simple d’opérateurs intégraux est constituée

des opérateurs a noyau dits dégénérés, c’est -a- dire de la forme :
14
K(t,s) = Z a;(t)bs(s). (1.4)

j=1

Les opérateurs correspondants sont de rang fini.

IL est habituel de classer lLes équations intégrale que L'on peut associer a
L'opérateur intégral A en deux catégories :

Equations de premiére espéce IL s'agit de L'équation :

Au = f, ot f € L?(c,d) est donnée . (1.5)
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1.4. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES

Equations du second espéce Il s’agit de L'équation :

u— Au = f, ou f € L?(c, d) est donnée . (1.6)

1.4 Semi-groupes d’opérateurs Linéaires

1.4.1 Les semi groupes uniformément continus d’opéra-
teurs Linéaires bornés
Définition 1.15 Soit E un espace de Banach, une famille a paramétre T (t), 0

t < 00, d'opérateurs Linéaires bornés de E vers E est un semi groupe de opé-

rateurs Llinéaires bornés sur E si :
1. T(0) = I.
2.T(s+1t)=T(s)T (D).
Un semi groupe d’opérateur linéaires bornés, T (t) est uniformément continue
Si:
Lm [[T(¢) — I = 0. (1.7)

L’opérateur linéaire A défini par :

Tz —x

D(A) ={z € E: tLl_r>nO existe},
et
T(t)T — T
Az = Lim )z —z = a'T )z pour x € D(A),
t—0 T dt

est le générateur infinitésimal du semi groupe T (t), D(A) est Le domaine de
A.

Théoréme 1.8 Un opérateur Linéaire A est Le générateur infinitésimal d’'un

semi groupe continu si et seulement si A est un opérateur Linéaire borné.

Théoréme 1.9 Soient S(t) et T(t) deux semi groupes uniformément conti-

nus d’opérateurs Llinéaires bornés. Si :

Lim T -1 _ A = Lim T@) 1

t—0 t t—0 t

, (1.8)
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1.4. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES

alors T(t) = S(t), pour toutt > 0.

1.4.2 Les semi groupes fortement continus d’opérateurs

Linéaires bornés

Définition 1.16 Un semi groupe T(t),0 < t < 00, des opérateurs Llinéaires
bornés sur E est un semi groupe fortement continu d’opérateur linéaire bornés
Si:

Lim 7(t)z = =, pour toutx € E. (1.9)
t—0

Un semi groupe fortement continu d’opérateur Llinéaire borné sur E sera

appelé semi groupe de classe Cy ou simplement semi groupe Cy.

Théoréme 1.10 Soit T (t) un Co semi groupe. Il existe des constantes w > 0
et M > 1 tel que :

IT@)| < Me“t; pour 0 <t < 0. (1.10)

Remarque 1.4
1. Siw =0 (|IT@I| £ M) alors (T(t))t=0 est un semi groupe uniformé-
ment borné.

2.Siw=0etM =1 (||T@®)|| £ 1) alors (T(t))t>0 est un semi groupe de

contraction.

Corollaire 1.2 Si T(t) est Co semi groupe alors pour tout t € E , t —>

T (t)z est un fonction continue de Ry dans E.

Théoréme 1.11 Soit T(t) un Co semi groupe et soit A un générateur infi-

nitésimal, alors :

1. Pour xz € E,

Lim 1 /t+n T(s)xds = T (t)zx.

h—0 h, Jt

t
2. Pourx € E,/O T(s)xds € D(A) et

A(/Ot T(s)a:ds> =T)r — .
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1.4. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES

3. Pourx € D(A), T(t)x € D(A) et

%T(t)a: — AT () = T(t)Az.

4. Pour x € D(A),
T —T(s)x = /t T(T)AzTdT = /t AT (T)xdT.

Corollaire 1.3 Si A est Le générateur infinitésimal d'un Cq semi groupe T (t)

alors : D(A) est dense dans E et A est un opérateur Linéaire fermé.

Théoréme 1.12 Soient A est Le générateur infinitésimal d'un Cq semi groupe
(S(t))t>0 sur E et B le générateur infinitésimal du Co semi groupe (T (t)):>o0
sur E .

Si A= B alors, S(t) =T(t) vVt > 0.

1.4.3 Théoréme de Hille Yosida

Soit (T (t))t>0 un Co semi groupe sur E et A son générateur infinitésimal,
Désignons par A, L'ensemble de A € Ctq : ®RA > w pour tout w > 0 c-a-d :
w={NEC RN 2w} Vw = 0.

Définition 1.17 L'opérateur :

R ' E — E

(0.0
T — Ra(z) = /O e MT (t)zdt;

s’appel la transformée de Laplace du Co semi groupe (T (t))t>o0.

Définition 1.18 Soit A un opérateur Llinéaire L'application :

R(., A) :p(A) — (z)
A— R\A =N — AL
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1.4. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES

s’'appel la résolvante de A.
p(A) = {X\ € C: (M — A)~! existe et linéaire et borné} .

Définition 1.19 La famille des opérateurs (AAR(A, A))aen, S'appelle L'ap-

proximation généralisée de Yosida, on note Ay = ANAR(\, A).

Théoréme 1.13 (Hille-Yosida)

Un opérateur Llinéaire A : D(A) C E —> E est Le générateur infinitésimal

d'un Cy semi groupe si et seulement si :
1. A est fermé et D(A) = E.

2. Il existe w > 0 et M > 1 tel que N, C p(A) et pour tout, A € A, on a :

M
RMNA' < —— V N*.
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CHAPITRE 2

MODELISATION ET METHODES DE
RESOLUTION DE PROBLEMES MAL
POSES

Q:e chapitre est composé de deux parties : d'abord,probléme inverse,
des exemples variés de problémes mal posés,et quelques méthodes de

régularisation.
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2.1. MODELISATION DES PROBLEMES INVERSES
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des équations différentielle, Mémoire de Magister en Mathématiques,
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2.1 Modélisation des problémes inverses

2.1.1 probléemes bien et mal posés

Définition 2.1 Soit F et G deux espaces métrique est A . F — G tel que :
1. A est injective.?
2. A est surjective.?
3. A7l n’est pas continue.

On dit alors que le probléme inverse, a savoir :connaissant g € G, trouver

f EF tel que f = A~ lg , est mal posé .

Deéfinition 2.2 Soit X etY des espaces normés, A : X — Y une application
(Linéaire ou non linéaire). L'équation Ax = vy est dite correctement posée ou

bien posée au sens d’'Hadamard si les conditions suivantes sont remplies :

1. Existence de la solution : pour tout y € Y il y a au moins unx € X tel

que A = .

1. f est injective si pour tous a, b dans E, f(a) = f(b) entraine a = b.
2. Une fonction f : E — F est dite surjective si, pour tout élément y € F, L'équation
vy = f(x) admet toujours au moins une solution = € E.
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2.1. MODELISATION DES PROBLEMES INVERSES

2. Unicité de solution : pour tout y € Y il y a au plus un x € X avec
AT = .

3. Stabilité : la solution x dépend continument de vy ; c’'est -a-dire pour
chaque suite (z,) C X avec Ax, —> Az(n — ©00),alors T, —>
z(n — 00).

Si au moins une condition n’'est pas Vvérifiée alors L'équation est dite mal

posée.

2.1.2 Les problémes inverses

Un probléme inverse consiste a déterminer des causes a partir de La
connaissance des effets. Ce probléme de Ll'inverse du probléme dit direct,
consistant a déduire Les effets a partir de La connaissance des causes .

On peut schématiser un probléme inverse comme suit :

(INPUT) |\ 10316 = matrice, EDO, EDP Equation intégrale ey (OUTPUT)

Figure 2.1 — Inverse model

INPUT =vecteur, données initiales, conditions aux Limites, parametre, géo-
métrie du domaine,......

OUTPUT=Solution==¢&tat du systéme physique, quantité matricielle, pro-
priétés qualitatives.

Probléme direct=OUTPUT=Solution=Modéle (INPUT).

Probléme inverse=(modéle) ' (OUTPUT).

L'étude des problémes inverses est difficile et ¢a est di a La possibilité d’avoir
plusieurs solutions, car des causes différentes ménent aux mémes effets. Des
informations en plus sont nécessaires pour récupérer L'unicité de La solution.
Une autre difficulté pratique de L'étude des problémes inverses est qu'elle
demande souvent une bonne connaissance du probléme direct, d'ou Le succés

dans La résolution d'un probléme inverse repose en général sur des éléments
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2.2. EXEMPLES ILLUSTRATIFS

spécifiques a ce probléme. IL existe toutefois quelques techniques qui pos-
sédent un domaine d'applicabilité étendu.

Parmi Lles domaines dans lLesquels Les probléme inverses jouent un rble im-
portant nous pouvons citer : L'imagerie médicale, L'ingénierie pétroliére, L'hy-
drogéologie , La chimie, Le radar et L'acoustique sous-marine, Le traitement
d’'image.

Du point de vue mathématique, Les problémes inverses se répartissent en
deux grands groupes :

w | es problémes Linéaires qui se ramenent a La résolution d’'une équation in-
tégrale de premiére espéce dans Le cas continu ou La résolution d'un systéme
dans Le cas discret.

w| es problémes non Llinéaires qui sont Le plus souvent des questions d'es-
timation de parameétres dans les équations différentielles ou aux dérivées
partielles.

Le plus part des problémes inverses ne satisfait pas a La définition d'un pro-

bléme bien-posé, on Les appelle problémes mal-posés.

2.2 Exemples illustratifs

Example 2.1 (Probléme de Cauchy pour L'équation de Laplace)

Trouver une solution u de L'équation de Laplace

o*u(z, v) n o?u(x, y)

Auz,y) = ox? Y2

,dans R X [0, o0]
qui satisfait aux '"conditions initiales"

w(z, 0) = £(x), %u(a:, 0) = g(z).z € R,

ol f et g sont des fonctions données. Evidemment La solution(unique) pour

1
f(x) =0et glz) = poy sin(nx) est donné par :

1
u(x,y) = ﬁsin('nm) sinh(ny),z € R,y > 0,
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par conséquent, nous avons :

1
sup{|f(z)| + |lg(z)|} = — — 0, n —> O,
TER n

mais

1
sup |u(z, v)| = —sinh(ny) — 00, n — 00,
TER n2

pour touty > 0. L’erreur dans Les données tend vers zéro tandis que L' erreur
dans la solution u tend vers l'infini. Par conséquent, La solution ne dépend

pas continument des données, et Lle probléme mal posé.

Example 2.2

Par exemple, Le nombre de racines réelles du polynéme p(x) = —z? +
3x — m varie de facon discontinue quand m varie continiment sur la droite
réeLLe.9 IL y a en effet, 2 racine réelles m < 9/4, et il n'y en a aucune si

m > —;
>4

ﬁ’ Preuve
A=9—-4m

v Sim>9/4: A <0 pas de racines .
v Sim < 9/4: A > 0, deux racines distinctes.

v' Sim = 9/4 : une racine double.

Example 2.3

On souhaite résoudre le systéme Llinéaire AX =Y, ou A est La matrice :

11 8 9 8
8 6 7 6
A =
7 11 10
8 6 10 11
SiY est le vecteur :
36
27
Y = ,
37
35
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alors on trouve :

1
1
X =
1
1
Mais si Y est le vecteur :
36,1
26,9
Y —=
37,1
34,9
Alors :
60/7 8.57
—70/7 —11.28
32/7 4.57
—8/7 —1.14

Autrement dit, de trés petites variations sur Y ont conduit a de grandes va-
riations sur X.

De facon précise, si A est une matrice, son conditionnement est K(A) . Dans
L’'exemple précédent, on trouve K(A) = 546.06, ou la norme choisie est la
norme matricielle associée a La norme ||.||> sur R* i.e :

Ce phénomeéne de mauvais conditionnement explique pour partie La difficulté
de prévoir certains phénoménes. Les appareils de mesure ne sont jamais par-
faits, et il est impossible de connaitre exactement Y. Cela peut entrainer une

trés grande imprécision sur la valeur de X .

Example 2.4

Il est a noter que La définition de probleme mal posé ne se rapporte qu’an
couple donné d’espace métrique (F,U) car , transposé dans d’autre espace
métrique, Le méme probléme peut s’avérer bien posé, comme nous allons le
voir dans L'exemple suivant :

Le calcul de la série de Fourier que nous écrivons :

F(z) = fo an cos(n),
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et supposons que chaque coefficient a, soit entaché d’une erreur €/mn (a

L'exception de ao évidement) ; nous écrivons donc :
Cn = an +€/n,co = ao, et € > 0.
La fonction f(x) est donc remplacée par La fonction g(x) :

g(x) = io cn cos(nx).

En supposant que f et g sont continues et bornées pour appliquer Lla norme

||.l; dans l> . Dans la métrique Lo, les coefficients différent de la quantité :

s 1>% ET
V6

= (Femw) e[ §

n=0 n2

Par conséquent, €, est aussi petite que L’'on veut , par un choix approprié de
la quantité e . D’autre part, si la distance entre f(x) et g(x) est donné par

La norme de convergence uniforme, nous avons :

sup |g(z) — f'(z)| = suple ) M‘ = le| ) L
n=1 n n=1T

Cette quantité peut étre aussi grande que L'on veut. Ainsi, si l'écart de la
somme de la série est pris dans la métrique de C, la sommation de la série
de Fourier n’est pas stable.

Si on choisi la norme de la convergence en moyenne quadratique, Le probléme

devient bien posé sur un tel couple d’'espace métriques (F, U) ; en effet :

</07T | f(z) — Q(m)lza’ﬂ?)% = <g ni(cn — an)zf = E, g
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Nl=

b { L n)Qwrafw)%
1+ cos(2n$)} 2d$>%

</07T |F(z) — Q($)|2d:1:> —

2

S
3
| — |
N\
(@}
3
3
N
N

n=1
1
T X1 5 1sin(2n:1:)}2 >5
=€ —(cn — a ———=| dx
</O [n2=:12 " n) +2 4n
_<z§ ) _a>>1_€ m
— 277,:1 mn n — C1 2-

Example 2.5
L’'équation de Fredholm de premiére espéce constitue un probléme mal

posé. Considérons L'équation fonctionnelle suivante :
b
/ K(z,t)z(t)dat = u(zx), pour = € (c,ad). (2.1)
a

Expression dans laquelle z(t) est une fonction inconnue de l'espace F des
fonctions continues sur (a, b) et u(x) est une fonction connue de l’'espace U
.mentionnons au passage que L'équation de convolution est un cas particulier
de cette équation fonctionnelle K(x,t) devenant K(x, —t).
Ajoutons une hypothése supplémentaire sur Le noyau K(x,t) qui est connu :c’est
une fonction continue en  qui posséde une dérivée partielle DK (x,t)/dx éga-
lement continue .
Montrons que le probléeme est mal-posé. Supposons que pour un second
membre u1(x), nous connaissions une solution exacte z1(t)); on peut alors
écrire :

/ab K(z, £)z1(t)dt = ur ().

Maintenant supposons que L’'on connaisse un second membre approché peu
différent de ui(x) dans la métrique L>, et on se propose de rechercher une

solution voisine de z1(t). Considérons dans L?, La solution

2>(t) = z1(t) + I sin(wt).
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Elle est solution de L'équation :
b
F/ K(z,t)sin(wt)dt + ui(xz) = u(x).
a

Dans une métrique quadratique u, (U est L’espace des fonctions carrés som-
mables L?), cette expression permet de calculer la distance de |ui(xz) —
uz(x)| -

1
2

Uy (U1, ) = {/Cd lui(x) — uQ(g;)|2da:}

d b 2 3
Uy (U1, Un) = || </ {/ K(:z:,t)sz'n(wt)dt} d:z:)
C a
Prenant w > ||, on peut trouver un K(x,t) ou, l'intégrale converge avec
w au dénominateur. Cette expression peut étre rendue aussi petite que L'on

veut. Calculons maintenant la distance des solutions correspondantes, dans

la méme métrique :

(21, 22) = <{|z1(t) _ zg(t)rdt>% —r Ub sinz(wt)dt} g

/b 1 — cos(2wt) dtr

(21, 22) = IFI{
a 2

b dt b 3
__/ cos(2wt)dt} .
a 2 2

e, 22) = I |

pu(21, 22) = || {(b ; a) + S’inizwb) _ Smﬁ,wa)} d
b—a 1 . L
Uu(21, 22) = || { 5 T 5 Stw(b — a)]eosw(b + a)]} : (2.2)

(sin(a) — sin(b) = 2 cos(cL _21_ b) sin(a ; b)).

On voit sans peine qu’'on peut choisir les nombres w et [T tels que pour les
écarts aussi petits que L'on veut de ui(x) et u>(x), L'écart des solutions
respectives calculé par La formule(2.2)soit arbitrairement grand .

Si l'on se propose d’évaluer L'écart des solutions dans la métrique ., de la
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convergence uniforme (F peut étre pris égal a L*>).
Uz (21, 22) = sup|z1(t) — z2(t)| pour t € (a,b).
On calcule alors,
Uz (21, 22) = sup|z1(t) — 22(t)| = sup |Fsin(wt)| = |I'| pour t € (a, b).

Choisissant w et I tels que pour que les écart de ui(x) et ux(x) soient aussi
petits que L'on veut, L'écart des solutions peut étre arbitrairement grand .

Ici le probléme n’a pas été modifié par le choix de la norme.

Example 2.6

Changeons le signe dans L'équation différentielle :

ou(zx, t)

5 + Au(z,t) =0 pour x € R t € Ry

u(z,0) = v(z) pour z € R%.

L’'équation différentielle est appelée, équation rétrograde de La chaleur.
Par exemple, si d = 1 et v(z) = n~'sin(nx), ou n est un entier naturel

positif, alors la solution est :
u(z,t) = n~texp(n?t)sin(nz),

Vérifier, en la substituant dans L'équation :

lvlle =n"'(— 0gd n — 0); [[u(t)|lc =n""'exp(n’*t)(—> oo gd n —
00).

Ce probléme est mal posé.

En d’autres termes, trouver la propagation de température ultérieure, sa-
chant la propagation de température initiale, est un probléme bien posé.
Cependant, trouver la propagation de température a un temps final est un

probléme mal-posé.

Example 2.7

WBouguem.L 29 (©2022.Univ. Skikda



2.2. EXEMPLES ILLUSTRATIFS

Considérons le probléme suivant :

o%u . B%u

=0, 0, 1], 0, 1f;
6932+8y2 z € [0,1],v € [0, 1]
u(x,0) = 0;
ou T
—(x,0) = —sin(mmx) n=1,2,....
|5y (@ 0) = sin(mnz)

1
Les fonctions un(x,y) = Esin(wnm) sinh(mny) sont solutions du systeme
précédent. Or, pour chaque valeur de n, on peut trouver un nombre T, €

[0, 1] tel que sin(mnx,) = 1 vérifiant :
,Lm _sup |un(x, y)| = o0.

Ce qui prouve que les fonctions de ce probléme ne dépendent pas continliment

des données initiales.

Example 2.8
Soit Lle probleme suivant :
Au = f.

A€ (H,F) , H, F deux espaces de Hilbert.

SiA est compact et Im(A) non fermé alors, Le probléeme est mal posé .
Im(A) est non fermé = A~! est non borné = la troisiéme condition n’est
donc pas Vérifiée.

Le probléme reste mal posé.

Example 2.9

Considérons L’équation différentielle :

u'(x) = u(x) — 1;

44(0) = 0.

Cette équation admet comme solution

u(xr) = e* — 1.
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Si la condition initiale est donnée par u(0) = €, La solution est alors :

v(x) = (1 4+¢€)e” — 1.

De sorte que la différence s'écrit :

v(x) — u(z) = ee”.

Si x varie dans l'intervalle [0, 30], on a

v(30) — u(30) = €e*® » 1053

Si la précision des calculs est de 1079, e probléme est numériquement mal

poOsé, bien que mathématiquement bien posé.

Example 2.10

Recherche du prolongement analytique d'une fonction, comme sur une
partie d’'un domaine, dans le domaine tout entier.
Soit D un domaine fini, E l'arc de courbe appartenant au domaine D. Dans
ce cas le probléme du prolongement analytique d’une fonction définie sur
L’arc de courbe E dans le domaine D tout entier est instable.
En effet, soit zo un point a la frontiere du domaine D, dont la distance a E
est d > 0, et fi(z) une fonction analytique dans D.

La fonction
E -
zZ— 2o

f2(z) = fi(z) +

ou € est un nombre positif connu, est analytique dans D elle aussi.
Ces fonctions différents sur L'ensemble D de la quantité €/z — zo dont le
module ne dépasse pas €/d,

C’est -a-dire que

|f2(2) — f1(2)| < €/d sur l'ensemble E.

On peut faire €/d aussi petit que L'on veut par un choix convenable de la
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valeur de €, Or, dans le domaine D, la différence des fonctions
f2(z) — f1(z) < €/z — 2o,

n’'est pas bornée en module. Les problémes mal posé sont issue de divers
domaines de recherche, ils nécessitent souvent une analyse mathématique

sophistiquée est des méthodes numériques de haut niveau.

2.3 Quelques Méthodes de régularisation de pro-

blemes mal posés

Dans cette section on aborde, des difféerentes méthodes directs de régula-
risation des problémes mal posés Linéaires, parmi elles, citons : méthodes de
Tikhonov, méthode de quasi-réversibilité, méthodes de quasi-valeur Limites,

méthode de décomposition en valeurs singuliére.

2.3.1 Méthode de Tikhonov

Soient X et Y deux espace de Hilbert, supposons A : X — Y , cette
méthode consiste a résoudre Le systéme :
AT = vy, (2.3)
qui revient a minimiser :
Az — ylly. (2.4)

Si X est de dimension infinie et A compact alors Le probléme Az = y est mal
posé donc Le probléme de minimisation est aussi mal posé, voir Le lemme

suivant :

Lemme 2.1 Soient X etY des espaces de Hilbert A . X — Y, un opérateur

linéaire et borné et y € Y. Il existe T € X tel que :

IAZ — ylly < [IAZ — yllv,
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pour tout x € X si et seulement si T € X, est une solution de l'équation
A*AT = A*y.
Ici A* 1 Y — X désigne l’adjoint de A.

¢?’Preuve
Une simple application du théoréme du bindme donne :

Az — ylI* — [|AZ — y|I* = 2Re(AZ — v, A(z — 2)) + [[A(z — 2)|I
= 2Re(A"(AZ —v),z — Z) + [|A(z — 2)|I%,

pour tout =, € X. Si & vérifie A*AZ = A*y alors :
|Az — y|I? — [|AZ — y|I* > 0;

autrement dit £ minimise ||Az—vy||. Si, au contraire, £ minimise || Az —v||,

alors on substituexz =Z +tz atoutt > 0et 2 € X et on arrive a :
0 < 2tRe(A*(AZ — v), z) + t?||Az]|.

La division part > 0 et t — 0 donne R(A*(AZ — v), 2) > 0, pour tout

z € X;i.e A*(AZ — y) = 0 et Z solution de L'équation.

On se donne A : X — Y/, un opérateur Linéaire et borné et y € Y et on

veut déterminer % € X, qui minimise La fonctionnelle de Tikhonov :
Jo(z) = ||AT — yI* + o lz||>.

On a Le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Soient A : X — Y, un opérateur linéaire et borné entre
les espaces de Hilbert et o« > 0. La fonctionnelle de Tikhonov J, admet un

seule minimum % € X. Ce minimum est la solution unique de L’équation :

az® + A*Az* = A*y. (2.5)
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@ Preuve
Soit (zn,) C X une suite minimisante i.e :Jy(zn) — I = 3ig(Ja(:I:),

Lorsque n tend vers co. Nous montrons que () est une suite de Cauchy.

Application de La formule binomiale donne :

1 1
Jo(Zn) + Ja(Tm) = 2Jn <§($n + xm)) + EHA(CEn — xm)“2 + %”xn — $m||2

a
2 21+ Zllzn — zmll”.

Le membre gauche converge vers 21 Lorsque T, m tendent vers L' infini.

Ceci montre que (x,) est une suite de Cauchy et donc convergente.

Soit £, = Llim z, , en notant que o € X. De lLa continuité de J, on
n—-~o0

conclut que Jy(zn) — Ja(To) ji.e :Ja(xo) = I.Ceci prouve L'existence

d'un minimum de J,. On utilise maintenant La formule suivante comme

dans La preuve du lemme précédent :

Jou(T) — Jou(z*) = 2Re(Az® — y, A(z — %)) + 2aRe(z*, T — %)
+ [|A(z — =) |I? + allz — =%
= 2Re(A*(Az® — y) + az®*, =z — %)

+ IA(z — z)I* + allz — z*||?

pour tout z € X. A partir de La , L'équivalence de L'équation normale avec
le probléme de minimisation pour J, est montrée exactement comme
dans La preuve de Lemme (2.1). Enfin, nous montrons que al + A*A est
égal a un pour chaque o > 0.Soit ax + A*Axz = 0, La multiplication par
x donne a(z,z) + (Kz, Kz) = 0; c 'est -a-direx = 0 .

La solution % de Ll'eq (2.4)peut s'écrire sous La forme ¢ = R,y avec

Ro = (al + A*A)™! A* 1Y — X (2.6)

Le choix d'un systéme singulier (u;, T;, Y;) pour L'opérateur compact A,
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on voit que R,V a lLa représentation :

o0 o0
] qla, Uy
RaU= ) —(yu)z, = ) W& ts) o yyz, vey  (2.7)
n=0 O + Uj n=0 j
M2
avec : q(a, u) = m, Cette fonction g est appelée La fonction de
filtre.

Théoréme 2.2 Soit A: X — Y un opérateur Linéaire et compact et o« > 0.

1. L'opérateur oI+ A*A admet un inverse borné. L’'opérateur Ry | Y — X

défini par (2.6) , forme d’une stratégie de régularisation avec ||Ra|l <
1

2Va

On Ll'appelle La méthode de régularisation de Tikhonov . Ravy° est dé-
terminé comme la solution unique £*° € X de l'équation du second
espece :
az®® + A*AT*0 = A*°,
52

chaque choix a(6) — 0(6 — 0) awvec a(®)

— 0(0 — 0) est

admissible.

cod
2. Soit x = A*Az € Im(A*) avec ||z|| < E. On choisit a(d) = = pour

c > 0, alors L’ estimation suivante est vérifie :

1220 _ g < (%ﬁ + ﬁ) V3E.

3. Soit x = A*Az € Im(A*) avec ||z|| < E. Le choix a(d) = c(%)é, pour

c > 0 donne l'estimation de l'erreur :

1 1 2
090 _ g|| < <— \/E> E353.
Il | < 5 ﬁ+
Pour cela, la méthode de régularisation de Tikhonov est optimal pour :

I1(A) ™'zl < E,

ou [[(A*A)'z|| < E.
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@ Preuve
¢ Pour plus de détails voir[22].

Théoréme 2.3 Soit A: X — Y un opérateur linéaire et compact tel que
Ll’'image Im(A) est de dimension infinie. De plus, soit x € X, et on assume
qu'il existe une fonction continue o : [0, c0] — [0, 00] avec a(0) = 0 tel
que :

dm |27 — z|6% = o,

pour tout y° € Y avec ||y’ — Az| < 6.

@ Preuve
¢ Pour plus de détails voir [22].

2.3.2 Deécomposition en valeurs singuliéres (Méthode S.V.D)
Cas dimension infinie

Définition 2.3 Soient X et Y des espaces de Hilbert, A : X — Y un
opérateur linéaire compact et A* : Y — X son adjoint .Les racines carrés
non négatives des valeurs propres de L'opérateur compact auto-adjoint non

négatif A*A : X — X sont appelées valeurs singuliéres de A.

Théoréme 2.4 Soit (uy) la suite des valeurs singuliéres non nulles d’opé-
rateur linéaire compact A (avec A # 0) répétées selon Leur multiplicité, i.e
selon la dimension des espaces nuls ker(u2l — A*A) ). Alors il existe des

suites orthonormées (¢n) en X et (gn) en Y telles que :

Adn = Ungn, A*Gn = Undn, (2.8)

pour tout n € N. Pour chaque ¢ € X nous avons la décomposition en valeurs
singulieres :
o0
=) (¢ On)On + 00, (2.9)
n=1
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avec lL'opérateur de projection orthogonale ¢ : X — ker(A) et

Ap = Z tn (D, Gn)an. (2.10)
n=1

Chaque systeme (n, On, gn), n € N, possédant ces propriétés est appelé sys-
téme singulier de A. L'lorsqu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs singuliéres,

les séries (2.9) et (2.10) dégénérer en sommes finies.

Preuve
Soit (¢n) une suite orthonormée des élément propres de A*A ,i.e

A*Adp, = N?L¢n;

et définissons une deuxiéme suite orthonormée par :

1
gn = —Adn.

n

Des calculs directs montrent que Le systéme (ln, dn, gn), n € N, satis-
fait (2.1). L'application du développement a L'opérateur compact auto-
adjoint A*A donne :

d=) (¢, On)On + 00.0 € X
n=1

ol o désigne L'opérateur de projection orthogonale de X sur ker(A*A).
Soit ¥ € ker(A*A) alors :

(AY, AY) = (Y, A"AY) = 0,

et ceci implique que ker(A*A) = ker(A). Par conséquent,(2.9) est prouvé
et (2.10) s’ensuit en appliquant A a (2.9).
Notez que La décomposition en valeurs singuliéres implique que pour tout

@ € X nous avons

11> = ) (@, &n)I* + lledll?, (2.11)
n=1
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et
1ADI? = ). uzl(d o)l (2.12)
n=1

Théoréme 2.5 (Picard) Soit A: X — Y un opérateur linéaire compact de

systéeme (ln, Gn, gn). L'équation du premier type
Ap = |, (2.13)

est résoluble si et seulement si f appartient au complément orthogonal

ker(A*)1 est vérifie :

X1
Yz on)? < oo, (2.14)
n=1 Mn

Dans ce cas une solution est donnée par :

X1
¢= ) —(f Qon. (2.15)
n=1 Mn
Preuve
¢ Voir [22].
Cas dimension finie
Définition 2.4 Les valeurs singuliére o, ........ , 0r d'une matrice A(m X n)

sont les racines carrées positives, o, = /Ay > 0 , des valeurs propres non
nulles de La matrice Gram associée K = AT A. Les vecteurs propres corres-

pondants de K sont appelés vecteurs singuliers de A.

Proposition 2.1 Si A = AT est une matrice symétrique, ses valeurs singu-
lieres sont les valeurs absolues de ses valeurs propres non nulles : o; =
|A:] > 0, ses vecteurs singuliers coincident avec ses vecteurs propres non

nuls.
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g/‘fPreuve
Lorsque A est symétrique, K = AT A = A?. Donc si

AU = A\, alors Kv = A%v = A(\V) = MAU = A\%v.

Ainsi, toute valeur propre v de A est aussi un vecteur propre de K de

valeur propre \2 .

La généralisation de La factorisation spectrale aux matrice non symétrique est
connue sous Le nom de décomposition en valeurs singuliéres, communément
abrégée SVD.

Théoréme 2.6 Une matrice réelle A(m X n) non nulle de rang r > 0 peut
étre factorisée

A= PXQT, (2.16)

dans le produit d’'une matrice P(m X r) a colonnes orthonormées, donc
P"P = I, la matrice diagonale X (r X r) o0 ¥ = diag(oq, ....... or) qui
a les valeurs singuliéres de A comme entrées diagonales, et une matrice

Q" (r x n) avec des lignes orthonormées, donc QTQ = 1I.

@ Preuve
Commencons par réécrire La factorisation souhaitée (2.16) sous La forme

AQ = Po. Les colonnes individuelles de cette équation matricielle sont

Les équation vectorielles :
Agqi = 0ips, T =1,...... VT (2.17)

Reliant Les colonnes orthonormées de @ = (qi,...... gr) aux colonnes
orthonormées de P = (p, ..... , Pr). Ainsi, notre but est de trouver les
vecteurs Py, ...., or €t g1, ...., @r qui satisfont (2.17). Pour cela, on pose
g1, ...., Qr des vecteurs propres orthonormés de La matrice de Gram K =

AT A correspondant aux valeurs propres non nulles, qui forment une base

pour ImK = colm g A, de dimension r = rangK = rangA. Ainsi, par
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La définition des valeurs singuliéres :
ATAq, = Kg,=02q;,, i=1,....7 (2.18)

Nous affirmons que les vecteurs images w; = Agqg; sont automatiquement
orthogonaux. En effet , compte tenu de L'orthonormalité du g; combiné
avec (2.18),

0,1# 73
w,w; = w] w; = (Ag.)  Ag; = q/ ATAq; = 029 q; = 07q.9; =
2 s .
0—7', 1 1= .7
par conséquent,wq, ...... , Wy forment un systéme orthogonal de vecteurs

de normes respectives
|wi|| = VW, wi = 0.
Nous concluons que Les vecteurs unitaires associés
Wi _ Ay

’pzz = ,’I;:]_,....,T;
oF) oF;

forment un ensemble orthonormé de vecteurs satisfaisant Les équations

requises (2.17).

Définition 2.5 Le pseudo-inverse d’'une matrice A(m X m) non nulle avec
décomposition en valeurs singuliéres A = PX Q' est la matrice AT (n X m), At =
QxX"'P".

Lemme 2.2 Soit A une matrice (m X n) de rang n. puis

At = (ATA)TAT. (2.19)

@ Preuve
¢ En remplacant A par sa décomposition en valeurs singuliéres ((2.17)),
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on trouve

ATA = (PZQT)(PZQRT) = Q=P PXQ" = QxX°Q"

puisque ¥ = X" est une matrice diagonale, tandis que P’ P = I, puisque
Les colonnes de P sont orthonormées. IL s'agit simplement de La factori-
sation spectrale de La matrice de Gramm A’ A que nous connaissions en
fait déja par La définition originale des valeurs singuliéres et des vecteurs.
Or si A est de rang m, alors @ est une matrice orthogonale n X n, et

donc Q7! = Q' alors :

(ATA)—IAT — (QZ_2QT)_1(PZQT)T — (QZ—QQT)(QZPT) — QZ_]'PT — A+.

2.3.3 La méthode de quasi-réversibilité (Q.B.V)

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert tel que —A
Le générateur infinitésimal d'un semi groupe de contraction compact surH.

Nous considérons Le probléme de trouver un w : [0, T] —> H tel que :

u'(t) + Au(t) =0, 0<t< T,
u(T) = f.

(F.V.P)

Pour une certaine valeur finale f dansH. De tels problémes ne sont pas bien
posés, c'est -a-dire que méme s'il existe une solution unique sur [0, T], elle
n'a pas besoin de dépendre continuement de La valeur finale f. Une méthode
pour aborder ces problémes est La quasi-réversibilité, introduite par Lattes et
Lions dans Les années 1960. L'idée est de remplacer (FV P) par un probléme
approché bien posé, puis utiliser Les solutions de ce nouveau probléme pour
construire des solution approchées a (FV P). Dans La méthode originale de

quasi-réversibilité Lattes et Lions approchés (FV P) avec :

UL (t) + Avug(t) — aA?uy(t) =0, 0<t<L T,

'Uoz(t) =T
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ou l'opérateur A est remplacé par une perturbation, en Ll'occurrence par

A — aA? pour chaque o > 0, ils utilisent la valeur initiale ug = v4(0) dans

uL(t) + Auq(t) =0; 0<t< T,

Uq(0) = v4(0).

Enfin ils montrent que u,(t) convergent vers zéro.La méthode ne considére
pas u(t) pour t < T et L'opérateur portant f dans v,(0) a grande norme
pour petit .

Showalter approxime (FV P) avec :

v, (t) + aAVL(t) + Aua(t) = 0; 0<t< T,

'Uoz(T) =7

et comme ci-dessus pour chaque a > 0, utilise La valeur initiale ug = v4(0)

dans :
u,L(t) + Auq(t) =0,0<t < T

Ua(0) = va(0).

Les solutions u, se rapprochent de (FV P) en ce sens que uq(7T) converge
vers Lorsque o tend vers zro. De plus, Lles uq(t) convergent vers La solution
u(t) de (FVP) si et seulement si elle existe, mais encore La norme de la
fonction portant f dans v,(0) est assez grand pour a petit.

Miller aborde ce probléme de grand norme en trouvant des perturbations

optimales de l'opérateur A. IL déclare qg’iL devrait étre possible de faire

c ~ - . -
la norme de Ll'ordre de 5 pltudt que eX et dérive des conditions sur La
perturbation f(A) pour obtenir Les meilleurs résultats possibles. Comme

dans Les méthodes ci-dessus, il se rapproche (FVP) avec :

V() + F(A)(E) =0, 0Kt T;
v(T) =1,

et résout a nouveau Le probléme en utilisant v(0) comme condition initiale.

Miller appelle cela La quasi-réversibilité stabilisée.

WBouguem.L 42 (©2022.Univ. Skikda



2.3. QUELQUES METHODES DE REGULARISATION DE PROBLEMES MAL POSES

2.3.4 Méthode des quasi-valeurs aux Limites (Q.B.V.M)

Enfin Showalter aborde un probléme plus général d’'une maniére différente.

IL se rapproche du probléme :

u'(t) + Au(t) — Bu(t) =0, 0<t<TT;
u(0) = f,

par :
u'(t) + Au(t) — Bu(t) =0, 0<t<T;

u(0) + au(T) = f.

IL appela cette méthode "méthode des quasi- valeurs aux Limites". IL conclu
que cette méthode donne une meilleure approche.
Perturbation des condition finales : Nous approchons (FV P) avec Le pro-

bléme de La valeur quasi-frontiére :

u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T;
(QRBVP)

au(0) +u(T) = f.

Un avantage superficiel de cette méthode est qu’il n'est pas nécessaire de
résoudre en avant. Ici, Plus important encore, L'erreur introduite par de petits
changements dans La valeur finale f n'est pas exponentielle mais L'ordre é.
Nous montrerons que ce probléme est bien posé pour chaque a > 0, et
que Les approximations u, stable. Nous montrons que u,(7) converge versf
comme & va a zéro et que Lles valeurs uy(t) converge sur [0, T] si et seulement
si (FVP) a une solution.

Dans ce qui suit, supposons que H est un espace de Hilbert séparable et que A
est comme ci-dessus et que 0 est dans L’ensemble résolvant de A. Soit S(2) Le
semi groupe de contraction compact engendré par —A comme A~! compact,

1
iL existe une base propre orthonormée ¢@,, pour H et des valeurs propre )\—
n

1
de A™! tel que A~ ¢, = }\—d)n. Alors les valeurs propres de —A sont —A\,
n
et celles de S(t) sont e~ (et éventuellement zéro). En particulier, pour
(0.0

chaque o positif, al + S(T) est inversible. Aussi, si © = Z a;@;, alors :
=1
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(oe]
S(Mu =) e ™a;p; et :

=1
o0
(S(Mu,u)=) e ™az >0
=1
De cette condition de type accrétif, nous obtenons :
1 1
(el + 5@l < P
IL est utile de savoir exactement quand (FVP) a une solution ce lLemme

suivant répond a cette question.

(o0
Lemme 2.3 Si f = ) b:¢:. Alors (FVP) admet une solution si et seulement

1=1

(o]
si ) bZe?’™ converge.
1=1

g’/’Preuve
(@] (@]
Si ) bZe?™ converge on définit simplement u(t) = ) e" "Hp;p;. Soit
1=1 i=1

u une solution a (FVP) Alors 4(0) a un développement en fonction
(0.0

propre u = ) a;¢;, et

1=1

o0 o0
S(Mu=) e ™ap,=Ff =) b
=1 =1
Ceci implique que e~ "a; = b; et donc a; = b;e’ *.Puisque 1w (0) est dans

(oe)
H, on a |lul|> = ) a7 < co. La démonstration est achevée.
=1

Nous souhaitons montrer que notre probléme approché est bien posé et ce

qui suit nous donne ce gque nous avons besoin.

Définition 2.6 Définissons uq(t) = S(t)(al+S(T))~tf, pour f dans H, o >
Oette[0.T].

Théoréme 2.7 La fonction uq(t) est L'unique solution de (QBVP) et elle

dépend continiiment de f.

WBouguem.L 44 (©2022.Univ. Skikda



2.3. QUELQUES METHODES DE REGULARISATION DE PROBLEMES MAL POSES

@ Preuve
Puisque (al 4+ S(T))™'f est dans Le domaine A, il est clair uy, est un

solution classique de L'équation différentielle. En outre :

AU (0) + Ue(T) = al(al + S(T))'f + S(T)(al + S(T)) " f
= (ad+ S(M)(al +S(T)'f = f.

Pour voir La dépendance continue de u, sur f, calculons

IS(E)(al + S(TY) "' — SE)(al + S(TY) " fall = ISE) (I + S(T)) " (f — £
< lIfs = 2.

L'unicité découle du fait que tout v solution doit satisfaire v(0) = (al +

S(T))~f et L'unicité des solution au probléme direct.

Nous faisons ici deux observations qui seront utiles plus tard. Premiére,

d'aprés ce précéde, il est clair que :

1
lua@Il < JIFI-

o0
Deuxiémement, si u = Z a;p; alors :
=1

(ol + ST = J (o + e ™),

=1

et :
(@l +S(T)u=3Y —2 ¢,

= ote T

Théoréme 2.8 Pour tout f € H, > 0, ett dans [0, T]ona:‘

t—T

lua®l S T |1l
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2.3. QUELQUES METHODES DE REGULARISATION DE PROBLEMES MAL POSES

g/‘fPreuve

Si f=) bips On a

=1

[e%)
lua@®)I? = ) e ? (a4 e )72
=1
s t t —2
< Z e_Qbe {(C\i _|_ e—TAZ)?(a _|_ e—TM)l—?
=1

/AN
78

S
7N

Q»—l

§

N—
|

.
Il
=

I

VRN
Qﬁ
1

N—

N

18
(=3

La démonstration est achevée.

Théoréme 2.9 Pour tout f dans H , ||ua(T) — f|| tend vers zéro lorsque o
tend vers Zzéro .

C’est -a-dire que uq(T) converge vers f dans H.

@ Preuve
Si f= f bi@;, alors
=1
lua(T) — FI? = IS(T)(al + S(T)"'f = fII?
= o’|[(al + S(T) ' FIIP

oo
=) a’bi(a+e TM)2

1=1

o0
Fixons € > 0. Choisissons N tel que : Z bf < €/2. Ainsi
=N

N
lua(T) = FII2 < ). o?6i(a+e )72 + 2

=1

2

X €
bie* T + —.

<a 7 2

.
1=
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2.3. QUELQUES METHODES DE REGULARISATION DE PROBLEMES MAL POSES

1=1

N —2
g Soit maintenant o tel que a® < e<2 > bfe%T> :

Théoréme 2.10 Pour tout f dans H, (FVP) admet une solution u si et
seulement si la suite uy(0) converge dansH. De plus, on a alors que uq(t)

converge vers u(t) lorsque o tend vers zéro uniformément en t.

@ Preuve
Supposons que Lim u,(0) = ug existe. Depuis Lim uqs(7T) = f
a—0 a—0

Lim Jlu(®) — ua (D)

IS (t)uo — ua(t)ll
= Lim [IS(®)(uo — (ol + S(T)H NI
< lim lluo — (al + S(T) 7' fl

luo — ua(0)]| = 0.

Ainsi, u(T) = f et u(t) = S(t)uo résoudre (FVP). On voit aussi que
Uq(t) converge vers u(t) uniformément en t.

Supposons maintenant que u(t) est La solution de (FV P). SO|t € > 0et
f= Z b;p;. D'aprés Le Lemme (2.3) nous avons ||[u(0)||? = Z b7e?" N,

=1 =1

Choisissons N tel que : Z b7e?T N < € soit o,y > 0, alors :
=N

[ua(0) — uy(O)|| = ||(OtI + S(T))_lf — (Y I+ S(TH 1

1

Z (v — a)?(@y 4 (o + 7)e ™ + e 207

=1

N
= Y (v =) (ay+ (a+v)e T +e )72
=1
+ 2 (v—a) (e + (a+me ™ + e )]

i=N+41

X 2 4T Ag 2 = v —a)? 22T A
<) (v —x)e* Moy + <—> bses’ M
= ¢z=:1 ’ z:%:ﬂ a+vy/) "

N

. €

< L (r— )%t} 4 o
=1
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QUELQUES METHODES DE REGULARISATION DE PROBLEMES MAL POSES

N —1
Maintenant si nous choisissons § > 0 pour que : 6% < e( > e“”%f)

et exigeons que « et 7y soient inférieure a §, on a

lua(0) — uy(0)[I* < €.

=1

On a donc que u4(0) est de Cauchy et donc converge. Depuis La premiére

partie du théoréme, nous avons que uq(t) converge

ment en t.

vers u(t) uniformé-

Nous terminons par un résultat qui donne des taux de convergence explicites

dans Le cas ou (FVP) est soluble pour un temps final positif.

o0
Théoréme 2.11 Si f = Z b,@®; est dans H et il existe an € > 0 tel que

(ee]
Y bZeMT converge, alors ||lua(T) — f|| converge vers zéro d’ordre afe™>.

=1

=1

ngreuve

Soit € dans (0.2) tel que :

1%}
2 JEXNT

Z bye

=1

est fini et soit k dans (0.2).

Fixer un nombre naturel n. Dé&finissons

ak)
(a _l_ e—)m,T)Q '

gn(a) =

La différenciation par rapport a o donne

gn(a) = (Oé + e—)\nT)S

Donc g;,(a) = 0 lorsque a = 0 ou

Puisque gn(ax) > 0,9,(0) = 0, et JLim gn(ax) = 0 on a ap

2

w1 (K —2)a + ke THn

—TAn

e
2—k

est La valeur critique a Llaquelle g, atteint son maximum. Ainsi nous
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2.3. QUELQUES METHODES DE REGULARISATION DE PROBLEMES MAL POSES

K
k —KTA

(oo + e7*T)2’

avons Ll'inégalité :

gn(a) <

Nous calculons maintenant

o o0
lua(T) — FII?P = ) b2a?(a+e )2 =a?F ) b2gn(a)
n=1 n=1

< 2/9%2 K

a“~ b<

= n=1n2_k;
Kk

[e’e) K
OL2_IC Z 0721 <—> e(2—lc)T>\n(ag _|_ 20&06)\”7- _|_ 1)—1
n=1 2—k

k

N\

0 k
a2k Z bi( K > e(2=K)TAn
n=1 2—-K

k \F &
— a2—/c< > z b%e(2—/c)T>\n.
2—k n=1

/N

Si on choisit K = 2 — € on arrive a :

2\? &
lua(T) — FII” < <E> af ) ble’r = cafe?.

n=1

[o.e]

Si on suppose que Y b2e@TONT converge, en travaillant comme ci-
1=1

dessus, on a :

oo
lua(0) — u(0)|I* = &% )~ brgn(a)e®’ ™"

n=1

k Kk
<ar ™y bi( > e T A,
n=1 2—k

Comme ci-dessus, en Laissant K = 2 — €, on arrive au suivant.

o0
Corollaire 2.1 S/ f = Z b,¢p; est dans H et il existe un ¢ > 0 tel que
=1

o0

Y. 02e@TONT converge | ||ua(t) — w(t)|| converge vers zéro d’ordre ae™2 uni-
=1

formément en t .
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CHAPITRE 3

REGULARISATION D'UN PROBLEME MAL
POSE POUR L'OPERATEUR DE BESSEL

Sommaire
3.1 Position du probléme . . . . . . . . . 0 000000 51
3.2 Reégularisation du probléme . . . . . . . . .. ... .. 54
4 Références

O MASOOD, Khalid, MESSAOUDI, Salim, et ZAMAN, F. D. Initial in-
verse problem in heat equation with Bessel operator. International Jour-

nal of Heat and Mass Transfer, 2002, vol. 45, no 14, p. 2959-2965.

O Settara.L Probléme mal posé et méthodes de résolution; Mémoire de

Magister (2007), Université de Skikda.

Nous aurons besoin dans ce qui suit des résultats suivants :

Proposition 3.1 Si w1, u» sont les racines de L’équation :
Y () + Bud,(u) =0, v 20,8 = 0. (3.1)
y+08>0etwv > —1 alors :

1
/0 T Iy (1) Sy (U2T)AT = O, U3 # 3.

50



3.1. POSITION DU PROBLEME

/01 zJ5(uiz)dr = % [ (u1)]? + %(1 — Z—i) J2(u1).

1

Proposition 3.2 Sous Les mémes conditions de La proposition précédente, Les
racines de L'équation (3.1) sont réelles, simples et reparties symétriquement

par rapport a zéro . Elle n'ont pas de point d’accumulation fini .

3.1 Position du probléeme

Considérons Le probléme :

ou o%u 10u

F a$2+—— 0<z<1 (3.2)
u(l,t) = 0. (3.3)
le :c (a: t) =0, (3.4)
u(zx, T) = p(x). (3.5)

Nous voulons retrouver La température a Ll'instant ¢ = 0, c-a-d La valeur de
g(z) = u(z, 0).
Définissons L'opérateur A par :

oG 106
8x2 oz’

Au = —

D(A) = {u € H:[0, 1], u(1) =0, zLi_r)nO zu'(xz) = 0}.

L'étude du spectre de L'opérateur A nous conduit au probléme aux valeurs
propres

d,2
qui est L'égquation de Bessel d'ordre zéro. La solution générale de cette

équation est :

U = YJo(VArT) + BNo(vV/Anz).

Dans cette expression Jy et Npsont respectivement Les fonction de Bessel et

de Neumann d'ordre zéro et vy et B des constantes.
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3.1. POSITION DU PROBLEME

Les conditions (3.3) et(3.4) qui se retrouvent dans la définition de D(A)
impliquent 8 = 0 et Jo(vVA) =0 .

En appliquant Les propositions précédentes nous obtenons :

1. Les valeurs propres de L'opérateur A sont Ay = Ei, k=1,2,3,.... ou

Lles & sont Les racines positives de La fonction de Bessel .

2. Les fonctions propres associées sont : ¢x(x) = Yedo(VAZ) pour v, =

V2
J5(VAT)

3. A = 0 n’est pas une valeur propre.

, cette famille est orthonormée, compléte dans L'espace Hz[0, 1].

Considérons alors La fonction u(.,t) € L2((0, T) N Hz(0,1)); u(.,t) s'écrit
alors :

u(.,t) = ) v(t)de(x),

k>1

avec vk(t) = /01 zu(z,t)px(x)dx.

Dans ce cas les fonctions v (t) vérifient :

'U;C(t) + >\/g’U/c(t) =0,
ce qui donne :

Ve (t) = crexp(—Agt),
donc :

u(x, t) = ) ckexp(—Aet)Pr(T).

k>1

La condition (3.5) nous donne

pE)=u(z, T) =) ckexp(—AeT)dk(x).
k>1

pour g(x) nous obtenons L'expression :

g(z) = u(xz,0) = ) ckdu(T).

k>1
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3.1. POSITION DU PROBLEME

Ce qui nous permet de retrouver Les coefficients ¢, par La formule

Ck = /01 zor(x)g(zx)dx.

Entre @(x) et g(x) nous avons alors La relation :

o@) = [ K@, &9,

avec

K(z, &) = ) ¢exp(—AeT)du(€)dr(T).

k=1
Si nous voulons retrouver u(x, 0) en connaissant u(x,t) nous devons donc
résoudre L'intégrale de premiére espéce .

Selon Le théoréme de picard ce probléme admet une solution si, et seulement

a(z) = ) exp|2X«T|l@]* < oo
k>1
ou Les @, sont Les coefficient de Fourier de La fonction ¢ .

Par ce méme théoréme nous obtenons

a(z) = ) exp| T |ow(z)d(x),
k>1

alors :

9(@) = [ K'(z, )&,

avecC

K'(z, &) = ) €exp(AeT)du(€)dr(T).

k>1
Et par La méme, Le probléme de trouver u(x, 0) en connaissant w(x, T) est
mal posé . En effet :
A Lla donnée finale perturbée ;s = @ + 0@, correspond lLa donnée initiale
g6 = g + 0Pk exp(AxT).
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3.2. REGULARISATION DU PROBLEME

Ce qui signifie :

lgs — gll = 0@k exp(AT)|

= exp(AcT)llws — @l

De La derniére formule nous constatons qu’'une petite perturbation de La don-
née finale peut induite une perturbation arbitrairement grande de La donnée
initiale.

Nous avons donc :

Proposition 3.3 Le probleme (3.2) — (3.3) — (3.4) et (3.5) est mal posé .

3.2 Reégularisation du probleme

En utilisant Les notations induite ci-dessus, nous pouvons formuler Le pro-

bleme (3.2) — (3.3) — (3.4) et (3.5) sous la forme :

u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T,

u(T) = .

IL faut préciser ici que L'espace H est H;[O, 1].

Notons que A auto adjoint, positivement défini (Les valeurs propre sont stric-
tement positives).

Nous allons suivre La méthode des valeurs quasi-Limites exposée au chapitre

précédant, et nous allons donc étudier Le problLéme :

du  d%u  1ou

(P){ 0t 8z oz’
au(0) +u(T) = o.

En appliquant Lles théorémes(2.7) et (2.11) nous obtenons le résultat sui-

vant :

Théoréme 3.1
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3.2. REGULARISATION DU PROBLEME

1) La fonction uqg(x,t) = _
(1) @D =) e

et dépend continiiment de .

@ est La solution du probléme (Py)

(2) Pour toute p(x) € H;[0,1],a > 0,t € [0, T],on a

1 ekt 2 < ot 1 )
/O:c[mcp(m)] dr L a7 /O zp(x)°dT.

—Xk T

(3) Pour toute p(x) € Hg[O, 1], /01 $[m

zéro; quand o« — 0.

2
p(xz) — w(m)] dx tend vers

(4) Si p(z) = ) wede(z) € H[O,1], et il existe € € [0,2] tel que :
k>1

p2exp(EXT) < oo alors, _
12221 AR m§1a+e_MT

d’ordre afe~? ; quand o« — 0.

e—)\/@T
@w(x) converge vers p(x)

yf Preuve
e—)\nt

1) La fonction uq(x,t) = ——(, La solution unique du pro-
(1) a(z, 1) n§1a+e_m<p q P

bléme approché (P,) ; de plus dépend continiment de .

On a :Z ﬁED(A) de plus :
n>1

1 e—)\nT
auqa(0) + ua(T)=a ) ———— —_—
«(0) + ua(T) n;aJre_mwnLn;aJre_mcp
el o
o ngl o+ e T’ + ngl o terr?
a+ e AT
= cpn; are TP =9

Montrons maintenant que La solution du probléme est dépend conti-

niment des données du probléme :

e—Ant
U — U = _— — _
U1 a@2|| ||nz>:1 a+e—>\nT((p1 V2)
On a
g~ Ant 1
—_— | < =

n>1
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3.2. REGULARISATION DU PROBLEME

Alors :
1
a1 — Ua2|] < allwl — 2. (3.6)

d'ou La stabilité.

(2) Pour tout @(z) € Hz[0,1],aa > 0,t € [0, T] on a:

1 e—Ant 2 1 e—2Xnt ,
T _ dr = / T dx
/O |:nz/>:1 o _|_ e—)\nT(p:| 0 nz/;l (a + e—)\nT)Q(p
8—2)\nt 1 5
= o e_MT)Qw/ Tz (x)dx

<< TT) /:zxp (z)dzx.

(3) Pour tout p(x) € [0,1] :

/01 1[ 3 %w(w) - w(m)} Qam, (3.7)

n>1

tend vers zéro, quand o« — 0. En effet :

(3.7) < /1 . l e T p(x) ;iwéf:gn: e—AnT (p(x)] i

= [ [ eSH] w

2

& 2
[

a?(a 4+ e )2 /O1 zp?(z)dz
a’(a + e )2 (/01 :1:2d,:1:>% (/Ol((,DQ(JJ))sz))%

<
1
< 7§a2(a + e )2 lle* (@)l

En majorant (o + e **")72 par e**»" nous obtenons :

=

(3.7) < \/—gaze”‘"Tll(pQ(:c)ll <0, quand a — 0

0< —304262)‘”7—”(,02(112)” < 0, quand oo —» 0;

[
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3.2. REGULARISATION DU PROBLEME

—AnT 2

alors pour tout @(z) € [0,1] : /Olas{ 5 m(p(x) — p(x)
n>1

tend vers zéro, quand o« — 0O

(4) Soit € € [0,2] tel que ) @2 (€X,T) est fini et soit k € [0, 2]. Fixons
n>1
un nombre naturel n.

Définissons :
a/c
(a + e—)\nT)Q '

gn(ax) =
La différenciation par rapport a o donne :

w1 (kK —2)a + ke T
(a + e—)\nT)3

gn(a) =

On a: gn(a) < gn(ap) o :

k
oy = el
2 —k
Alors : .
k e—lc)\nT
a) < )
9n(Q0) S (2 — k) (ao + e 7)2
D’'ou
e—)\nT
lua(T) —@ll = | ). w—

—AnT
n>1a—l—e n

=) a’(a+e )22

n>1

=" ) vngn(@)

n>1

< o2k Z 2< k >’C e~k T
a” ©w
D ns1 \2— k) (co+ e T)2
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REGULARISATION DU PROBLEME

—AnTy—2 2AT nous obtenons :

En majorant (ao + € par e

k k
< a2k 2< > e(—RAnT
= L #n 2—k

&

k
> Z (p%e(Q—k)AnT

n>1

2—k

Choisissons kK = 2 — g€, nous obtenons

2—6 2—¢€
<< - > 0652(0%68)\"7—

n>1
2 2
< <—> of ) @ietMT = cafe 2.
3 n>1
2 —g\*¢ <2—5>2 <2>2 2 —¢
Comme : < < | = car O} alors :
(225 <(32°) <(B) ter 2550

n>1
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire nous avons essayé de donner une définition au pro-
bléme inverse, puis probléme mal et bien posé, Le sujet décrit essen-

tiellement La description de différentes méthodes de régularisation.

>
%@ La premiére partie est un rappels des outils nécessaires dans L'étude

du probléme étudier.

-
Quant a La deuxiéme partie, elle est consacrée a La présentation de

quelques méthodes de régularisation.

-
La derniére partie, elle comporte L'étude d'un probléme inverse pour
L'opérateur de Bessel, et La régularisation par La méthode de Quasi-

valeurs aux limites introduite par Showlater [37].

Nous espérons que ce travail éclairai quelques méthodes de régularisa-
tion, et comme perspectives il sera intéressant d’'étudier Les méthodes

d'analyse numérique, concernant La résolution des problLémes mal-posés.
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