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Résumé

L’objectif de ce mémoire est consacré a étudier la relation entre la théorie de moyennisa-
tion et 'existence des cycles limites pour les systemes différentiels perturbés.

Premierement, on utilise la théorie de moyennisation d’ordre un et deux pour étudier
I’existence et le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques
d’un centre linéaire & = y,y = —x perturbé par une classe généralisée d’équations différen-

tielles de Liénard de la forme :
=y —Ilx)yy =—z— f(z)—g(x)y — h(z)y’

ot l(z) = eli(z) + (), f(x) = efilz) + 2 fa(2), 9(2) = eqi(z) + %g2(2) et h(x) =
ehi(z) + e%hy(z) ou () est de degré m et fp(x), gr(x) et hy(x) sont de degré n pour
k =1,2, et € est un petit parametre.

En outre, on a changer la fonction f(z) dans ce systéme par la fonction f(x,y), et on a
réussi a obtenir un nouveau résultat concernant le nombre maximum de cycles limites, en
utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un.

Dans la seconde partie de ce travail, on s’intéresse a étudier les solutions périodiques de

I’équation différentielle du troisieme ordre de la forme suivante :
2" — ,UIE” + 2 — pr = €F([E,$/,$”),

oll € est un parametre suffisamment petit et £ € C? est une fonction 27-périodique en ¢, en
utilisant un autre théoreme de la moyennisation du premier ordre.

De plus, nous allons illustrer ces études par des applications.
Mots clés : Cycle limite, solution périodique, systeme différentiel perturbé, systeme

de Liénard, théorie de moyennisation.



Abstract

The objective of this work is to study the relation between the averaging theory and the
existence of limit cycles for a perturbed differential systems.

First, we use the averaging theory of first and second order to study the existence and
the maximum number of limit cycles which bifurcate form the periodic orbits of the linear
center ' = y,y’ = —x, perturbed inside the class of the generalized polynomial Liénard

systems of the form :
o=y —l(x)y,y =~z — f(z) - g(x)y — h(z)y’

where [(z) = ely(z) + £2la(x), f(x) = efi(x) + 2 fa(x), g(z) = egi(x) + £2ga(x) and h(z) =
ehi(z) +&2hy(z) where [, () has degree m and fi(), gr(z) and hy(z) have degree n for each
k =1,2, and ¢ is a small paramater.

Besides, we have changed the function f(z) in this system by f(x,y) and we obtained a
new result conserning the maximum number of limit cycles for considered system, using the
averaging theory of first order.

In the second place, we study the periodic solutions of the third-order differential equa-
tion :

2" —/ML'”—FZL'/ —ux = 5F(x,x',:v”),

where ¢ is a small parameter and F' € C? is function 2-périodic in ¢, using another theorem
of the averaging theory of first order.

In addition, we will illustrate these studies via applications.
Key words : Limit cycle, periodic solution, perturbed differential system, Liénard

systems, averaging theory.
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Introduction

Les équations différentielles sont apparues la premiére fois a la fin du 17°™ siecle dans
les travaux de Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Elle se sont produites comme conséquence
normale des efforts de ces grands savants d’appliquer les nouvelles idées du calcul a certain
problémes en mécanique. Plus tard la théorie d’intégration des équations différentielles a été
développée par des mathématiciens et des mécaniciens comme Lagrange, Poisson, Hamilton
et Liouville aux 18%™¢ sciéle et 19°™¢ sciéle pendant plus de 300 ans, les équations diffé-
rentielles s’en servi l'outil essentiel pour d’écrire et analyser des problemes dans plusieurs
domaines scientifiques (Mécanique, Géométrie, Physique...)

L’un des principaux problemes dans la théorie qualitative des équations différentielles est
I’étude de cycles limites des systemes différentiels.

Les cycles limites été introduits pour la premiere fois par H. Poincaré en 1881[12]. A la fin
des années 1920, Van Der Pol. Liénard et Androv ont prouvé qu’une trajectoire fermée d’une
oscillation arrivant dans un circuit de type vide était un cycle limite. Apres ces travaux, la
non existence, 'existence, I'unicité et d’autres propriétés des cycles limites ont été étudiés
largement par des mathématiciens, des physiciens et plus récemment par des chimistes, des
biologistes et des économistes. En 1881-1886 Poincaré a défini la motion d’un centre comme
étant un point isolé singulier entouré par des orbites périodiques.

Alors une facon de produire des cycles limites est de perturber un systéme qui a un
centre. Il ya cinq méthodes pour analyser le nombre de cycles limites bifurquant des orbites
périodiques ayant un centre.

Une de ces méthodes de perturbations est la méthode de moyennisation "Averaging Me-

thod". L’idée de base de cette méthode peut étre datée de la fin de 18*™¢ sciécle avec les



travaux de Lagrange et Laplace en 1788 qui on donné une justification intuitive de la mé-
thode.

Le développement rapide de déverses variantes de la méthode de moyennisation a été
motivé par la recherche d’'une méthode universelle qui convient a ’analyse des vibrations
linéaires et non linéaires.

La premiere démonstration de la validité asymptotique de la méthode de moyennisation
dans le cas périodique est dii a Fatou en 1928.

On va utiliser cette méthode tout au long de notre étude, c¢’est 'outil principale utilisé
dans nos différentes démonstration.

Dans ce mémoire, on s’interesse a la recherche du ’existence et le nombre maximum de

cycles limites pour deux types d’équations différentielles non linéaires.
e Equations différentielles de Liénard.
e Equations différentielles du troisieme ordre.

Ce mémoire se compose en trois chapitre :

Le chapitre 01 est un rappel sur la théorie qualitative des systémes différentiels non li-
néaires dans R™. On introduira des notions élémentaires tels que les systemes dynamiques,les
cycles limites, I'existence et le non existence des cycles limites et la perturbation.

La chapitre 02 est basé sur 'utilisation de la théorie de moyennisation pour étudier I’exis-
tence et le nombre maximum de cycles limites pour une classe généralisée d’équations dif-
férentielles de Liénard. De plus, on a appliqué la théorie de moyennisation d’ordre un a un
systeme plus général qui cela étudier précédemment et on a obtenu un nouveau résultat
concernant le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du
centre linéaire x’=y, y’=-x perturbé par ce dernier. On illustre cette étude par une applica-
tion pour laquel ce nombre est atteint.

Le chapitre 03 s’interesse a la recherche des solutions périodiques d’une équation différen-
tielle du troisieme ordre, en utilisant une autre théoréeme de la moyennisation du premier

ordre. On donne un exemple pour que ce résultat soit explicite.



Généralités sur les systemes différentiels non linéaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques généralités sur I’étude qualitative des systemes

différentiels non linéaires.

1.1 Equations différentielles

1.1.1 Equation différentielle ordinaire

Définition 1.1. Une équation différentielle ordinaire est une équation définie en termes
d’une variable t € I, ou I un intervalle réel, une fonction inconnue y : I — R"™ et ses

dérivées par rapport a t définie par :
F(ty(0),y'(0),y" (1), ..y™(1)) = 0.

Exemple 1.1.

1.1.2 Systeme différentiel non linéaire

Définition 1.2. On appelle systeme différentiel non linéaire d’ordre 1 tout systéme de la

forme :



1.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ol
x1(t) fi
xo=| | =]
T (t) fn

ett € R, F: E — R" est une fonction définie et continue et E un sous ensemble ouvert

dans R™.

1.1.3 L’existance et 'unicité de la solution

Définition 1.3. Considérons la fonction f(t,z) avec f : R x D — R™ |t —ty| < a, et D
un ouvert de R™. On dit que la fonction f(t,x) est lipschitzienne par rapport a x s’il existe

k > 0 telle que :

||f(t,$1) — f(t,ﬂ?g)” < l{?H.Tl - LCQH V(t,lj), (t,xz) S [to —a, to + a] X D.

La constante k est appelée constante de Lipschitz.

Définition 1.4. Pour (tg, o) € u donné, une solution du probléme d valeur initiale est dite

unique si elle coincide avec toute solution partout ou elle sont toutes les deux définies.

Théoréme 1.1. (unicité) Soit u un ouvert de R x R? si f = f(t,x) : u — R? est continue
et lipschitzienne en x, alors pour tout (to,xo) € u, le probléme admet une solution unique.
Exemple 1.2. Soit

y = sin(zy) /2

y(1) = 1.
La fonction f(x,y) = sin(xy)/x?* est continue et localement lipschitzienne par rapport d la
seconde variable sur son domaine de définition puisque |0, +oo[. Par application du théoréme
de Cauchy Lipschitz, on déduit ['existence et l'unicité d’une solution mazimale de l’équation

différentielle.



1.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1.1.4 Stabilité de la solution

Soit le systeme suivant :

()= f(t,z),z € R",t € R, 1)

x(to) = xo.

On suppose que f satisfait les conditions du théoreme d’existence et d’unicité des solutions.

Définition 1.5. (Stabilité an sens de Lyapunov) Une solution ®(t) du systéme (1.1) telle
que ® (tg) = g est dite stable au sens de Lyapunov si Ve > 0,30 > 0 telle que toute solution
x(t) de (1.1) dont la valeur initiale = (ty) vérifie :

|z (to) — Dol <6 = ||x(t) — ()| <&,V > 1.

Si en plus de cette définition on a :

lim ||z(t) — (#)] = 0. (1.2)

t—o00

Alors la solution ®(t) est dite asymptotiquement stable.
Quand ®; = 0 la définition devient : Ve > 0,35 > 0, telle que la solution z(t) de (1.1)

dont la valeur initiale x (to) vérifie :

|z (to)|| < 0 = ||xz(t)|| <e,Vt > to.

Si en plus :

lim ||z (t)]| = 0.

t—o0
Alors ®(t) = 0 est asymptotiquement stable.

L’étude de la stabilité de la solution ®; peut étre ramenée a celle de la solution nulle

y =0 d’un systéme (analogue) au systéme (1.1).



1.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

En effet, posons y(t) = x(t) — ®(t) ou y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

de dy = d®(t)
_—= — —_— = @
pri e ACY

dy
d
dfi:g(t,y)-

On voit bien que y = 0 est une solution de ce systéme.

Exemple 1.3. (n =1)

Ccl;:—xjtl,x(O):l.

La solution telle que x(0) = o est :
z(t) = (zg— 1) e + 1.

La solution ¢(t) telle que ¢(0) =1 et ¢(t) = 1.

|z(t) — ¢(t)]

’(Ig - 1) e(_t)’ <|zg — 1], ¥t > 0.
I suffit de prendre § < e;0 =& = ¢(t) a stabilité asymptotique :
i _ - L _ (-t| —
Jim[l#(6) = o)l = Jim_|(wo — 1) =0,
D’ou ¢(t) est asymptotiquement stable.

Exemple 1.4. Utilisons la méthode de Lyapunov pour étudier la stabilité du point d’équilibre
du systeme suivant :

d
ddmtl = xy + 11 (22 + 23),
% = —z1 + zo(2? + 23).

L’origine (0,0) est le seul point d’équilibre pour ce systéme.

Considérons la fonction de Lyapunov définie positive suivante

v(ry, 1) = 77 + 3.

On a v(0,0) =024 0% =0 et v(zy,9) = 3 + 25 > 0 pour toute (x1,7s) # (0,0).

10



1.2. SYSTEME DYNAMIQUE

Pour toute solution (x1,z2) # (0,0) on a :

d d
V' (@1, 2) = %@(9517@)) = %(xf + z3)

= 221 (w9 + 21 (2% + 23)) + 229 (—21 + 2o (27 + 23))

=2(z} +23)* > 0.

Alors, lorigine est un point d’équilibre instable.

1.2 Systeme dynamique

En général, un systeme est dit dynamique lorsqu’il décrit des phénomeénes évoluent au
cours du temps, cette évolution temporelle est décrite généralement par des équations diffé-

rentielles ou des applications.

Définition 1.6. Un systeme dynamique sur R™ est une application
¢:RT x R" — R",

telle que

Définition 1.7. Un systéme dynamique ¢ sur R™ est linéaire si :
o(t, ax + By) = ag(t,x) + Bo(t,y) Va,B € Rt € RT et z,y € R™.

Définition 1.8. Systéeme dynamique continu
Un systeme dynamique continu dans lequel les variables dynamiques sont continues est re-

présenté par un systeme d’équations différentielles :

dx
i ft,z(t)),z €U,

ou U est un ouvert de R™.

11



1.3. LES POINTS D’EQUILIBRE ET LINEARISATION

1.3 Les points d’équilibre et linéarisation

1.3.1 Les points d’équilibre

Définition 1.9. Le point xy € R™ est appelé point critique ou point d’équilibre du systéme
a’ = f(z(t)), Yz eR", (1.3)

si elle vérifie f(xq) = 0.

Définition 1.10. Le point d’équilibre x¢ de (1.3) est dit hyperbolique si aucune des valeurs

propres de la matrice Jacobienne D¢(xo) n'a de partie réelle nulle.

1.3.2 Linéarisation

Définition 1.11. Le systéme 2’ = Ax, ou A= Df (xg) = <8fi (mo)) , 1<i,j<n,

8(L'j - -

est appelé le systeme linéarisé de (1.3) en xy.

1.4 Classification des points d’équilibre

Définition 1.12. On considére le systéme :

Soit o son point critique.

1. Le point critique o est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = D f(xy) a au moins
une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins une valeur propre avec

une partie réelle négative.
2. Le point critique xo est appelé puits si toutes les parties réelles négatives.

3. Le point critique xo est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A =

Df(xo) ont des parties réelles positives.

Exemple 1.5. Soit le systeme non linéaire autonome

= —z + 2y

Y= +2x3 — 3y.

12



1.5. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRE

Ce systeme a un seule point d’équilibre qui est l'origine (0,0), et le systéme a deux valeurs
propres réelles de méme signe A\ = —1 et Ao = —3.

Alors le point critique (0,0) est une puits.

Remarque 1.1. [’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous amené a connaitre le

comportement des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

1.5 Nature des points d’équilibre

Dans cette section on considere le systeme différentiel plan linéaire a coefficients constants :
&= Az, VzeR?

ou A une matrice carre constante, et soient A; et Ay les valeurs propres de cette matrice.

On distingue les différents cas selon les valeurs propres A\; et As.

(1) Si Ay et Ay sont réelles non nulles et de signe différent alors le point critique (0, 0) est

appelé un selle, il est toujours instable.
(2) Si A; et Ag sont réelles de méme signe on a trois cas :
(a) Si A1 < Ay <0, le point critique (0,0) est appelé un neeud stable.
(b) Si0 < A; < Ay, le point critique (0,0) est appelé un nceud instable.

(¢) Si Ay = Ay = A, le point critique (0,0) est appelé nceud propre, il est stable si
A < 0 et instable si A > 0.

(3) Si A et Ay sont complexes conjuguées alors le point critique (0,0) est appelé un foyer,

Il est stable si Re(A2) < 0 est instable si Re(A12) > 0.

(4) Si Ay et Ag sont imaginaires pures, alors le point critique (0,0) est appelé un centre, il

est stable mais n’est pas asymptotiquement stable.

Exemple 1.6. On va étudier la nature du point critique (0,0) du systéme :

T =2r+ 3y

y=4r +y.

13



1.6. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE

Ecrivons ’équation caractéristique de la matrice associée a ce systéme on a :

2—X 3
=0.
4 1—A

Ses racines Ay = 1+ \/7474 >0, Mp=1-— @ < 0 sont réelles non nulles et de signe différent

alors le point critique (0,0) est une selle instable.

"™ %Ny % % & % 4

\ L N e
‘\ A ﬁ\hhh‘ﬂ-—.q—_q—f-rﬂc.--

\ N . an® au¥ ou

Y AP
o N e e e

FIGURE 1.1 — L’origine (0,0) est une selle instable

1.6 Plan et portrait de phase

Définition 1.13. Soit le systéeme planaire

i = P(z,y)

v = Q(z,y),

ou P et () sont des poynomes de degré quelconque.

Un portait de phase est [’ensemble des trajectoires dans [’espace de phase. En particulier, pour
les systéme autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variables, les solution
(x(t),y(t)) du systéme représentent dans le plan (x,y) des acerbes appelées orbites.

Les point critiques de ce systéme sont des solution constantes et la figure compléte des orbites

14



1.7. CYCLE LIMITE

de ce systéme ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le plan (z,y)

est appete le plan de phase.

1.7 Cycle limite

1.7.1 Solution périodique

Définition 1.14. Soit le systéme différentiel
&= f(z(t)), Vo € R™. (1.4)
On appelle solution périodique toute solution p(t,z) du systéme (1.4) vérifiant :
p(t+T,x) = o(t,x),

ot le plus petit réel T' > 0 est appelé période.

Remarque 1.2. Toute solution périodique correspond une orbite fermée dans [’espace des

phases.

Proposition 1.1. Toute solution périodique contient au moins un point d’équilibre.

1.7.2 Cycle limite

Définition 1.15. Pour un systéme plan, un cycle limite est une orbite fermée isolée, c’est

a dire au voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre orbite fermée.

Théoréme 1.2. (Stabilité des cycles limites).
C' étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit toutes les trajectoires intérieurs

et extérieures voisines s’enroulent en spirale autour de C' pourt — +00 out — —o0.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines

sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voi-

sines sont refoulées de C.
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1.8. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

1.8 Existence et non-existence des cycles limites

Théoréme 1.3. (Poincaré-Bendiron). Soit le systéme plan suivant

(1.5)

Supposons que f, g sont des fonctions de classe C* sur D, ot D est un sous ensemble ouvert
de R?.Le systéme (1.5) a une orbite T telle que lorbite positive Ty (p) = {o(p,t),t > 0}

passant par le point p est contenue dans un sous ensemble compact A de D, alors
1. Ty (p) est une solution périodique de (1.5).
2. T'1(p) tend vers un point fize.

3. I'.(p) tend vers une orbite périodique.

Théoréme 1.4. (Critére de Bendizon). Soit le systéme plan

T = f(xvy)a
v =g(z,y),

et soit F = (f,9)T € CY(E) ou E est une région simplement connezxe dans R%. Si la diver-
gence du champ de vecteur F' (notée VF' ) est non identiquement nulle et ne change pas de

signe dans E, alors ce systeme n’a aucune orbite fermée entiérement contenue dans E.

1.9 Perturbation

On considere la fonction f: R x R" x R — R"; f(t, z,e) continue par rapport a t € R
et x € D C R" , ol € est un petit parametre. La fonction f est dévloppable en série de

Taylor au voisinage de ¢ = 0, d’ou
f(t,z,e) = f(t,2,0) +efi(t,x) +2fo(t,m) + -+ " fult,z) + - .

Les coefficients fi, fa,--- , fn dépendent de t et de = . Les expressions ¢,¢2,...,e", sont

appeleés des fonctions d’ordre.

16



1.9. PERTURBATION

Théoréme 1.5. (Poincaré). On considére le probléme a valeur initiale

y = F(ta yag)a y(tO) = W,

ot |t —to] < hyye D CR"0<e<ey,0< pu< g SiF(t,y,e) est continue par rapport
at,y ete, et st F est développable en série entiere convergente par rapport a y et € pour
lyll < p,0 < e < eg. Alors, y(t) est développable en série entiére convergente par rapport a

e et p dans un voisinage de € = = 0.

17



Cycles limites d’une certaine classe de systemes

différentiels perturbés et la théorie de moyennisation

2.1 Théorie de moyennisation

La théorie de moyennisation est une théorie classique a été introduit pour la premiere

fois par Krylov et Bogoliubov en 1930. Cette théorie utilisée actuellement dans 1’étude des

cycles limites des systemes dynamiques.
Elle donne des conditions pour lesquelles les points singuliers du systeme moyenné autonome
fournissent des cycles limites pour des systemes différentiels non autonomes.

Elle s’applique aux systemes de la forme

T =cef(t, x),

ou ¢ est suffisamment petit, et f(¢,z) est T-périodique en la premiere variable. Pour plus

d’informations sur cette théorie voir le livre de Sanders, Verhulst.

2.1.1 La méthode de moyennisation du premier ordre

Considérons le probleme de Cauchy a valeur initiale suivant
i =cf(t,x) +eg(t,x,e), x(0) =z, (2.1)

ouz € D C R™ D est un domaine borné. Pour tout ¢ > 0, on suppose que f(t,x) et g(t, x,¢)

sont des fonction T-périodique en t.

18



2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

Le systeme moyenné associé au systeme (2.1) est

Y= gfo(y)a (2.2)
y(0) = o,
P =7 [ s (2.3

Définition 2.1. Soit f : RxR"™ — R"™ une fonction continue. On dit que f a une moyenne

notée fO si la limite suivante ewiste

t+T

f2(z) = lim f(r,x)dr.

T—+oco Jt

Le théoreme suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du systeme

moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du systeme (2.1).

Théoréme 2.1. [13] Soit le systéme (2.1), on suppose que F,R,D,F,D?F et D,R sont
continues et bornées par une constante M dans [0,€) X D avec —gg < € < g9. Supposons

aussi que F' et R sont T-périodique en t, ou T est indépendante de .

Alors

(a) Sip est un point critique pour le systéeme (2.2) tel que

det (Do f°(p)) # 0. (2.4)

Alors pour |e| suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x(t,e) de systeme

(2.1) telle que x(0,e) — p quand € — 0.

(b) Sile point critique y —p du systéme moyenné (2.2) est hyperbolique, alors pour || > 0
suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t,e) du systéme (2.1) est

unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.
Preuve. Voir [13] =

Exemple 2.1. Considérons I’équation de Van Der Pol :

j—i—a::e(l—x?)jc,
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

qui peut s’écrire sous la forme :

T =y,
(2.5)
y=-—x+¢e(l—12%)y.
En coordonnées polaires (r,0) ot x = rcosf,y =rsind et r > 0, ce systéme devient :
7 =er (1 —r?cos®0)sin® 0,
. (2.6)
0 =—1+ecosf (1 —r?cos’0)sinb.
Considérons 8 comme une nouvelle variable indépendante, on obtient
dr er (1 —r?cos?0)sin® 0
d)  —1+ccosf (1 —r2cos?6)sind’
On sait que
1 2
En posant z = ecosf (1 — r?cos? ) sin 0, on obtient
dr_ —er (1 — 1% cos® Q) sin?6 + O (52) (2.7)
de ’ '

léquation (2.7) doit s’écrire sous la forme de systeme (2.2), ainsi on peut appliquer la mé-
thode de moyennisation en prenant v =r,t = 0,T = 2w et F(r,0) = r(1 — r? cos® #) sin? 6.

La fonction moyennée de systéme (2.7) :

1 2m 1 21
for) = */ F(r,0)d0 = —/ —r (1 — 7% cos? 0) sin? §d#,
0 2m Jo

27 T

_—7“/27r 1—COS29_ﬁ 1 — cos46
2 Jo 2 4 2

- 1 0 sin 26 ﬁ 0 sin 46 2m
o\ 2 2 8 2 o

Maintenant : fO(r) = gr (r* —4) = 0 = r = 2 (puisque v doit étre positif).

(Sachant que : <DTf0(r) = 513 (3r2 - 4)) :
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

La seule racine positive de f°(r) est r = 2. Comme D, f°(2) = 1, d’aprés le théoréme 2.1
il suit que le systeme (2.5) pour |e| # 0 suffisamment petit, admet un cycle limite qui est
Uorbite périodique de rayon 2 du systéme non perturbé (2.5) avec € = 0.

De plus comme D, f°(2) =1 > 0, ce cycle limite est instable. Voir la figure 2.1.

R Al - -~ ol et

FIGURE 2.1 — Cycle limite instable du systéme (2.5) pour € = 0.01.

Exemple 2.2. Le systéme de Liénard

=y —¢c(mx+ax®+ - +apa"),
Y (a1 2 ) (2.8)
g = T,
pour € suffisamment petit et a, # 0 a au plus [”T_l} cycles limites.
En utilisant les coordonnées polaires © = rcosf,y = rsind, le systéme (2.8) s’écrit
L 2 n—1 n+1
7= —er(aycos®0+---+a,r" " cos" 0),
=l ) 2.9
0 =—1+esinf(a;cosh+ -+ a,r" cos"b).
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

En divisant 7 par 6, on trouve

dr er(ajcos® 0+ -+ a,r" ' cos"t! 0)
a6 1 —esinf (a;cosf + -+ a,r"cos"6)
On sait que
1 2
E:1+$+O(l’),’l"<1,
d’ot
dr

— =er

do

On cherche maintenant la fonction moyennée Fio(r)

On a

1 2
Fio(r) = %/o £(6,)d0
7,, 27‘(’

=5 / (a1 cos? O+ -+ a,r"cog" ! 9) dé.
7 Jo

Ce qui implique

dr _ er
do 27

2 2
-y / cos™ 0df + a,r" 1 / cos" ! 9d6’)
0 0

2w 2
<a1 / cos? 0dO + azr* / cos*0dO + - - -
0 0

— Sin est impair, on a

dr er

5= 5 (a1]2 +agril + -+ an?""_lan) :

On cherche les points d’équilibre de I’équation (2.14). En posant X =12, on a

FlO(T) =0= (CL1[2 + a3[4X + -+ @n[nﬂX";l) =0.

A \ n—1 . .-
Ce polynome possede au plus "5~ racines positives.
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2
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(2.13)
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

— Sin est pair, on a

dr er

@ = % (a1]2 + CL37’2]4 +---+ &nrn_QIn) : (215)

On cherche les points d’équilibre de (2.15). Posant toujours X = r%, on trouve

Fl()(T) =0= (CL1[2 + a3]4X + -+ anIanT_Q) =0.

Dans ce cas, ce polynome posséde au plus "T_Q racines positives et comme

n—2 {n;l}

Alors le systéme (2.8) posséde au plus [’%1} cycles limites.

2.1.2 La méthode de moyennisation du second ordre

Le théoreme suivant fournit une approximation du second ordre pour les solutions d’un

systeme différentiel périodique.

Théoréme 2.2. [17] Considérons les deux problémes a valeurs initiales
i =cf(t,x) +e%g(t,x) +°h(t,x,e), x(0)= o, (2.16)

et

y=cf(y)+f00) +°9°(v), y(0) = o, (2.17)

ot f,g:[0,00) x D — R"™ et h:[0,00) x D x(0,60] = R™, D un ouvert de R", les fonctions

f,g et h sont continues et T-périodiques en t.

Soit
Pt) = 5Ly a) - 2 ) (2.18)
y'(t,z) = /Ot {f(s,x) — fo(x)} ds + z(x), (2.19)

avec z(x) une fonction de classe C' telle que la moyenne de y' est nulle. f°, f19 et ¢° sont
les fonctions moyennées de f, g et h respectivement.

Supposons que
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

1. %,g et h sont Lipschitziennes en x et continues sur leurs domaines de définition,

2. |h(t,z, )| est uniformément bornée par une constante M dans [O, M [xD % (0,e],
3. T est indépendant de ¢,

4. y(t) appartient a D pendant un temps de l’ordre é
Alors

o(t) = y(t) + ey (¢, y(t) + O (52) .
Pendant un temps de [’ordre %

Corollaire 2.1. 5i les hypothéses du théoréeme 2.2 sont satisfaites et de plus

fy) =0.

Alors

(a) Sip estle point d’équilibre du systéme moyenné (2.17) tel que

aay (F°w) + "))

40, (2.20)

Yy=p

alors, il existe une solution T-périodique x.(t) de l’équation (2.16) telle que
z:(t) = p quand € — 0.

(b) Si (2.20) est négative, alors la solution périodique x.(t) de (2.16) est asymptotiquement
stable pour e suffisamment petit. Si (2.20) est positive, alors cette solution périodique

est instable.

Remarque 2.1.

1. Si f°y) = 0, alors en coordonnées polaires x = rcos et y = rsinf, on obtient que
fo(r) =0, dou

2 af B
/0 S(r.0)d6 = 0.

Calculons f*°, on trouve

2r (9 s 2m 9
1= 217T/0 (;j(r,s)/o f(r,e)ds> df + 217T/0 8{(7@ s)2(r)ds,

1L 2 fof 8 z2(r) 2= of
—%/0 (ar(r,s)/o f(r,@)d@) ds—l—ﬂ/o E(T’S)ds’
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

ce qui implique que

0= 217r /027r (Zi(r,s) /OS f(r, (9)d3> do.

2. Pour f°(y) = 0, on note la fonction moyennée de second ordre par

A(r) = f1(r) + ¢°(r).
Exemple 2.3. Considérons le systeme

i = —y+e(22% — 3zy) (221)

y=a+e(y — 2%y -y’ +ay+2y°%).

En coordonnées polaire (r,0) ot x = rcos(#),y = rsin(f) avec r > 0 on obtient

7 = (—cos®(0)r® + 3cos?(0)x® — 3 cos?(0)r® — 2sin(0) cos?(0)r? — cos®(0)r?r + cos?(0)r3 + r®
+2sin(0)r? 4 cos(0)r? — r3)e? + (=3sin(0) cos?(0)r? + 2 cos®(0)r?)e.
0 =1+ (sin(0) cos®()r* — 2sin(f) cos®()r* + sin(f) cos(8)r + sin(0) cos®(0)r

—r? cos(0) sin(f) — 2 cos®(0)r + 2r cos(0))e* + (—2sin(f) cos?(0)r — 3 cos®(0)r

+3r cos(0))e.

Considérons maintenant 0 comme une variable indépendante, en obtient

32 =cF\(r,0) + 2 Fy(r,0) + o(£%).

ou

Fi(r,0) = —3sin(f) cos?(0)r? + 2 cos®(0)r?
Fy(r,0) = sin®(0)7° cos*(#) — 12sin?(6) cos*(0)r* — 2sin?(0)r° cos?(0)
— 5sin(f) cos” (8)r* + sin®(0)r° + 9sin(f) cos®(0)r®

+ sin?(6)r? cos(6) — sin®(0)r® — 2sin(6) cos?(9)r? + 2sin(0)r>.
En appliquant maintenant le théoréme 2.2 on calcule la fonction moyennée

) = - /02” Fi(r,0)d0 = 0.
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2.1. THEORIE DE MOYENNISATION

On peut passer a la théorie de moyennisation d’ordre deuz, on calcule

F
aarl(r, ) = —6sin(f) cos?(0)r 4 4 cos®(6).

ensuite

0
/ Fi(r,s)ds = —r® + cos®(0)r® + zsin(e) cos?(0)r* + ;l sin(6)r?.
0

Ainsi

1 2m 8F 0
(10) —— 1
FO0 () WA larhﬁ)é<ﬂ&ﬁMs+Fxﬁ@ 0
= 1567’5 — ir?’. (2:22)

Pour trouver les cycles limites, on résout ’équation (2.22) et on obtient une racine positive

r=2.

Comme
d 25 15
40y, 224 19 o
ol =1
D’ou
d

Donc il existe un cycle limite, et d’apres I’hypothese 2.2 du corollaire 2.1 on a

d
y F(10) (r) = —0,687500004 < 0.
r

Alors, le cycle limite est stable d’amplitude r = 2 pour e suffisamment petit. Voir la figure

2.2.
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2.2. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE
GENERALISEE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS DE LIENARD

{#’J{fﬂfff—ﬂ—q_q__q___vu_ - % ‘K.‘.-'
A P P e S
’/l‘/ﬂ/#":”f.«""f”*—'*—q M W W

U A P e
P e i WL U )
[ R Lt L

FIGURE 2.2 — Cycle limite stable du systeme (2.21) pour € = 0.001.

2.2 Nombre maximum de cycles limites pour une classe
généralisée des systemes différentiels de Liénard

L’objectif de cette section est consacré a étudier I'existence des cycles limites pour une
classe généralisée des systemes différentiels de Liénard.

En 2020, Boulfoul et Mellahi [3] ont utilisé la théorie de moyennisation d’ordre un et deux
pour étudier le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du
centre linéaire ’ = y,y’ = —x perturbé par une classe généralisée d’équations différentielles

de Liénard de la forme suivante :
(2.23)

ou

l(x) = eli(2)+ea(), f(2) = e fil2)+e fo(2), 9(2) = egi(2)+eg2(x), h(x) = eha(z)+eha(2)
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GENERALISEE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS DE LIENARD

ou lx(z) de degré m, fi(x), gr(x) et hi(x) sont de degré n, pour chaque k = 1,2 et ¢ est un
petit parametre.

Ils ont obtenu le résultat suivant

Théoréme 2.3. Pour || suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles limites de la

classe généralisée du systéme de Liénard (2.23) bifuquant des orbites périodiques du centre

linéaire © = y,y = —x en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est :
n
Hl (mv TL) - []
2
Preuve. Voir [3]. =

Exemple 2.4. Considérons le systéme

T =y — dex?y
» (2.24)
Y :—x+5(2—x4+y(j+x+2x2—x4)+y2(1—2x2+x4)).

Donc, dans ce systéme la fonction (1(z) de degré m = 2 et les fonction fi(x), g1(z) et hi(x)
de degré n = 4. D’aprés le théoreme 2.3 le systéme (2.24) admet deux cycles limites.

En coordonnées polaires (r,6) ot x = rcos(f), y = rsin(f) et r > 0, ce systéme devient

P = (sin(0)r® cos’(6) + sin(0)r? — sin(6) cos(6)rS — sin(0)r? cos?(6) — 2sin(0)r cos?(6)
+sin()r* cos*(0) — 4r® cos®(0) sin(#) + 2 sin(f) — ir sin?(0) + 72 sin?(0) cos(6)
4218 cos?(0) sin2(6) — 1 sin2(6) cos*(6)) e

0 :4+(—imwﬂ%@+%%m%wﬂ®—#ﬁ@ﬂ@%%%ﬂwﬁ@

2 cos(0)
r

+rsin(#) cos?(0) + r cos() — 213 cos?(0) + + 73 cos®(0) + 4% cos*(0)

—rcos?(6) + r° cos®(0) — r° cos7(0)) g,
Considérons 0 comme une nouvelle variable indépendante, le systéme (2.24) devient

gnguﬂy+q§) (2.25)

Ainsi on peut appliquer la méthode de moyennisation d’ordre un prenant :
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r=nrt=0"T=2m et

F(r,0) = — sin(0)r° cos*(0) — sin(8)r? + sin(0) cos®(0)r° + sin(0)r?* cos?(0)

+ 2sin(0)r* cos?(6) — sin(8)r? cos*(#) + 41* cos®(0) sin(#) — 2sin(6)

1
+ 1" sin?(0) — r?sin(6) cos(#) — 2r® cos?(#) sin?(0) + r° sin*(6) cos*(6).

La fonction moyennée du systéme (2.24) est

1
o

() /0 TR 0)d0 = (2 — 0% 4+ 1Y)

16

La fonction f°(r) admet deuz racines positives 11 = \/2 + V2,19 = /2 — V2 la condition
Drf9(ry) = 1,207106781 # 0 et Drf%(ry) = —0,2071067814 # 0.

Alors le systéeme (2.24) a deux cycles limites instable et asymptotiquement stable d’amplitude

\/2 +V2 et \/2 — /2 respectivement qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire
T =y,y=—x. Voir la figure (2.3).

LY N N W N
R R R R e e e a »
L R T e Wl b e & w

R R R R e P
L N R A A e e el i P vy

L R R S e i

A 2 A
A

FIGURE 2.3 — Deux cycle limites du systeme (2.24) pour € = 0.00001.

Dans cette partie, on va présenter un nouveau résultat concernant le nombre maximum
de cycles limites. En effet, on va changer la fonction f(z) par la fonction f(z,y) pour k =1
dans le systeme (2.23) pour savoir ce qui se passe pour le nombre maximum de cycles limites
qui peuvent bifurquent des orbites périodiques d'un centre linéaire =’ = v,y = —z, en

utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un. Pour cette raison, on considere le systeme
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suivant :

ou

(2.26)

ou 4(x), fi(z),g1(z) et hi(z) de degré m,ni,ny et ng respectivement, et ¢ suffisamment

petit.

Notre résultat principal est le suivant

Corollaire 2.2. Pour || suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du sys-

téme (2.26) qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire & = y,yy = —x en

utilisant la théorie de moyennisation

du premzier ordre est :

wec{[25] [}

cycle limite.

Preuve.

Supposons que

Z ay;z'y, g (x

i+35=0

En coordonnées polaires (r,6), ou

be hy(x Zczx et [i(z

x=rcosf,y=rsinf et r > 0.

Le systeme (2.26) devient :

= —¢ Zel

+ Z bt co
i=0

cos't 0sinh + Z aijr cos' @ sin’t g
1+7=0

n3
s'0sin® 0 + > cir'™?

1=0

cos' fsin® 6| ,

30
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ni n2
0=—1—c| > a7 cos™ fsin’ 6+ by’ cos™ fsind
i+=0 i=0

n3 m
i1 il g i 2 i d ) i
+Zcir cos'™ Osin“ 6 — Zeir cos' fsin“ 0| .
=0 =0

Considérons maintenant # comme nouvelle variable indépendante, le systeme (2.26) devient

Zil:? =cf(r,0) + o(e?),

Ou nl . . . . n2 . .
f(r,0) = > ayrtcos’Osin? G+ > bir't! cos’ Osin® 6

i+j=0 i=0
"3 . . m . .

+ ) P cos' Osin® 0 4+ > e cos™ Osin .
1=0 =0

On calcule maintenant la fonction moyennée d’ordre un suivante

_1
o

£2(r) /0 " b, 0)db.

Pour ce faire, on utilise les intégrales suivantes :

21 .
/ cos"™ @sinfdfd =0,
0
2r , ;™ sig pair, j impair
/ cos' Osini 1 od) =1 7 ,
0 .
0 si non
o B;m  sit pair
/ cos' @ sin? 6d6 = ,
0 0 si ¢ impair
21 .
/ cos’ 0 sin® 6d6 = 0.
0

On obtient :

1] X " ne
)y =5 | X ayr™ay+ 3 b8 =0,
i+j=1 1=0
'z’_pair_ i pair
impair

-1
f°(r) a au plus max { {nl 5 } , [7;2]} racine positives.

Si ces racines positive vérifiée la condition (det(D,f(r = r9)) # 0) du théoreme 2.1 on

-1
conclut que le systeme (2.26) a au plus max = {{nl 5 } , {7;2]} cycles limites bifurquent
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des orbites périodiques du centre linéaire ' =y, = —x. =
On va maintenant donner un exemple d’un systeme a la méme forme du systeme (2.26)
et onnmontre que le nombre maximum de cycles limites de ce systeme qui bifurquent des

orbites périodiques du centre linéaire & =y, y = —x.
Exemple 2.5. Considérons le systeme
&=y — 2exty

(2.27)
= —x—e(3x — xy® + 2%y — 2y + day — 42%y?).

Donc, dans ce systéme les fonctions (1(x), fi(x,y), g1(x) et h(x) sont de degré 4,3,2 et 1
respectivement.
D’aprés le résultat du corollaire 2.2 ce systeme admet un seul cycle limite.

En coordonnées polaires (r,6) ot x = rcos(f),y = rsin(f) et r > 0, se systéme devient

7 = (=215 cos®(0) sin(f) — 3cos(#)rsin(f) — 4rt sin(0) cos*(0) — r3 sin() cos?(0)
+4 sin(0)r cos?(0) + sin(0)r3 cos(0) — 13 cos?(0) sin? () + 2r sin?(0) — 472 cos(6) sin(0))e

0 = —1+ (—r?sin(f) cos®(0) — 4r cos?(6) sin(h) + 12 cos®(0) + 4 cos®(0)r?

+2 cos(0) sin(6) — 3 cos?(0) — cos*(0)r? — 4 cos®(0)r® — 2 cos®(0)r* + 2r* cos?(0))e,

Considérons 0 comme une nouvelle variable indépendante, le systéme (2.27) devient
g = eF(r,0) + o(e), (2.28)

ainst on peut appliquer la méthode de moyennisation d’ordre un en prenant :
r=nrt=0"T =27 et

F(r,0) = 2r° cos®(#) sin(6) + 3 cos(0)rsin(f) + 4r* cos*(6) sin(#) + 73 sin(6) cos®(9)

— 4sin(0)r* cos®(6) — sin(0)r® cos(8) + r° cos?(0) sin?(#) — 2r sin®(6) + 47% cos(6) sin?(9).
La fonction moyennée du systéme (2.28) est

_ 1
o

£(r) /0 " P 0)d0 = ;r<—8 r2).

La seule racine de fO(r) et r = 21/2. Pour |e| = 0, de plus cette racine est vérifié la condition
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2.2. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE
GENERALISEE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS DE LIENARD

Drf°(2v2) =2 #0.
Alors, d’aprés le corollaire 2.2, le systéme (2.27) a exzactement un unique cycle limite instable
d’amplitude 2/2 qui bifurque des orbites périodiques du centre linéaire & =y, 1 = —x. Voir

la figure 2.4.

LI ] N

NN

P

R R e e i

"R b pE a4
NN RS

L
\ '-"\MF"}'FFF'F\T\TT

R e

f
13
N

[}

R
'k\
h\

\h\

LU S

N R e s e Sl S g g

FIGURE 2.4 — Cycle limite instable du systéme (2.27) pour € = 0.0001.

Appliquant maintenant la théorie de moyennisation du second ordre au systéme (2.23).

Le deuxieme resultat qui a trouvé dans [3] est le suivant :

Théoréme 2.4. [7] Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles limites
de la classe généralisée du systéme de Liénard (2.23) bifurquant des orbites périodiques du
centre linéaire © =y, = —x, en utilisant la théorie de moyennisation du second ordre est

ﬁg(m,n) = max {n, {n;l} + [m; 1} + 1},

cycles limites.
Preuve. Voir [3] m

Exemple 2.6. Considérons le systéme

i =y—ely+ay)+e(—y+ 2zy)

y =-1—¢e2—z—51%+zy+y*—1%y?) — 2(—x + 2? +y — 222y — y* — 22%y?).
(2.29)
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2.2. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE
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En coordonnées polaires (r,0) ou v = rcos(f), y = rsin(d) avec r > 0, le systéme (2.29)
devient
7 = (2sin(0)r? cos?(0) + sin(0)r? — 2sin(0) cos* (9)r* — rsin(0) + 273 cos?(0) sin(6))e?

+(—2sin(#) — sin(#) cos*(0)r* + sin(0)r* cos*(#) — sin(0)r? — r? cos(6) sin*(0)

+572 cos?(0) sin(6))e
0 = —1+ (2% cos®(0) — cos() sin(0) + 1 4 212 cos®(8) sin(f) — r cos(h) — 2r® cos®(h))e>
+(—rsin(0) cos?(0) + 5r cos®(0) — 200:<9) + 13 cos®(0) + 1 — 13 cos®(0))e.

Pour déterminer les cycles limites nous résolvons [’équation

1 1 1
Flogy(r) = 1 —1* 2—)_0 2.30
o0 (1) =7 (487“ +rP =) =0, (2.30)
L’équation (2.29) posséde une seule racine positive r = \/—6 + 2v/15. D’aprés le théoréme

2.4, le systéme (2.30) a un cycle limite qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

T =1y, y= —x en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deuzx. Voir la figure 2.5.
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FIGURE 2.5 — Cycle limite instable du systeéme(2.29) pour € = 0.001.
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Solutions périodiques d’une classe d’équations

différentielles du troisieme ordre

3.1 Autre théoréme de moyennisation du premier ordre

On considere le probleme de la bifurcation des solutions T-périodique du systeme diffé-

rentiel

X = Fy(t,x) + eFi(t,x,€) + 2 Fy(t, %, €), (3.1)

avec ¢ = 0 a € # 0 suffisamment petit. Les fonctions Fy, F} : R x Q — R" et F5 : R x Q X
(—€0,€0) — R™ sont des fonction de classe C?, T-périodique en t, et Q est un sous-ensemble

ouvert de R™. L’une des principales hypotheses est que le systéme non perturbé
x = Fy(t, x), (3.2)

a une sous-variété de solutions périodiques. La solution de ce probleme est donnée, en uti-
lisant la théorie de moyennisation. Pour plus d’informations sur cette théorie voir les livres
de Sanders and Verhulst [13], and Verhulst [11].

Soit x(t,z) la solution du systéme non perturbé (3.2) telle que x(0,z) = z. Nous écrivons

le systéme linéarisé du systeéme (3.2) perturbé en z(t, z) comme suit :
y = Dy Fy(t,x(t,2))y. (3.3)

On note par M,(t) la matrice fondamentale du systeme différentiel linéaire (3.3), et par
) P
€ : RFxXR™* — R* la projection de R"™ sur ses k premiéres coordonnées, c-a-d & (x4, ..., 2,) =

(T1,...,Tk)-
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3.1. AUTRE THEOREME DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Théoréme 3.1. [// Soit V. C R* un ensemble ouvert et borné, et soit By : CI(V) — R+

une fonction de classe C*. Nous supposons que

(i) Z ={2zq = (a, Bo(a)) ,ac € CI(V)} C Q et pour chaque z,, € Z, la solution X (t,z,) de
(3.2) est T-périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (3.3) telle que la

matrice
M, (0) — M, |(T),

Zo Zo

a dans le coin supérieur droit une matrice nulle de dimention kx (n—k), et dans le coin

inférieur droit une matrice A, de dimention (n — k) x (n — k) telle que det (A,) # 0.

On considére la fonction F : CI(V) — RF

Fla)=¢ (; /0 CMIOF (1 x (,24) dt) . (3.4)

Sia €V un point d’équilibre du systéme (3.4) c-a-d F(a) = 0 tel que det((dF/da)(a)) # 0,
alors il existe une solution T-périodique ¢(t,e) du systeme (3.1) telle que p(0,¢) — a quand

e — 0.

Preuve. Voir[!] m

Le théoréme suivant est donné une approximation du premier ordre pour les solutions pé-
riodiques des systemes différentielles périodiques.

Considérons I’équation différentielle
x =cf(t,x) +e%g(t,x,¢), x(0)=xq, (3.5)

avec x € D C R™ ¢t > 0. De plus nous supposons que f(¢,x) et g(t,x,e) sont des fonctions

T-périodique en t. On considere dans D I'équation différentielle moyennée

y=¢f0y), y(0)=xq, (3.6)

ou
T
) =5 [ Sy

Théoréme 3.2. [1/] Considérons I’équation différentielle (3.5) et supposons que
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3.2. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES POUR UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE DU TROISIEME ORDRE

(i) Les fonctions f, g, fx,gx €t fxx sont définies, continues et bornées par une constante

indépendante de £ dans [0,00) x D et e € (0,] ;
(ii) f et g sont T-périodiques ent (T indépendant de € ).

Si p est un point singulier de [’équation moyennée (3.6) et

a0

alors il existe une solution T-périodique p(t, ) de l’équation (3.5) telle que ¢(0,e) — p quand

#0,

Yy=p

e — 0.

Preuve. Voir les théoreme 11.5 et 11.6 de Verhulst [11]. =

3.2 Existence des solutions périodiques pour une équa-
tion différentielle du troisieme ordre

Dans la théorie qualitative des équations différentielles, I'un des principaux est probléemes
est I’étude de l'existence et le nombre maximum des solutions périodiques des équations
différentielles.

Dans cette section, nous allons utiliser la théorie de moyennisation pour étudier les solu-

tions périodiques de I’équation différentielle du troisiéme ordre suivante

"

2" — pr" + 2 — pr =eF(x, 2, 2"), (3.7)

2

ou u et € sont réelles et € est un parametre suffisamment petit et F' € ¢ est une fonction

2m-périodique en t.
On va étudier 'existence des solutions périodiques de ’équation (3.7) dans deux cas différent

pour u # 0 et pour u = 0. Le premier résultat obtenu pour p # 0 est le théoreme suivant.

Théoréme 3.3. [9] Considérons u # 0 dans l’équation différentielle (3.7) pour e # 0 suffi-

samment petit et pour chaque solution positive r§ de la fonction

27
Flro) = 217T [ F (A, B,C) costas,
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3.2. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES POUR UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE DU TROISIEME ORDRE

o

_ ro(cos + psinb)

A= ,
14 p?
~ 7o(sinf + pcos6)
= T ,
O— ro(cos @ + p1sin )
1+ p? ’

Iéquation différentielle (3.7) a une solution périodique x.(t) tend vers la solution périodique

rg(cost + psint)
14 p?

z(t) =

Y

de 2" — px” + 2’ — pxr =0 quand e — 0.

Preuve. Siy = 2’ et z = 2", alors on écrit I'équation différentiel du troisieme ordre (3.7)
comme systéme différentiel du premier ordre dans le sous-ensemble ouvert 0 C R3. Ainsi,

nous avons le systeme différentiel

y =z, (3.8)
Z/ - —y—f—u(l‘—f—Z) +€F([E,y,2’).
Le systeme (3.8) avec € = 0 est appelé le systéme non perturbé. Le systéme non perturbé

a un seul point d’équilibre qui est 'origine. Les valeurs propres a lorigine sont i, —, u. En

faisant le changement de variables (X,Y, 2)T = C(x,y,2)T ou

0 —p 1
C: —H 1 0 )
-1 0 -1

on transforme le systéme différentiel (3.8) en systéme différentiel suivant dont sa partie

linéaire sous la forme normale de Jordan, c-a-d

X' =-Y +eF(X,Y, 2),
V' =X, (3.9)
7' =uZ —eF(X,Y,Z),
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3.2. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES POUR UNE EQUATION
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ou F(X,Y,Z)=F(A,B,C), et

X+ Z 4y B_Y—M(XJFZ) C_X+M(Y—MZ)
1+p2 7 N 1+ p? N 1+ p? '

?

En coordonnées cylindriques (1,0, Z) de R3, ot X = rcosf,Y = rsinf,Z = Z, le systéme
(3.9) peut s’écrire
r'=¢eG(r,0,7)cos,
G(r,0,7)sind

0=1-c¢ , (3.10)
r

Z'=npZ —eG(r,0,2),

ou G(r,0,7) = F(rcosf,rsinf, 7).

Maintenant, considérons ¢, comme une nouvelle variable indépendante, le systéme (3.10)

devient p
q= eG(r,0,Z)cost + O (52> ,
ddeZ Zsinf —r (3.11)
7="0 =pz+" TG00, 2) + 0 ().
do
On considere p # 0, le systeme (3.11) peut s’écrire comme suit
x = Fy(0,x) +cF1(0,%x,¢) + O (52) , (3.12)

ou
G(r,0,Z)cos0

0
X = " , Fo(0,x) = L F1(0,x,¢) =
Z Wz wZzsinf —r

A
. G(r,0,7)

Nous allons étudier les solutions périodiques du systéme (3.12) en utilisant la théorie de

moyennisation. On cherche d’abord les solutions périodiques du systeme non perturbé
X = FO (6, X).
Notant que ces solutions périodiques sont

(r(0), Z(0)) = (ro,0),

pour toute o > 0, c’est-a-dire que ces orbites périodiques sont des cercles dans le plan Z =0
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pour le systeme (3.10). Bien stir toutes ces solution périodiques aux coordonnées (r, Z) sont
2m-périodiques en 6.

Nous décrirons les différents éléments des hypotheses du théoreme 3.1 dans le cas particu-
lier du systeme différentiel (3.11). On a k = 1 et n = 2. Soit 71 > 0 une valeur arbitrairement
petite et 7o > 0 une valeur arbitrairement grande. Alors, nous prenons le sous-ensemble ou-
vert borné V de R tel que V' = (ry,13) ,a =rg € V, 5 : [r1, 3] — R est définie par /3 (rg) = 0.

Soit Z une ensemble défini comme suit
Z =A{z, = (r0,0),7r0 € [r1,72]} .

Il est que pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution 27-périodique x(0) = z, =
(r0,0).

Calculant la matrice fondamentale M,_(0) du systéme différentiel linéaire (3.3) associée
a la solution 27-périodique z, = (rg,0) telle que M,_(0) est une matrice identité dans R?,

on obtient
10

0 er?

Notant que la matrice M () ne dépend pas de l'orbite périodique particuliére z,. Puisque la

matrice

0 0

0 1—e 2

M~Y0) — M~'(27) =

n’est pas identiquement nul car u # 0, et elle satisfait les hypotheses de (ii) du théoréme
3.1, on peut appliquer ce théoréme au systeme (3.11).

Maintenant, soit £ : R? — R est définie par (r, Z) = r. On calcule la fonction (3.4)

2
F(ro) = 21/0 F(A, B,C)cosdo,

™

ou A, B et C sont définies dans ’énoncé du théoreme 3.3. Alors par théoréme 3.1 nous avons

que pour tout zéro simple r§ € [r1,72] de la fonction F (r9) on a une solution périodique

(re(0), Z:(0)) du systeme (3.11) telle que

(r-(0), Z-(0)) = (r5,0)  quand & — 0.
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En revenant au changement des coordonnées on obtient une solution périodique (7.(t), 0(t), Z(t))

du systeme (3.10) telle que
(re(t),0-(t), Z(t)) — (r5,t,0)  quand € — 0.

Par conséquent, on obtient une solution périodique (X.(t), Yz(t), Z-(t)) pour le systeme (3.9)
telle que
(X:(t),Y:(t), Z(t)) — (rycost,rysint,0) quand e — 0.

Alors, puisque
X+ Z+uy

3.13
1+ /’L2 ’ ( )

xr =

on a une solution périodique (x(t),y:(t), z:(t)) du systeme (3.8) telle que

rg(cost + psint)
14 p?

xe(t) — quand ¢ — 0.

Notant que I'expression précédente prouvée I'existence de la solution périodique de I’équation
différentielle linéaire

2" — px" + 2’ — px = 0.

Ceci complete la preuve du théoreme 3.3. =

Application

Considérons 1’équation différentielle
2" — 22" + 2 —2x = ex(a® - 1). (3.14)

D’apres le théoreme 3.3 ;pour trouver les solutions périodique il faut chercher les solutions
positives de ’équation

1
o

Fo)=5 | " F(A, B, C) cos(0)do,
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ou
s —r(cos(#) + 2sin(h)
- - ,
B 7(sin(0) —5|— 2 cos(@)’
O r(cos(6) + psin(6)
- - ,
D’ou

13
Firy=r(— - > 2) _0.
(r) 7"(10 500" ) =°

2
L’équation F'(r) = 0 admet une seule racine positive r = g\/ 15 et

det (C;f (im)) = —240.

Alors, I’équation (3.14) a une seule solution périodique tend vers la solution périodique

() = —125 15 cos(t) — 145\/1_5 sin(t).

De 2" — 22" + 2’ — 22 = 0 quand ¢ — 0.
On donne maintenant le deuxieme résultat dans le cas p = 0. Pour ce faire, on considere les

deux fonctions suivantes :

1 2
fi(ro, z0) = 7/ F(a, 8,7) cosfdo,
21 Jo
1 2
fa(ro, 20) = g/o F(a, ,7v)do,
ou o= —zy—rgcosb, S =rgsinf et v =rycosé.

Théoréme 3.4. [9] Considérons que pu = 0 dans l’équation différentielle (3.7). S’il existe

(ro, 20) telle que :

fl(ro, Zo) = O, f2(7”0, Zo) = O et det (W) (7’0, Zo) 7£ 0

Alors Uéquation différentielle (3.7) avec p = 0 a une solution périodique z.(t) tend vers la
solution périodique

x(t) = —rocost — 2o,
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de 2" + 2’ =0 quand ¢ — 0.

Preuve. Dans cette preuve, on considére p = 0 dans systeme (3.11) de la preuve du
théoreme 3.3.

Donc le systeme (3.11) avec p = 0 devient de la forme suivante

. d;” = <G(r,6,Z)cosf + O (£2),

73 (3.15)
- . 2
7= = —eG(r,0,2) + O (&),

ou (r,Z) € D C R? et D un sous ensemble ouvert dans R?.

Le systeme (3.15) est s’écrit sous la forme standard de la théorie de moyennisation pour
appliquer le théoreme 3.2, Alors le systeme différentiel moyenné correspond au systeme (3.15)
est :

(7, 2) = eg’(r, 2), (3.16)

ou

1 2T
P r7Z) = —/ (G(rys,Z)coss,G(r,s,7Z))ds. (3.17)
2m Jo

D’apres le théoréme 3.2, pour tout point singulier p = (rg, Zy) du systéme (3.16) tel que

9q°
et <a<r, z>>

il existe une solution 2r-périodique (r.(6), Z.(0)) du systeme (3.15) telle que (r.(0), Z.(0)) —

40, (3.18)
(r,2)=p

p quand € — 0. Alors (3.18) est équivalent a

det (W) (ro, Zo) # 0,

ou les fonction f; et fy sont données avant le théoreme 3.4.

En revenant au changement des coordonnées, la solution 27-périodique (r.(6), Z.(6)) du
systeme (3.15) prouve l'existence de la solution périodique (X.(t),Y-(t), Z-(t)) du systéme
(3.8) ot = 0 telle que

(Xc(t),Y:(t), Z(t)) = (rocost,rosint, Zy) quand & — 0.
Par conséquent, d’apres (3.13), le systéme (3.8) a une solution périodique (z.(t), y-(t), z-(t))
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telle que

ze(t) = —rocost — Zy  quand e — 0.

Ceci complete la preuve du théoreme 3.4. m
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Conclusion

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire portait sur 1’étude de la relation
entre la théorie de moyennisation et I’étude de ’existence et le nombre maximum de cycles

limites pour les systemes différentiels non linéaires perturbés.

L’intérét de la premiere partie concerne a donner un nouveau résultat sur le nombre
maximum de cycles limites qui peuvent bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire
perturbé par une classe généralisée du systeme de Liénard. On a aussi supporté notre ré-

sultat principal par une application ot on a pu prouver ’atteinte de la borne de cycles limites.

Nous avons consacré la seconde partie a 1’étude des solutions périodiques d’une classe
généralisée d’équations différentielles du troisieme ordre. On a proposé dans cette étude une

application permet de justifier le résultat trouvé.

On a utilisé la théorie de moyennisation pour prouver nos études, cette théorie a été
utilisée largement ces dernieéres années dans la recherche des cycles limites pour les systémes
différentiels perturbés. Les calculs dans ce mémoire a été fait par le logiciel mathématique
"Maple", on note que ce logiciel peut résoudre les problemes de calculs en tous les domaines

mathématiques.
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