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Résumé

L’objectif de ce mémoire est consacré à étudier la relation entre la théorie de moyennisa-

tion et l’existence des cycles limites pour les systèmes différentiels perturbés.

Premièrement, on utilise la théorie de moyennisation d’ordre un et deux pour étudier

l’existence et le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques

d’un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x perturbé par une classe généralisée d’équations différen-

tielles de Liénard de la forme :

x′ = y − l(x)y, y′ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2

où l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x) et h(x) =

εh1(x) + ε2h2(x) où lk(x) est de degré m et fk(x), gk(x) et hk(x) sont de degré n pour

k = 1, 2, et ε est un petit paramètre.

En outre, on a changer la fonction f(x) dans ce système par la fonction f(x, y), et on a

réussi à obtenir un nouveau résultat concernant le nombre maximum de cycles limites, en

utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un.

Dans la seconde partie de ce travail, on s’intéresse à étudier les solutions périodiques de

l’équation différentielle du troisième ordre de la forme suivante :

x′′′ − µx′′ + x′ − µx = εF (x, x′, x′′),

où ε est un paramètre suffisamment petit et F ∈ C2 est une fonction 2π-périodique en t, en

utilisant un autre théorème de la moyennisation du premier ordre.

De plus, nous allons illustrer ces études par des applications.

Mots clés : Cycle limite, solution périodique, système différentiel perturbé, système

de Liénard, théorie de moyennisation.
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Abstract

The objective of this work is to study the relation between the averaging theory and the

existence of limit cycles for a perturbed differential systems.

First, we use the averaging theory of first and second order to study the existence and

the maximum number of limit cycles which bifurcate form the periodic orbits of the linear

center x′ = y, y′ = −x, perturbed inside the class of the generalized polynomial Liénard

systems of the form :

x′ = y − l(x)y, y′ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2

where l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x) and h(x) =

εh1(x) + ε2h2(x) where lk(x) has degree m and fk(x), gk(x) and hk(x) have degree n for each

k = 1, 2, and ε is a small paramater.

Besides, we have changed the function f(x) in this system by f(x, y) and we obtained a

new result conserning the maximum number of limit cycles for considered system, using the

averaging theory of first order.

In the second place, we study the periodic solutions of the third-order differential equa-

tion :

x′′′ − µx′′ + x′ − µx = εF (x, x′, x′′),

where ε is a small parameter and F ∈ C2 is function 2-périodic in t, using another theorem

of the averaging theory of first order.

In addition, we will illustrate these studies via applications.

Key words : Limit cycle, periodic solution, perturbed differential system, Liénard

systems, averaging theory.
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ملخص

ոฤوديך دورات وجڔد و اࣀࣄتڔسپ يך نظي ಔ౸ب العଂ૽قך دراسך هڔ العمؗ هշا مذ اո੏ੋف
اࣀࣄضطيبך. التفӯضليך ଅᇽᇱنظمך

൱๤اࣇ࣏ق العոد و وجڔد ဥ်راسך الثஸӯࣺך و ᄓᄅاࣇ࣏و ا஻೓ೂँך مذ اࣀࣄتڔسپ يך نظي أوࣇ࣌ ৥েتոิم
: اݫކޘڔذج مذ Liénard لـ اࣀࣄعممך اࣀࣄضطيبך التفӯضليך ଅᇽᇱنظمך بӯلລسبך اۼոाوديך ቋᇱ်ورات

x′ = y − l(x)y, y′ = −x − f(x) − g(x)y − h(x)y2

l(x) = εl1(x)+ε2l2(x), f(x) = εf1(x)+ε2f2(x), g(x) = εg1(x)+ε2g2(x) : ԓحي
مذ hk(x) و fk(x), gk(x) و m اဥ်رศך مذ lk(x) : ԓحي و h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) و

.ਤ৻صغ ε و k = 1, 2, ؗศأ مذ n اဥ်رศך
ᄙჳ ӯحنೠඹ ոلق و .f(x, y) ဳဥ်اဥӯب النظӯم هշا ᄙჳ f(x) ဳဥ်اဥا ਤ৻غيइவ ӯႍنၰ ህᇱذ ย࡯ࡻ ଂ૽ยوة
اࣀࣄقਤਈح، ᇷᇱنظӯم ဳဥاࣀࣄعوو يך اဥ်ور ܟܥܪ۹ۧل ൱๤اࣇ࣏ق ոाاۼ ೛බصڔص ոศަ߈ة ຨ๼يูך ย࡯ࡻ التحصؗ

.ᄓᄅاࣇ࣏و اဥ်رศך مذ اࣀࣄتڔسطך يך نظي Ӯ໗ستعمӯل
اဥ်رศך مذ التفӯضليך ဳဥدӯع଒ቅᇱ يך اဥ်ور اۼ۹ۧाل ޭ߈راسך ᇥᆪݔݣ العمؗ هշا مذ ᄙ჉ӯالث اۼूوء ᄙჳ

: ᄙᄅӯالت بӯلشཱྀྣ الثӯلثך
x′′′ − µx′′ + x′ − µx = εF (x, x′, x′′),

Ӯ໗ستոิام ոعن ಔ౸دورت ذات ဳဥدا F ∈ C2 تكڔن و དྨفيך ޭ߈رศך ਤ৻صغ ε يكڔن ԓحي
.ᄓᄅاࣇ࣏و اဥ်رศך مذ اࣇ಻ಝ࣏ى اࣀࣄتڔسپ يך نظي

تطبيقӯت. ଂ૽รل مذ اဥ်راسӯت هշه ฆنڔݦ سڔف ،ህᇱذ ᄓᄅإ بӯࣇ࣋ضӯفך
يך نظي لينӯرد، نظӯم اࣀࣄضطيب، التفӯض࡯ࢁ النظӯم اဥ်وري، ؗाاۼ ،ոाاۼ دورة الكلماتالمفتاحية:

اࣀࣄتڔسپ.
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Introduction

Les équations différentielles sont apparues la première fois à la fin du 17ème siècle dans

les travaux de Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Elle se sont produites comme conséquence

normale des efforts de ces grands savants d’appliquer les nouvelles idées du calcul à certain

problèmes en mécanique. Plus tard la théorie d’intégration des équations différentielles a été

développée par des mathématiciens et des mécaniciens comme Lagrange, Poisson, Hamilton

et Liouville aux 18ème sciéle et 19ème sciéle pendant plus de 300 ans, les équations diffé-

rentielles s’en servi l’outil essentiel pour d’écrire et analyser des problèmes dans plusieurs

domaines scientifiques (Mécanique, Géométrie, Physique...)

L’un des principaux problèmes dans la théorie qualitative des équations différentielles est

l’étude de cycles limites des systèmes différentiels.

Les cycles limites été introduits pour la première fois par H. Poincaré en 1881[12]. A la fin

des années 1920, Van Der Pol. Liénard et Androv ont prouvé qu’une trajectoire fermée d’une

oscillation arrivant dans un circuit de type vide était un cycle limite. Après ces travaux, la

non existence, l’existence, l’unicité et d’autres propriétés des cycles limites ont été étudiés

largement par des mathématiciens, des physiciens et plus récemment par des chimistes, des

biologistes et des économistes. En 1881-1886 Poincaré a défini la motion d’un centre comme

étant un point isolé singulier entouré par des orbites périodiques.

Alors une façon de produire des cycles limites est de perturber un système qui a un

centre. Il ya cinq méthodes pour analyser le nombre de cycles limites bifurquant des orbites

périodiques ayant un centre.

Une de ces méthodes de perturbations est la méthode de moyennisation "Averaging Me-

thod". L’idée de base de cette méthode peut être datée de la fin de 18ème sciécle avec les
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travaux de Lagrange et Laplace en 1788 qui on donné une justification intuitive de la mé-

thode.

Le développement rapide de déverses variantes de la méthode de moyennisation à été

motivé par la recherche d’une méthode universelle qui convient à l’analyse des vibrations

linéaires et non linéaires.

La première démonstration de la validité asymptotique de la méthode de moyennisation

dans le cas périodique est dû à Fatou en 1928.

On va utiliser cette méthode tout au long de notre étude, c’est l’outil principale utilisé

dans nos différentes démonstration.

Dans ce mémoire, on s’interesse à la recherche du l’existence et le nombre maximum de

cycles limites pour deux types d’équations différentielles non linéaires.

• Equations différentielles de Liénard.

• Equations différentielles du troisième ordre.

Ce mémoire se compose en trois chapitre :

Le chapitre 01 est un rappel sur la théorie qualitative des systèmes différentiels non li-

néaires dans Rn. On introduira des notions élémentaires tels que les systèmes dynamiques,les

cycles limites, l’existence et le non existence des cycles limites et la perturbation.

La chapitre 02 est basé sur l’utilisation de la théorie de moyennisation pour étudier l’exis-

tence et le nombre maximum de cycles limites pour une classe généralisée d’équations dif-

férentielles de Liénard. De plus, on a appliqué la théorie de moyennisation d’ordre un à un

système plus général qui cela étudier précédemment et on a obtenu un nouveau résultat

concernant le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du

centre linéaire x’=y, y’=-x perturbé par ce dernier. On illustre cette étude par une applica-

tion pour laquel ce nombre est atteint.

Le chapitre 03 s’interesse à la recherche des solutions périodiques d’une équation différen-

tielle du troisième ordre, en utilisant une autre théorème de la moyennisation du premier

ordre. On donne un exemple pour que ce résultat soit explicite.
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1
Généralités sur les systèmes différentiels non linéaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques généralités sur l’étude qualitative des systèmes

différentiels non linéaires.

1.1 Equations différentielles

1.1.1 Equation différentielle ordinaire

Définition 1.1. Une équation différentielle ordinaire est une équation définie en termes

d’une variable t ∈ I, où I un intervalle réel, une fonction inconnue y : I → Rn et ses

dérivées par rapport à t définie par :

F
(
t, y(t), y′(t), y′′(t), . . . , y(n)(t)

)
= 0.

Exemple 1.1.
y′(t)− t = 0

ey
2(t)−t2 + y = 0.

1.1.2 Système différentiel non linéaire

Définition 1.2. On appelle système différentiel non linéaire d’ordre 1 tout système de la

forme :

X ′(t) = F (X(t)),

7



1.1. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

où

X(t) =



x1(t)

...

xn(t)


, F =



f1

f2
...

fn


,

et t ∈ R, F : E −→ Rn est une fonction définie et continue et E un sous ensemble ouvert

dans Rn.

1.1.3 L’existance et l’unicité de la solution

Définition 1.3. Considérons la fonction f(t, x) avec f : R × D → Rn, |t − t0| ≤ a, et D

un ouvert de Rn. On dit que la fonction f(t, x) est lipschitzienne par rapport à x s’il existe

k > 0 telle que :

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ k‖x1 − x2‖ ∀(t, x1), (t, x2) ∈ [t0 − a, t0 + a]×D.

La constante k est appelée constante de Lipschitz.

Définition 1.4. Pour (t0, x0) ∈ u donné, une solution du problème à valeur initiale est dite

unique si elle coïncide avec toute solution partout où elle sont toutes les deux définies.

Théorème 1.1. (unicité) Soit u un ouvert de R×Rd si f = f(t, x) : u→ Rd est continue

et lipschitzienne en x, alors pour tout (t0, x0) ∈ u, le problème admet une solution unique.

Exemple 1.2. Soit
y′ = sin(xy)/x2

y(1) = 1.

La fonction f(x, y) = sin(xy)/x2 est continue et localement lipschitzienne par rapport à la

seconde variable sur son domaine de définition puisque ]0,+∞[. Par application du théorème

de Cauchy Lipschitz, on déduit l’existence et l’unicité d’une solution maximale de l’équation

différentielle.
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1.1. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

1.1.4 Stabilité de la solution

Soit le système suivant :


x′(t) = f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ R,

x(t0) = x0.

(1.1)

On suppose que f satisfait les conditions du théorème d’existence et d’unicité des solutions.

Définition 1.5. (Stabilité an sens de Lyapunov) Une solution Φ(t) du système (1.1) telle

que Φ (t0) = Φ0 est dite stable au sens de Lyapunov si ∀ε > 0,∃δ > 0 telle que toute solution

x(t) de (1.1) dont la valeur initiale x (t0) vérifie :

‖x (t0)− Φ0‖ < δ ⇒ ‖x(t)− Φ(t)‖ < ε,∀t ≥ t0.

Si en plus de cette définition on a :

lim
t→∞
‖x(t)− Φ(t)‖ = 0. (1.2)

Alors la solution Φ(t) est dite asymptotiquement stable.

Quand Φt = 0 la définition devient : ∀ε > 0,∃δ > 0, telle que la solution x(t) de (1.1)

dont la valeur initiale x (t0) vérifie :

‖x (t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε,∀t ≥ t0.

Si en plus :

lim
t→∞
‖x(t)‖ = 0.

Alors Φ(t) = 0 est asymptotiquement stable.

L’étude de la stabilité de la solution Φt peut être ramenée a celle de la solution nulle

y = 0 d’un système (analogue) au système (1.1).

9



1.1. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

En effet, posons y(t) = x(t)− Φ(t) où y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

dx

dt
= dy

dt
+ dΦ(t)

dt
= f(t, y + Φ),

dy

dt
= f(t, y + Φ)− f(t,Φ),

dy

dt
= g(t, y).

On voit bien que y ≡ 0 est une solution de ce système.

Exemple 1.3. (n = 1)
dx

dt
= −x+ 1, x(0) = 1.

La solution telle que x(0) = x0 est :

x(t) = (x0 − 1) e(−t) + 1.

La solution φ(t) telle que φ(0) = 1 et φ(t) = 1.

|x(t)− φ(t)| =
∣∣∣(x0 − 1) e(−t)

∣∣∣ < |x0 − 1| , ∀t > 0.

Il suffit de prendre δ ≤ ε; δ = ε⇒ φ(t) à stabilité asymptotique :

lim
t→+∞

‖x(t)− φ(t)‖ = lim
t→+∞

∣∣∣(x0 − 1) e(−t)
∣∣∣ = 0.

D’où φ(t) est asymptotiquement stable.

Exemple 1.4. Utilisons la méthode de Lyapunov pour étudier la stabilité du point d’équilibre

du système suivant : 
dx1

dt
= x2 + x1(x2

1 + x2
2),

dx2

dt
= −x1 + x2(x2

1 + x2
2).

L’origine (0, 0) est le seul point d’équilibre pour ce système.

Considérons la fonction de Lyapunov définie positive suivante

v(x1, x2) = x2
1 + x2

2.

On a v(0, 0) = 02 + 02 = 0 et v(x1, x2) = x2
1 + x2

2 > 0 pour toute (x1, x2) 6= (0, 0).

10



1.2. SYSTÈME DYNAMIQUE

Pour toute solution (x1, x2) 6= (0, 0) on a :

v′(x1, x2) = d

dt
(v(x1, x2)) = d

dt
(x2

1 + x2
2)

= 2x1(x2 + x1(x2
1 + x2

2)) + 2x2(−x1 + x2(x2
1 + x2

2))

= 2(x2
1 + x2

2)2 > 0.

Alors, l’origine est un point d’équilibre instable.

1.2 Système dynamique

En général, un système est dit dynamique lorsqu’il décrit des phénomènes évoluent au

cours du temps, cette évolution temporelle est décrite généralement par des équations diffé-

rentielles ou des applications.

Définition 1.6. Un système dynamique sur Rn est une application

φ : R+ × Rn −→ Rn,

telle que

1. φ(., x) : R+ −→ Rn est continue.

2. φ(t, .) : Rn −→ Rn est continue.

3. φ(0, x) = x.

4. φ(t+ s, x) = φ(t, φ(s, x)) pour t, s ∈ R+, x ∈ Rn.

Définition 1.7. Un système dynamique φ sur Rn est linéaire si :

φ(t, αx+ βy) = αφ(t, x) + βφ(t, y) ∀α, β ∈ R, t ∈ R+ et x, y ∈ Rn.

Définition 1.8. Système dynamique continu

Un système dynamique continu dans lequel les variables dynamiques sont continues est re-

présenté par un système d’équations différentielles :

dx

dt
= f(t, x(t)), x ∈ U,

où U est un ouvert de Rn.
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1.3. LES POINTS D’ÉQUILIBRE ET LINÉARISATION

1.3 Les points d’équilibre et linéarisation

1.3.1 Les points d’équilibre

Définition 1.9. Le point x0 ∈ Rn est appelé point critique ou point d’équilibre du système

x′ = f(x(t)), ∀x ∈ Rn, (1.3)

si elle vérifie f(x0) = 0.

Définition 1.10. Le point d’équilibre x0 de (1.3) est dit hyperbolique si aucune des valeurs

propres de la matrice Jacobienne Df (x0) n’a de partie réelle nulle.

1.3.2 Linéarisation

Définition 1.11. Le système x′ = Ax, où A = Df (x0) =
(
∂fi
∂xj

(x0)
)
, 1 ≤ i, j ≤ n,

est appelé le système linéarisé de (1.3) en x0.

1.4 Classification des points d’équilibre

Définition 1.12. On considère le système :

x′ = f(x), x ∈ Rn,

Soit x0 son point critique.

1. Le point critique x0 est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = Df(x0) a au moins

une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins une valeur propre avec

une partie réelle négative.

2. Le point critique x0 est appelé puits si toutes les parties réelles négatives.

3. Le point critique x0 est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A =

Df(x0) ont des parties réelles positives.

Exemple 1.5. Soit le système non linéaire autonome


ẋ = −x+ 2y2

ẏ = +2x3 − 3y.
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1.5. NATURE DES POINTS D’ÉQUILIBRE

Ce système a un seule point d’équilibre qui est l’origine (0, 0), et le système a deux valeurs

propres réelles de même signe λ1 = −1 et λ2 = −3.

Alors le point critique (0, 0) est une puits.

Remarque 1.1. l’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous amené à connaitre le

comportement des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

1.5 Nature des points d’équilibre

Dans cette section on considère le système différentiel plan linéaire à coefficients constants :

ẋ = Ax, ∀x ∈ R2,

où A une matrice carre constante, et soient λ1 et λ2 les valeurs propres de cette matrice.

On distingue les différents cas selon les valeurs propres λ1 et λ2.

(1) Si λ1 et λ2 sont réelles non nulles et de signe différent alors le point critique (0, 0) est

appelé un selle, il est toujours instable.

(2) Si λ1 et λ2 sont réelles de même signe on a trois cas :

(a) Si λ1 ≤ λ2 < 0, le point critique (0, 0) est appelé un nœud stable.

(b) Si 0 < λ1 ≤ λ2, le point critique (0, 0) est appelé un nœud instable.

(c) Si λ1 = λ2 = λ, le point critique (0, 0) est appelé nœud propre, il est stable si

λ < 0 et instable si λ > 0.

(3) Si λ1 et λ2 sont complexes conjuguées alors le point critique (0, 0) est appelé un foyer,

Il est stable si Re(λ1,2) < 0 est instable si Re(λ1,2) > 0.

(4) Si λ1 et λ2 sont imaginaires pures, alors le point critique (0, 0) est appelé un centre, il

est stable mais n’est pas asymptotiquement stable.

Exemple 1.6. On va étudier la nature du point critique (0, 0) du système :


ẋ = 2x+ 3y

ẏ = 4x+ y.
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1.6. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE

Écrivons l’équation caractéristique de la matrice associée à ce système on a :

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 3

4 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ses racines λ1 = 1 +
√

44
2 > 0, λ2 = 1−

√
44
2 < 0 sont réelles non nulles et de signe différent

alors le point critique (0, 0) est une selle instable.

Figure 1.1 – L’origine (0,0) est une selle instable

1.6 Plan et portrait de phase

Définition 1.13. Soit le système planaire


ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y),

où P et Q sont des poynomes de degré quelconque.

Un portait de phase est l’ensemble des trajectoires dans l’espace de phase. En particulier, pour

les système autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variables, les solution

(x(t), y(t)) du système représentent dans le plan (x, y) des acerbes appelées orbites.

Les point critiques de ce système sont des solution constantes et la figure complète des orbites
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1.7. CYCLE LIMITE

de ce système ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le plan (x, y)

est appète le plan de phase.

1.7 Cycle limite

1.7.1 Solution périodique

Définition 1.14. Soit le système différentiel

ẋ = f(x(t)), ∀x ∈ Rn. (1.4)

On appelle solution périodique toute solution ϕ(t, x) du système (1.4) vérifiant :

ϕ(t+ T, x) = ϕ(t, x),

où le plus petit réel T > 0 est appelé période.

Remarque 1.2. Toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l’espace des

phases.

Proposition 1.1. Toute solution périodique contient au moins un point d’équilibre.

1.7.2 Cycle limite

Définition 1.15. Pour un système plan, un cycle limite est une orbite fermée isolée, c’est

à dire au voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre orbite fermée.

Théorème 1.2. (Stabilité des cycles limites).

C étant la trajectoire correspondante au cycle limite, et soit toutes les trajectoires intérieurs

et extérieures voisines s’enroulent en spirale autour de C pour t→ +∞ ou t→ −∞.

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines

sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures voi-

sines sont refoulées de C.

15



1.8. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DES CYCLES LIMITES

1.8 Existence et non-existence des cycles limites

Théorème 1.3. (Poincaré-Bendixon). Soit le système plan suivant

 ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y).
(1.5)

Supposons que f, g sont des fonctions de classe C1 sur D, où D est un sous ensemble ouvert

de R2.Le système (1.5) a une orbite Γ telle que l’orbite positive Γ+(p) = {φ(p, t), t > 0}
passant par le point p est contenue dans un sous ensemble compact A de D, alors

1. Γ+(p) est une solution périodique de (1.5).

2. Γ+(p) tend vers un point fixe.

3. Γ+(p) tend vers une orbite périodique.

Théorème 1.4. (Critère de Bendixon). Soit le système plan

 ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),

et soit F = (f, g)T ∈ C1(E) où E est une région simplement connexe dans R2. Si la diver-

gence du champ de vecteur F (notée ∇F ) est non identiquement nulle et ne change pas de

signe dans E, alors ce système n’a aucune orbite fermée entièrement contenue dans E.

1.9 Perturbation

On considère la fonction f : R×Rn×Rn −→ Rn ; f(t, x, ε) continue par rapport à t ∈ R

et x ∈ D ⊂ Rn , où ε est un petit paramètre. La fonction f est dévloppable en série de

Taylor au voisinage de ε = 0, d’où

f(t, x, ε) = f(t, x, 0) + εf1(t, x) + ε2f2(t, x) + · · ·+ εnfn(t, x) + · · · .

Les coefficients f1, f2, · · · , fn dépendent de t et de x . Les expressions ε, ε2, . . . , εn, sont

appeleés des fonctions d’ordre.
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1.9. PERTURBATION

Théorème 1.5. (Poincaré). On considère le problème à valeur initiale

ẏ = F (t, y, ε), y(t0) = µ,

où |t − t0| 6 h, y ∈ D ⊂ Rn, 0 6 ε 6 ε0, 0 6 µ 6 µ0. Si F (t, y, ε) est continue par rapport

à t, y et ε, et si F est développable en série entière convergente par rapport à y et ε pour

‖y‖ 6 ρ, 0 6 ε 6 ε0. Alors, y(t) est développable en série entière convergente par rapport à

ε et µ dans un voisinage de ε = µ = 0.
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2
Cycles limites d’une certaine classe de systèmes

différentiels perturbés et la théorie de moyennisation

2.1 Théorie de moyennisation

La théorie de moyennisation est une théorie classique à été introduit pour la première

fois par Krylov et Bogoliubov en 1930. Cette théorie utilisée actuellement dans l’étude des

cycles limites des systèmes dynamiques.

Elle donne des conditions pour lesquelles les points singuliers du système moyenné autonome

fournissent des cycles limites pour des systèmes différentiels non autonomes.

Elle s’applique aux systèmes de la forme

ẋ = εf(t, x),

où ε est suffisamment petit, et f(t, x) est T-périodique en la première variable. Pour plus

d’informations sur cette théorie voir le livre de Sanders, Verhulst.

2.1.1 La méthode de moyennisation du premier ordre

Considérons le problème de Cauchy à valeur initiale suivant

ẋ = εf(t, x) + ε2g(t, x, ε), x(0) = x0, (2.1)

où x ∈ D ⊂ Rn. D est un domaine borné. Pour tout t ≥ 0, on suppose que f(t, x) et g(t, x, ε)

sont des fonction T-périodique en t.
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2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION

Le système moyenné associé au système (2.1) est

 ẏ = εf 0(y),

y(0) = x0,
(2.2)

où

f 0(y) = 1
T

∫ T

0
f(s, y)ds. (2.3)

Définition 2.1. Soit f : R×Rn −→ Rn une fonction continue. On dit que f a une moyenne

notée f 0 si la limite suivante existe

f 0(x) = lim
T→+∞

∫ t+T

t
f(τ, x)dτ.

Le théorème suivant donne les conditions pour lesquelles les points d’équilibres du système

moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du système (2.1).

Théorème 2.1. [13] Soit le système (2.1), on suppose que F,R,D, F,D2
sF et DsR sont

continues et bornées par une constante M dans [0, ε) × D avec −ε0 < ε < ε0. Supposons

aussi que F et R sont T-périodique en t, où T est indépendante de ε.

Alors

(a) Si p est un point critique pour le système (2.2) tel que

det
(
Dxf

0(p)
)
6= 0. (2.4)

Alors pour |ε| suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x(t, ε) de système

(2.1) telle que x(0, ε)→ p quand ε→ 0.

(b) Si le point critique y−p du système moyenné (2.2) est hyperbolique, alors pour |ε| > 0

suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t, ε) du système (2.1) est

unique, hyperbolique et de même stabilité que p.

Preuve. Voir [13]

Exemple 2.1. Considérons l’équation de Van Der Pol :

ẍ+ x = ε
(
1− x2

)
ẋ,
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2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION

qui peut s’écrire sous la forme :


ẋ = y,

ẏ = −x+ ε (1− x2) y.
(2.5)

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ et r > 0, ce système devient :

 ṙ = εr (1− r2 cos2 θ) sin2 θ,

θ̇ = −1 + ε cos θ (1− r2 cos2 θ) sin θ.
(2.6)

Considérons θ comme une nouvelle variable indépendante, on obtient

dr

dθ
= εr (1− r2 cos2 θ) sin2 θ

−1 + ε cos θ (1− r2 cos2 θ) sin θ ,

On sait que
1

1− z = 1 + z +O
(
z2
)
, |z| < 1.

En posant z = ε cos θ (1− r2 cos2 θ) sin θ, on obtient

dr

dθ
= −εr

(
1− r2 cos2 θ

)
sin2 θ +O

(
ε2
)
, (2.7)

l’équation (2.7) doit s’écrire sous la forme de système (2.2), ainsi on peut appliquer la mé-

thode de moyennisation en prenant x = r, t = θ, T = 2π et F (r, θ) = r(1− r2 cos2 θ) sin2 θ.

La fonction moyennée de système (2.7) :

f 0(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ = 1

2π

∫ 2π

0
−r

(
1− r2 cos2 θ

)
sin2 θdθ,

= −r2π

∫ 2π

0

(
1− cos 2θ

2 − r2

4

(
1− cos 4θ

2

))

= −r2π

(
1
2

(
θ − sin 2θ

2

)
− r2

8

(
θ − sin 4θ

2

))2π

0

= 1
8r
(
r2 − 4

)
.

Maintenant : f 0(r) = 1
8r (r2 − 4) = 0⇒ r = 2 (puisque r doit être positif).

(Sachant que :
(
Drf

0(r) = 1
8
(
3r2 − 4

))
.
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2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION

La seule racine positive de f 0(r) est r = 2. Comme Drf
0(2) = 1, d’après le théorème 2.1

il suit que le système (2.5) pour |ε| 6= 0 suffisamment petit, admet un cycle limite qui est

l’orbite périodique de rayon 2 du système non perturbé (2.5) avec ε = 0.

De plus comme Drf
0(2) = 1 > 0, ce cycle limite est instable. Voir la figure 2.1.

Figure 2.1 – Cycle limite instable du système (2.5) pour ε = 0.01.

Exemple 2.2. Le système de Liénard

 ẋ = y − ε (a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n) ,

ẏ = −x,
(2.8)

pour ε suffisamment petit et an 6= 0 a au plus
[
n−1

2

]
cycles limites.

En utilisant les coordonnées polaires x = r cos θ, y = r sin θ, le système (2.8) s’écrit

 ṙ = −εr (a1 cos2 θ + · · ·+ anr
n−1 cosn+1 θ) ,

θ̇ = −1 + ε sin θ (a1 cos θ + · · ·+ anr
n−1 cosn θ) .

(2.9)
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2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION

En divisant ṙ par θ, on trouve

dr

dθ
= εr (a1 cos2 θ + · · ·+ anr

n−1 cosn+1 θ)
1− ε sin θ (a1 cos θ + · · ·+ anrn−1 cosn θ) . (2.10)

On sait que
1

1− x = 1 + x+O
(
x2
)
, |x| < 1,

d’où

dr

dθ
= εr

(
a1 cos2 θ + · · ·+ anr

n−1 cosn+1 θ
)

+ ε2r sin θ cos θ
(
a1 cos θ + · · ·+ anr

n−1 cosn θ
)2
.

(2.11)

On cherche maintenant la fonction moyennée F10(r)

F10(r) = 1
2π

∫ 2π

0
f(θ, r)dθ

= r

2π

∫ 2π

0

(
a1 cos2 θ + · · ·+ anr

n−1 cosn+1 θ
)
dθ.

(2.12)

On a
dr

dθ
= εF10(r).

Ce qui implique

dr

dθ
= εr

2π

(
a1

∫ 2π

0
cos2 θdθ + a3r

2
∫ 2π

0
cos4 θdθ + · · ·

+an−1r
n−2

∫ 2π

0
cosn θdθ + anr

n−1
∫ 2π

0
cosn+1 θdθ

) (2.13)

— Si n est impair, on a

dr

dθ
= εr

2π
(
a1I2 + a3r

2I4 + · · ·+ anr
n−1In+1

)
. (2.14)

On cherche les points d’équilibre de l’équation (2.14). En posant X = r2, on a

F10(r) = 0 =⇒
(
a1I2 + a3I4X + · · ·+ anIn+1X

n−1
2
)

= 0.

Ce polynôme possède au plus n−1
2 racines positives.
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2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION

— Si n est pair, on a

dr

dθ
= εr

2π
(
a1I2 + a3r

2I4 + · · ·+ anr
n−2In

)
. (2.15)

On cherche les points d’équilibre de (2.15). Posant toujours X = r2, on trouve

F10(r) = 0 =⇒
(
a1I2 + a3I4X + · · ·+ anInX

n−2
2
)

= 0.

Dans ce cas, ce polynôme possède au plus n−2
2 racines positives et comme

n− 2
2 =

[
n− 1

2

]
.

Alors le système (2.8) possède au plus
[
n−1

2

]
cycles limites.

2.1.2 La méthode de moyennisation du second ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du second ordre pour les solutions d’un

système différentiel périodique.

Théorème 2.2. [13] Considérons les deux problèmes à valeurs initiales

ẋ = εf(t, x) + ε2g(t, x) + ε3h(t, x, ε), x(0) = x0, (2.16)

et

ẏ = εf 0(y) + ε2f 10(y) + ε2g0(y), y(0) = x0, (2.17)

où f, g : [0,∞)×D → Rn et h : [0,∞)×D× (0, ε0]→ Rn, D un ouvert de Rn, les fonctions

f, g et h sont continues et T-périodiques en t.

Soit

f 1(t, x) = ∂f

∂x
y1(t, x)− ∂y1

∂x
f 0(x), (2.18)

où

y1(t, x) =
∫ t

0

[
f(s, x)− f 0(x)

]
ds+ z(x), (2.19)

avec z(x) une fonction de classe C1 telle que la moyenne de y1 est nulle. f 0, f 10 et g0 sont

les fonctions moyennées de f, g et h respectivement.

Supposons que
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2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION

1. ∂f
∂x
, g et h sont Lipschitziennes en x et continues sur leurs domaines de définition,

2. |h(t, x, ε)| est uniformément bornée par une constante M dans
[
0, M

ε
[×D × (0, ε0] ,

3. T est indépendant de ε,

4. y(t) appartient à D pendant un temps de l’ordre 1
ε
.

Alors

x(t) = y(t) + εy1(t, y(t)) +O
(
ε2
)
.

Pendant un temps de l’ordre 1
ε
.

Corollaire 2.1. Si les hypothèses du théorème 2.2 sont satisfaites et de plus

f 0(y) = 0.

Alors

(a) Si p est le point d’équilibre du système moyenné (2.17) tel que

∂

∂y

(
f 10(y) + g0(y)

)∣∣∣∣∣
y=p
6= 0, (2.20)

alors, il existe une solution T-périodique xε(t) de l’équation (2.16) telle que

xε(t)→ p quand ε→ 0.

(b) Si (2.20) est négative, alors la solution périodique xε(t) de (2.16) est asymptotiquement

stable pour ε suffisamment petit. Si (2.20) est positive, alors cette solution périodique

est instable.

Remarque 2.1.

1. Si f 0(y) = 0, alors en coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ, on obtient que

f 0(r) = 0, d’où ∫ 2π

0

∂f

∂r
(r, θ)dθ = 0.

Calculons f 10, on trouve

f 10 = 1
2π

∫ 2π

0

(
∂f

∂r
(r, s)

∫ s

0
f(r, θ)ds

)
dθ + 1

2.π

∫ 2π

0

∂f

∂r
(r, s)z(r)ds,

= 1
2π

∫ 2π

0

(
∂f

∂r
(r, s)

∫ s

0
f(r, θ)dθ

)
ds+ z(r)

2.π

∫ 2π

0

∂f

∂r
(r, s)ds,
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2.1. THÉORIE DE MOYENNISATION

ce qui implique que

f 10 = 1
2.π

∫ 2π

0

(
∂f

∂r
(r, s)

∫ s

0
f(r, θ)ds

)
dθ.

2. Pour f 0(y) = 0, on note la fonction moyennée de second ordre par

A(r) = f 10(r) + g0(r).

Exemple 2.3. Considérons le système


ẋ = −y + ε(2x2 − 3xy)

ẏ = x+ ε2(y5 − x2y − y3 + xy + 2y2).
(2.21)

En coordonnées polaire (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0 on obtient



ṙ = (− cos6(θ)r5 + 3 cos4(θ)x5 − 3 cos2(θ)r5 − 2 sin(θ) cos2(θ)r2 − cos3(θ)r2r + cos2(θ)r3 + r5

+2 sin(θ)r2 + cos(θ)r2 − r3)ε2 + (−3 sin(θ) cos2(θ)r2 + 2 cos3(θ)r2)ε.

θ̇ = 1 + (sin(θ) cos5(θ)r4 − 2 sin(θ) cos3(θ)r4 + sin(θ) cos(θ)r4 + sin(θ) cos2(θ)r

−r2 cos(θ) sin(θ)− 2 cos3(θ)r + 2r cos(θ))ε2 + (−2 sin(θ) cos2(θ)r − 3 cos3(θ)r

+3r cos(θ))ε.

Considérons maintenant θ comme une variable indépendante, en obtient

dr

dθ
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) + ◦(ε3).

où

F1(r, θ) = −3 sin(θ) cos2(θ)r2 + 2 cos3(θ)r2

F2(r, θ) = sin2(θ)r5 cos4(θ)− 12 sin2(θ) cos4(θ)r3 − 2 sin2(θ)r5 cos2(θ)

− 5 sin(θ) cos5(θ)r3 + sin2(θ)r5 + 9 sin(θ) cos3(θ)r3

+ sin2(θ)r2 cos(θ)− sin2(θ)r3 − 2 sin(θ) cos2(θ)r2 + 2 sin(θ)r2.

En appliquant maintenant le théorème 2.2 on calcule la fonction moyennée

f 0(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F1(r, θ)dθ = 0.
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On peut passer à la théorie de moyennisation d’ordre deux, on calcule

∂F1

∂r
(r, θ) = −6 sin(θ) cos2(θ)r + 4 cos3(θ).

ensuite ∫ θ

0
F1(r, s)ds = −r2 + cos3(θ)r2 + 2

3 sin(θ) cos2(θ)r2 + 4
3 sin(θ)r2.

Ainsi

f (10)(r) = 1
π

∫ 2π

0

[
∂F1

∂r
(r, θ).

∫ θ

0
F1(r, θ)ds+ F2(r, θ)

]
dθ

= 5
16r

5 − 5
4r

3. (2.22)

Pour trouver les cycles limites, on résout l’équation (2.22) et on obtient une racine positive

r = 2.

Comme
d

dr
f (10)(r) = 25

16r
4 − 15

4 r
2.

D’où
d

dr
f (10)(r = 2) = 10 6= 0.

Donc il existe un cycle limite, et d’après l’hypothèse 2.2 du corollaire 2.1 on a

d

dr
f (10)(r) = −0, 687500004 < 0.

Alors, le cycle limite est stable d’amplitude r = 2 pour ε suffisamment petit. Voir la figure

2.2.
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Figure 2.2 – Cycle limite stable du système (2.21) pour ε = 0.001.

2.2 Nombre maximum de cycles limites pour une classe

généralisée des systèmes différentiels de Liénard

L’objectif de cette section est consacré à étudier l’existence des cycles limites pour une

classe généralisée des systèmes différentiels de Liénard.

En 2020, Boulfoul et Mellahi [3] ont utilisé la théorie de moyennisation d’ordre un et deux

pour étudier le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du

centre linéaire x′ = y, y′ = −x perturbé par une classe généralisée d’équations différentielles

de Liénard de la forme suivante :

ẋ = y − `(x)y,

ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2,

(2.23)

où

`(x) = ε`1(x)+ε2`2(x), f(x) = εf1(x)+ε2f2(x), g(x) = εg1(x)+ε2g2(x), h(x) = εh1(x)+ε2h2(x)
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où `k(x) de degré m, fk(x), gk(x) et hk(x) sont de degré n, pour chaque k = 1, 2 et ε est un

petit paramètre.

Ils ont obtenu le résultat suivant

Théorème 2.3. Pour |ε| suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites de la

classe généralisée du système de Liénard (2.23) bifuquant des orbites périodiques du centre

linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est :

H1(m,n) =
[
n

2

]
.

Preuve. Voir [3].

Exemple 2.4. Considérons le système


ẋ = y − 4εx2y

ẏ = −x+ ε(2− x4 + y(−1
4 + x+ 2x2 − x4) + y2(1− 2x2 + x4)).

(2.24)

Donc, dans ce système la fonction `1(x) de degré m = 2 et les fonction f1(x), g1(x) et h1(x)

de degré n = 4. D’après le théorème 2.3 le système (2.24) admet deux cycles limites.

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) et r > 0, ce système devient



ṙ = (sin(θ)r6 cos4(θ) + sin(θ)r2 − sin(θ) cos6(θ)r6 − sin(θ)r2 cos2(θ)− 2 sin(θ)r4 cos2(θ)

+ sin(θ)r4 cos4(θ)− 4r3 cos3(θ) sin(θ) + 2 sin(θ)− 1
4r sin2(θ) + r2 sin2(θ) cos(θ)

+2r3 cos2(θ) sin2(θ)− r5 sin2(θ) cos4(θ)) ε

θ̇ = −1 +
− 1

4 sin(θ) cos(θ) + 2r2 sin(θ) cos3(θ)− r4 sin(θ) cos5(θ)− 4r2 cos4(θ)

+r sin(θ) cos2(θ) + r cos(θ)− 2r3 cos3(θ) + 2 cos(θ)
r

+ r3 cos5(θ) + 4r2 cos2(θ)

−r cos3(θ) + r5 cos5(θ)− r5 cos7(θ)
ε,

Considérons θ comme une nouvelle variable indépendante, le système (2.24) devient

ṙ

θ̇
= εF (r, θ) + ◦(ε2). (2.25)

Ainsi on peut appliquer la méthode de moyennisation d’ordre un prenant :
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x = r, t = θ, T = 2π et

F (r, θ) =− sin(θ)r6 cos4(θ)− sin(θ)r2 + sin(θ) cos6(θ)r6 + sin(θ)r2 cos2(θ)

+ 2 sin(θ)r4 cos2(θ)− sin(θ)r2 cos4(θ) + 4r3 cos3(θ) sin(θ)− 2 sin(θ)

+ 1
4r sin2(θ)− r2 sin2(θ) cos(θ)− 2r3 cos2(θ) sin2(θ) + r5 sin2(θ) cos4(θ).

La fonction moyennée du système (2.24) est

f 0(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ = 1

16r(2− 4r2 + r4)

La fonction f 0(r) admet deux racines positives r1 =
√

2 +
√

2, r2 =
√

2−
√

2 la condition

Drf 0(r1) = 1, 207106781 6= 0 et Drf 0(r2) = −0, 2071067814 6= 0.

Alors le système (2.24) a deux cycles limites instable et asymptotiquement stable d’amplitude√
2 +
√

2 et
√

2−
√

2 respectivement qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

ẋ = y, y = −x. Voir la figure (2.3).

Figure 2.3 – Deux cycle limites du système (2.24) pour ε = 0.00001.

Dans cette partie, on va présenter un nouveau résultat concernant le nombre maximum

de cycles limites. En effet, on va changer la fonction f(x) par la fonction f(x, y) pour k = 1

dans le système (2.23) pour savoir ce qui se passe pour le nombre maximum de cycles limites

qui peuvent bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire x′ = y, y′ = −x, en

utilisant la théorie de moyennisation d’ordre un. Pour cette raison, on considère le système
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suivant : 
ẋ = y − `(x)y,

ẏ = −x− f(x, y)− g(x)y − h(x)y2.

(2.26)

où 

`(x) = ε`1(x)

f(x, y) = εf1(x, y)

g(x) = εg1(x)

h(x) = εh1(x),

où `1(x), f1(x), g1(x) et h1(x) de degré m,n1, n2 et n3 respectivement, et ε suffisamment

petit.

Notre résultat principal est le suivant

Corollaire 2.2. Pour |ε| suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du sys-

tème (2.26) qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en

utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre est :

max
{[
n1 − 1

2

]
,
[
n2

2

]}

cycle limite.

Preuve. Cette preuve est basée sur la théorie de moyennisation du premier ordre.

Supposons que

f1(x, y) =
n1∑

i+j=0
aijx

iyj, g1(x) =
n2∑
i=0

bix
i, h1(x) =

n3∑
i=0

cix
i et l1(x) =

m∑
i=0

eix
i,

En coordonnées polaires (r, θ), où

x = r cos θ, y = r sin θ et r > 0.

Le système (2.26) devient :

ṙ = −ε
 m∑
i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ +

n1∑
i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ

+
n2∑
i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n3∑
i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ

]
,
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θ̇ = −1− ε
 n1∑
i+j=0

aijr
i+j−1 cosi+1 θ sinj θ +

n2∑
i=0

bir
i cosi+1 θ sin θ

+
n3∑
i=0

cir
i+1 cosi+1 θ sin2 θ −

m∑
i=0

eir
i cosi θ sin2 θ

]
.

Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (2.26) devient

dr

dθ
= εf(r, θ) + ◦(ε2),

où
f(r, θ) =

n1∑
i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ +

n2∑
i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ

+
n3∑
i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ +

m∑
i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ.

On calcule maintenant la fonction moyennée d’ordre un suivante

f 0(r) = 1
2π

∫ 2π

0
f(r, θ)dθ.

Pour ce faire, on utilise les intégrales suivantes :



∫ 2π

0
cosi+1 θ sin θdθ = 0,

∫ 2π

0
cosi θ sinj+1 θdθ =


αijπ si i pair, j impair

0 si non
,

∫ 2π

0
cosi θ sin2 θdθ =


βiπ si i pair

0 si i impair
,

∫ 2π

0
cosi θ sin3 θdθ = 0.

On obtient :

f 0(r) = 1
2


n1∑

i+j=1
i pair
j impair

aijr
i+jαij +

n2∑
i=0
i pair

bir
i+1βi

 = 0.

f 0(r) a au plus max
{[
n1 − 1

2

]
,
[
n2

2

]}
racine positives.

Si ces racines positive vérifiée la condition (det(Dxf
0(r = r0)) 6= 0) du théorème 2.1 on

conclut que le système (2.26) a au plus max =
{[
n1 − 1

2

]
,
[
n2

2

]}
cycles limites bifurquent
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des orbites périodiques du centre linéaire x′ = y, y′ = −x.
On va maintenant donner un exemple d’un système à la même forme du système (2.26)

et onnmontre que le nombre maximum de cycles limites de ce système qui bifurquent des

orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x.

Exemple 2.5. Considérons le système


ẋ = y − 2εx4y

ẏ = −x− ε(3x− xy2 + x2y − 2y + 4xy − 4x2y2).
(2.27)

Donc, dans ce système les fonctions `1(x), f1(x, y), g1(x) et h(x) sont de degré 4,3,2 et 1

respectivement.

D’après le résultat du corollaire 2.2 ce système admet un seul cycle limite.

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) et r > 0, se système devient



ṙ = (−2r5 cos5(θ) sin(θ)− 3 cos(θ)r sin(θ)− 4r4 sin(θ) cos4(θ)− r3 sin(θ) cos3(θ)

+4 sin(θ)r4 cos2(θ) + sin(θ)r3 cos(θ)− r3 cos2(θ) sin2(θ) + 2r sin2(θ)− 4r2 cos(θ) sin2(θ))ε

θ̇ = −1 + (−r2 sin(θ) cos3(θ)− 4r cos2(θ) sin(θ) + r2 cos2(θ) + 4 cos3(θ)r3

+2 cos(θ) sin(θ)− 3 cos2(θ)− cos4(θ)r2 − 4 cos5(θ)r3 − 2 cos6(θ)r4 + 2r4 cos4(θ))ε,

Considérons θ comme une nouvelle variable indépendante, le système (2.27) devient

ṙ

θ̇
= εF (r, θ) + ◦(ε), (2.28)

ainsi on peut appliquer la méthode de moyennisation d’ordre un en prenant :

x = r, t = θ, T = 2π et

F (r, θ) = 2r5 cos5(θ) sin(θ) + 3 cos(θ)r sin(θ) + 4r4 cos4(θ) sin(θ) + r3 sin(θ) cos3(θ)

− 4 sin(θ)r4 cos2(θ)− sin(θ)r3 cos(θ) + r3 cos2(θ) sin2(θ)− 2r sin2(θ) + 4r2 cos(θ) sin2(θ).

La fonction moyennée du système (2.28) est

f 0(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (r, θ)dθ = 1

8r(−8 + r2).

La seule racine de f 0(r) et r = 2
√

2. Pour |ε| = 0, de plus cette racine est vérifié la condition
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Drf 0(2
√

2) = 2 6= 0.

Alors, d’après le corollaire 2.2 , le système (2.27) a exactement un unique cycle limite instable

d’amplitude 2
√

2 qui bifurque des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x. Voir
la figure 2.4.

Figure 2.4 – Cycle limite instable du système (2.27) pour ε = 0.0001.

Appliquant maintenant la théorie de moyennisation du second ordre au système (2.23).

Le deuxième rèsultat qui a trouvé dans [3] est le suivant :

Théorème 2.4. [3] Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites

de la classe généralisée du système de Liénard (2.23) bifurquant des orbites périodiques du

centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x, en utilisant la théorie de moyennisation du second ordre est

H̃2(m,n) = max
{
n,
[
n− 1

2

]
+
[
m− 1

2

]
+ 1

}
,

cycles limites.

Preuve. Voir [3]

Exemple 2.6. Considérons le système


ẋ = y − ε(y + xy) + ε2(−y + 2xy)

ẏ = −x− ε(2− x− 5x2 + xy + y2 − x2y2)− ε2(−x+ x2 + y − 2x2y − y2 − 2x2y2).
(2.29)
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En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, le système (2.29)

devient



ṙ = (2 sin(θ)r2 cos2(θ) + sin(θ)r2 − 2 sin(θ) cos4(θ)r4 − r sin2(θ) + 2r3 cos2(θ) sin(θ))ε2

+(−2 sin(θ)− sin(θ) cos4(θ)r4 + sin(θ)r4 cos2(θ)− sin(θ)r2 − r2 cos(θ) sin2(θ)

+5r2 cos2(θ) sin(θ))ε

θ̇ = −1 + (2r3 cos3(θ)− cos(θ) sin(θ) + 1 + 2r2 cos3(θ) sin(θ)− r cos(θ)− 2r3 cos5(θ))ε2

+(−r sin(θ) cos2(θ) + 5r cos3(θ)− 2 cos(θ)
r

+ r3 cos3(θ) + 1− r3 cos5(θ))ε.

Pour déterminer les cycles limites nous résolvons l’équation

F(20)(r) = r
( 1

48r
4 + 1

4r
2 − 1

2

)
= 0, (2.30)

L’équation (2.29) possède une seule racine positive r =
√
−6 + 2

√
15. D’après le théorème

2.4, le système (2.30) a un cycle limite qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

ẋ = y, ẏ = −x en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre deux. Voir la figure 2.5.

Figure 2.5 – Cycle limite instable du système(2.29) pour ε = 0.001.
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3
Solutions périodiques d’une classe d’équations

différentielles du troisième ordre

3.1 Autre théorème de moyennisation du premier ordre

On considère le problème de la bifurcation des solutions T-périodique du système diffé-

rentiel

ẋ = F0(t,x) + εF1(t,x, ε) + ε2F2(t,x, ε), (3.1)

avec ε = 0 à ε 6= 0 suffisamment petit. Les fonctions F0, F1 : R × Ω → Rn et F2 : R × Ω ×
(−ε0, ε0)→ Rn sont des fonction de classe C2, T-périodique en t, et Ω est un sous-ensemble

ouvert de Rn. L’une des principales hypothèses est que le système non perturbé

ẋ = F0(t,x), (3.2)

a une sous-variété de solutions périodiques. La solution de ce problème est donnée, en uti-

lisant la théorie de moyennisation. Pour plus d’informations sur cette théorie voir les livres

de Sanders and Verhulst [13], and Verhulst [14].

Soit x(t, z) la solution du système non perturbé (3.2) telle que x(0, z) = z. Nous écrivons

le système linéarisé du système (3.2) perturbé en x(t, z) comme suit :

ẏ = DxF0(t,x(t, z))y. (3.3)

On note par Mz(t) la matrice fondamentale du système différentiel linéaire (3.3), et par

ξ : Rk×Rn−k → Rk la projection de Rn sur ses k premières coordonnées, c-à-d ξ (x1, . . . , xn) =

(x1, . . . , xk).
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Théorème 3.1. [4] Soit V ⊂ Rk un ensemble ouvert et borné, et soit β0 : Cl(V ) → Rn−k

une fonction de classe C2. Nous supposons que

(i) Z = {zα = (α, β0(α)) , α ∈ Cl(V )} ⊂ Ω et pour chaque zα ∈ Z, la solution x (t, zα) de

(3.2) est T-périodique.

(ii) Pour chaque zα ∈ Z il existe une matrice fondamentale Mzα(t) de (3.3) telle que la

matrice

M−1
zα (0)−M−1

zα (T ),

a dans le coin supérieur droit une matrice nulle de dimention k×(n−k), et dans le coin

inférieur droit une matrice ∆α de dimention (n− k)× (n− k) telle que det (∆α) 6= 0.

On considère la fonction F : Cl(V )→ Rk

F(α) = ξ

(
1
T

∫ T

0
M−1

zα (t)F1 (t,x (t, zα)) dt
)
. (3.4)

Si a ∈ V un point d’équilibre du système (3.4) c-à-d F(a) = 0 tel que det((dF/dα)(a)) 6= 0,

alors il existe une solution T-périodique ϕ(t, ε) du système (3.1) telle que ϕ(0, ε)→ a quand

ε→ 0.

Preuve. Voir[4]

Le théorème suivant est donné une approximation du premier ordre pour les solutions pé-

riodiques des systèmes différentielles périodiques.

Considérons l’équation différentielle

ẋ = εf(t,x) + ε2g(t,x, ε), x(0) = x0, (3.5)

avec x ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0. De plus nous supposons que f(t,x) et g(t,x, ε) sont des fonctions

T-périodique en t. On considère dans D l’équation différentielle moyennée

ẏ = εf 0(y), y(0) = x0, (3.6)

où

f 0(y) = 1
T

∫ T

0
f(t,y)dt.

Théorème 3.2. [14] Considérons l’équation différentielle (3.5) et supposons que

36
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(i) Les fonctions f, g, fx, gx et fxx sont définies, continues et bornées par une constante

indépendante de ε dans [0,∞)×D et ε ∈ (0, ε0] ;

(ii) f et g sont T-périodiques en t ( T indépendant de ε ).

Si p est un point singulier de l’équation moyennée (3.6) et

det
(
∂f 0

∂y

)∣∣∣∣∣
y=p
6= 0,

alors il existe une solution T-périodique ϕ(t, ε) de l’équation (3.5) telle que ϕ(0, ε)→ p quand

ε→ 0.

Preuve. Voir les théorème 11.5 et 11.6 de Verhulst [14].

3.2 Existence des solutions périodiques pour une équa-

tion différentielle du troisième ordre

Dans la théorie qualitative des équations différentielles, l’un des principaux est problèmes

est l’étude de l’existence et le nombre maximum des solutions périodiques des équations

différentielles.

Dans cette section, nous allons utiliser la théorie de moyennisation pour étudier les solu-

tions périodiques de l’équation différentielle du troisième ordre suivante

x′′′ − µx′′ + x′ − µx = εF (x, x′, x′′), (3.7)

où µ et ε sont réelles et ε est un paramètre suffisamment petit et F ∈ c2 est une fonction

2π-périodique en t.

On va étudier l’existence des solutions périodiques de l’équation (3.7) dans deux cas différent

pour µ 6= 0 et pour µ = 0. Le premier résultat obtenu pour µ 6= 0 est le théorème suivant.

Théorème 3.3. [9] Considérons µ 6= 0 dans l’équation différentielle (3.7) pour ε 6= 0 suffi-

samment petit et pour chaque solution positive r∗0 de la fonction

F (r0) = 1
2π

∫ 2π

0
F (A,B,C) cos θdθ,
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où

A = −r0(cos θ + µ sin θ)
1 + µ2 ,

B = r0(sin θ + µ cos θ)
1 + µ2 ,

C = r0(cos θ + µ sin θ)
1 + µ2 ,

l’équation différentielle (3.7) a une solution périodique xε(t) tend vers la solution périodique

x(t) = −r
∗
0(cos t+ µ sin t)

1 + µ2 ,

de x′′′ − µx′′ + x′ − µx = 0 quand ε −→ 0.

Preuve. Si y = x′ et z = x′′, alors on écrit l’équation différentiel du troisième ordre (3.7)

comme système différentiel du premier ordre dans le sous-ensemble ouvert Ω ⊂ R3. Ainsi,

nous avons le système différentiel

x′ = y,

y′ = z,

z′ = −y + µ(x+ z) + εF (x, y, z).

(3.8)

Le système (3.8) avec ε = 0 est appelé le système non perturbé. Le système non perturbé

a un seul point d’équilibre qui est l’origine. Les valeurs propres à lorigine sont i,−i, µ. En
faisant le changement de variables (X, Y, Z)T = C(x, y, z)T où

C =


0 −µ 1

−µ 1 0

−1 0 −1

 ,

on transforme le système différentiel (3.8) en système différentiel suivant dont sa partie

linéaire sous la forme normale de Jordan, c-à-d

X ′ = −Y + εF̃ (X, Y, Z),

Y ′ = X,

Z ′ = µZ − εF̃ (X, Y, Z),

(3.9)
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où F̃ (X, Y, Z) = F (A,B,C), et

A = −X + Z + µY

1 + µ2 , B = Y − µ(X + Z)
1 + µ2 , C = X + µ(Y − µZ)

1 + µ2 .

En coordonnées cylindriques (r, θ, Z) de R3, où X = r cos θ, Y = r sin θ, Z = Z, le système

(3.9) peut s’écrire
r′ = εG(r, θ, Z) cos θ,

θ′ = 1− εG(r, θ, Z) sin θ
r

,

Z ′ = µZ − εG(r, θ, Z),

(3.10)

où G(r, θ, Z) = F̃ (r cos θ, r sin θ, Z).

Maintenant, considérons θ, comme une nouvelle variable indépendante, le système (3.10)

devient
ṙ = dr

dθ
= εG(r, θ, Z) cos θ +O

(
ε2
)
,

Ż = dZ

dθ
= µZ + ε

µZ sin θ − r
r

G(r, θ, Z) +O
(
ε2
)
.

(3.11)

On considère µ 6= 0, le système (3.11) peut s’écrire comme suit

ẋ = F0(θ,x) + εF1(θ,x, ε) +O
(
ε2
)
, (3.12)

où

x =

 r

Z

 , F0(θ,x) =

 0

µZ

 , F1(θ,x, ε) =


G(r, θ, Z) cos θ

µZ sin θ − r
r

G(r, θ, Z)

 .

Nous allons étudier les solutions périodiques du système (3.12) en utilisant la théorie de

moyennisation. On cherche d’abord les solutions périodiques du système non perturbé

ẋ = F0(θ,x).

Notant que ces solutions périodiques sont

(r(θ), Z(θ)) = (r0, 0) ,

pour toute r0 > 0, c’est-à-dire que ces orbites périodiques sont des cercles dans le plan Z = 0
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pour le système (3.10). Bien sûr toutes ces solution périodiques aux coordonnées (r, Z) sont

2π-périodiques en θ.

Nous décrirons les différents éléments des hypothèses du théorème 3.1 dans le cas particu-

lier du système différentiel (3.11). On a k = 1 et n = 2. Soit r1 > 0 une valeur arbitrairement

petite et r2 > 0 une valeur arbitrairement grande. Alors, nous prenons le sous-ensemble ou-

vert borné V de R tel que V = (r1, r2) , α = r0 ∈ V, β : [r1, r2]→ R est définie par β (r0) = 0.

Soit Z une ensemble défini comme suit

Z = {zα = (r0, 0) , r0 ∈ [r1, r2]} .

Il est que pour chaque zα ∈ Z on peut considérer que la solution 2π-périodique x(θ) = zα =

(r0, 0).

Calculant la matrice fondamentale Mzα(θ) du système différentiel linéaire (3.3) associée

à la solution 2π-périodique zα = (r0, 0) telle que Mzα(0) est une matrice identité dans R2,

on obtient

M(θ) = Mzα(θ) =

 1 0

0 eµθ

 .
Notant que la matrice M(θ) ne dépend pas de l’orbite périodique particulière zα. Puisque la

matrice

M−1(0)−M−1(2π) =

 0 0

0 1− e−2πµ

 .
n’est pas identiquement nul car µ 6= 0, et elle satisfait les hypothèses de (ii) du théorème

3.1, on peut appliquer ce théorème au système (3.11).

Maintenant, soit ξ : R2 → R est définie par ξ(r, Z) = r. On calcule la fonction (3.4)

F (r0) = 1
2π

∫ 2π

0
F (A,B,C) cos θdθ,

où A,B et C sont définies dans l’énoncé du théorème 3.3. Alors par théorème 3.1 nous avons

que pour tout zéro simple r∗0 ∈ [r1, r2] de la fonction F (r0) on a une solution périodique

(rε(θ), Zε(θ)) du système (3.11) telle que

(rε(0), Zε(0))→ (r∗0, 0) quand ε→ 0.
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En revenant au changement des coordonnées on obtient une solution périodique (rε(t), θε(t), Zε(t))

du système (3.10) telle que

(rε(t), θε(t), Zε(t))→ (r∗0, t, 0) quand ε→ 0.

Par conséquent, on obtient une solution périodique (Xε(t), Yε(t), Zε(t)) pour le système (3.9)

telle que

(Xε(t), Yε(t), Zε(t))→ (r∗0 cos t, r∗0 sin t, 0) quand ε→ 0.

Alors, puisque

x = −X + Z + µY

1 + µ2 , (3.13)

on a une solution périodique (xε(t), yε(t), zε(t)) du système (3.8) telle que

xε(t)→ −
r∗0(cos t+ µ sin t)

1 + µ2 quand ε→ 0.

Notant que l’expression précédente prouvée l’existence de la solution périodique de l’équation

différentielle linéaire

x′′′ − µx′′ + x′ − µx = 0.

Ceci complète la preuve du théorème 3.3.

Application

Considérons l’équation différentielle

x′′′ − 2x′′ + x′ − 2x = εx(x2 − 1). (3.14)

D’après le théorème 3.3 ,pour trouver les solutions périodique il faut chercher les solutions

positives de l’équation

F (r) = 1
2π

∫ 2π

0
F (A,B,C) cos(θ)dθ,
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où

A = −r(cos(θ) + 2 sin(θ)
5 ,

B = r(sin(θ) + 2 cos(θ)
5 ,

C = r(cos(θ) + µ sin(θ)
5 .

D’où

F (r) = r
( 1

10 −
3

200r
2
)

= 0.

L’équation F (r) = 0 admet une seule racine positive r = 2
3
√

15 et

det

(
dF

dr

(2
3
√

15
))

= −2 6= 0.

Alors, l’équation (3.14) a une seule solution périodique tend vers la solution périodique

x(t) = − 2
15
√

15 cos(t)− 4
15
√

15 sin(t).

De x′′′ − 2x′′ + x′ − 2x = 0 quand ε→ 0.

On donne maintenant le deuxième résultat dans le cas µ = 0. Pour ce faire, on considère les

deux fonctions suivantes :

f1(r0, z0) = 1
2π

∫ 2π

0
F (α, β, γ) cos θdθ,

f2(r0, z0) = 1
2π

∫ 2π

0
F (α, β, γ)dθ,

où α = −z0 − r0 cos θ, β = r0 sin θ et γ = r0 cos θ.

Théorème 3.4. [9] Considérons que µ = 0 dans l’équation différentielle (3.7). S’il existe

(r0, z0) telle que :

f1(r0, z0) = 0, f2(r0, z0) = 0 et det
(
∂(f1, f2)
∂(r, z)

)
(r0, z0) 6= 0.

Alors l’équation différentielle (3.7) avec µ = 0 a une solution périodique xε(t) tend vers la

solution périodique

x(t) = −r0 cos t− z0,
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de x′′′ + x′ = 0 quand ε −→ 0.

Preuve. Dans cette preuve, on considère µ = 0 dans système (3.11) de la preuve du

théorème 3.3.

Donc le système (3.11) avec µ = 0 devient de la forme suivante

ṙ = dr

dθ
= εG(r, θ, Z) cos θ +O

(
ε2
)
,

Ż = dZ

dθ
= −εG(r, θ, Z) +O

(
ε2
)
,

(3.15)

où (r, Z) ∈ D ⊂ R2 et D un sous ensemble ouvert dans R2.

Le système (3.15) est s’écrit sous la forme standard de la théorie de moyennisation pour

appliquer le théorème 3.2, Alors le système différentiel moyenné correspond au système (3.15)

est :

(ṙ, Ż) = εg0(r, Z), (3.16)

où

g0(r, Z) = 1
2π

∫ 2π

0
(G(r, s, Z) cos s,G(r, s, Z))ds. (3.17)

D’après le théorème 3.2, pour tout point singulier p = (r0, Z0) du système (3.16) tel que

det
(

∂g0

∂(r, Z)

)∣∣∣∣∣
(r,Z)=p

6= 0, (3.18)

il existe une solution 2π-périodique (rε(θ), Zε(θ)) du système (3.15) telle que (rε(0), Zε(0))→
p quand ε→ 0. Alors (3.18) est équivalent à

det
(
∂ (f1, f2)
∂(r, Z)

)
(r0, Z0) 6= 0,

où les fonction f1 et f2 sont données avant le théorème 3.4.

En revenant au changement des coordonnées, la solution 2π-périodique (rε(θ), Zε(θ)) du

système (3.15) prouve l’existence de la solution périodique (Xε(t), Yε(t), Zε(t)) du système

(3.8) où µ = 0 telle que

(Xε(t), Yε(t), Zε(t))→ (r0 cos t, r0 sin t, Z0) quand ε→ 0.

Par conséquent, d’après (3.13), le système (3.8) a une solution périodique (xε(t), yε(t), zε(t))
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telle que

xε(t)→ −r0 cos t− Z0 quand ε→ 0.

Ceci complète la preuve du théorème 3.4.
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Conclusion

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire portait sur l’étude de la relation

entre la théorie de moyennisation et l’étude de l’existence et le nombre maximum de cycles

limites pour les systèmes différentiels non linéaires perturbés.

L’intérêt de la première partie concerne à donner un nouveau résultat sur le nombre

maximum de cycles limites qui peuvent bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire

perturbé par une classe généralisée du système de Liénard. On a aussi supporté notre ré-

sultat principal par une application où on a pu prouver l’atteinte de la borne de cycles limites.

Nous avons consacré la seconde partie à l’étude des solutions périodiques d’une classe

généralisée d’équations différentielles du troisième ordre. On a proposé dans cette étude une

application permet de justifier le résultat trouvé.

On a utilisé la théorie de moyennisation pour prouver nos études, cette théorie a été

utilisée largement ces dernières années dans la recherche des cycles limites pour les systèmes

différentiels perturbés. Les calculs dans ce mémoire a été fait par le logiciel mathématique

"Maple", on note que ce logiciel peut résoudre les problèmes de calculs en tous les domaines

mathématiques.
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