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Résumé

Ce travail porte sur la modélisation numérique de I'écoulement du verre liquide dans un bassin de
fusion de four. Le modéle, qui inclut des équations aux dérivées partielles, est développé sur la base de
la méthode des éléments finis. Cette méthode appliquée nous a permis d'étudier les problemes de ce
modele et de fournir des résultats précis et simplifiés.
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Abstract

This work focuses on the numerical modeling of the flow of liquid glass in a furnace melting basin.
The model which includes partial differential equations is developed based on the finite element
method. This applied method allowed us to study the problems of this model and provide precise and
simplified results.



Introduction

De nos jours, la méthode des éléments finis est reconnue comme 'une des principales
méthodes d’approximation des problémes aux limites elliptiques, mais aussi parabo-
liques et hyperboliques. Incontournable en mécanique (fluides, solides, interactions,
structures), elle a de nombreuses applications dans tous les domaines qui impliquent
des équations aux dérivées partielles posées sous forme variationnelle sur un espace
V. Une approche bien connue pour approximer de tels problémes est la méthode de
Galerkin, qui consiste & définir des problémes discrets sur des sous-espaces de di-
mension finie V}, de ’espace V. La méthode des éléments finis, dans sa forme la plus
simple, est une méthode de Galerkin caractérisée par trois aspects fondamentaux
dans la construction de ’espace V}, : Premiérement, une triangulation I'}, est établie
sur I’ensemble €2 Deuxiémement, les fonctions V}, sont des polynémes par morceaux,
au sens ou, pour chaque K, les espaces Px = {v,/k : v, € V,}sont constitués de
polynomes,troisiemement, il doit exister une base dans ’espace Vj;dont les fonctions

ont de petits supports.

Grace au développement des méthodes numériques (notamment la méthode des élé-
ments finis [2]), les simulations de 1’écoulement d’un fluide de verre fondu dans un
four ont fait I’objet de recherches intensives au cours des deux derniéres décennies
[2, 3]. Dans ce travail, le verre fondu est supposé étre un fluide visqueux, chauffé de
deux maniéres : par combustion de méthane et par chauffage électrique d’appoint.

Les deux sources de chaleur seront modélisées difféeremment : d’une part, le flux de
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chaleur di a la flamme de combustion du méthane est incorporé dans 1’énergie du
systéme au moyen d’une condition aux limites. D’autre part, une équation aux dé-
rivées partielles sera mise en place pour modéliser le chauffage électrique d’appoint,
en considérant une équation de potentiel électrique. Ainsi, nous traitons un systéme
(non linéaire) ou la vitesse, la pression et la température du fluide sont couplées
avec le potentiel électrique produit par les chauffages d’appoint. Nous considérons
ici la méthode des éléments finis (MEF), car elle permet de traiter des géométries
plus complexes et d’effectuer un raffinement local & proximité des régions d’intérét
spécifiques dans le domaine. Le modeéle FEM ainsi obtenu sera ensuite validé par
rapport & des mesures expérimentales, afin d’assurer la précision et la fiabilité des

simulations.

Ce travail est organisé en trois chapitres. Voici un apercu des points clés abordés :

Chapitre 1

— Définir les termes et concepts clés qui seront utilisés tout au long de I’étude, tels
que les espaces de Sobolev W™P H*

— Présenter les principaux théorémes et propositions indispensables & la compréhen-
sion des chapitres suivants.

Chapitre 2

— Exposer le principe de la méthode des éléments finis.

— Résoudre numériquement un probléme de Navier-Stokes en utilisant la méthode
des éléments finis.

chapitre3

— Présenter une modélisation mathématique de ’écoulement du fluide de verre fondu

dans un bassin de fusion de four.

— Effectuer une simulation numérique par la méthode des éléments finis.



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre, nous présenterons les définitions et les principales propriétés des
espaces de Sobolev en dimension n, ainsi que certains théorémes nécessaires pour

notre étude fonctionnelle.

1.1 Définitions (Espaces de Sobolev d’ordre 1 (W7 (Q)))

Soient 2 un ouvert de RY et p € R avecl < p < oo. On dit que u € W b7 (Q) est

un espace de Sobolev et on note espace de Sobolev d’ordre 1 si :

Lp u € LP (Q) Elgl,gg, gz....... ,gN € LP (Q) tels que
WP (Q) —

fnugxi =— [q0ip VYoeCX(Q) Vil1<i<N

L’espace W (Q) et muni de la norme

ou
oxi

LP

N
el = lull e+
i=1
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Ou parfois de la norme équivalente

[nun ] l

si, 1 < P < co. Pourue WH¥ (), onnote 2% = g; et Vu = 24 = (Qw Qv 0w Ou)

(2 82:1 ’ 83:2 ’ 8:63 ’ 8(17]\7

83:@

Si p = 2, alors on note :

H'(Q) =W ().

Comme d’habitude, dans le cas od p = 2 on utilise la notation H' (2) = W12 (Q) et

on définit sur lespace H' (Q2) le produit scalaire :

La norme associée :

[l = [|u”L2

est équivalente & la norme de Wh2,

Remarque

On définit de maniére analogue a la dimension une les espaces de Sobolev d’ordre
entier quelconque. Si k& > 0 est un entier, on note W*? (Q) I’ensemble des fonctions
u:  — R, dont les dérivées partielles prises au sens faible D*u sont dans L? (),

pour tout multi-indice o € N vérifiant || < k.

1.1.1 Espace de Banach

Soit E un espace vectoriel sur un corps k (dans la suite k sera R ou C). On appelle

norme sur F une application de £ dans R, notée ||.|| telle que :
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= lz]| >0,V e E et|x]|=0 ssi x=0

= e +yll < |lz||+ ||yl (inégalité triangulaire) ,Va,y € E

— ax = |a|||z|]| (homogénéité) Va € k,Vre FE

Un espace vectoriel normé (e.v.n.) est un (E;|.||). Il s’agit d’un cas particulier d’es-

pace métrique muni de la distance :

d(z,y) =z —yll  xyek

1.1.2 Espace Hilbert

On dit qu’un espace préhilbertiene H, muni de la norme||.||associée au produit hermi-
tien (, ), est un espace de Hilbert, si (H, ||.||) est un espace vectoriel normé complet.
Exemples

1. L’espaseC”, muni du produit hermitien (z,) ::Zj.vzl x;yjet un espace de
Hilbert ,et plus généralement, tout espace préhilbertien de dimension finie est

un espace de Hilbert.

2. Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est lui-méme un espace

de Hilbert (muni de la restriction du produit hermitien).

1.1.3 Théoréme (Prolongement)

On suppose que ) est de classe C%!. Alors il existe un opérateur de prolongement

borné

pP.wtr Q) — Wl’p(R”)

linéaire et une constante C, tel que pour tout u € W7 ()
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1. Pu|g = u;
2. |Pull pogny < Cllull 1oy
3. ||Pu||W1,p(Rn) < C|ul|Whe
L’exemple suivant montre que si 'ouvert €2 n’est pas assez régulier il est alors impos-

sible de prolonger de fagon réguliére des fonctions qui sont pourtant trés réguliéres

sur ().

Exemple

Soit € le rectangle] —1, 2[x|—1, 1| privé du segment |0, 2[x{0}. On définit la fonctionu

sur () par

( 1
2
e’ x>0 To >0
_Tl
u(xy, z2) —en 1 >0 To < 0
0 Sinon
\

Il est facile de voir que u € C* () et que D*u € L* (Q) pour tout v € N2

Ceci entraine par conséquent que v € H™ () pour tout m € N. Cependant, il est

impossible de prolonger u en une fonction réguliére sur tout R2.

Lorsque 2 = I est un intervalle borné dans R, on a vu que

CNI) c W (I) ¢ C(I),1 < p < oo.

Cette idée se généralise dans R" avec les résultats suivants :

1.1.4 Théoréme  (Inclusion de Sobolev)

Soit O € RY un ouvert lipschitzien.
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— Sil <p<n alors
WtP(Q) c L1(9Q)

np

pour tout ¢ € [1,p*] ou p* = el

Plus précisément, pour tout ¢ € [1, p*] il existe v = v(£2, p, q) tel que

[l o < llullye

— Sip=n alors

whn(Q) C LY(Q) pour tout q € [l,00).

— Si p > n alors

Wir(Q) c C%*(Q) pour tout «€[0,1—n/p|.

Voici une généralisation du théoréme de compacité dans la dimension n.

1.1.5 Théoréme  (Rellich-Kondrachov)

Soit Q C RY un ouvert lipschitzien

1. Si 1 < p < n alors l'inclusion de W'? est compacte, pour tout g € [1, px).

2. Si p = n alors l'inclusion de W™ dans LY est compacte, pour chaque nombre
q € [1,00).

3. Si p > n alors l'inclusion de W'» dans C%° (Q) est compacte, pour tout 0 <

a<l-—n/p.
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Propriétés
Soit © C RY un ouvert , p € [1,00[, et k > 1

1. W*? (Q)muni de norme||.||;;« ,est un espace de Banach, séparable si p € [1,00]
et réflexif si p € |1, 00].

2. W2 (Q) est un espace de Hilbert lorsque il est muni de produit scalaire
(w5 = [ alo)ola)dn + [ (Vula); Vo(a)
Q0 Q

3. L’espace H' () est un espace de Hilbert séparable

1.2 Définition (Espaces de Sobolev d’ordre 1 (W, 7 (Q)))

Soient p un réel, p € [1,00[ et Q un ouvert de RY.

On désigne par W, ? (Q) la fermeture de C! () dans W'?. On note :
Hy () = Wy (Q)

— L’espase I/VO1 ? est muni de la norme induite par W% .

— L’espase H} est muni du produit scalaire induite par H' .

— L’espase VVO1 P est un espace de Banach séparable:il est aussi réflexif pour p €
1, 00].

— L’espase H} est un espace Hilbert séparable

Proposition

Soit u € WP (Q) et ¢ € W (Q) Alors

Ou . _ ¢ S
Qb == Jqugsdr  i=1,..n

9



Chapitre 1. Espace de sobolev

Preuve. Démonstration. Soit ¢ € C§° (). Alors, puisque u € W (Q),

Ja [—i—ug;’;dx] =0 i=1,..,n
Soit ¢ € Wol’p, (Q) ete > 0. Par la densité de Cg° (£2) dans Wol’p/ (Q), on peut trouver
p € C§° (Q) tel que

o — @l + |V — V|| . <e.

Par conséquent, on obtient

ou Op
. [axid)+uaxl} dx

6=

<[5

Op 0o
< 1.p — pr [
s [l = o, +Ha$i o

),
§

< elullyn -

Puisque € est arbitraire, on a bien

ou 0o )
= — =1...n.
Aaﬂb /Qua%dx,z ey

1.2.1 Théoréme inégalité de Poincaré

Soit 2 un ouvert borné dans une direction. Alors il existe une constante C' > 0 ne

dépendant que de € telle que :

Vue Hy () ull o) < ClVull 2q)

10
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1.2.2 Théoréme de Lax-Milgram

Cette section est consacrée au théoreme de Lax-Milgram qui sera 1'outil essentiel
permettant de démontrer des résultats d’existence et d’unicité de solutions de la

formulation variationnelle dans un espace de Hilbert.

On note V' un espace de Hilbert réel de produit scalaire (.,.) et de norme ||.|| Nous

considérons une formulation variationnelle du type :

trouver u €V, tel que:

a(u,v)=Lw) YveV

On se donne :

— L(v) est une forme linéaire continue sur V', c’est-a-dire que v — L(v) est linéaire

de V dans R; et il existe une constante C' > 0 telle que :

L) <Cloll WoeV.

— a(.,.) est une forme bilinéaire sur V', c’est-a-dire que u — a (u,v) est une forme
linéaire de V' dans R pour tout v € V, et v — a (u,v) est une forme linéaire de V'
dans R pour tout u € V.

— a(.,.) est continue sur V' x V, c’est-a-dire, qu’il existe une constante M > 0 telle
que :

ja (u, o)) < Mllully [l Vu,ve V.

—af(.,.) est V -elliptique (coercive), c’est-a-dire, qu'il existe une constante stricte-

ment positive a telle que :

a(wo) = aloll  VoeV.

11
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1.3 Définition Espaces W™ (1) :

Soient 2 C R™ un ouvert quelconque, p un réel tel que 1 < p < oo et m un entier

naturel positif. On définit 1'espace de Sobolev W™ () par :

W™ (Q) = {u € w’ (Q); D*ue L”(Q),a € NV;|a| <m}

ol « est un multi-indice tel que 0 < a < m, D% est une dérivée partielle de u au

sens faible ou au sens des distributions) et L? un espace de Lebesgue.

On le munit de la norme naturelle :

hSAl

lllyrs = | 3 / D*uf? de

alal<m

On note : Hy" (©2) 'adhérence (pour la norme ||.{| g g~y ) du sous espace D (2) dans

H™ ().
Proposition

L’espace H™ (2) (m € N*) muni de la norme ||.|| ;. est un espace de Hilbert. Dans
le cas ou © = R¥, il est possible de définir les espaces de Sobolev en utilisant la
transformée de Fourier. Si u € S (RN ) ; on note u sa transformée de Fourier et on a

défini par :

m
2

a7 (RY) = {ue s (RY): (1+ ) a(e) € 12 (RY))

et la norme définie par équivalente & (on garde la méme notation) :

il (/g (1+ 16" ra@\?ds);

12
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Cette proposition permet de définir I'espace H™ (RN ) pour tout m € R (et plus

seulement m € N* ).

13



Chapitre 2

La méthode des éléments finis

Dans ce chapitre nous présentons la méthode des éléments finis comme une méthode
de Galerkin particuliére mais avec des propriétés spécifiques qui la rendent spéciale-
ment attractive dans la résolution des problémes aux limites. Nous allons la présenter

ici en cadre général abstrait permettant 1’étude de la convergence de I’approximation.

2.1 La méthode de Galerkin

2.1.1 Principe de base d’une méthode de Galerkin

L’idée de base consiste a résoudre le probléme variationnel dans un espace de dimen-
sion finie V}, inclus dans V', approchant I'espace V' : c’est le principe de méthode de
Galerkin. En outre, la construction de I’espace V}, repose sur la notion géométrique
de maillage. Dans ce contexte, le parametre h correspond a la taille maximale des
mailles ou cellules qui composent le maillage, il est strictement positif et destiné a

tendre vers 0, I’espace V}, sera de plus en plus grand et approchera de mieux en mieux

14
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I’espace V tout entier. Cherchons a résoudre le probléme variationnel :

trouver y €V tel que

(2.1)
YoeV a(y,v)=L(v)
Notre but est la résolution du probléme suivant :
trouver y, € V), tel que
he (2.2)

Vo, € Vi a(yn,vn) = L (vp)

Le probléme (2,2) s’appelle le probléme discret (approché) du probléme continu (2, 1).
Par ’application directe du théoréme Lax-Milgram cité dans le chapitre précédent,
ce probléme approché admet une unique solution y, dans V} si L est une forme
linéaire continue et a est une forme bilinéaire, continue et coercive. L’espace V), est
un espace de Hilbert, de dimension finie N, et il admet une base formée des fonctions

(p1, 2, ..., on). La solution y, est donc de la forme :

Np,
Yn = Z Yii,
i=1

ou (y;);1 =1, ..., Nj, sont les inconnues du probléeme (2,2).

Pour que la relation ait lieu Vv, € V,, il suffit que cette relation (2,2) le soit pour
chacune des fonctions de base de I’espace V}, : En utilisant la décomposition de y;, et

la linéarité de « par rapport a son premier argument, cela donne :
Np
i=j

La résolution du probléme (2,2) revient donc a résoudre le systéme linéaire

15
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AY =0, (2.3)

ol la matrice A est définie par les coefficients A;; tels que :

Aij = Ck(ng,(pi>,\V/i,j S {1,2, “th},

et les vecteurs b, Y € R™V» définis par :

bi =L (SOZ) ,‘v’z € {L 27 ceey Nh} 7Y = (y17y27 "'yNh)T

Le systéme (2,3) a une unique solution car la matrice A est définie positive donc

inversible.

En effet, on a :

Np Np, Ny Ny
YTAY =373 A, =30 alps eV,
i=1 j=1 i=1 j=1

Np, Ny, N, Ny
=1 =1 j=1 i=1

=a(y,y) > alyl

Car « est V elliptique et on a ysz.V:hl Yip;.
D’ou la matrice A est définie positive ( VY e RN YTAY > 0,Y'AY =0 impliqgue Y =0 )

Finalement, la solution du systéme (2,1) est :

Y =A%

16
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2.2 Principe de la méthode éléments finis : réso-

lution d’un systéme matriciel

Soit un domaine ouvert de R™ (n = 1,2 ou 3 en pratique ), de frontiére I' = 92 et sur
lequel on cherche a résoudre une équation aux dérivées partielles muni de conditions

aux limites.

Ce probléme, mis sous forme variationnelle, est :
Trouver u € V' telque a(u,v) = f(v), YoeV

ou V est un espace de Hilbert. On supposera également que 1’équation de départ
a de bonnes propriétés, i.e. que 'on est dans les hypothéses vues précédemment

permettant d’affirmer que le probléme admet une solution unique w.

La méthode des éléments finis se propose de discrétiser le probléme considéré. La

discrétisation intervient a plusieurs niveaux :

discrétisation : Il est nécessaire de disposer d’une description du domaine €2 sur
lequel on souhaite travailler, cette description va se faire en I'approchant par un

maillage, qui sera constitué d’éléments.

interpolation : Il est ensuite nécessaire de disposer d’une maniére de représenter
le ou les champs inconnus. Ce que se propose de faire la méthode des éléments finis,
c’est d’approcher ces champs par des fonctions plus simples (disons polynomiales
de degré un ou deux) définies sur chacun des éléments du maillage (le champ est
approché par des bouts de fonctions qui, elles, ne sont définies chacune que sur un

seul élément).

17
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approximation : Selon le type d’approximation, on remplace non seulement ’es-
pace V, de dimension infinie, par des approximations V} de dimension finie, mais

parfois également les formes bilinéaires et linéaires définissant le probléme.

De maniére classique, on notera 7}, le maillage de 2 considéré. Il est caractérisé
par les dimensions géométriques représentatives que sont le diametre maximum des
éléments, h et le facteur de forme du maillage, o (qui caractérise 1’aplatissement du
maillage).

Le maillage est constitué d’éléments, généralement notés K. On note hx le diamétre
de l’élément K, le maximum des distances (euclidiennes) entre deux points de K, et
px la rondeur de I’élément K. Le diametre maximum des spheres incluses dans K.
On a donc évidemment hx < h , VK € T}, puisque par définition h = mazrker, hi,

et’;—gga,VKeTh

1-JPg ; A
Figure 1 : Dimensions

géométriques

caractéristiques d’un élément

Toujours est-il que dans tous les cas, ’espace V' est remplacé par un espace V;, de

dimension finie N}, dont (eq, ..., ey, ) en est une base. L’approximation u;, de u dans
I Y ) h
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Chapitre 2. La méthode des éléments finis

cette base s’écrit :

Np
Up = E qi€i
i=1

Le probléme de la méthode des éléments finis devient donc (on écrit ici en utilisant

ap, mais on pourrait utiliser «) :

Trouver ¢, ..., qn, tels que

Np,
> gian (ei,vn) = fu (vn) , Yo € Vi
i—1

soit, en exploitant les linéarités de ay, (.,.) et f (.) et en décomposant vy, :

Trouver qi, ..., qn, tels que
Np,
Z%’ah (eiej) = fule;),Vi=1,....N,
i=1

Il s’agit donc de résoudre le systéme linéaire :

ap (e1,e1) ... ... ah(eNh,€1> G
q2
ap (€i,€en,) .. o+ ay <€Nh,€Nh>
qny,

que l'on note (dans la tradition mécanicienne) :

Mq = F ou encore [M] (q)= (F)

Notons que la matrice M est appelée matrice de rigidité par analogie avec la méca-

nique des solides.

Si la forme bilinéaire a est coercive, alors M est symétrique, définie positive donc

inversible.
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Chapitre 2. La méthode des éléments finis

On obtient donc l'existence et 'unicité de ¢ = M~'F, de nombreuses méthodes
permettent de résoudre le systéme matriciel (d’inverser la matrice de rigidité) : mais

également toutes sortes de décomposition de la matrice de rigidité comme (Choleski).

Lorsque M est symétrique définie-positive, la méthode de Choleski est la meilleure.
elle consiste a décomposer la matrice M en le produit L7 L, ot la matrice est une

matrice L triangulaire inférieure.

2.2.1 Définition des ¢;

On définira les fonctions de base par e¢; = 1 sur le i degré de liberté, et e; = 0
sur les autres degrés de liberté. La manipulation des e; sera alors simplifiée, et les e;
auront par ailleurs un support réduit a quelques mailles.

Notons (ay,...,an,) les noeuds du du maillage (7}, < T, ). Le probléme approché
revient a déterminer les valeurs de u; aux points a; : ce sont les degrés de liberté
du probléme approché. On va construire une base de V}, en associant a chaque degré
de liberté ai un vecteur de la base. On définit ainsi les fonctions de base globales

wi(i =1,...,Ny) par :

il Kj € Py, j=1,..,N. et wi(a;) =6y, 1<1i,5< Ny

et 'espace d’approximation interne est V;, = vect {1, ..., ¢, }.On remarquera qu’une

telle fonction e; est nulle partout sauf sur les éléments dont e; est un noeud

De plus, sur un élément K dont a; est un nceud, ; vaut 1 en a; et 0 aux autres

neeuds de K.

Donc ¢;|K; est une fonction de base locale de K. On voit donc que la fonction de

base globale ¢; est

construite comme réunion des fonctions de base locales sur les éléments du maillage
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¥

F1Gg. 2.1 — Un élément de la base

dont a; est un noeud.

Remarque. Ce qui précede est vrai dans le cas d’un maillage conforme, si I'intersection
entre deux éléments est soit vide, soit réduite & un sommet ou une aréte en dimension

2, ou & un sommet, une aréte ou une face en dimension 3.

Maillage non conforme
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[ Probléme Physique |

/ A

\ Discreétisation du domaine | |.\10dé-lc _‘«Iathémaliqucl
[ Cheix des fonctions d'interpolation | [Furmulatilm \'lrialil}lliletlc]

\ /

‘ Ecriture des matrices ¢lementaires |

!

Assemblage des matrices globales,

Application des conditions aux

limites et Resolution du systeme

Fgure2 :Transformation des équations d’un systeme

physique

2.3 Reésoudre I’équation de Navier Stokes par la

méthode de éléments finies

L’équation de Navier Stokes c’est une équation qui permet de décrire le champ de
vitesse d’un fluide en physique. Plus précisément, il s’agit d’une équation différentielle
dont le champ de vitesse est I'inconnue en mathématique, Cette équation établie aux

XIXéme siecle, par le francais Navier et le britannique Stokes.
Introduisons les notations suivantes :

p (t,x) la densité au point = = (x1, 2, z3) et a 'instant ¢.
u(t,r) = (u; (1, 7)),<;<3 La vitesse au point = et & l'instant ¢.
p le champs depression.

Soit  C R? le domaine ouvert borné occupé par le fluide et V C Q un sous-domaine
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ouvert régulier quelconque Le probléeme de Navier-Stokes s’énonce :

Trouver u et p tels que

p (% +u.Vu) —div (20D (u) + Vp=pg  dans J0,T[x Q
—divu =0 dans |0,7[ x Q
(2.4)
u(0) = ug dans €2
w = up sur |0,7'] x 09

2.3.1 Approximation en temps

L’intervalle [0, 7] est partitionné en N sous-intervalles [t,,t,11], ou t, = nAt, 0 <
n<N

et At = T/N est le pas de temps. Utilisons un schéma d’Euler implicite d’ordre
un pour approcher en temps, nous pouvons construite par récurrence une suite
(u™)o<n<n, ott u™(z) = u(z,t,) est une approximation de la vitesse.
—n=0:u" =1y est donné

— n>0:u™ étant connu, trouver ™tV et p*t1) tels que

&u(”“) — div (ZT]D (u(”ﬂ))) + Vp ) = pg + éu(") o X™ dans Q

divu™t) = 0 dans Q

u™ Y = up(t, 1)

ot X™ la position de la particule au temps ¢, qui est & la position z au temps

bt
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2.3.2 Probléme de Stokes

A chaque étape de I'algorithme précédent, nous avons a résoudre un systéme linéaire

de type Stokes, de la forme :

au—div (2nD (u)) + Vp = f dans 2
—divu =0 dans €2 (2.5)

U = Uur sur 0f2

ou « et 1 sont des constantes positives, et f et ur sont donnés. Remarquons tout de
suite que si (u, p) est solution, alors (u, p+ c) est aussi solution, pour toute constante
¢ € R. Pour réglerce probléme, introduisons I’espace des fonctions de L? de moyenne

nulle :

13 = {4 € 220): [ atwio =0}

Introduisons ensuite un espace pour les vitesses :
Vig) = {U eH' (9)3 s Ugn = 9}

Remarquons que V(0) = H}(Q2)3. Rappellons les formules de Green et de la diver-

gence

/Q div (2D (u)) .vda + / 2D (u): D (v) = /(m (D (u) .n) vds

Q

/Vq.vdx+/pdivvdm:/ qu.nds
Q Q o9

Multiplions la premiére équation par v et sommons sur €2 puis utilisons la formule

de Green et la formule de la divergence :

a/ﬂu.vdx—l—?n/QD(u):D(v)—/gpdivudx:/ﬂf.vds
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Les termes de bord son nuls du fait que H}(Q)? s’annule au bord. Introduisons

également les formes bilinéaires :

a(u,v) = a(u,v)+2n (D (u),D (v))

b(v,q) = — (divw,q) (2.6)

ou la notation (.,.) désigne le produit scalaire de L?. La formulation variationnelle

du probléme s’énonce :

trouver u € V(ur) et p € L2 (Q) tels que

a(u,v) +b(v,q) = (f,v)
b(u,q) =0

(2.7)

pour tout v € Hy(Q)? et g € L (). Pour des résultats d’existence et d’unicité, on

pourra consulter [GR86].

Introduisons le noyau de la forme b :

K(g)={veV(g):b(v,q) =0,VYqge L ()}

Cet espace représente I'ensemble des vitesses & divergence nulle dans L2. La formu-

lation variationnelle du probléme s’énonce :

trouver u € K (ur) tels que

a(u,v) = (f,v), Yve K(0).

Sous cette forme, il s’agit d’un probléme extrémement standard : il ne reste plus

qu’a construire une discrétisation de V' par éléments finis en espace pour obtenir un
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systéme

linéaire en dimension finie.

2.3.3 Approximation en espace du probl‘eme de Stokes

Nous revenons au probl‘eme : ¢ il s’agit de discr etiser les espaces H'(Q2)? et
L. Pour ce qui est de la construction de bases discretes de H' la méthode est tres
classique en éléments finis. La question est plus d “elicate pour L3, pour lequel nous
ne connaissons pas explicitement de base discrete a moyenne nulle. Par contre nous
savons travailler avec L?, aussi nous allons introduire la contrainte de moyenne nulle

séparément, & l'aide d’un multiplicateur de Lagrange, noté A € R.

Introduisons le Lagrangien suivant :

L(u,p, \) = %a (u,u) +b(u,p) +c(p,A) = (f,p)

avec

c(p,A) :)\/Qp(x)da:.

La solution du probléme est caractérisée comme le point-de-selle de L, ce qui s’écrit

U, P, A) = arg, vy i0f sup L(v, q, i1).
(u,p, A) Buev(ur) If, Sup (v, 4, 1)

Remarquons que nous avons deux contraintes a satisfaire : la divergence nulle pour
la vitesse u et la moyenne nulle pour la pression p. La formulation variationnelle du

probléme s’énonce :
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Trouver u € V(ur),p € L3(2) et A € R tels que

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)
b(u,q) +c(qg,\) =0

c(p,p) =0

pour tout v € H}(Q)% et ¢ € L* () et u € R. Cette fois, nous savons construire
concrétement des bases polynomiales par morceaux des espaces X (0) et L? interve-
nant dans ce probléme. Soient X;, C H(Q)? et Q) C L*(Q) deux espaces vectoriels
de dimension finie et soit u; r une approximation de ur, par exemple l'interpolée de

Lagrange des données aux bords.

Introduisons V4, le sous espace de X}, incluant les conditions aux limites :

Vi (unr) = {vn € Xn;vn lso= unr}

L’approximation variationnelle du probléme précédent s’écrit :

Trouver uy, € Vi,(upr), pn € Qn et A € R tels que

a (up,vp) + b (v, pr) = (f,vn)
b (uh, qh) + C<Qh7 >‘) =0

C(pha/'b) =0

pour tout v, € V;, (0) et gr, € Q) et u € R. 1l s’agit d’un systéme linéaire de dimension
finie. la construction par éléments finis de X}, et (), doit encore étre faite avec soin
pour que les approximations uy, et p, convergent vers u et p. En effet, une condition

nécessaire et suffisante pour que cette convergence ait lieu est que [BF91, P. 205] :

b
38> 0 tel que Vh >0, inf sup —o @)
9 EQn vh€Xp H,UhHH1 HQhHLz
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Cette condition, dite condition inf-sup ou encore condition de Brezzi-Babuska ex-
prime la nécessaire compatibilité entre les espaces de dimension finie X}, et Q). Ainsi
lapproximation la plus simple possible, affines par moreceaux (notée P;) pour les
vitesses et les pressions, ne satisfait pas cette condition, on pourra consulter [BF91]
pour plus de détails. Autrement ’approximation proposée et largement utilisée : les
vitesses sont approchées par des fonctions continues quadratiques par morceaux et
les pressions par des fonctions continues affines par morceaux. Cette combinaison est

notée P, — P, et est appelée élément de Hood-Taylor.

Soit 73, une triangulation de (). Les espaces X}, et ), sont alors définis par

Xh: {?Jh GCO (Q)g; Up, |K€ (PQ)S, VKETh}

Qn =14 € C°(V’; q, |[xk€ P, VK € 7.}

2.3.4 Reésolution du probléme de Stokes discret

Soit (i)1<j<p,,, 1a base nodale de Xj, et (;)i1<i<m la base nodale de @, nous suppo-
sons que les noeuds de 1 & n sont situés a 'intérieur du domaine et ceux de n+1 a nyy;
sont situés sur le bord. Ainsi (¢;),,., est une base nodale de V}, (0). Décomposons

uy, et p, sur ces bases respectives :

Ntot

up(z) = Zuy‘%’ (@) + Y T ()

j=n+1

pn(r) = Z%‘Cj (),

les valeurs (;)n<j<n,,, sont donnés par u,r au bord tandis que (u;)1<j<, sont incon-

nues.
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Posons :

Remarquons que la matrice C' a une ligne et m colonnes et que A est rectangulaire.
La matrice A est symétrique définie positive n x n. Le probléme de Stokes discret se

raméne a résoudre le systéme linéaire suivant :

Trouver u = (Ui)1§i§n7 P = (pi)lgign et A € R tels que

A B 0 u f
B 0 C p|=1 9
0 C 0 A 0
avec f = f — At et ¢ = —Ba. Il s’agit d’un systéme linéaire symétrique de taille

n + m + 1,de matrice notée A, inversible.
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Chapitre 3

Modélisation mathématique de
I’écoulement du verre fondu dans

un bassin de fusion d’un foure

Dans ce chapitre nous présentons la modélisation et la simulation numérique de
un écoulement de fluide de verre fondu dans un bassin de fusion de four. Nous
dérivons d’abord a modeéle pour un écoulement de fluide de verre fondu et simulations

numériques actuelles basé sur la Méthode des éléments finis (FEM).

3.1 Modélisation de I’écoulement d’un four de fu-

sion de verre bassin

Dans la présente section, nous discutons des aspects de modélisation du verre de
récipient simulations de bassin de fusion de four effectuées dans ce travail, & savoir

un fondu écoulement de verre fluide.
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3.1.1 Géomeétrie d’un bassin de fusion industriel

Chout

Figure 1 : Bassin de fusion industriel utilisé dans ce travail

Le bassin de fusion étudié ici est représenté sur la Figure (1), et sera désigné ci-
apreés par le domaine spatial €. Le bassin de fusion a rapporté sur la figure est une
géométrie légérement simplifiée du bassin réel utilisé par nos partenaires industriels
Bormioli Pharma Sr,I’afflux de matiére premiére se produit a travers la section d’af-
flux désignée par I';, sur la figure (1),la section d’afflux se trouve au sommet d’une
région, appelée la niche région en pratique industrielle, qui sur la figure (1 )a la
forme d’un trapéze prisme et dont le but est de collecter tout le matériel qui entre
dans le bassin, le matériau se déplace ensuite vers le four réel, qui est modélisé sur
la Figure(1) comme le parallélépipede délimité par I, 'y €t Ipore,parois du bassin,

placées respectivement & son fond et sur ses cotés verticaux.
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Les différentes limites du domaine €2 identifiées sur la Figure 1 sont
résumé ci-dessous :

— I';, :Entrée de matériel.

— T'op :Dessus du four.

I'y, :Surface du propulseur i.

— I', : Les murs du four.

— I'por :Le fond du four.

— I'yr :Le mur pour la recirculation.
— I'guet :Les parois de la gorge.

— I'pus :La sortie de la gorge.

3.1.2 Justification du modéle d’écoulement des fluides

L’objectif principal de 'outil de simulation développé ici est de modéliser les pro-
cessus physiques se produisant dans le bassin de fusion afin d’évaluer comment les
parametres de conception du four affectent la qualité du verre fondu extrait du four
a la fin du processus de fusion,le principal aspect de la qualité du verre généralement
surveillé dans la pratique industrielle est la présence de bulles d’air et de gaz dans le

verre fondu.

La présence de bulles dans le verre fluide en partie due a la fusion progressive des
matiéres premiéres granulaires remplies d’air se trouvant a la surface du bassin dans
la région de la niche, et en partie due aux réactions chimiques se produisant dans les
produits gazeux de base et de libération.

La présence de parois et d’électrodes (ou boosters) qui introduisent de la chaleur
par courant électrique fait partie des solutions mises en place pour créer et controler
des écoulements convectifs et de recirculation qui augmentent le temps de séjour du

verre sur le four.
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Une fois le champ de vitesse du fluide obtenu, évaluera le mouvement des petites
bulles d’air au moyen d’une étape de post-traitement, en supposant que leur présence

n’affecte pas de maniére significative le champ dynamique des fluides.

3.2 Modéle mathématique

Pour les raisons susmentionnées, et compte tenu du faible nombre de Reynolds de
I’écoulement en question, I’équation directrice adoptée dans ce travail sont les équa-
tions de Navier-Stokes incompressibles tridimensionnelles transitoires, qui décrivent
le mouvement d’un fluide Newtonien visqueux, pour inclure les effets de convection
thermique méme en présence d’un modele de fluide incompressible, nous recourons

a I’approximation de Boussinesq pour les termes de flottabilité.

Soit 2 € R? le domaine de calcul polyédrique borné introduit dans cet section , et
[0,7] € R Pintervalle de temps. le modéle mathématique proposé est régi par les

équations aux dérivées partielles suivantes :

poru+ p(u.Vu) — V. (upVu) + Vp — pgB (0 —6y) =0 dans Q x[0,T]
Vau=0 dans Qx[0,7]

pcp0i0 + pe, (u.V0) — V. (kopfVO) = 0 |Vo|* dans Q x [0,T]

—V.(6Vp) =0 dans € x[0,T]
(3.1)

Les inconnues du modéle sont :

— la vitesse du fluide u[m/s]
— la pression du fluidep[N]
— la température du fluide §[K]

— le potentiel électrique ¢[V]
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Les expressions des propriétés physiques apparaissant en (3,1) sont résumées dans le

tableau(1),p ou ¢,, 1,0 ,kess, 0

B Dilatation thermique 7.5:107° [1/K]

o Température de référence 1617 (K]

p Densité 2250 [kg/m?]

p Chaleur spécifique 1381 [J/ (kgK)]

I Viscosité exp(722 — 6.0917) [kg/ (ms)]
gy Conductivité thermique 1.734+2.5.1078¢3 W/ (mK)]

o Conductivité électrique exp(7.605-7200/6) [1/(22m)]

Tableau 1 : Propriétés physiques du modéle

3.2.1 Conditions aux Limites

Nous présentons ensuite les conditions aux limites accompagnant les équations aux
dérivées partielles (1). Nous discutons séparément des conditions aux limites des

équations vitesse/pression, température et électrique.

Conditions aux limites de vitesse et de pression

Pour les conditions aux limites associées a ’équation de moment de Navier-Stokes,

nous considérons une vitesse d’entrée prescrite dans la direction normale a T';,,.

En supposant la normale a I';, sur la figure 1 a aligner avec la verticale direction e,,

la vitesse a ’entrée est donnée par :

u=uye, sur I, (3.2)

En ce qui concerne les parois latérales, le fond, la paroi pour la recirculation et les

parois des boosters, la vitesse est mise & zéro (condition antidérapante), ainsi

u=0 sur 'y ULy ULy ULgue UL
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Pour le sommet du four, puisqu’il n’y a pas de murs a la limite supérieure, nous

avons considéré les conditions aux limites de glissement pour la vitesse, c’est-a-dire

u-n=0 sur I,

Enfin, & la sortie, on considére les conditions de sortie, données par

O —pn =0 sur T,y

Conditions aux limites thermiques

En ce qui concerne les conditions aux limites du champ de température, nous avons

considéré une température constante a la limite d’entrée. Ainsi, nous considérons

0 =20, sur I,

Sur la limite supérieure, nous considérons une condition aux limites du flux de cha-

leur, donnée par

kerrOnl = Grop sur Ty

ol ¢4, est une fonction spatiale pour la condition aux limites thermiques sur la limite

supérieure.

Ce flux vise a modéliser le flux de chaleur de deux flammes différentes provenant de

la combustion du méthane.

Enfin, tant sur le débit sortant que sur les boosters, nous avons considéré les condi-

tions aux limite adiabatiques, c¢’est-a-dire

0,0 =0 sur T, UTLY,
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Conditions aux limites électriques

En ce qui concerne les conditions aux limites électriques, nous considérons un poten-

tiel fixe dans chaque électrode, c’est-a-dire

o=V, sur I'y, 1=1,...,8

Ces V; sont imposés de sorte que nous avons le méme Av a chaque paire d’électrodes.

nous considérons la condition aux limites de Neumann homogeéne, sur le reste de la

frontiére, i.e.

an¢ =0 sur Fw U Fbott ) 1_‘top U quct ) Fm U I‘out U er

3.2.2 Modélisation par éléments finis

Dans cette section, nous discrétisons le probléme (3,1) au moyen de la Méthode des
éléments finis,pour cela, nous commencons a définir la formulation variationnelle du
probléme (3,1).

Nous considérons 1'espace des fonctions intégrables carrées L2 () et I'espace de So-

bolev H! (), équipés de la norme standard. Pour simplifier la notation, notons

FDU =T ULy Ul U T U T guer U Fb7

Ainsi, nous considérons les espaces suivants pour la vitesse, la pression, la tempéra-

ture et le potentiel électrique, respectivement

v={v e [H Q)P :vn=0 sur Typv=0 sur I'p,},

M =1?(9Q), O={0eH (Q):0=0 sur T}y, },
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et

P={pcH'(Q): ¢=0 sur Ty},

Nous considérons la forme variationnelle du probléme (1) donnée par

Trouver (u,p,0,0) €V x M x © x & telleque
(pdyu,v) + (p (u - Vu) ,v) + (uVu, Vo) — (p, V- v) — (pgB (0 — o) ,v) =0 Yo eV
(V-u,q) =0 VqeM
(pcp0i8, 2) + (pc, (u.N0) , 2) + ((keyVO),V2) = (0 |V|*,2) Vze€O

(cVop,Vw) =0 VYwed

(3.3)

a partir de cette formulation variationnelle, nous pouvons définir le probléme des
éléments finis. Considérons un maillage régulier 7), composé de tétraedres. étant
donné un entier n > 0 et un élément K € T}, on désigne par P, (K) l'espace des
éléments Finis donné par les polynémes de Lagrange de degré inférieur ou égal a n

définis sur chaque Kde T}. Ainsi, nous définissons
Yr={v, € C°(Q) telleque vny € P, (K)}.
De plus, nous définissons 1’élément bulle, donné par
vk € Po (K) N H(% (K)}

Lasser Vi, = V N ([Y1]3 ® [B4]3) M, =MNY,0,=0NY?%d,=0nY"
Soit quatre sous-espaces de dimension finie de V, M, © et ®, respectivement.Notez
que nous considérons pour le couple vitesse-pression le soi-disant mini élément de

P,+bulle pour la vitesse et P; pour la pression puisque ce couple de I’élément fini
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est stable .

Pour la température, nous envisageons P, élément fini depuis est le champ d’inté-

rét,pour plus de simplicité dans la notation
Xh:VhXMhX@th)h

Pour les termes dérivés temporels de (3,4), nous considérons un terme entiérement
implicite approximation de la formule standard de différenciation , ainsi, le schéma

de résolution probléme numérique (3,4) lit

Donné (u™,p", 0" ¢") € X,,
trouver (u™*l prtt 0ntl gnty e X, tellque
(P 0) + (p (- Vur) o) + (u (67+) Vur™, Vo) -

(anrl’V ) U) - (pgﬁ (9n+1 - QO) ,U) = (fmv) VvoeV

(Vu"l. q) =0 Vge M

(pcp9n+;t_9n,z) + (pep (WO [ 2) + ((kep VO™, V2) = (fp,2) Vz€O

(o (Y Vot Vw) = (f,w) Ywe P
(3.4)

a chaque itération, nous résolvons le systéme non linéaire tout au long de la méthode

de Newton.

3.2.3 Reésultats numériques et validation du modéle d’écou-
lement des fluides

Avec les parameétres physiques définis en coupe et les conditions aux limites , la

solution atteint I’état stationnaire, qui nous définissons en mesurant la norme de

la différence de la solution de température a deux pas de temps consécutifs étant

inférieure & 10-5.
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Ceci est attendu car ’écoulement est laminaire et les conditions aux limites sont
indépendantes du temps pour les temps au-dela de 72h, ce qui a régi 'augmentation

progressive initiale de la vitesse d’entrée.

Dans cette configuration, nous atteignons la solution stationnaire & t = 188h. et en

suit, nous présentons quelques résultats pour la simulation.

Temperature (fC)
1420 1440 1460 1480 1500 1620 1540 1560

Tyim = 1454.56 (°C) Teim = 1470.16 (°C)  Taim = 1460.7 (°C)
Tezp = 1454.5 (°C) Tezp = 1499.3 (°C) Tezp = 1399 (°C)

Figure 2 :Comparison of simulated and measured temperatures

39



Conclusion

En conclusion, nous avons exploré le principe fondamental de la méthode des élé-
ments finis. En appliquant cette méthode, nous avons réussi a résoudre numérique-
ment un probléme de Navier-Stokes. Nous I’avons ensuite utilisée pour effectuer une
simulation numérique d’'un modéle mathématique de I’écoulement de verre fondu
dans un bassin de fusion de four. Cette simulation a permis de capturer les dyna-
miques complexes de I’écoulement, offrant des renseignements précieux pour ’'opti-
misation des processus industriels. En somme, cette étude souligne I'importance de
la MEF pour améliorer les technologies et les processus industriels, ouvrant la voie

a de nouvelles perspectives et innovations.
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