alad) Giad) g Mal) aslaih) 50 3

niversité 20 Aout 1955 de Skig, 1955 &1 20 uy

ALl K
gty 0 o

/-\

N°: U.S/F.S/D.M/...... 12022.

Faculté des Sciences
Département de Mathématiques

Faculté des Sciences

Département de Mathématiques

Mémoire

Présenté en vue de ’obtention du diplome de
Master en Mathéematiques

Approximation numérique et contréle optimal d'un

probleme de contact électro-élastique.

Option : AN.E.D.P

Par:
1. Faghmous Naima

2. Guettar Chaima
Encadré par: Kasri Abderrezak MCA U. SKIKDA

Devant le jury :

Président: Slimani Kamel

Examinateur: Lagraf Samira

MCB U. SKIKDA

MCB U. SKIKDA

Année: 2021/2022




Remerciements

Nous tenons a remercier ALLAH le tout puissant d’avoir nous donner la

volonté et la patience de mener & bien ce travail.

Nous tenons & remercier notre encadreur Mr : Kasri Abderrezak pour nous
avoir un sujet de mémoire Master aussi intéressant et pour son soutien durant
I’élaboration de notre travail.

Nos remerciements vont également aux

e Président de jury : Slimani Kamel M.C.B U. SKIKDA

e Examinateur : Lagraf Samira M.C.B U. SKIKDA

d’avoir accepté d’évaluer et d’examiner ce travail.

Enfin, nous tenons & remercier nos famille, nos collégues, nos enseignants et

tous qui ont contribué a nos parcours académiques.



Dédicace

Nous dédions ce travail :

A nos chérs parents, de leurs sacrifices et leurs encouragements.

A nos cheérs fréres et nos chéres soeurs sources de joie et de bonheur.

A nos famille, sources d’espoir et de motivation pour leur soutien au long de

nos parcours universitaires.

ii



uailq

SS5 ¢ Aall B L 5eS ) se puad SIS
Alld 2y 2085 23 gaill 3 JlaY) aSail) e
AuSlad) lcal i) Cia g b gaill Saiia Ualada
Uaall ¢l pads sl ¢ Al

ASaill ¢ MSiaY) ¢ Ll jeS A5 pall ) gall ;A aliaall CulalSY
e gl ¢ Jaatie aladia ¢ Cipa Ja ¢ JiaY),



Résumeé

Le but de ce travail est d’étudier un probleme de
contact avec frottement pour un corps électro-
élastique. Dans un premier temps, nous nous
concentrons sur le controle optimal du modele. Nous
introduisons ensuite un schéma discret pour le modele
et sous des hypotheses de régularité appropriées, nous
dérivons des estimations d’erreur.

Mots clés : matériaux électro-élastiques, contact avec
frottement, contréle optimal, une solution faible, un
schéma discret, inéquation variationnelle.



Abstract

The aim of this work is to study a frictional contact
problem for an electro-elastic body. Firstly, we
focus on the optimal control of the model. We
then introduce a discrete scheme for the model
and under appropriate smoothness assumptions
we derive error estimates.

Keywords: electro-elastic materials, contact with friction,

optimal control, a weak solution, discrete scheme,
variational inequality.
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Introduction

Les inéquations variationnelles modélisent de nombreux problémes non
linéaires en science des matériaux et en mécanique des solides. En raison de
I'importance du sujet, elles ont pris une importance considérable ces derniéres
décennies dans la littérature mathématique. Cependant, leurs développements
n’apparaissent qu’au début du 20éme siécle ot le probléme de Signorini a été
posé dans [19] et a été résolu par Fichera dans [7] qui a utilisé le terme
"inéquation variationnelle".

Des applications importantes ont été faites concernant 'existence, 1'uni-
cité et la régularité de la solution dans I’étude de nombreux problémes en
mécanique des milieux continus : problémes d’obstacle, problémes de contact,
problémes d’optimisation, etc.

Le contréle optimal des inéquations variationnelles a été considéré dans
plusieurs publications voir par exemple [15, 16]. Le controle optimal des pro-
blémes de contact avec frottement a été étudié dans de nombreux articles voir
[1, 10, 14, 23].

Dans ce mémoire, nous considérons un probléme de contact statique qui
décrit le contact de frottement entre un corps piézoélectrique et une fondation.
Nous supposons que le contact est bilatéral, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de
perte de contact au cours du processus et, de plus, nous utilisons la loi de
frottement sec de Coulomb dans laquelle la borne de frottement dépend du
glissement. Dans la modélisation du comportement du corps piézoélectrique,
nous utilisons une loi de comportement électro-élastique linéaire.

L’effet piézoélectrique résulte de 'interaction entre les propriétés méca-
niques et électriques dans laquelle le corps a la capacité de produire un champ
électrique lorsqu’il est soumis a une contrainte mécanique et inversement, le
corps piézoélectrique présente des déformations importantes en réponse a un
champ électrique appliqué. Pour cette raison, les matériaux piézoélectriques
sont utilisés de maniére intensive dans diverses applications.

En particulier, ils sont utilisés comme capteurs et actionneurs dans di-

vers équipements de mesure. Modélisation et analyse récentes des problémes



de contact prenant en compte compte de l'interaction entre les champs élec-
triques et mécaniques peut étre trouvé dans [2, 3, 11, 22].

Le plan de ce travail, composé de trois chapitres, est le suivant. Le Cha-
pitre 1 comprend la description classique des équations, des relations consti-
tutives des matériaux électro-élastiques et des conditions aux limites. Dans le
Chapitre 2, on rappelle des notations mathématiques nécessaires a la compré-
hension de ce travail. Le Chapitre 3 est consacré a I’étude d’un probléme de
contact avec frottement statique pour un matériau électro-élastique. Dans un
premier temps, nous nous concentrons sur le contréle optimal du modéle. Nous
introduisons ensuite un schéma discret pour le modéle et sous des hypothéses

de régularité appropriées, nous dérivons des estimations d’erreur.
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Notations

R I’ensemble des nombres réels;

N I’ensemble des entiers positifs ;

R* I’ensemble des nombres non négatifs ;

R** I’ensemble des nombres réels strictement positifs ;

() 'ensemble vide ;

[0, T] représente I'intervalle de temps, ou 7' > 0;

RY I’espace euclidien d—dimensionnel, (d=2, 3) ;

S? I’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur RY, (d=2,3);

I représente 'application d’identité;

I, représente 'application d’identité dans S%;

c représente une constante positive générique dont la valeur changer au
cours de ce mémoire ;

p.p. signifie presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue;
ou ot 0%u
ot ot?
Soit © un domaine borné dans R? (d=2, 3) a frontiére Lipschitzienne I;

représentent les dérivées par rapport au temps;

Q est la fermeture (adhérence) de §2;
cm (ﬁ) I’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre m sont
continus jusqu’a la frontiére I';

LP(Q) T'espace de Lebesgue des fonctions p—intégrables sur €2, avec la

vii



modification usielle si p = oo ;
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CHAPITRE 1

Modélisation

Dans ce Chapitre, nous présentons une description générale de la modé-
lisation de contact entre corps déformables, pour plus des détails voir [4, 8,
20, 21, 22]. Soit 2 un domaine borné dans R? (d=2, 3) représentant la confi-
guration de référence d’un corps déformable pouvant entrer en contact avec
un obstacle. Soit = € 2 la variable spatiale. On note S? espace des tenseurs
symétriques de second ordre sur R?. On définit les produits scalairs et les

normes correspondantes sur R? et S¢ par

d
u- U:Zuwi, lu| = Yu-u, Yu, v € R%;
i=1

o= Y 0y lo| =00, Vo, (e

1<i,5<d
1.1 Lois de comportement

La loi de comportement caractérise le comportement du corps, elle est
donnée par une relation entre le tenseur des contraintes o : @ — S? et le
tenseur des déformations e(u), ot u est le champ des déplacements. Les com-

posantes du tenseur de déformation, dans le cadre de petites déformations,



1.1. Lois de comportement

sont données par

e(u) = (eij(u)), ij(u) = % <gz * ?)ZZ

1.1.1 Loi de comportement élastique

L’élasticité est la capacité d’un corps a résister a la force de déformation
et a retrouver sa taille et sa forme d’origine lorsque cette force est supprimée.

Une loi de comportement élastique linéaire est donnée par

o= Ee(u),

ot £ = (&ijr), 1 < 4,7, k,1 < d, est un tenseur d’¢élasticité du quatrieme ordre.

Sous la forme de composantes, cette équation constitutive est donnée par

o= Y Eimen(u),

1<k,i<d

ot &ji sont les coefficients d’élasticité.

1.1.2 Loi de comportement des matériaux piézoélectriques

L’effet piézoélectrique résulte du couplage entre les propriétés électriques
et mécaniques dans lesquelles le corps a le capacité a produire un champ
électrique lorsqu’une contrainte mécanique est présente et, a 'inverse, sous
I’action d’un champ électrique le corps subit une contrainte mécanique. La loi

de comportement serait utilisée est de la forme

o = Aes(u)+EV(p) dans Q,
= CE(p)+Ee(u) dans Q,

ou A et &£ sont des fonctions constitutives. A représente I'opérateur d’élasti-
cité. D est le champ des déplacements électriques, £ est le tenseur piézoeléc-

trique, £* est sa transposée, C dénote le champ de la permittivité électrique,



1.3. Conditions aux limites

V est 'opérateur gradient, £ = —V est le champ électrique, ¢ est le champ

de potentiel électrique.

1.2 Equations de mouvement et d’équilibre

Soit [0,7] un intervalle de temps, soit ¢ € [0,7] la variable du temps.
Les équations dynamiques de mouvement, représentant la conservation de la

quantité de mouvement et qui régissent 1’évolution de I’état du corps sont
0%u
P o

ou p est la densité du matériau et fy est la densité des forces appliquées. Dans

= Divo + fo dans Q x [0,T7],

o _Ou ) . e s :
des situations, ol %= 0 nous obtenons les équations d’équilibre statiques
Divo + fo = 0 dans €,

ol ‘Div’ est 'opérateur de divergence, c’est-a-dire

d
8 ..
Divo = ((Divo),),_,qs (Diva); =S 8"”, 1<i<d.
<i< "~
j=1""/

1.3 Conditions aux limites

Passons maintenant aux conditions aux limites. A cette fin, nous suppo-
sons que €2 est un domaine, borné dans R? (d=2, 3), a frontiére Lipschitzienne
I'. Ainsi, le vecteur normal d’unité extérieure v = (v, . . ., v4) est défini
presque par tous sur I'. Si v est un champ vectoriel défini sur I', alors nous no-

tons v, et v, les composantes normales et tangentielles de v sur la frontiére I

Vy =0V -V, Uy =0 — U,V sur L.

De méme, la composante normale o, et la composante tangentielle o, d’un

tenseur o sont données par



1.3. Conditions aux limites

o, = (ov)w, oy =ov—o,v sur L.
Tout au long de ce mémoire, nous supposons que la surface I' est divisée en
trois parties mesurables disjointes I'1, T's et I's telle que mes(I';) > 0.
1.3.1 Les conditions aux limites des déplacements et des trac-
tions

Le corps est supposé fixé sur la partie I'1 et donc nous utilisons la condition

de Dirichlet homogene
u =0 sur I'y,
tandis que des tractions surfaciques de densité fo agissent sur I's. Alors, le
vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov = fy sur I's.

Nous passons maintenant & la description des conditions aux limites sur I's,

que nous utiliserons dans ce mémoire.

Fig 1: un corps déformable en contact avec une fondation




1.3. Conditions aux limites

1.3.2 Condition de contact bilatéral
Cela signifie que le contact entre le corps et la fondation est maintenu a
tout moment et il est modélisé par ’équation

u, =0, on I's.

Cette condition peut étre trouvée dans de nombreuses machines et dans les

piéces mobiles et les composants des équipements mécaniques.

1.3.3 Condition de contact avec la loi de frottement de Cou-
lomb dépendant du glissement

La loi de frottement de Coulomb statique se lit comme suit

lor| < p((url),
" on I's,
or = —p (|ur|) ‘QTT st ur # 0

7]

ce qui stipule que, s’il y a contact, la traction tangentielle o est bornée par la
valeur du coefficient de frottement p (|ur|). Si 'inégalité stricte est satisfaite,
le glissement ne se produit pas, et lorsque 1’égalité est satisfaite, la contrainte
de frottement est opposée au taux de glissement.

1.3.4 Conditions aux limites électriques

Pour un corps piézoélectrique, I'; UT'y est divisée en deux parties disjointes
et mesurables I', et 'y telles que mes (I'y) > 0. Nous supposons que la charge

électrique surfacique de densité g9 impose sur I'y telle que :

D -v=gqg surITY%.

En outre, nous supposons que le champ potentiel électrique satisfait

=0 sur I,.



CHAPITRE 2

Rappels et préliminaires

Dans ce Chapitre on va présenter quelques rappels d’analyse fonctionnelle
ét donner des notations principales seront utilisées dans ce mémoire, pour
plus des détails voir [4, 5, 6, 8, 12, 18, 20, 21].

2.1 Quelques resultats dans les espaces de Banach

Pour chaque espace de Banach réel X, on note par X*, ||.|| v, (,) y+x x €t
L (X, X*) le dual topologique de X, la norme sur X, le produit de dualité
entre X et X*, I’espace vectoriel des toutes les applications linéaires continues
entre X et X* respectivement. Dans cette Section, X est un espace de Banach

réel.

Définition 2.1 On dit qu’une suite {u,} C X converge faiblement vers u

€ X et on écrit

up — u faiblement dans X si lirf (U, Un) ey x = (U, U) yuy v » YU € XT.
n—-roo

Définition 2.2 Un espace de Banach X est dit réflexif si i* (X) =(X*)* ou



2.1. Quelques resultats dans les espaces de Banach

i* est Uapplication canonique définie par
X = (X)) s (u) = fu € X, Vu e X fu(v) = (0,u) yuy o YO E X

Proposition 2.1 Soit X un espace de Banach réflexif, si {u,} C X est une
suite bornée dans X alors elle admet une sous-suite qui converge faiblement
dans X.

Définition 2.3 Soit & : X — (—o0, 00|, une fonction, le domaine effectif de

D est I’ensemble des points ot elle ne prend pas la valeur oo,
D(®)={uveX :P(u) <},

et on dit que ® est propre si D (®) # 0. Le sous-différentiel de ® en u € X

est l’ensemble
0P(u)={le X (Lv—u)y <P(v)—P(u) ,VveX}.
Définition 2.4 Une fonction ® : X — R est dite conveze ssi
P(Il-a)ut+av) < (1—a)®(u)+ad(v), Yu,v e X, Va € (0,1).
P est strictement convexe si,
P(1l-—a)ut+av)<(l—a)®(u)+ad(v), YVu,ve X, Yae (0,1).

On dit que ® est semi-continu inférieurement en u € X si, pour chaque
suite{u, } C X, telle que

iy — ully =0,

on a
lim inf @ (u,) > & (u).

n—-+4o0o

On dit que ® est faiblement semi-continu inférieurement en u € X, si pour



2.2. Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

chaque suite {un} C X converge faiblement vers u € X on a

lim inf ® (uy) > @ (u).

n—-+00
Proposition 2.2 Soit & : X — R une fonction convexe. Alors, ® est faible-

ment semi-continu inférieurement ssi ® est semi-continu inférieurement.

Définition 2.5 Soit F' : X — X une application. On dit que F admet un
point fixe ssi 3 u € X, tel que F(u) = u et on dit que F est contractante ssi

il existe une constante Lp € [0,1), telle que
|F(u) = F(v)llx < Lrllu—vlx, Vuv e X.

Proposition 2.3 Soit X un espace de Banach et soit F': X — X une appli-

cation contractante, Alors, F' admet un unique point fize .

2.2 Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

Pour tout espace de Hilbert réel X, nous notons par (.,.) y et ||.|| x le pro-
duit scalaire et la norme associée sur X, respectivement. Dans cette section,

X est un espace de Hilbert.

Proposition 2.4 (Théoréme de représentation de Riesz). Pour toutn € X*,

il existe un unique élement f € X tel que

(1,0)x*wx = (f,v)x, Vv € X.

De plus, on a
17l = 1fllx -
Alors, on peut identifier Uespace de Hilbert X avec son dual X™* et on désigne

encore par f l'élement de X qui représente uniquement la forme linéaire et

continue 1.



2.2. Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

Définition 2.6 Soit a : X x X — R une forme bilinéaire. 1) a est continue

sur X sl existe une constante réelle Ly > 0, telle que
|a (w1, w2)| < La lun] x lwallx , Ywr,we € X. (2.1)

2) a est coercive (X -elliptique) s’il existe une constante réelle mg > 0, telle
que
ma w3 < a(w,w), Yw € X. (2.2)

3) a est positive si
0<a(w,w), Vwe X.

4) a est symétrique si
a (wy,wy) = a(wy,wr), Ywi,we € X.

Proposition 2.5 ( Théoréme de Lax-Milgram ). Soit a : X x X — R une
forme bilinéaire, coercive et continue. Alors, pour tout f € X, le probleme

swivant : Trouver un élement u € X, tel que
a(u,v) = (f,v)x, Yo € X,
admet une unique solution.

Proposition 2.6 Soit a: X x X — R une forme bilinéaire continue et coer-
cive et soit ® : X — (—o0,00] une fonction propre, convexe et semi-continu
inférieurement sur X . Alors, pour tout n € X*, le probléeme suivant : Trouver

un élement u € X, tel que
a(u,w—u)+®(w) —P(u) > N,w—1u) gy, VweX.
admet une unique solution.

Proposition 2.7 Soient X un espace de Hilbert, a : X x X — R une forme

bilinéaire symétrique continue et coercive et {u,} C X une suite qui converge



2.3. Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

faiblement vers u € X. Alors on a

lim infa (up,u,) > a(u,u).
n—-+0o00

2.3 Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

Soit Q un domaine borné dans I'espace numérique R?, (d=2, 3), de va-
riable x = (z1,...,x4), avec une frontiére de Lipschitz I". Nous introduisons

les espaces

H = L*(Q;RY), 0 = L2(Q;S%),

Hy={uec H; e(u) € Q}, Q1 = {0 € Q; Divo € H}.
Z={DecH; divD c L*(Q)}.

H, O, Hy, Q1 et Z sont des espaces de Hilbert munis respectivement par des

produits scalairs canoniques

(u,v)H:/u'vda:, Yu,v € H, (U,T)Q:/U-Td:c, Yu,v € Q,
Q Q

(uv U)Hl = (U’U)H + (E(U)’E(U))Q’ Vu,v € Hy,

(0,7)0, = (Divo, Divt)g + (0,7)g, Yo, T € Q1,
(D, B)z = (div D, div B) 20y + (D, B)u,

ot les nomes associées sont notées respectivement par |||, |-l g, Il 7, » [I-lo,
et |.||z. Nous pouvons définir I'application de la trace 7 : Hy — L? (F; Rd)
qui est un opérateur linéaire continu tel que 7 (v) = vjp si v € H1 N [C’ (Q)}d.

Soit Hp = HY?(I;R%), alors 4 : Hy — Hy est linéaire, continu et sujectif.

10



2.4. Approximation par éléments finis

On rappelle que 7 est un opérateur compact, c’est-a-dire que pour toute suite
bornée {v, } dans Hj, il existe une sous-suite de {v,} qui est convergente dans
L? (F)d. Pour chaque élément v € Hy nous utilisons la notation v pour notée
la trace ¥(v) de v sur I'. De plus, si o € Q; est réguliére, alors on a la formule

de Green suivante

(Divo,v)g + (0,e(v))o = /au -vds, Vv € Hy, (2.3)
r

ou ds est I’élément de mesure de la surface. Aussi, on note ¢ la trace d’un
élément o € HY(Q) sur T et on rappelle que lorsque D € Z est une fonction

réguliere, la formule de Green suivante est vraie :

(@i D, )20 + (D, V), = [ D-voda, ¥ € HIQ),  (2.)
T

ou V : HY(Q) — L?(Q) est I'opérateur gradient défini par

Oy 1
Vgoz( > , Ve H(Q).
Ox; 1<i<d

2.4 Approximation par éléments finis

Notons que 'on peut étendre cette discussion & des domaines de dimen-
sions autres que deux et par souci de simplicité, on suppose que Q C R2?
est polygonal et partitionné en un nombre fini de triangles 7 € 7", tel que
Q= TgThT et pour 7y # T; € T", alors 7; N Ty soit vide, soit un sommet

commun, soit un c¢oté commun. Pour un élément quelconque 7 € 7", on note

hT:maX{Hx_yH? z, yeT}v

alors le parameétre de discrétisation est défini comme A = max { hr, T € Th}.

Soit p7 le diamétre de la plus grande sphére inscrite dans 7.

Définition 2.7 Une famille de triangulation {Th}h de Q est dite réguliére

11



2.4. Approximation par éléments finis

ssi h tend vers zéro et qu’il existe une constante p* > 1 telle que

h
L < NT €T, Vh.
PT
Ici, x17, xo7, 37 sont les sommets et by est le barycentre de 7 voir

Figure 2.

AT

f""f

Xor Fig 2: un élément 7 Ih X3T

Maintenant, si I'espace X = H'({) est a approximer, notons {xz}fvzhl c

I'ensemble des sommets des éléments et soit {g; f-vzhl les fonctions de base
d’éléments finis correspondantes qui sont linéaires sur chaque élément 7 et

satisfont

l,i=3 o
() = ,1§’L, SN 2.5
e {072.# j< N (2:5)

Alors I'espace de fonction linéaire par morceaux correspondant est

X" = span{p;, 1 <i < Ny}.

L’interpolation par éléments finis d’une fonction continue v € C (Q) est don-

née par

12



2.4. Approximation par éléments finis

Np
() = S 0 (z:) i
=1

Dans les approximations numériques, nous supposerons que  C R¢, (d=2,3),
est un domaine polygonal/polyédrique et sa frontiére I' est divisée en trois
sous-ensembles relativement fermés I'1, I'y et rg, avec mutuellement intérieurs
disjoints. Pour 1 < j < 3, on écrit I’ :iglf‘; tel que sur chaque F;'-, le
vecteur normal extérieur unitaire soit constant. Soit 7" une famille réguliére
de partitions éléments finis de 2 supposée compatible avec la décomposition
de T, c’est-a-dire si .S est un coté tel que pour certains j et i, S N Fé- contient
un point intérieur de S, alors .S C F; Notons Trha la partition de I's induite

par la triangulation 7". Considérons I’espace
W={y € HY(Q), =0 sur I',}.
Alors 'espace des éléments finis a utiliser est
wh = {wh eC(Q),y" |7 P, (T), VT € T, ¢" =0 sur ra}, (2.6)

ou P; (7) est 'ensemble des fonctions polynomiales de degré global inférieur

ou égal a 1 dans 7. Considérons I'espace
V={ue Hl(Q;Rd), u=0on T, u,=00nT;3 }.

Alors 'espace des éléments finis a utiliser est

Y

Vh_{ wh e [C(Q)]7, wh ke [P (K], VT € T, wh =0 sur Ty, }
wl [5=0, VS € T
2

(2.7)

Nous avons les estimations d’erreur suivantes

oo

2 2 (. rd
LQ(Q;Rd) <ch |’UHH2(Q;R¢) ,Yve H (Q,R ) , (28)
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2.4. Approximation par éléments finis

Hv — (U>H < ch o] y(qp) » Vo € H? (Q;Rd> , (2.9)

H'(R4)

[o =1 @) oy < Pl Vo B @), (210)

HY(Q)

0
o =100 s ey < b2 Iollrsqr, may
= (2.11)

Yoe L?(T), v . € H*(';RY), 1 <i <.

14



CHAPITRE 3

Probleme de contact avec frottement pour un matériau

électro-élastique

Dans ce Chapitre on va étudier un probléme de contact statique avec
frottement pour un matériau électro-élastique. Nous nous concentrons sur le
controle optimal du probléme qui consiste & amener le tenseur de contraintes
au plus prés d’une cible donnée. Pour cela on va appliquer un controle sur une
portion de la frontiére du corps. Enfin, nous proposons un schéma numérique

discret pour résoudre le probléme.

3.1 Enoncé du probléme

Le cadre physique est le suivant. Un corps déformable occupe la confi-
guration de référence Q C R%=23 qui est un domaine borné a frontiere Lip-
schitzienne I'. Le corps est supposé avoir une loi élastique et le processus est
statique. On suppose une partition de I' en trois parties ouvertes disjointes
'y, T'y et I's, d’une part, et une partition de I'y Ul's en deux parties ouvertes
disjointes 'y, et I', d’autre part, telles que mes(I'y) > 0 et mes(I'y) > 0. Le
corps est serré sur I'y et donc le champ de déplacement s’y annule, tandis

que des tractions surfaciques de densité fo agissent sur I's. Nous supposons

15



3.1. Enoncé du probléme

que des forces volumiques de densité fj et des charges électriques volumiques
de densité qg agissent dans €). De plus, la condition aux limites de Dirichlet
homogéne du potentiel électrique est considérée sur I'y, tandis que des charges
électriques libres de densité ¢o agissent sur I'y. Sur I'3 le corps est en contact
avec une fondation. Le contact est supposé bilatéral et régi par une version
de la loi de frottement sec de Coulomb dans laquelle la borne de frottement
dépend du glissement. Pour simplifier la notation, nous n’indiquons pas ex-
plicitement la dépendance des différentes fonctions vis-a-vis de la variable
spatiale x € QUI'. Sous les hypothéses ci-dessus, la formulation classique de

notre probléme est la suivante.

Probléme 3.1 Trouver un champ des déplacements u : Q — R?, un champ
des contraintes o : Q@ — S%, un champ de potentiel électrique ¢ : Q — R et un

champ des déplacements électriqgues D : Q — R? tels que

o = Ae(u)+EV(p) dans Q, (3.1)
D = E&s(u)—CV(p) dans 1, (3.2)
Divo + fo = 0, dans Q, (3.3)
divD — gy = 0, dans (, (3.4)
u = 0, sur Iy, (3.5)
ov = fo, sur Iy, (3.6)
¢ = 0 sur Dy, (3.7)
D-v = ¢ surTy, (3.8)
D-v = 0 surls, (3.9)
u, = 0, sur I's, (3.10)
o7 < p(furl),

w onT3.  (3.11)

or = —p(lur) T 5 U #0

Les équations ({3.1])-(3.2) représentent la électro-¢élastique. Ici A est 'opéra-

teur d’élasticité, £ désigne 'opérateur piézoélectrique, £* est la transposée de

16



3.2. Hypothéses et Formulation variationnelle

&, =V est le champ électrique, C représente 'opérateur de permittivité élec-
trique. Les équations — représentent les équations d’équilibre pour les
champs des contraintes et des déplacements électriques, respectivement. Les
conditions — sont les conditions aux limites de déplacement-traction
ou ov représente le vecteur de contrainte de Cauchy. — représentent
les conditions aux limites électriques sur I', U I'y. Les conditions —
caractérisent les conditions aux limites de contact. La condition signifie
que la fondation est supposée isolée. L’équation représente la condition
bilatérale, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de perte de contact pendant le processus.
On consideére ici la loi de frottement sec de Coulomb statique dépendant du
glissement. La condition stipule que s’il y a de contact, o, ne peut pas
dépasser la valeur du coefficient de frottement p (|ur|). Si 'inégalité stricte
est satisfaite, le glissement ne se produit pas, et lorsque ’égalité est satisfaite,

la contrainte de frottement s’oppose au glissement.

3.2 Hypothéses et Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme mécanique (3.1f)-
(3.11)), nous avons besoin des notations supplémentaires. On considére ’espace

des champs de tenseurs du quatriéme ordre

Qoo = {€ = (Eijw) | Eijrr = Ejirr = Eriij € L), Vi, j, k1 € {1,...,d}},
qui est un espace de Banach muni de la norme
1€]lq, = pmax 1€kt ll 10 ) - (3.12)

Soit V' le sous-espace fermé de Hi défini par

V ={we€ Hy; w=0sur I'1; w,=0 sur I's},

17



3.2. Hypothéses et Formulation variationnelle

Puisque mes (I'1) > 0, l'inégalité de Korn est vraie
Ck vl < lle (@) llg, Yo eV, (3.13)

ol C'x > 0 est une constante positive dépendant uniquement de 2 et I';. Une
preuve de 'inégalité de Korn peut étre trouvée, par exemple, dans [17, page

79]. Sur Pespace V, on consideére le produit scalaire donné par
(u> U)V :(5(u)7 E(U))Qa Vu, (S V7

et soit ||.||;, la norme associée. Il découle de I'inégalité de Korn (3.13)) que
Iz, et [|.ly; sont des normes équivalentes sur V. Donc (V; (.,.);, ) est un

véritable espace de Hilbert. De plus, nous introduisons ’espace fonctionnel
W ={pec HY(Q); p =0 sur T},

qui est un sous-espace fermé de H'(Q). Puisque meas(I'y) > 0, Iinégalité de

Friedrichs-Poincaré suivante est vraie :
Crllelmiq) < IVelly, Yo e W, (3.14)

ot Cr > 0 est une constante positive dépendant uniquement de € et I',. Sur

I’espace W, on considére le produit scalaire donné par

<¢7¢>W: (V%Vw)[{a V%w € VVa

ot la norme associée est notée ||.||y,. Il découle de que ||| g1 et
||.]lyy sont des normes équivalentes sur W. Donc (W, (.,.);;, ) est un espace
de Hilbert réel. De plus, d’aprés le théoréme de la trace de Sobolev, il existe
deux constantes positives ¢y et ¢y dépendant uniquement du domaine €, I'q

et I's telles que

IN

(@) Mol z2(rsmay collvllv, Yo e V; (3.15)
(@) [¥llz@ry < cll$lw, Ve W. (3.16)



3.2. Hypothéses et Formulation variationnelle

Dans ’étude du probléme mécanique (3.1))-(3.11)), on suppose que A = (Ajji) :
Q x S — S? satisfait

(i) I existe m4 > 0 tel que
Ac-e > el?, Ve,ea €S pp. zeQ;
ma e 1,€2 p-p- (3.17)

(ii)) A € Quo-
L’opérateur de permittivité électrique C =(C;;) : © x R? — R? satisfait

(i) C(x,w), = > Cij(z)wy,

1<j<d
1<i<d, ppxe, Vw= (wj)lgjgd, € R%

(ii) Cij =Cj; € L™ (Q), 1<i,j < d; (3.18)

(iii) II existe m¢ > 0 tel que

| C(x,w) -w>=me \w[2, pp.x € Q, Yw € R%.
On suppose que la fonction £ =(e;;) : Q x S — R? satisfait

() E@e)= Y. eijrl(@)em

1<g,k<d
1<i<d, ppx e, VeeS (3.19)

(11) Cijk = €ik; € L (Q) , 1<4,5,k < d.
L’opérateur £* : Q x R4 — S? est défini par

e-& (z,w) = & (z,¢) -w, Yw € RY, Ve eS¢, pp.x e Q. (3.20)
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3.2. Hypothéses et Formulation variationnelle

On suppose que le coefficient de frottement p : I's x RT — R satisfait

[ (a) 1l existe L, > 0 tel que
(@, m1) = p (@, m2)| < Ly fry — 7l

YV ri,re € RT, p.p.x € Ts;

VreRT;

(¢) I'application & — p (z,0) € L? (') .

\

Les densités de forces satisfont
(¢) fo € H, (i7) fo € L2(F2;Rd).

Nous supposons que les densités de charges électriques satisfont

(i) a0 € L* (), (i) g2 € L*(T).

On suppose que
ma
L, < —.
1 2

On va utiliser la fonctionnelle j, : V. — R définie par

Jr(w,v) = /,u(\wT\) |vr|ds, YV w,ve V.
I's

(b) lapplication  — p (x,r) est lebesgue mesurable sur I's

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour définir ’élément

f eV par
(f,w)vz/fo-wdx—i-/fg-wds, Yw e V.
Q )

20
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3.2. Hypothéses et Formulation variationnelle

Enfin, de (3.23)) il existe une fonction ¢ € W tel que

(¢, 0)w = /qowdw— /qchds, Vo e W,
Q Ty

Aussi, de (3.19))-(3.20)), on déduit qu’il existe Lg > 0 tel que

I€ellyy < Lellellg, Ve € Q.

€ wllg < Lelwl|y, Vwe H.

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Maintenant, supposons que u et o sont des fonctions assez réguliéres satisfai-

sant (3.1)-(3.11)). Soit w € V. En utilisant la formule de Green (2.3) et (3.1),

on trouve

(a,s(w))g—/fg-wdm:/au-wds,
Q

r

et par (3.5 on obtient

/Uu-wds:/fg-wds —i—/JT-wTds, Ywe V.

r Iy T's

De (3.30), (3.31) et (3.26]) on déduit que

(J,s(w)—e(u))g—/aT-(wT—uT)dS— (Frw— )y .

I's

D’autre part, nous avons

—/JT'wTds§/|JT]|wT]ds,

I's I's

21
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3.2. Hypothéses et Formulation variationnelle

et en tenant compte de la condition (3.11]), on conclut que

—/UT-wTds g/yaTHwT\ds < /u(]uT\)|wT]ds,

I's I's I's
et
/JT pds = —/UT\ un| ds = —/M(WT\) | ds,
I's I's I's

ce qui avec ([3.25)), nous donne

- /O‘T A(wr —ur)ds < jr(w,u) — jr(u,u). (3.33)
s

Alors, de (| - ) et ( -, on trouve que
(0’,6 (w - u))g +j7—(’LU,’LL) - jT (u7u) > (f>w - u)V: Vwe V: (334)

D’autre part, soit ¢ € W. En utilisant la formule de Green et (| ., on

trouve que
(@0, )10y + (D, V0)y = [ qwvds,
Ty

ce qui donne

Finalement, en utilisant ( et (3.35]), on obtient la formulation
variationnelle suivante en terme de champ des deplacements et de potentiel

électrique uniquement.

Probléme 3.2 (PV) Trouver un champ des déplacementsu € V' et un champ
de potentiel électrique ¢ € W tels que

(Ae(u), e (w —u))g + (E*V(p),e (w —u))g
(3.36)

+jr(w,u) — jr (u,u) > (f,w—u),,VweV,
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3.2. Hypothéses et Formulation variationnelle

(CVQ, V) = (E(u), V) g + (¢, )y, Vb € WL (3.37)

Une solution {u, ¢} qui satisfait — s’appelle solution faible du
probléme —.

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous pouvons in-
troduire les opérateurs linéaires et continus S : W — W, N : V — W,
F : W — V définis par

Nw, )y = (Ee(w), Vi), Yw € V.V ¢ € W, (3.39)
(Fip,w)y = (Ve (w))g, Yw € V.,V ¢ € W, (3.40)

Apres un calcul simple, on trouve que S est une application linéaire sur W et

qui satisfait

me ol < (Se, @)y, Yo € W. (3.41)

[Sellyw < Lellelly , Yo € W. (3.42)

Par conséquent, S est une bijection dont I'inverse linéaire S~ satisfait
1 1
57l < o Wl V0 € W, (3.4

me ||S7|5, < (S7M,4)y,, Vo e W (3.44)

Soit a : V x V — R une forme bilinéaire définie par
a(w,v) = (Ae (w) e (v))g + (]:S_l/\/w,v)v , Yw,veV. (3.45)
Dans la suite, on utilise la notation suivante

f=f-FSy (3.46)
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3.3. Existence et unicité de la solution faible

En utilisant les relations (3.38)-([3.40]) et (3.45), il s’ensuit que le probléme
(13-36)-(3.37)) est formellement équivalent au probléme suivant.

Probléme 3.3 Trouver un champ des déplacements uw € V' et un champ de

potentiel électrique o € W tels que
a(u,w —u) + jr(w,u) — jr (u,u) > (f,w - u)v, VwelV, (3.47)

0 =8""Nu+S1q. (3.48)

3.3 Existence et unicité de la solution faible

Notre résultat principal d’existence et d’unicité dans cette Section est le

suivant.

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses — , le probléme —

a une unique solution.

Preuve.On utilise ([3.38))-(3.40), (3.20)) et (3.44)), on trouve

(FS 'Nw, w)v =

(E*VS ' Nw,e ( )
(VS l/\/w Ee (w))
= (E2(w), VS 'Ww),
(
(S

H

Nw,S™ 1/\/w)
S 'Nw Nw) chHS_l./\/'wHW

ce qui avec ([3.45) et (3.17) montre que a satisfait

ma |wlfs < a(w,w)y,, Ywe V. (3.49)
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3.3. Existence et unicité de la solution faible

D’autre part, on a

(fSile,v)v = (VS Wuw,e (v )
(VS 'Nw, & (v)
= (Ee(v), VS 'Ww),
(
(

Nuv, 8™ 1Nw)
S ' Nw, /\/v)

— NV N
N uly [N el

IN

ce qui avec ([3.45) et (3.17) montre qu’il existe L, > 0 tel que
la (w1, w2)| < La [lwilly [[welly, Vwy,we € V. (3.50)

Ainsi, a une forme bilinéaire continue et coercive. Soit n € V, il résulte que la

fonctionnelle ©,, : V' — R définie par
@U(U) = jT(nuv)z \V//U € V)

est proprement convexe et continue. On considére le probléme suivant.

Trouver u, € V tel que
a Uy, v —uyp) + Oy(v) — Oy (uy,) > <f, v— un) ,forallve V. (3.51)

Ainsi, & partir d’un résultat standard sur les inéquations variationnelles ellip-
tiques de seconde espéce, voir Proposition 2.6, on en déduit que le probléme
a une unique solution u, € V. Pour continuer, on définit 'opérateur
A:V =V par

A(n) = uy. (3.52)

Soit 11, 7y € V, en utilisant la notation u; = u,, et uz = u,,, alors de (3.51)),

on obtient
a(up — ug,ur — ug) < jr(ny,u2) — Jr (M1, u1) + Jr (M2, u1) — Jr (12, u2),
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3.4. Le probléme du contréle optimal

et en gardant a esprit (3.45)) et (3.49), on obtient

2
mg |Juy — ually, < Ly llm — mally llur — ually

ce qui, avec ([3.52)) donne

IAmy — Amylly < D52 )
T2 mvfmA M — N210ly -
et comme )
L
0fu =Ly <1,
ma

on en déduit que A est une contraction dans l’espace de Banach V. Il existe
donc un unique n* € V, tel que n* = An* =u,~. Nous avons maintenant tous
les ingrédients pour prouver le Théoréme 3.1. Soit n* I'unique point fixe de A,
soit u,+ 'unique solution du probléme pour 7 = 1" et soit ¢, . tel que

P = ST Nuy + 81, (3.53)

alors {un*,gon*} est une solution du probléme 1){) L’unicité de la

solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A, 'uni-
cité de la solution du Probleéme (3.51)) et de la définition (3.53)). Donc, on en

déduit que {un*,gon*} est une solution unique du probléme 1”) Ce
qui achéve la démonstration du théoréme 3.1. m
3.4 Le probléme du contréle optimal

Maintenant, on voudrait exercer un controle donné fs sur I's pour que la
contrainte résultante

o= Ae(u) + E*V(p), (3.54)

soit la plus proche possible d’une cible donnée

o= Ae(ue) + E*V(p,). (3.55)
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3.4. Le probléme du contréle optimal

Ici dans (3.59) (uc,¢.) est un élément donné dans V' x W.
En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, on en déduit qu’il

existe un élément unique [ € V qui satisfait

(l,w)y, = /fo ~wdx — (FSilq,w)V, Yw e V. (3.56)
Q
Aussi, on peut introduire la fonction F' : L? (Fg; Rd) — V' définie par

(F(g),w), = /g -wda, ¥ (g,w) € L? (m;md) < V. (3.57)
I

Considérons maintenant le probléme d’état suivant.

Probléme 3.4 (Ps) Soit fo € L? (T's;RY) un controle donné. Trouver un
élément (u,p) € V. x W tel que

a(u,w—u) + jr(u,w) — jr (u,u)
(3.58)
>+ F(f2),w—u),VweV,

0 =S"Nu+S1q. (3.59)

En utilisant le théoréme 3.1, on en déduit que pour tout fo € L? (Fg; Rd) le
Probléme Pg a une unique solution (u, ) € V x W. Ensuite, nous introduisons
une fonctionnelle cott £ : L? (Fg; Rd) x V x W — R définie par

Y B Y
L(g,w,) = 5 lw — el + 5 1 — @l + B HgHiz(p%Rd) ;
(3.60)

Y (g, w,v) € L? (Fg;Rd) xV x W,

ou v, 8, 0 > 0 sont deux constantes positives.

On considére le probléme de controle optimal suivant.
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3.4. Le probléme du contréle optimal

Probléme 3.5 (Poc) Trouwver (g*,u*,¢*) € W tel que

£(9*7U*790*) = min {‘C (g7w7w) }7 (3'61)
(g,u,p)EW

ou
W = {(fg,u,go)/(fg,u, @) e L? (Fg;Rd) x V x W, tel que soit vmz}.

3.4.1 Existence de la solution

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.2 Le probléme Poc a au moins une solution (g*,u*, ¢*) € W.

Preuve.De (3.60)), on déduit qu’il existe une suite {(gn, un, ¥,)}pen C
W telle que

1
0< inf L(g,u, < L(gn,Un,p,) < inf L (g,u, + —,
< (gw)ew{ (9,u,0)} (g ©n) (g,u,g&)EW{ (g,u, )} -

ce qui implique que {(gn, Un, ©,)} pen-eSt bornée dans L? (Fg;]Rd) xV xW.

De plus, on a

lim £ (gn,Un,,)= inf L(g,u, . 3.62
o L Gnstinspn) = Ik AL (g, w0)} (3.62)

Ainsi, par des arguments de compacité standard, voir Proposition 2.1 et la dé-
finition de 'application de trace page 10-11, il s’ensuit qu’il existe (g*, u*, ¢*) €

L? (T'9;RY) x V x W et une sous-suite de {(gn, Un, ¢p,)},en+» & NOUVeau notée
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3.4. Le probléme du contréle optimal

par {(gn, Un, ©p) }nen=» telle que les convergences suivantes soient vérifiées

up, — wu’faiblement dans V lorsque n — -+o0,

up, — u* fortement dans L2 (Fg;Rd> lorsque n — —+o00,

(3.63)
(3.64)

up — u* fortement dans L2 (Fg; ]Rd> lorsque n — 400,  (3.65)
gn — g* fortement dans L2 (Fg;Rd> lorsque n — 400,  (3.66)
(3.67)

v, — " faiblement dans V lorsque n — 4o0.

En utilisant (3.58)), (3.63)), (3.66) et (3.67) nous obtenons

L(g*,u*, ") <lUminfLl (gn, un, ©,) (3.68)
n—-+o0o
ce qui, avec (3.62)) donne

L(g"u"¢") < inf  {L(g,u,0)}. (3.69)
(g,u,0)EW

De plus, en utilisant des arguments de semi-continuité standard, voir Propo-

sition 2.7, nous obtenons

liminfa (w,, un, —w) > a (u*, v —w)y, . (3.70)

n—-+00

En revanche, de (3.21)), (3.25) et (3.65]), on trouve

nli)r_{_loo e (Uny w) = Jir (Un, un)] = jr (v, w) = jr (u*,u”). (3.71)
En utilisant (3.56)-(3.57)), (3.63)-(3.64)) et (3.66]) on en déduit que
im (4 F () w )y = (4 F ()0 -y (372)

De plus, en utilisant (3.59)), (3.63) et (3.67)), on obtient

o =S Nut + 871 (3.73)
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3.4. Le probléme du contréle optimal

Maintenant, puisque {(gn, tn, ) tpen- C YV nOUS avons

a (urn w — un)V + jT(una 'LU) - jT (un7 un)
(3.74)
>+ F(gn),w—1up)y,YweV.

Passant au limsup lorsque n — 400 dans (3.74)) et en utilisant (3.73]), on en
déduit que (¢g*,u*, *) est une solution du probléme Ppoc. m
3.4.2 Une technique de régularisation

Nous voulons appliquer une technique de régularisation aux problémes Pg
et Poc afin d’obtenir des problémes lisses. Ces problémes ont un certain inté-
rét en eux-mémes et fournissent une approximation de la solution du probléme
initial. Fixons a > 0, on introduit la fonctionnelle régularisée j, : V xV — R

telle que, pour tout z,w € V,

Jalz,w) = /u <m 1z + a2 — a> X (\2/ w, | + a2 — a> da.  (3.75)

I's

Nous avons

(ol 0= ) o ({urP 02 - @) = oo o
< (o 1 0t = ) = o) (e 2 -
2 2 2

V0ws" +a? —a—|w,|

(

+ p (@, |z

30



3.4. Le probléme du contréle optimal

ce qui donne

(ol 0 =) ({ur 02 - @) — oD o
<Ly ((i/lzfl2 +a? - \zT!) + oc) (i/\wTF +a? - oc)
(Yol a2 = )+ ) @l 4 00,

et en utilisant le fait que

Y. |wT|2 +a? <|w|+a,VweV,

on en déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que

.

\

a(zw) = jr(z,w)| < ca[llw], + 1|zl + 1], vzwev.  (3.76)
Maintenant, nous énoncons le probléeme d’état régularisé suivant.

Probléme 3.6 (Pg) Soit a > 0. Soit fo € L? (I's;R?) un contréle donné.

Trouver un élément dans (u, ) € V. x W tel que

a(“vw_u)+ja<u;w) — Ja (u,u)
(3.77)
>+ F(f2),w—u)y, forallweV.

0 =8""Nu+S 1. (3.78)

Théoréme 3.3 Le probleme Pg admet une unique solution dans V x W.

Preuve.La preuve peut étre obtenue par des arguments similaires a ceux

utilisés dans la preuve du théoréme 3.1. m

Maintenant, nous introduisons un probléme de controéle optimal régularisé

comme suit
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Probleme 3.7 (Pg-) Soit a > 0. Trouver (g,u, ) € W tel que

min L(g,u, , 3.79
(g,u,@ewa{ (9,u, )} (3.79)

o
o
&
Sl

I

ou

W = {(fg,u, ©) / (fa,u, ) € L? (FQ;Rd> x V x W telque (3.77) soit vmz} .

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.4 Soit o > 0. Le probléme P§. a au moins une solution
(9,4, 9).

Preuve.La preuve peut étre obtenue par des arguments similaires a ceux
utilisés dans la preuve du Théoréme 3.2. m

Nous étudions maintenant la relation entre les solutions du probléme Pg

et du probleme Pg lorsque « tend vers zéro. Plus précisément, nous allons

démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.5 Soit (f5',u®, ¢*) € W et soit (fa,u,p) € W. Si

[ — fo faiblement dans L? (Fg;Rd) lorsque o — 0, (3.80)

alors,
u® — u fortement dans V lorsque a — 0. (3.81)
0" — ¢ fortement dans W lorsque o — 0. (3.82)

Preuve.En choisissant en (3.77)) w = Oy, on en déduit que

[y < — (Il + [1E (F2)lv) 5 (3.83)

1
ma
qui, avec (3.80) et (3.57) implique que {u®}, est une suite bornée dans V.
Ainsi, en utilisant des arguments de compacité standard, voir Proposition

2.1 et la définition de l'application de trace page 10-11, on en déduit qu’il

32



3.4. Le probléme du contréle optimal

existe u* € V' et une sous-suite de {u®},, encore notée {u} , telles que les

convergences suivantes soient vraies

u® — u* faiblement dans V' lorsque a — 0. (3.84)

u® — u* fortement dans L? (Fg;Rd> lorsque o — 0. (3.85)
u® — u* fortement dans L? <F3;Rd> lorsque a — 0. (3.86)
Puisque (f§', u®) satisfait

a (uavw - uoc) +ja(uaa w) - ja (ua7ua)
(3.87)
>+ F(fs),w—u®),,forallweV,

puis, & partir de (3.80)), (3.84)-(3.86) et en utilisant des arguments similaires

a ceux utilisés dans (3.70)-(3.72)), il s’ensuit que (fo2, u*) satisfait (3.58)), ce qui
implique que u* = u. Pour continuer, en utilisant (3.59) et (3.87]), on obtient

a(u® —u,u® —u) < jo(u*,u) — jr(u,u)

+j7' (uaua) - ja (ua)ua) + (F (fél - f2) 7ua - U)V )
ce qui donne

[ a(u® —u,u® —u) < jr (u,u®) — jr(u,u)

+j7’(ua7u) - jT (uavua) +jo¢(ua7u) - jT(ua7u)

\ +j7’ (ua’ua) _joz (Uaaua)‘i‘(F(ff‘—fz),uo‘—u)v.
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3.4. Le probléme du contréle optimal

Par conséquent, on a
( « 2 2 o 2
ma [lu® —ully, < gLy [[u® — ully +

ja(uo‘,u) - j‘r(uaa u) + Jr (uaaua) — Ja (uaaua)

+(E (S = f2),u” =)y,

d’ou on obtient

(ma—Lu) [u® —ully, < la(u® u) = jr(u® )| + Gz (u® u®) = ja(u®,u®)]

+(E(f3 = f2),u —u)y

En gardant a Vesprit (3.76)), (3.57)), (3.80) et en passant a la limite comme

a — 0 dans la derniére inégalité on obtient

lim [|u® — ull, = 0. :
Tim [l — ully, =0 (3.89)

Enfin, puisque le probléme Pg a une solution unique, les arguments ci-dessus
appliqués a toutes les sous-séquences de {u®}  nous aménent a nouveau a la
méme limite u. Ainsi, on en déduit que la suite entiere {u®}, satisfait (3.81)).
Enfin, est une conséquence de et . [

Ensuite, nous prouvons des résultats de convergence impliquant les solu-

tions des problémes Pg. et Poc.

Remarque 3.1 Soit (¢*,u*, ¢*) une solution du probléme Poc. Alors, g*
minimise la fonctionnelle J : L? (Fg; Rd) — R définie par
g B 2 0 2
T(9) =5 lw—ually, + 5 e = eailly + 5 191 72(pyme ¥ (9:1:0) €W,
(3.89)

Ausst, soit a > 0 et soit (p,w) une solution du probléme Pg.. Alors, g mini-
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mise la fonctionnelle J,, : L? (FQ;Rd) — R définie par

gl g 0 o
Ja(9) = 5 llw— ueil[y + 5 o= eaill + 3 HgHiz(m;Rd) Vg, u,0) € W
(3.90)

Théoréme 3.6 Pour chaque o > 0, soit ( fg,a“,&O‘) une solution du pro-

\ . . . 0, N
bleme P§q. Alors, il existe une sous-suite de {( fa,u%, goO‘)} , 4 nouveau
a>0

notée {( Tg,ﬂa,aa)} o et il existe, ( o, 1, @) € W une solution du Pro-
a>

bléme Poc, telle que les convergences suivantes soient vérifiées

— u fortement dans V lorsque o — 0, (3.91)
— @ fortement dans W lorsque o — 0

— f, faiblement dans L? (Ts;R?) lorsque o — 0. 3.92
2

o S

Preuve.En effet, soit ( ?;‘,ﬂa,aa) une solution du probléme Pg et soit

(g2, u”, @%) € W?, alors, de Remarque 3.1, on obtient

Ta (?3) < Ja (92)- (3.93)
De plus, en choisissant en (3.77) w = Oy, on en déduit que

[l < —(lltly + I1F (g2)llv)

mA

qui, avec (3.93) et (3.90) implique que {ja (?S)} est une suite bornée. Par
(0%

conséquent, { ?3} et {u"}, sont des suites bornées dans L? (Fg;Rd) et V,
(0%

respectivement. Ainsi, & partir des arguments de compacité standard, il s’en-

suit qu’il existe ( fz,ﬂ) e L? (Fg; Rd) x V et une sous-suite de { ( fg, EO‘)} ,

(0%

N , e’ —a . . s .
a nouveau noté fo,@ , tel que les convergences suivantes soient véri-
(e
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fiées

u® — wweaklyin V as a — 0,

(67

7S F, weakly in L2 (FQ; Rd> as o — 0.

Nous utilisons maintenant des arguments similaires & ceux utilisés dans (|3.70))-
1) pour voir que (?2,ﬂ) satisfait (3.58)). De plus, en utilisant le théoréme

6.6, on a

u® — u fortement dans W lorsque o — 0 (3.94)

01

p* — ¢ fortement dans W lorsque o — 0 (3.95)
D’autre part, soit (§2, w, E) une solution du probléme Poc, alors
L (G, w,0) < L(f5,u,9), (3.96)
Maintenant, en utilisant des arguments de convexité, nous obtenons
£ (J2 ) <liminfL (?g,ua,aa) . (3.97)

et considérons la suite {(g,, u®, %)}, C W, puis, en utilisant des arguments

similaires & ceux utilisés en (3.70))-(3.72)), on en déduit que

lim ||lu® — @[y, = 0.
lim [ — ]}, =0

tim [l — ), =0

De plus, nous avons

lim supL (?3@“7 soa) < limsupL (ga, u®, %)
a—0 a—0
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Ainsi, de (3.96))-(3.98)), il s’ensuit que

L (@2,@, ¢) =L (727ﬂ7¢) :

On en déduit que (72,@ @) est une solution du probléme Ppoc.

3.5 Approximation numérique

Nous allons donner une estimation de ’erreur pour le probléme —
{D dans le cadre des éléments finis. Nous supposons que {Th} , est une
famille de triangulation réguliére de €2 voir Section 2.4. Nous allons approcher
I'espace V' par la famille {V}} des sous-espaces de V donnés par et
lespace W par la famille {WW},} des sous-espaces de W donnés par .

Partout dans le suite ¢ désignera une constante générique strictement po-
sitive dont la valeur peut varier d’un endroit a ’autre et qui ne dépend pas

de h. On considére le probléme discret suivant

Probléme 3.8 Trouver un élément up € Vi et un élément ¢, € Wy, tels

que

(Ae(un), e (wn —un)) g + (E*V(pp), € (wh — un))g
(3.99)

+ir (W wp) = Jr (Un,up) = (f,whn —up)y , ¥ wp € Vi,

(CVen, V) g = (Eeun), V) g + (4 ¥n)w, ¥ ¥y € Wy (3.100)

Sous les hypotheses du théoréeme 3.1, le systeme ([3.99)-(3.100) admet une

solution unique (up, ¢p,) € Vi xW),. Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.7 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, pour une constante
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c>0o0na

U — up, + [l — <c inf u— wylly + |l — ¥
fu—wily +le =@l e nf o (u=wly+ e =l

1/2 1/2 1/2
1w = wnll oy ey + (1l + el ) llu = wnlly/

) | oty = wnll ot )
(3.101)

Preuve.On prend ¢ = 9, dans (3.37) et on utilise (3.100)), on a
(CV (90 - 90h> 7vwh)H = (Sg(u - uh)? \% (wh))H , v wh € Wh,

ce qui donne

CV(p—vn):V(e—0p))g —(CV (e —pn), V(e —9¥p)y

(Ee(u—up), V(e —vp)g — (Eelu—upn), V(e —vp))g, ¥, € Wh,
(3.102)

D'autre part, on utilise alors 1} avec v = up, et 1) pour obtenir

(Ae(u) — Ae(un), e (u —un))g + (E*V(p — ¢p), € (U —un))g
< (Ae(u) — Ae(un), € (u—wp)) g + (Ae(u), e (wp — 1)) g

+(EV(pn)s e (wn —u)g + jr(u, up) = Jr (u,u)

+ir (Un, wn) = jr (un,up) + (f, wh = un)y , ¥V wp € Vi,
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ce qui avec , nous donne
(As(u) — Ae(up), e (u—un))g + (CV (0 —¢4) . V(e —op))y

< (Ae(u) — Ae(up), € (u —wn)) g + (As(u), € (wp, —u))g
(E*V(p —pn)e(u—un))g+ (Ee(u—un), V(e =)y
— (Ee(u—un), V(e = ¢n))y
+(E"V(ep), € (wh —u)g + jr(u,up) — jr (u, w)
+(CV (e —vn), V(e =)y
\ +ir(un, wp) — jr (un, up) + (f;wn —up)y, Y w,, € Vi, ¥ 1y, € Wy,

ce qui donne
malle(u — )|} +me o — ¥pllyy < B+ Ry + Rs + Ra, (3.103)
ol

Ri = (Ae(w)— Aclun). e (u—w0n)o+ (CF (6= 91) ¥ (9~ 1)
+ (Ee(u—upn), V(e —¥p))y,
Ry = (Ae(u), € (wn — u)g+(E"V (), & (wn — ) g+ir (u, un)—jr (w,w)—(f, wp — w)y,
Rs = j‘r(ua Uh) - jT(ul’Muh) + jT(uhvu) —Jr (u>u) )
Ry = jr(up,wn) = jr(u, wn) + jr (u,u) = jr(up, w).

Estimons chacun des quatre termes. Pour le premier terme, nous avons

| Ry [ My [ u—wup [[v]w—wy v

M o —on lwll o= lw - (3.104)
My = vl o — ¥ v
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Le second terme Ry par une simple estimation, nous avons

| Ry <[ As(w) [lell u —wn [lv + (1 €7V (en) llall w—wn v
+ o wun) lewall v —wn o0, 0 - (3.105)

Comme

Ry = /[(u (ur) = p (uns)) ([ unr | = | ur |))ds,

s
on a

Rl < [ Lol = el i — e ds.

Ts
Et ainsi
|Rs| < cllu—uplf; - (3.106)

De la méme maniére, on a

| Bal < cllu—unlly 1w = vall p2pymay - (3.107)

En utilisant les bornes ((3.104)-(3.107)) dans (3.103) et en appliquant I'inégalité

élémentaire

1

Al)\Z S >\3)\% + 7>\% ) V)\]J )\27 )\3 > 05
43
on trrouve
2 2 2 2
lu—unlly, +1le—enlly < clllu—wnlly + lle —¥ullyy
2
+ [lu = wallz2ryray + (lully + lellw) [lw — wally,
\ + HM(UT)HL2(F3) [u— whHL2(F3;Rd))-

donc 'inégalité (3.101)) est vérifice. m
L’inégalité (3.101)) est la base de I’analyse de convergence. On peut amé-
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liorer ’estimation (|3.101]) sous ’hypothése de régularité
2/, . Tod
or € L*(T's; R?). (3.108)
Dans ce cas, on peut effectuer une intégration par parties pour obtenir

Ry — / (9 (U — 1) + () (Jone| — s ])] da. (3.109)
I's

Nous pouvons donc utiliser
[Ra| < <||UTHL2(F3;Rd) + ||M(“T)||L2(F3)> l|ur — UhTHL?(F?,;Rd) (3.110)
II en résulte le théoréme suivant.

Théoréme 3.8 Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, supposons en plus o, €

(L2(T'3))¢. Alors pour une constante ¢ > 0, on a

U — up + — <c inf U — wp,
| Iy +lle —enlly (wh,w,gevhxwh(” %

+ v = wall L2 ryiray + 110 = Yallw (3.111)

1/2 1/2 1/2
o (ool ot ey + M) oty ) o= wnl ot )

Pour dériver une estimation d’erreur, nous devons faire des hypothéses
supplémentaires sur la régularité de la solution. Nous présentons un exemple

de résultat. On suppose que

ue H*(Q;RY), o € H*(Q), ulp, € H*(T'3;RY). (3.112)

Nous utilisons des éléments linéaires pour l'espace des éléments finis V.
Soit IT"u € V}, linterpolant éléments finis de la solution u et soit IT*¢ € W),
Pinterpolant éléments finis de la solution ¢. Alors de (3.111f), on obtient
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L T B e L

L2(Tg;Re
2 \1/2 L (112
e (”GT||L2(F3;R¢) + ”“(uT)HL%Fz)) Hu -1 u‘ L2(TgiR)

La théorie standard de l'interpolation par éléments finis, voir Section 2.4,

nous donne

HU - HhUHV < chlul g2 pray » HSO - HhSOHW < ch @l q) »

o

< eh® [ul oy -

L2(D3;RY)
Par conséquent, sous 'hypothése de régularité (3.112f), nous avons l’esti-

mation d’erreur suivante

lu—wunlly +lle = enllw < chlulg2ira) + [l g2@ra) + €l

1/2
+ (el aragmey + )l oy ) luliga g
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Conclusion et Perspectives

Conclusion : Dans ce mémoire nous avons étudié un probléme de contact
bilatéral avec une version statique de la loi de frottement de Coulomb pour un
corps electro-élastique. Nous avons montré l'existence et I'unicité de la solu-
tion faible. Le controle optimal de ce probléme a été étudié et 'approximation
numérique a été réalisé dan le cadre des éléments finis.

Perspectives :

1. On pourait considérer la loi de comportement électro-thermoélastique
ou thermo-élastique dans les travaux future, ce qui réprésente une conti-

nuité naturelle de ce mémoire.

2. On pourait aussi considérer le cas dynamique ou le cas quasistatique

avec d’autre lois de contact.
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