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Notations générales

X

L(X,Y)

I

I

D(A)
HY(R); HY(R)
)

ImA
m-dissipatif
A

0

Espace de Banach.

L’espace des applications linéaires continues de X a valeurs dans Y.
Norme de X.

L’opérateur identite sur X.

Le domaine de définission de 'opérateur linéaire A.

Espaces de Sobolev.

Désigne le produit scalaire.

L’image de l'opérateur A.

Maximal dissipatif.

Opérateur.

L’opérateur de différentiation partielle.

Espaces vectoriel des fonctions sommables sur ’ensemble R.

Espace vectoriel des fonctions de carré sommables sur ’ensemble R.
Le laplacien.

T
Le gradient de la fonction Vu = < Ju  du )

8_a:1"'_8xn

La famille des fonctions holderiennes sur Id’exposant.
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I Introduction générale

Beaucoup de phénoménes rencontrés en nature ont trouvé dans la théo-
Lrie des equations ou des systémes differentielles.

Dans notre mémoire, on s’intresse a 1’étude de I'existence et 'unicité de
quelques problémes de telles equations.

La théorie de semi groupe est I'un des outils mathématiques les plus
importants qui donne une réponse a notre questions.

Cette théorie devient un moyen indispensabelle dans beaucoup de pro-
blémes de I’ analyse moderne telques ,equation de schrodinger, I’equation
d’évolution et les systéme de Timoshenko.

La théorie des semi groupe d’opérateurs linéaires dans les espaces de
Banach a commencé au début de 19 émé siécle. Elle a connu ses premiers
développements grace aux travaux de yosida en 1948 avant d’atteindre son
sommet avec I’édition de "semigroups and functional analysis de carl Einer
Hille et Ralph Saul Phillips en 1957.

Aprés ce bref historique sur les Cy—semi groupe, le but de ce mémoire
est d’étudier I'existence et 1'unicité de 1’équation

Dans les anées (1970 — 1980) et grace aux efforts de plusieurs écoles,

la théorie a atteint un certain degré de perfection. Aujourd’hui les semi-
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groupes sont présents dans la majorité des disciplines mathématique. On
trouve plusieurs applications de cette théorie non seulement au domaines
classiques comme la théorie des EDP ou la théorie des processus stochastiques
mais elles deviennent un outil trés puissant dans la résolution des équation
intégro-différentielles et des équations différentielles fonctionnelles issues de
la mécanique quantique et aussi dans la théorie du contréle en dimension
infinie.

En utilisant la théorie de semi groupe plus précisement le théoréme du
lumer philips. On écrit les problémes précendent sous forme d’un probléme
de Cauchy abstrait puis on utilise les semi groupes.

Dans ce esprit ce travail est composé de trois chapitre.




CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions concernant les es-
paces de Sobolev et les résultats de quelques inégalités, qu’on utilisera ul-
térieurement. Aussi, nous donnons brievement, les définitions et quelques

lemmes qui nous seront trés utiles pour la suite de notre travail.

1.1 Les espaces de Sobolev

1.1.1 L’espace WP (Q):

En analyse mathématique,les espaces de Sobolev sont des espaces fonc-
tionnels particuliérement adapté a la résolution des problémes d’équations

aux dérivées partielles.

Définition 1.1 [3]L’éspace de Sobolev, noté W'* (Q), est constitué des fonc-

tions de LP(§2)dont la dérivées au sens des distributions,s’identifie & une fonc-
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tion de LP(2).La définition précédente s’écrit donc comme ceci :
WP(Q) = L u e LX(Q); Tg € L2(Q) tel que / wp = / 9o, Ve € CHQ)
T T

Pour p = 2,il est d’usage de remplacer la notation W2 (Q) par H' (Q2).

Proposition 1.1 1. L’éspace W ?(Q)muni de la norme définie par :

lullwre = llull e + 1l

est un espace de Banach.

2. L’éspace H' (Q) ,muni du produit scalaire :

(u7 U)Hl = (u’ U)L2 + (u/’ U,)L2 )

est un espace de Hilbert.

Corollaire 1.1 soient u,v € W?(Q)avec 1 < P < +o0 Alors uv € WP (Q)
et

(wv) = v'v+u .

De plus on a la formule d’intégration par parties

/nyIU:u(x)v(x)_u(y)v(y)_/xyuv',Vx,yej

1.1.2 L’espace W, ”(Q) :

Définition 1.2 [3] Etant doné 1 < P < oo, on désigne par Wy"(Q) la
fermeture de C1(Q) dans W'?(Q). On note H}(Q) = W, *(Q) Pespace Wy™"
est muni de la norme introduite par W'?:l’espace Hj est muni du produit

scalaire induit par H*.
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Théoréme 1.1 Soit u € W'(Q),alors u € Wy (Q)si et seulement si u =
Osur 01 .cette théorem explique le e role important joué par l’éspace T/VO1 P(Q).En
effet,les équations aux dérivées partielles sont couplées avec des conditions

auz limites,c’est a dire que la valeur de u est prescrite sur O1.

1.2 Quelques inégalités utiles

1.2.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Définition 1.3 [3] Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est
une forme bilinéaire de H x H dans R, symétrique, définie positive [i.e.(u,v) >
0, Vu € H et (u,u) >0 siu#0].

Donc, 'espace H est un espace de Hilbert.

Proposition 1.2 [3] Soit H un espace de Hilbert. Le produit scalaire vérifie

l'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :

N|=
N|=

|(u,v)| < (u,u)? (v,0)2, Vu, ve H.

1.2.2 Inégalité de Young

Proposition 1.3 [3] Soient p et q deux réels vérifiant é + é =1 alors :

1
V(f.g) € LP(Q) x LI(Q), Ve >0, /|fg|da:sf/|f”rdx+ q/|g‘I|dx.
Q PJa qg.cr Ja

Sip=q=2,o0na:

W79 € W@, ve >0, [Iiglar< [|#lar+ L [ |
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1.2.3 Inégalité de Holder

Proposition 1.4 [3] Soient p et q deuz réels vérifiant i + é = lavec 1 <

p < oo, alors :

V(f.9) € LP(Q) x LUQ) = [[fgl < |Ifllzollgllze et fg €L

1.2.4 Inégalité de Poincaré

Proposition 1.5 [3] On suppose que ) est borné. Alors il existe une constante

C' (dépendant de |QY|) telle que :
ullyro < Nl pour tout u € Wy (€).

Autrement dit, sur W,'(Q) la quantité

u'||;, est une norme équivalente a

la norme de WP,

1.3 Rappel sur Is opérateurs :

Définition 1.4 Une application A : X — X;ou X espace vectorielle nor-
meé , est dit opérateur linéaire si et seulement si A satisfait les deux condi-

tions suivantes :

1. Additivité :
T(r+y)=Tx+TyVz,y € H;

2. Homogénité :

T(Mx)=\-Tx Ve e HVXeC.

Définition 1.5 L’opérateur T' définit sur un espace de Hilbert est dit

borné s’il existe un C' > 0 tel que

1Tzl < Clzlly Yo e H.

4



Chapitre 1. Notions préliminaires

On note par L(H) 'espace des opérateurs linéaires bornés.
Théoréme 1.2 Soit T € L(H) la norme de T est donnée par :

TN ey = sup [Ty 2 € Hy [l = 13-

1.3.1 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.6 Un opérateurs linéaire non borné dans H est un couple
(A, D (A)) ou D (A) un sous-espace vectoriel deH et A est une application
linéaire de, D (A) dans H .Le sous-espace D (A) est le domaine de A.

Définition 1.7 Un opérateur(A, D (A)) linéaire non borné dans H est dis-
sipatif si

Vv e D (A), (Av,v) <0.

Définition 1.8 Un opérateur (A, D (A)) , linéaire non borné dans H , est

m-dissipatif si :
1. A est dissipatif ,

2. Im(I — A)=H i5e

Vfe H Jue D(A)tel que u — Au = f.

1.4 Semi groupe

1.4.1 Définitions semi groupe fortement continue

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni d’une norme notée
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Définition 1.9 Une famille d’opérateurs (7' (t)),5, de £(X) est un semi-
groupe fortement continu sur X lorsque les conditions suivantes sont réali-
sées :

1. T(0) = Ix,ou Ix est 'opérateur identique de X dans X,

2. T(t+s)=T(t)T (s) pour tout t > 0 et tout s > 0,

3. limy o+ |7 (t)  — x|y = 0 pour tout = € X.

Proposition 1.6 Soit {T(t)}:>0 un semi groupe fortement continue

sur X, alors il existe des constantes w € R et M > 1telles que :

Jw >0, IM > 1 tels que [|T(t)]| < Me**, pour Vt > 0.

LX) —

Définition 1.10 (Semi groupe de contraction)Si w = 0 le semi-groupe

est dit uniformement borné.Si de plus

M = 1 le semi-groupe est dit de contraction .Un semi-groupe de

contraction (7' (t)),, vérifie :

1Tl £x) < 1,962 0.

1.4.2 Définitions Générateur infinitésimal d’un Cj—semi
groupe

Soit X un espace de Banach.

Définition 1.11 [6] Soit { T'(t)},-, un semi groupe sur X, on appelle géné-

rateur infinitésimale du semi groupe { 7'(t)},., 'opérateur A définie par :

D(A) = {x € X :limy_ o+ T(t)tmfx existe dans X} ,
TMr=r Hour tout © € D (A).

Ar = limy_o+ —;
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Théoréme 1.3 [6] Soit { T(t)},5, un Co—semi groupe sur X et A le géné-
rateur infinitésimal du { T(t)},5,- Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1) Pour tout x € X, on a :

t+h
lim %/T(s)x ds =T(t)x.

h—0
t

2) Pour tout x € X et toutt >0 :

/T(s)xds € D(A) et A /T(s)xds =T(t)x — .

0

3) Si x € D(A) alors :

T(t)x € D(A) et %T(t) = AT(t)x =T(t)Ax.

4) Si x € D(A) alors T(t)x —T(s)x = /T(O’)AZL’ do = /AT(J)x do.

5) ’opérateur A est un opérateur fermé & domaine dense dans X.
6) soit B le générateur infinitésimal d'un Cp-semi groupe {S(t)}i>0, Si

A = B alors S(t) = T(t) pour tout t > 0.

1.4.3 Théoréme de Hille-Yosida

On introduit maintenant un résultat trés important concernant les semi-
groupe, il s’agit du célébre théoréme de Hille-Yosida qui donne une caracté-

risation pour les opérateurs qui sont générateur infinitésimal.

Théoréme 1.4 Un opérateur linéaire A : D(A) — X est le générateur

infinitésimal d’un semi groupe fortement continu {T'(t)},, si et seulement

7
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St

1) A est un opérateur fermé et D(A) = X.
2) Il existe w > 0 et M > 1 telle que A, C p(A) et pour A € A, on a :

M
1RO A< oy gge "EN

1.4.4 Théoréme de lumer-phillips

Théoréme 1.5 Soit A: D(A) C H — H un opérateur tel que D (A) = H
alors A est le générateur nfinitésimal d’un Cy—semi groupe de contraction si
et seulement si

— A est dissipatif

— 1. il existe A > 0 tel que Im (A — A) = H. (A est mazimal)

1.4.5 Le théoréme de Lax-Milgram

Le théoréme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la réso-

lution d’équations différentielles ordinaires et dérivées partielles linéaires.

Définition 1.12 soit a (u,v) une forme bilinéaire :
a(u,v): Hx H—R
Définition 1.13 soit a (u, v)continue s'il existe une constante C telle que
ja (u, v)| < ellull |[oll, Vu, v € H,
Définition 1.14 soit a (u, v)coercive s'il existe une constante o > Otelle que
a(u,v) > a|v|?, Vv € H.

Théoréme 1.6 soit a une forme bilinéaire , continue et coercive.Alors pour

tout ¢ € H'il existe u € H unique tel que

a(u,v) = (p,v) Yv € H.

8
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De plus ,si a est symétrique ,alors u est caractérisé par la propriété
€ H et Sa(uu) — (p.u) = min{ Za(v,0) ~ (p.0)
U € 2a U, U p; u) = min 2a v,V O,V) .

1.5 Probléme de Cauchy abstrait

Dans cette section, on étudie des résultats d’existence et d’unicité de

solution du probléme de Cauchy linéaire abstrait homogene et non homogene.

1.5.1 Equation d’évolution

Les équations d’évolution sont des équations qui s’écrivent sous la forme :

W) — Au(t) + f(t), t>0
u(0) ==z
Ouu=u(t), A: X — X est un opérateur d'un espace de Banach X

vers X, x est la donnée initiale et f est une application dans X.

Définition 1.15 [6] Le probléeme (P;) est appelé probléme de Cauchy non

homogene. Si f =0, on a :

du(t) _
(Py) o = Au(t)
u(0) ==z

C’est un probléeme de Cauchy homogene.

1.5.2 L’existence de la solution

Théoréme 1.7 [6] Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X.
Si A est un générateur infinitésimale d’un Co-semi groupe (T'(t))i>0, alors le

probléeme (Py) posséde une solution unique u(t) = T (t)uyg.




Chapitre 1. Notions préliminaires

Définition 1.16 [6] (solution forte) une fonction u est appelée solution
forte du probleéme (F;) si :

1) u € C([0,400[, D(A)) c-a-d u est une fonction continue & valeurs dans
D(A) par rapport a la norme du graphe.

2) u € C'([0, +00[, X) c-a-d u est continument dérivable tant que fonction a
valeurs deX.

3) & = Au+ f et u(0) = up c-a-d u vérifie 'équation et la condition initiale

du probleme(P).

Définition 1.17 [6] (solution faible) On dit que u est une solution faible
du (Py) si u e C%0, +o0[, X) il est existe une suite (u,), tel que :

(tn)n, € C°([0, 4+00[, D(A)) N CH([0, +o00[, X)

et
duy,
Uy — U, %—Aunﬁf
et
U, (0) — up.

Remarque 1.1 [6] Toute solution forte est une solution faible.

Théoréme 1.8 [6/ Si f € CY([0,+00[, X) et A est un générateur infini-
tésimale d’un Cy-semi groupe (T(t))i>o. Alors, le probléme (Py) admet une

solution forte s’écrit par :

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds.

Proposition 1.7 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi groupe

fortement continue {T(t)}s>0, alors pour tout © € X, la fonction
u:t—u(t) =Ttz

est l'unique solution généralisée du probléme (P).

10
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Théoréme 1.9 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t)}+>0,
Soit f € L' (0, T, X) continue sur]0,T] et soit :

t

v(t):/T(t—s)f(s) ds, 0<t<T

0
Le probléme (Py) admet une solution u sur [0,T[ pour tout x € D(A), si
l'une des condition suivante est satisfaite :

i) v(t) est continument différentiable sur ]0,T7.

ii) v(t) € D(A) pour 0 <t <T et Av(t) est continue sur]0,T].

Si le probléme (Py) admet une solution u sur [0,T[ pour certains x € D(A),

alors v satisfait a la fois (i) et (ii).

Corollaire 1.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }+>o.
Si f(s) est continument différentiable sur [0, T, alors le probléme (Py) admet

une solution u sur [0, T[ pour tout x € D(A).

Corollaire 1.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }+>o0,
soit f € LY(0,T,X) une fonction continue sur |0,T[. Si f(t) € D(A) pour
0<t<TetAf(t)e LY0,T,X), alors pour tout x € D(A) le probléeme (P;)

admet une solution u sur [0, 7.

1.5.3 L’unicité de la solution

Théoréme 1.10 Si A est un générateur infinitésimale d’un Cy-semi groupe

(s(t))t=0 et si u une solution forte du probléme (Py), alors :

u(t) = s(t)ug + /0 s(t —s)f(s)ds.

11
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1.5.4 Reégularité des solutions

On constate que la régularité est étroitement liée au choix de la condition
initiale on fonction du domaine A de définition il est donc naturel de penser
qu’en imposant plus de "régularité" a uy on obtienne plus de régularité sur
les solutions.

Plus précisément, on définit par récurrence 1’espace
D(A*) = {v € D(A* ), Av ¢ D(Ak_l)} , k entier > 2.

on peut vérifier aisément que D(A¥) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

(U, V) pary = ’ (Alu; Av) ;

Jj=0

12



CHAPITRE 2

Existence et unicité de quelque probléme

mathématique par les semi groupe

Dans ce chapitre, on étudie I’éxistence et unicité de quelques problémes
de mathématiques tel que le systéme de Timoshenko et le systéme de poreux-
¢élastique amorti basé sur la théorie des semi groupes et 1’étude du probleme

de Cauchy abstrait .

2.1 Systéme linéaire de Timoshenko avec un
retard

dans cette section nous consédérons un systéme thermoélasttique linéaire
de dimension 1 de type timoshenko avec un amortissement par frottement
linéaire et un retard distribué agissant sur I’équation de déplacement trans-

versal oul le flux thermique est donné par la loi de catteneo

13
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semi groupe

2.1.1 position du probléme :

considérons le systéme linéaire de timoshenko avec un retard suivant

p1Pu(E,t) — k(p, +)a(w,t) + pypy (2, 8) + [72 pa(s)ipy(w,t — 5)ds = 0
potut(, 1) — Dby, (2, 1) + K, +9) (2, 1) + 00, (2, 1) =0

p30(2,1) + qu(@,t) + 5y, (2, t) = 0

Tq(,t) + Bg(z,t) + 0,(z,¢) =0

(2.1)
ou (z,t) € (0,1) x (0, 00);
Avec les conditions initiales
90(1;70) - @0(1‘,)73015(‘%70) - QOl(fL’),‘9<l’,0) - GO(ZE) (2 2)

U(,0) = tho(x), 14 (2,0) = ¢y (2), g2, 0) = qo()
ou x€ (0,1).

et les conditions aux limites suivants

0(0,0) = o (1,8) =, (0,4) =, (1,6) =0(0,6) =0 (1,6) =0 on ¢ € (0, 00)
(2.3)

la fonction historique :

@t(xv _t) = fO(ma t)

ou p(x,t)est le déplacement transversal de la poutre
¥ (x,t)est Pangle de rotation

O(z,t)est la différence de température

q(z, t)est le flux de la chaleur

les coefficients py, p,, b, k, 9, 3, iysont des constantes positives

14
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semi groupe

et uy : [T1,72] — Rc’est une fonction bornée oury, Tosont deux nombres
réels satisfaisants 0 < 79 < 75
le parametre 7 est le temps de relaxation décrévants le décalage temporel

dans la reponse du flux thermique a un gradient de temperature

2.1.2 Existence et unicité :

Tout d’abord ;on va introduire une certaine transformation et annoncer
I’hypothése necessaire dans notre travail ,aprés on va utilisé la théorie du
semi groupe pour montrer ’existence et 'unicité de la solution du probleme

— on introduire la nouvelle variable suivante :

2(z, p, s,t) = g (x,t—ps) tq: x€(0,1),p€ (0,1),s € (11,72),t € (0,00)
(2.4)

on peut vérifier que z satisfait :
sz (x,p,8,t) +2,(x,p,s,t)=0,dans (0,1) x (0,1) x (71,72) x (0,00)
en effet soient = € (0,1),p € (0,1),s € (11,72) ,t € (0,00)

_ %@ dp,  O(t—ps) Aoy

T ow ot dlt—ps) O 0(t—p)
d’autre part , on a :

p=t0n, O O(-ps) _ _ O

T 0x dp  A(t—ps) Op O(t = ps)
alors :

) 0
52 (2,0, 8,1) + 2, (2,8, 1) = 55 @ ftps) I ftps) =0

donc on a:

sz (x,p,s,t) +2,(x,p,s,t) =0 dans (0,1) x (0,1) x (71,72) x (0, 00)
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on voit pour :p =1

z(z,1,8,t) = (x,t —7),2€(0,1) ,5 € (11,72) ,t € (0,00)

donc le probléme(2.1)) est équivalent a :

(

P10 — (0, +P)e + iy + [ 1a(8) 0y (2,1 — 5)ds = 0
Py — bbgy + k(0 +¢) + 60, =0

P30t + gz + 0tpy, = 0

T +Bq+0,=0

sz (x,p,s,t) + 2, (x,p,s,t) =0

| 2(2,0,5,t) = ¢,

ouzr € (0,1),p € (0,1),s € (11,72),t € (0,00)

avec les condition initiale et les conditions aux limites suivantes :

p(2,0) = po(1),0:(2,0) = @1 (2),0(z,0) = Oo(z),  x€(0,1)

U(x,0) = Po(x), ¢y(2,0) = ¥y (2), q(x,0) = qo(x)  x€ (0,1)

0 (0,t) = (1,t) =, (0,t) =, (1,t) =0(0,t) =0 (1,t) =0  ou te (0,00)
z(z,p,5,0) = fo(z, ps)

(2.6)

hypothése :

/ " s () ds (i (2.7)

pour montrer ’existence et lunicité de la solution du probléme on utilise la
théori du semi-groupe ;on réecrit le probléme sous la forme de cauchy abstrait

c-a-d :

du(t) _
(Py) o = Au(t)
u(0) = up.

et on prouve que Aest un générateur infinitésimal d’'un Cy semi groupe
.pour cela, en utilisant le théoréme de Lumer-Phillips, on montre que A est

maximal et dissipatif.

16
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semi groupe

soit :® =

(907 Sph ¢7 wtu 67 q) Z)t

onpose:u=¢, et v=1,

alors : u;

=y et v

= wtt

donc :® = (go,u,w,v,H,q,z)t represente la solution du probléme 1)

25)

telsque, d’aprés (2.5) on a :

k
P = U = p—(wzﬂ/}) ——sot——/ po(8) ey (@
1
et
b k )
wtt =V = _wmz - _(90:1: + w) - _61
P2 2 P2
et
—1 0
0 = —qz — —y,
Ps3 P3
et
1
w=-2q- 16,
T T
et

alors le systéme

\

on trouve :

2t (377/773,75) =

(2.5) devient :

-1
— t
s ZP (mapasa )

Py =Uu
_ k ©
U = 2 (P + U)o — Bru— o [7% g (s)
Yy =0
=1 i
Ht_ quw P3vx
4 = — q—%@
Zt = %Zp

— s)ds

(2.8)

17
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semi groupe

4o
T,
dt

telque :

Ly +)e = Mu— L [T 1(s)2(x, 1, 5)ds
v
—| b, _k 5 ‘
A o WVaw = oo (0 + ) = -0, (2.9)
-1 )
gqx g T
Bg— 19,
%lzp

etona:®(0) = (¢ (0),u(0),¥(0),v(0),8(0),q(0),2(0)" = (o, p1, %0, ¥, b0, o, fo)'
on pose ¢ (0) = ¢,

Donc , notre probléme s’écrit sous la forme suivante :

(2.10)

on considére les espaces suivants :
1
L2(0,1) = {w € L?(0,1) ;/ w(s)ds = ()}
0
H, (0,1) = H'(0,1) N L2 (0,1)

H: (0,1) = {w € H? (0,1) 5wz (0) = w,(1) = 0}

I’espace H est definie par :

H = H} (0,1)xL*(0,1)xH}! (0, 1)x L2 (0, 1)x L* (0, 1)x L (0, 1)x L* ((0,1) x (0,1) x (71, 72))

18
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semi groupe

il est facile de prouver que H est un espace de hilbert muni du produit
scalaire suivant :

pour tout (I>76 €H telque P = (907 Pt 7% %7 97 4, Z)t et 6 = (@7 @7 Ea w_tv 9, q? z)Ton

a:
(,8), = k[, (g, +9) (Fz + ) dv + py [y widz +b [ b, do+
+p, fol vudr + ps fol 00dx + T fol qqdz+
+ o Jo J77 51w ()] 2 (2, p, 5) Z (2, p, 8) dsdpda
le domaine de définition de 'opérateur A est donné par :
D(A) e H:pe H?0,1)NH}(0,1),¢% € H2(0,1)NH!(0,1),u,0 € H} (0,1),

v,g€ H(0,1),2,2, € L*((0,1) x (0,1) X (71,72))

il est claire que D (A) est dense dans H

Théoréme 2.1 soit ® € H,alors il existe une unique solution ® € C' (RY, H)du

probleme (2.10)

Preuve. on va utiliser ’approche du semi groupe on va montrer que 1’opé-
rateur A est un générateur infinitésimal d’'un Cor-semi groupe.Pour cela ,on
prouve que A est un opérateur m-dissipatif ce qui veut dire qu’on montre
queA est un opérateur dissipatif (i.e : pour tout ¢ € D (A) = (A¢p, p) < 0)
maximal(i.e : Popérateur I — A est surjectif) m

— premiérement Montrer que A est dissipatif :

Soit @ € D (A) ,on prouve que :(A®, @), < 0on pose® = (¢, ¢, 1, 1,0, ¢, 2)' €
D(A) ,ona:
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(A, ) =k [ (uy +v) (@, + ¢ )da + b [} ,v.de
oy fy (£ +1)e — ;1 T pal(s)2(3, 1, 5)ds) da
+p2 fy v (g Vo — g(%ﬁrlﬁ) — >0, )d$+
+p3 fol ;1%0 — ivx)dﬂv + Tfol q(—Lq—10,)dx
+Jo Jo ST sy (s)] 2 (2, p,8) 2, (2, p, 5) dsdpda

Aprés la simplification, on trouve :

- fo ufT2 po(8)z(x, 1, s)dsdx + bfo w vpdr + bfo v, dr
—k fo (o, + w Ydx — 6[0 v0,.dr — fo qud:c — 5]0 Ov,dx

_B fo q2d$ - fo qel’d fo f() le |/”L2 (l’,p, 3) Zp (l’, Py S) depdl’
(2.11)

En utilisant I'intégration par partie et les condition aux bord, on obtient :

k/olux(soﬁzb)dm:k‘[u(%+¢)]$—k/01U(%+¢)xdfr=—’f/OIU(sDerib)xdfff

(2.12)
1 1
b / v dr = b v, ] — b / v, d (2.13)
0 0
1 1
- 5/ v, dz = —8 [0v], + 5/ 0, vdx (2.14)
0 0
1 1
- / 0q.dr = — [qf); + / 0.qdzx (2.15)
0 0

En substituant les équations(2.12)),(2.13),(2.14)),(2.15) dans (?7?)et aprés

la simplification on trouve :

1 T2
(AD, D), = —ﬁ/ de—,ul/ 2d:c—/ u/ po(s)z(z, 1, s)dsdx
0 T1
/ / / |:u2 ZL’ Py S )ZP (xupa 8) depd[L’
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mais on a :

/// |bg ()| 2 (2, p, 8) 2 (2, p, 5) dsdpdx
_ // |M2(S)|/ z(x’pvs)a%z(f,p,S)dpdsdx
- // 12 (s { 2 (z,p,5 )Idsda;

5/0 /Tl e ()] (2% (2, 1, 5) = 2* (2,0, 5)) dsda

et comme z (z,0,s) = ¢, = u ,alors

/// e ()] 2 (@, p, ) 29 (2, p, 5) dsdpd = // 1y (5)] 2% (2,1, 5) dsda

1
-5 [ lsGolas [ s
donc
(AD, D), ——ﬁ/qdm ul/udx/ /,u2 x,l,sdsdm——// s (s

aprés une simplifiction on trouve :

(AD,®),, = 6/ 2dx—<,u1——/ﬁ |1ty (s )|ds) /1 u?dx (2.16)
—-// s (5)] 22 (2,1, 5) dsd:v—/ / 1 (5)2(, 1, S|ASE)

Maintenant, on appliquer 'inégalité de Young sur le dernier terme de

I'inégalité précédente, on obtient :

- fol u :21 ps(s)z(x, 1, 8)dsdx = — f:f ps(8) fol uz(z, 1, s)dxds
< 3 S a(s)l ds fy wtda+ 4 [ [T |ua(s)| 22(x, 1, 5)dsd

en substituant dans ([2.16)) obtient :

21
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semi groupe

(A, @), < =B [y o — (= [77 o ()] ds) [y w?do + 5 [T} |na(s)] ds [} uda
B fy e = (i = 7 1y () ds) [y w?de

— (85 ardz+ (= [77 | ()] ds ) f; w2de)
et comme : § > 0

et [7%py (s)|ds < g alors py — [72 |y (s)]ds = 0

donc 3 [ g*dx + (,ul — [7% |12 (s) |ds) fol u?dx est positive
donc (AP, @), <0

c-a-d. 'opérateur A est dissipatif.

IN

IN

— deuxiement, on prouve que pour tout A > 0, opérateur A\l — A est

surjectif.

Soit A = 1; on prouve que 'opérateur! — A est surjectif c-a-d on montre
que Im(I —A)=H

Pour cela, soient G=(g1, g2, g3, 94, 5, g6, g7)' € H et & = (o, u,1,v,0,q,2)" €
D(A)

satisfaisant :(/ — A)® =G

alors
b - AP = (2.18)
alors :
(
Y —UuU=0g
U_f(%f"wx Mlu—i_ f1 :u’2 .1',1,5)61 = g2
Y —v=g3

q+§q+%0x=ga

1 _
z—i—;zp—g7
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ca donne :
4
Y —U=0ag
—k(py +¥)s + (p1r + 1) u+ f:f fa(8)2 (2, 1, 8)ds = pyg
Y —v=gs
—0t,, + (0, + ) + 00, + pyv = pygs (2.20)

x + 00, + p30 = psgs
(B—i_T)Q"i_Qac = TGe
Zp(ﬁa Ps S) + SZ(ZL‘,p, S) = 597(x7p7 S)

\
On suppose qu’ on a trouvé ¢ et i ;par conséquent la premiére et la

troisiéme équation donnent :

U=¢—4ag

(2.21)
V=1 —gs
il est clair que u € H} (0,1) et v € H! (0,1)
maintenant en va résoudre la derniere équation du systéme qui est :
Zp(xapa S) —I—SZ(I‘,p, S) = Sg7(£ap78) (222)

premiérement , on résout I’équation homogene :z,(z, p, s)+sz(z, p, s) =

0
donc z,(z, p, s) = —sz(z, p, s)
mais z, = 3—; ,alors :
Z—; = —s2 (2.23)

on intégre les deux parties de 1’équation ([2.23)) ; on trouve que :
2(x, p,s) = ce” P

Deuxiément, on résout ’équation non-homogeéne, c-a4-d on va calculer

une solution particuliere de ’équation(2.22),0n a :z(x, p, s) = ce™*"
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alors

2p(x, p, ) = cpe”* — sce”*F

en remplace z et z, dans(2.22)), ,on obtient
coe P —sce ' + ce P = sgqi(x, p, 5)
alors
epe™" = 5g1(3, p, )

alors

co=5€*"sg7(z, p, s)

de

% — sesgr(w, p,s)

dp

en integrant sur I'intervalle [0, 1] ,en trouve :

c(p) —c(0) = s/op e gr(x, T, 8)dT

donc
p
c(p)=c(0)+ S/ e’ g7(x, T, s)dT
0

or ¢(0) = 2(x,0,8) =u

alors
p
c(p)=u+ s/ e’ g7(x, T, s)dr
0
donc
p
z(x,p,8) =ce P = (u + s/ e gr(x, T, S)dT) e
0

ca donne :

p
2(x,p,s) = ue % + se_”/ e gr(x, 7, 8)dr (2.24)
0
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D’apres la sixiéme équation de (2.20]); on a :

(/6+T)q+9$:7-96

alors
ex:TQG_(B+T)q
donc
df
%:7—96_(64"7—)(]

en integrant sur l'intervalle [0, z] ,en trouve :

9($)—9(0):T/Owgﬁdm—(ﬁ+r)/o$qda:

alors
0= 7'/ gedr — (B + T)/ qdx (2.25)
0 0

D’apres la deuxéme équation de ([2.20)) ;et on substituant par u = ¢ — g;et

on trouve :

T2 1
—k(p, 1)+ (p1 + 1) (0 — 91)+/ fo(5) (ue‘s + 86‘5/ e g7(w, 7, S)dT) ds = p1go
0

T1

donc :

—k(p, +10)e + (p1 + 1) 0 — (py + 1) g1+
+ [ () (o — gr) e~*ds + [T py(s)se™ [ e gr(w, 7, 5)drds = pigo

—k(p, +P)a + (o1 + i) o+ [ pa(s)e™ds = (py+ 1) g1 + [17 po(s)e*dsgi+

T

+pP192 — fﬁz Spig(s)e™® fol eTgr(x, 7, s)drds

alors on obtient :

— k(py + )z + pp = I (2.26)
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tq :
T2
p=py+py+ +/ pa(s)e ds

T1

et
T2 1
hi = pgr + p192 — / 5#2(5)68/ e gr(w, 7, 5)drds

T1 0

D’apres la quatriéme équation de (2.20)) ;et on substituant par v = ¥ —gset

on trouve :

—b,, + k(p, +9) +6 (796 — (B+7T)q) + pg (¥ — g3) = paga

donc :

—b,, + k(o + ) + potb — (B4 7)0q = py (93 + g1) — 679

alors on obtient :

=, + k(o + )+ potp — (B+T7) g = hy (2.27)

tq:
ha = py (g3 + 94) — 6796

D’apres la cinquiéme équation de (2.20) ;et v = ¢ — g3 qui donne v, =

Y, — gsz€t on trouve :

G+ 6 (6, — 932) + g (r/Oxgﬁ(wdy—(ﬁw)/oxq(y)dy) = ot

donc :

qx—(ﬁ+7)p3/ Q(y>dy+5%=5gsx+,0395—p37/ g6 (y) dy
0 0
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donc :

—Gz + (B+7) 03/ q(y)dy — 0v, = =093 — p3gs + pzT/ g6 (y) dy
0 0

alors on obtient :

et (B4 7) s / 0 () dy — 546, = by (2.28)

tq :
hs = —0gss — p3gs + psT / 96 (v) dy
0

d’aprés ((2.26)),(2.27),(2.28) on :

—k(op +P)e + pp =M
—bthyy + k(0 +U) + ot — (B+7) dg = he (2.29)
~qo+ (B+7)ps fy a(y)dy — 0, = hy
on multiplie les équationsdu systéme respectivement par @ € Hg (0,1) et
€ H}(0,1) et g€ LL(0,1) et on intégre sur [0, 1]on obtient :

1 1 1
/ —k(p, + ). odx + ,u/ podr = / higdx
0 0 0

1

1 1 1 1
/0 b, Ddth /0 (oot )Tt /0 Pyt /0 (8 + 1) Sqidz = /0 holda

1 1 x 1 1
—/ q:qdx+ps (64—7’)/ / q(y) dyqu—é/ wqux:/ hsqdx
0 o Jo 0 0

D’aprés 'intégration par parties avec les conditions aux bords, on trouve

1 1 1
k / (0, + 0)7,de + g / s — / hzds
0 0 0
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1
0

1 1 1 1
b / b Budath / ()Tt p, / $Pde—5 (B +7) / (B = / hobde

@4 7) [ aders (@4r) [ vairip, 5402 [ ([ s ([ atrar)ar =540,

Puis en sommant les termes, on trouve la formulation variationnelle sui-

vante :
B ((¢,4,9), (,4,7)) = F (,4,7) (230)
ol B est une forme bilinéaire de [H} (0,1) x H! (0,1) x L?(0,1)]*dans R
définie par :
B((p,9,0), (.0.0)) =k Jy (0o + ) (B, +0) do+ pu [y opdr + b [J 4,0, da
o [y bdde — 6 (B+7) [} qpdr + (B +7) [y qgdz+
S(B+7) Jy vade +ps (B+7)° fy (Jo a(w)dy) (Jya(y)dy) da

et F est une application linéaire de [H{ (0,1) x H!(0,1) x L?(0,1)]dans

R définie par :

1 1 1 x
F(o,9,q) = /0 hipdx + /0 hotdz + (B + ) /0 hs /0 7 (y) dydx

on pose v = H} (0,1) x H} (0,1) x L?(0,1) ,sa norme associé :

2 2 2 2 2
1, 0, DIy = ez + D)l + lleplly + 140215 + [lall

Maintenant, en utilisant le fait suivante, on montre la continuité de B et

F, et que B est coercive

1 1
/ (02 +¢%)de < ¢ / (e +¥)* +¢° +43) dx (2.31)
0 0
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— B est continue :

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

B ((¢,4,0), (@ 9,0)| < kllee+ D [|@e + D[], + 1 lloll; 1],
+0l[W,lly ([l + o2 111y [[2[], — 6 (8 + ) llall, [[]]
+ (B +7) llall, llgll, + 0 (5 +7) 1|, l[all,

+p3 (B+7) [fo (fo )2 dx}é [fol (fomq(y) dy)2 dx]%

En traite le terme comme suite :

o (s a dy)de}; o (s @ dy)*d ] o () (5 la @)l dy) dfc} [flol (Jo dy) (J
< [fo (fo dy) (fo lq (y ‘ dy) dl‘]a [fol (fo1 dy:
< llall; gl

Donc d’aprés les inégalités de Poincaré,Young et (2.31) on obtient :

B (0.0, @BD)] < (e (1600 + DI+ I+ 10212) + 112)? (e (1@, + D)+ Il +

alors
1B ((0,%,9), (3,%.7))] < lte. ¢, 9, || @.9,9)]],

— B est coercive :

pour certain ¢ > 0 on a :

k[ (0 + ) (0 +)da + p [ ppda +b [ o) da
B((0,4,9),(#:9,9) = +py [y ¢bdz — 6 (B+7) [ qbdz + (B +7) [ qqda
6 (B+7) Ji wade + py (B +7) f) (S q(y) dy)® da

> k(o + O3+ el + 0,3 + ko gl
> min (k, ko.b, 1) (|| (9, + )2 + [l + 0,13 + llall2)
> (e, %, 9)|?
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— F est continue :

— D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1

1 2 T %
F @.5,3)| = Il 18l ol 1], +5 + 7) ( / |h3|2dx) ( / |a<y>dy|2das)
0 0

— En traite le termes comme suite :

([ ([ < [ (['5) ([10)]
<ty [ ([ ar) ([ oot an) dxf
< lnall, l1gl

— Donc d’apr es les in egalit es de Poincaré, Young et (2.31]), on obtient

¢ (1 + D)+ lol2 + [l + llgl2)?
(@ v.9)|,

|7 (%,4.9)]

IA

IN

— Par conséquent, B est une forme bilinéaire continue et coercive sur
V et F est forme linéaire continue sur V .D’aprés le théoréme de
Lax-Milgram, le systéme (2.29) admet une solution unique

@€ Hy(0,1), veH(0,1), geL(0,1)

2.1.3 la régularété de la solution

— — En remplacant ¢ et ¢ dans (2.19), (2.19)3, (2.19) respectivement ,

on obtient
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u€ Hy(0,1), ve H(0,1), 6eL?(0,1)

— de la méme maniére ,en remplacant u dans (2.24)) et gardant 1’esprit
a (2.19)) on obtient :

2,2, € L?((0,1) x (0,1) x (71,72))

— maintenant,if (,q) = (0,0) € H} (0,1) x L2 (0, 1) et([2.30) réduit a :

1 1 1 1 1
K / (ot )P th / bBudatpy / $Pde—6 (B +7) / qw(;z:;; / hoTde e ]

— ceci implique

— Par conséquent, par la théorie de la régularité pour les equations
linéaires elliptiques, il en

— résulte que

¢ e H*(0,1)NH(0,1)

— Par ailleurs, (2.32) est egalement vrai pour tout ¢ € C'([0,1]) C
H} (0,1) vérifiant ¢(0) = 0 : En utilisantl’int egration par parties, on

trouve

U (1) 6 (1) =¥, (009 (0) =0 Vo€ C'([0,1])

— vérifiant ¢, (0) =, (1) =0
— alors on obtient ¢ € H2(0,1) N H} (0,1)
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— de la méme maniére ,on obtient

o = wx—pgww)/o d()dy+hy € L2 (0,1)

— alors

p € H*(0,1)NHy (0,1) g€ H!(0,1)

— Enfin, 'application de la théorie de la régularité des équations li-
néaires elliptiques garantit I'existence d’un unique ® € D(A) tel que
(2.18) est satisfaite. Par conséquent, I'opérateur A

— est maximal.
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| Conclusion général

S’intéressant a l’analyse de problémes aux limites régis par des équations
différentielles et des systémes différentielles.

A travers le troisiéme chapitre, on a exposé 'utilisations de la théorie des
semi groupes pour étudier I'existence et 'unicité des solutions de I’équation
des schrodinger, le systéme de Timoshenko , qui peuvent s’écrire sous la forme
d’un probléme de Cauchy abstrait.

Plus précisément, on a donné des conditions nécessaires pour que les
problémes précédents soit bien posé, en utilisant, la théorie des semi groupe.

On a montré aussi que les solutions des problémes précédents définissent

un semi groupe fortement continue.
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