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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire nous avons considéré une équation de fonctionnelles di¤érentielles

stochastiques avec retard dans l�espace de phase
�
(�1; 0] ;Rd

�
. Nous avons démontré

l�existence et d�unicité de solution EFDS sous les conditions de croissance linéaire et la

condition uniforme de Lipschitz.

Mots-clés : Calcul Stochastique - équations di¤érentielles stochastiques - Mouvement

Brownien - Formule d�Itô.
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ABSTRACT

In this memory, we consider a stochastic functional di¤erential equation with delay

at phase space
�
(�1; 0] ;Rd

�
. We prove the existence and uniqueness of the solutions

to SFDEs with the coe¢ cients satisfying the linear growth condition and the classical

Lipschitz condition.

Key words : Stochastic Calcul - Stochastic di¤erential equation - Brownian motion -

ITô�s formula. res
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Introduction

Avec le développement rapide de la théorie de l�analyse stochastique, les équations

di¤érentielles stochastiques (EDS) sont largement utilisées en science des systèmes, la

science de l�ingénieur, la science écologique et d�autres domaines. L�état de tels systèmes

ne dépend pas seulement de l�état présent mais aussi sur son historique (retard ), ce qui

conduit à étudier les EDS avec retard plutôt que les EDS. Beaucoup de mathématiciens

ont étudié ce type d�équations. Prenons comme exemple :[?]. Le développement de la

théorie des équations de fonctionnelles di¤érentielles à retards in�ni dpendent du choix

d�un espaces de phase. En fait, di¤érents espaces de phase ont été considérés, et chaque

espace de phase di¤érent a nécessité un développement séparé de la théorie. Suivant

cette voie, Wei et wang [11] ont introduit les équations de fonctionnelles di¤érentielles

stochastiques à retard in�ni (EFDSRI) dans l�espace des phases CB
�
(�1; 0] :Rd

�
; qui

désigne la famille de fonctions continues bornées sur Rd à valeurs ' dans (�1; 0] de

norme jj'jj = sup
��0

j' (�)j : lls ont obtenu l�existence et l�unicité des solutions de EFDSRI

avec les conditions de Lipschitz uniformes et la condition de croissance linéaire. En outre,

Ren et all. [10] ont généralisé l�existence et l�unicité des solutions aux EFDSRI sous des

condition non Lipschitziennes avec la condition de Lipschitz étant considéré comme un

cas particulier, et la solution est construite par approximation successive.

Dans ce mémoire nous avons démontré l�existence et l�unicité de la solution d�équations

di¤érentielles stochastiques de la forme suivante :

X (t) = X (0) +

Z t

0

f(s;X (s))ds+

Z t

0

g(s;X (s))dB (s) ;

En présence de conditions sur retard.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre nous avons rappelé quelques notions et dé�nitions de probabilités

1
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utilisées dans la suite de ce mémoire.

Dans le deuxième chapitre, on donnera les résultats et les propriétés de calcul stochas-

tique (martingales, mouvement brownien, intégrale stochastique, et formule d�Itô).

Dans le troisième chapitre, On présente les équations di¤érentielles stochastiques. Nous

avons démontré l�existence et l�unicité de la solution de l�équation di¤érentielle stochas-

tique avec retard.

Table des matières



CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et dé�nitions de probabiliés utilisées

dans la suite de ce mémoire.

1.1 Espace mesurable

Dé�nition 1.1 (Tribu) Soit un ensemble E non vide et T � P (E) : T est dite tribu

sur E ssi.

1. E 2 T ;

2. 8i 2 N; Ai 2 T ; alors
S
i2N

Ai 2 T ;

3. si A 2 T ; alors Ac 2 T :

Dé�nition 1.2 (Sous-tribu) Une sous-tribu F d�une tribu T est une tribu telle que
F 2 T ; si A 2 F alors Ac 2 T :

Dé�nition 1.3 La tribu engendrée par la famille des ouverts d�une topologie est la tribu

borélienne, notée B (
) : Les éléments de la tribu borélienne. B (
) s�appellent les en-
sembles boréliens de 
.

Dé�nition 1.4 (Espace mesurable) Un ensemble muni d�une tribu (
;F) est
appelé un espace mesurable.

Dé�nition 1.5 (Filtration) On appelle �ltration toute famille de sou-tribus Fn crois-
sante (i.e Fn � Fn+1) :

3



Chapitre 1. Préliminaires 4

1.2 Loi normale

La loi normale est une loi trés importante en probabilités et en statistique.

� Elle apparaît dans de nombreux problèmes courants (pour les modéliser).

� On peut approcher plusieurs lois par une loi normale.

� On dispose de la table de ses valeurs à laquelle on se réfère pour des calculs approchés.

Dé�nition 1.6 On dit que la variable aléatoire (v:a) X suit une loi normale (ou loi de

Gauss) de paramètres � et � et on écrit X � N (�; �); si sa fonction de densité est donnée
par

fX (x) =
1

�
p
2�
exp

 
�1
2

�
x� �

�

�2!
:

Son espérance est E[X] = � et sa variance est V ar(X) = �2.

Dé�nition 1.7 On dit que la variable aléatoire (v:a) Y suit une loi normale centrée et

réduite (standard) si son espérane est nulle est sa variance gale à 1 et on écrit Y � N (0; 1) :

Alors sa fonction de densité est

fY (y) =
1p
2�
e�

y2

2

Remarque 1.1 Cette loi est fondamentale en théorie des probabilités et en statistique. :

C�est la loi limite de la moyenne dans une suite in�nie d�épreuves répétées indépendantes.

En pratique elle sert à modéliser les e¤ets additifs de petits phénomènes aléatoires indé-

pendants répétés souvent.

Propriétés de la loi normale.

Si X � N (�; �) et a 2 R; alors aX � N (a�; jaj�).
Soient X1; X2 deux variables aléatoires indépendantes telles que X1 � N (�1; �1) et

X2 � N (�2; �2): Alors

(X1 +X2) � N (�1 + �2;
q
�21 + �22):

Théorème 1.1 (T.C.L) Soient X1; :::; Xn sont n v:a: indépendantes de même loi

N (�; �). Alors

1

n

nX
i=1

Xi � N (�;
�

n
)

Notez encore qu�on peut facilement passer d�une loi normale quelconque à la loi normale

centrée réduite.

1.2. Loi normale



Chapitre 1. Préliminaires 5

Proposition 1.1 Si la v:a:X � N (�; �), alors la v:a Y = X��
�

� N (0; 1) : En e¤ait,

pour faire des calculs e¤ectifs de probabilité, grace à ce résultat, on commencera systéma-

tiquement par se ramener d�une loi normale quelconque N (�; �) à la loi normale centrée
réduite N (0; 1) : On pourra alors utiliser la table des valeurs pour cette loi.

1.2. Loi normale



CHAPITRE 2

Processus stochastiques

Un système est à évolution aléatoire s�il peut prendre au cours du temps une série

d�état successif, sans qu�il soit possible d�en prévoir sa con�guration exacte à un instant

futur, son évolution au cours du temps dépend donc du hasard. En d�autres termes, ces

situations ne peuvent pas être étudiées en utilisant simplement le calcul des probabilités

qui décrit des événements où le résultat possible de chaque épreuve est un nombre. L�étude

de ces systèmes évoluant d�une manière aléatoire avec le temps et présentant parfois un

caractère périodique est un vaste sujet. Ces systèmes ont été étudiés par Markov (1906),

qui a fait l�hypothèse que le passé et le futur étaient indépendants étant donné le présent

[2]. Puis les bases théoriques et mathématiques ont été formulées par Paul Lévy (1931),

Doob (1933) après que Kolmogorov a élaboré la théorie mathématique du calcul des

probabilités, résultant elle-même de la théorie de l�intégration. Ils ont des applications dans

de nombreux domaines, en économie, en recherche opérationnelle, et peuvent intervenir

dans l�étude de problèmes plus spéci�quement physiques.

� L�état de la fortune d�un joueur dans un jeu de hasard.

� Le débit journalier d�une rivière.

� En recherche opérationnelle, les problèmes de �le d�attente, les arrivées de clients

dans un service, le stock de pièces détachées dans un atelier.

� L�évolution démographique d�une population.

� La propagation d�une épidémie, ...etc.

Dé�nition 2.1 Un processus stochastique est une collection de variable aléatoires in-

dexées par le temps, i.e R+ ou un sous-ensemble de R+.

Dé�nition 2.2 Un processus stochastiques (X (t))t�0 est à accroissements stationnaires

6



Chapitre 2. Processus stochastiques 7

si la loi de X (t1 + s)�X (t1) ne dépend que de s, i.e

8t1; t2; s � 0; X (t1 + s)�X (t1)
L
= X (t2 + s)�X (t2) :

(X (t))t�0 est à accroissements indépendants si pour tout 0 � t0 < t1 < ::: < tn, la famille

de variables aléatoires (X (t1)�X (t0) ; :::; X (tn)�X (tn�1)) indépendante.

(X (t))t�0 est un processus gaussien (ou normale) si pour tout 0 � t0 < t1 < ::: < tn, le

vecteur (X (t0) ; :::; X (tn)) est gaussien.

2.1 Espérance conditionnelle

Dans cette section, nous �xons un espace probabilisé (
;F ;P) et une sous-tribu
F1 � F . F1 représente une information partielle sur l�espace, obtenue par exemple en
observant une variable aléatoire X1. L�espérance conditionnelle d�une variable aléatoire

X par rapport à F1 représente la meilleure estimation que l�on puisse faire de la valeur
de X à l�aide de l�information contenue dans F1:

Dé�nition 2.3 Soit X une variable aléatoire réelle sur (
;F ;P) telle que E(jXj) < 1:

On appelle espérance conditionnelle de X sachant F1 et on note E(X jF1 ), toute variable
aléatoire Y satisfaisant les deux conditions suivantes :

1. Y � F1; i.e Y est F1 -mesurable ;

2. pour tout A 2 F1, on a Z
A

X dP =

Z
A

Y dP

Si Z est une variable aléatoire réelle sur (
;F ;P), nous abrégeons E(Xj�(Z)) par
E(XjZ). En e¤ait, toute variable aléatoire Y satisfaisant la dé�nition est appelée

une version de E(X jF1 ):

Le résultat suivant tranche la question de l�existence et de l�unicité de l�espérance

conditionnelle.

Dé�nition 2.4 1. L�espérance conditionnelle E(X jF1 ) existe

2. L�espérance conditionnelle est unique dans le sens que si Y et Y 0 sont deux versions

de E(X jF1 ), alors Y = Y 0 presque surement.

3. On a E(E(X jF1 )) = E(X).:

2.1. Espérance conditionnelle
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2.1.1 Propriétés

Proposition 2.1 L�espérance conditionnelle a les propriétés suivantes :

1. Linéarité :

E(aX + Y jF1) = aE(XjF1) + E(Y jF1):

2. Monotonie : Si X � Y; alors

E(XjF1) � E(Y jF1):

3. Convergence monotone : Si Xn � 0 est une suite croissante telle que Xn " X avec

E(X) <1 alors

E(XnjF1) " E(XjF1)

4. Inégalité de Jensen : Si ' est convexe et E(jXj) et E(j'(X)j) sont �nies alors

'(E(XjF1)) � E('(X)jF1)

5. Contraction dans Lppour p > 1 :

E( jE(X jF1 )jp) � E(jXjp)

6. Si F1 � F2, alors

� E(E(XjF1)jF2) = E(XjF1) ;
� E(E(XjF2)jF1) = E(XjF1) ;
� X � F1 et E(jY j);E(jXY j) <1, alors

E(XY jF1) = XE(Y jF1):

2.2 Martingales

Cas discret On se donne une �ltration fFtgt�0 : La tribu F0 contient les négligeables.

Dé�nition 2.5 La suite de v-a-r (Xn; n 2 N) est une Fn martingale si
Xn est intégrable, 8n 2 N
Xn est Fn mesurable, 8n 2 N:
E (Xn+1=Fn) = Xn ;8n 2 N

Cas continu

On se donne une �ltration (Ft)t�0

2.2. Martingales
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Dé�nition 2.6 Une famille de variables aléatoires (X (t) ; t 2 [0;1[) est une martingale
par rapport à la �ltration (FS) si
X (t) est Ft mesurable et intégrable pour tout t:
E (X (t) =Fs) = X (s) ;8s � t:

Propriétés :

� Si X est une martingale E (X (t)) = E (X (0)) ;8t.
� Si (X (t))t�T est une martingale, le processus est complètement déterminé par sa

valeur terminale : X (t) = E (X (T ) =Ft) :

Dé�nition 2.7 Le processus X (t) est une :

1. F martingale si les trois conditions suivantes sont véri�es

(a) Le processus X est F adapté (i.e :Xn est Fn mesurable)

(b) Xn est intégrable pour tout n 2 N (i.e : 8n 2 N; E [Xn] < +1)

(c) E [Xn+1=Fn] = Xn pour tout n

2. F sous martingale si elle véri�e a et b et E [Xn+1=Fn] � Xn.

3. F sur martingale si elle véri�e a et b et E(Xn+1=Fn) � Xn

Dé�nition 2.8 (martingale locale) :Soit X un procussus Fn adapté continu. Supposons
qu il existe une suite non décroissante �n de temps d arrêt,

Xn = fXt��n ; t � 0g

est une martingale, pour tout n, et si P
�
lim
n!1

�n =1
�
= 1; alors X est appelé martingale

locale continue.

Proposition 2.2 � Toute martingale continue est une martingale locale.

� Toute martingale locale positive est une sur martingale.

� Une martingale locale borneé est une martingale.

2.3 Mouvement brownien

Le mouvement brownien est un processus stochastique (fonction aléatoire de temps).

Initialement introduit par le botaniste R.Brown au XIXéme siècle pour modéliser les

mouvements de grains de pollen en suspension, il représente de nos jours un processus

gaussien incontournable notamment en calcul stochastique.

2.3. Mouvement brownien
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Dé�nition 2.9 Un mouvement Brownien standard est un processus stochastique dé�ni

comme suit :

1. B (0) = 0; (issue de 0),

2. pour tout 0 � s � t; B (t) � B (s) est une variable gaussienne N (0; t� s)

indépendant de la tribu Fs engendrée par fB (u) ; u � sg.

Remarque 2.1 On dit que le mouvement Brownien B est un mouvement Brownien par

rapport à x si B (0) = x.

Proposition 2.3 Un processus B est un mouvement Brownien si et seulement si :

� B (0) = 0

� B est continu.

� pour t; s > 0; E (B (t)) = 0 et E (Btr (s)) = (t ^ s) :

2.4 Intégrale stochastique

Soit (
;F ;Ft; P ) un espace de probabilité �ltré, et soit B = (B (t) ; t � 0) un
(Ft) mouvement brownien standard. Nous donnons un sens à

R t
0
HsdBs pour une classe

de processus adaptés H.

Dé�nition 2.10 Un processus H = (Ht; t � 0) est élémentaire si

H (t; !) =
N�1X
j=0

 j (!) 1[tj ;tj+1[ (t)

où N � 1; 0 = t0 < t1 < ::: < tN et pour tout 0 � j � N �1,  j est une variable aléatoire
bornée et Ftj�mesurables.
Si H est un processus élémentaire, on peut dé�nirZ T

0

HSdBS =
N�1X
j=0

 j
�
Btj+1 �Btj

�
2.4.1 Propriétés de l�intégrale stochastique

Soient f 2 L2, t 2 [0; T ], alors le processus
�
fs1[0;t] (s)

�
0�s�t 2 L2 ([0; T ]) et son

intégrale stochastique est dé�nie parZ T

0

fs1[0;t] (s) dBs =

Z t

0

fsdBs;

2.4. Intégrale stochastique
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et on dé�nit le processus stochastique (
R
fs1[0;t] (s) dBs, t � [0; T ]) appelé intégrale sto-

chastique indé�nie de f par rapport à B:

Soient h et g deux éléments de L2([0; T ]); soit 0 � s � r � t. Alors

1.
R t
s
fudBu =

R r
s
fudBu +

R t
r
fudBu ;

2.
R t
0
(afs + bgs) dBs = a

R t
0
fsdBs + b

R t
0
gsdBs où a et b sont des constantes.

2.4.2 Variation quadratique de mouvement Brownien

Soit t > 0 et f0 = t0 < t1 < :::: < tp = tg une subdivision de [0; t]. Nontons

VB (t0; t1; ::; tp) =
pP
j=1

(B (tj)�B (tj�1))
2 alors

VB (t0; t1; :::; tp) converge dans L2 vers t lorsque le pas de la subdivision � =

max
i�j�p

(tj � tj�1) tend vers 0, de plus si la subdivision est uniforme, la convergence est

preque sure.

La variation quadratique du mouvement brownien sur [0; t] est donc t.

2.5 Formule d�Itô

Soit X (t) un processus stochastique et soit

X (t2)�X (t1) =

Z t2

t1

a(X (s))ds+

Z t2

t1

b(X (s))dB (s)

Ou sous forme di¤érentielle

dX (t) = a (X (t)) dt+ b (X (t)) dB (s)

La formule d�Itô permet de déterminer de manière générale d�un changement de variables

sur di¤érentielle stochastique. Si F (t; x) une fonction de classe C2 alors Y (t) = F (t;X (t))

est aussi un processus d�Itô et il admet une intégrale stochastique par rapport au même

processus de Wiener donnée par la formule d�Itô.

dY (t) =

�
@F

@t
(t;X (t)) + a

@F

@x
(t;X (t)) +

1

2
b2
@2F

@x2
(t;X (t))

�
dt+ b

@F

@x
(t;X (t)) dB (t)

2.6 Inégalités de BDG, Doob, Hölder et Gronwall

L�inégalité de Bulkholder, Davis et Gundy et l�inégalité de Doob martingale jouent un

rôle très important en calcul stochastique et sont très utilisées pour la démonstration de

théorème d�existence et d�unicité de solutions des équations di¤érentielles stochastiques.

2.5. Formule d�Itô
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Lemme 2.1 (Inégalité de Doob martingale) : Soient M (t)t�0 une martingale à valeur

dans Rd; [a; b] un intervalle borné de R+ : Si p un entier strictement supérieur à 1

et si M (t) 2 LP
�

; Rd

�
; alors on a

E
�
sup
a�t�b

jM (t)jp
�
�
�

p

p� 1

�p
E (M (b))p :

Lemme 2.2 (inégalité de BDG). Soient p � 2, � 2 Lp
�

; Rd

�
et 0 � s � t � T; alors

on a

E
�
sup
s�u�t

����Z u

s

� (s) dB (s)

����p� � Cp (t� s)
p
2
�1
Z t

s

E [j� (u)jp] du;

tel que CP est une constante positive arbitraire.

Lemme 2.3 (Inégalité de Hölder).Soit p et q des réels strictement supérieurs à 1 tels

que 1
p
+ 1

q
= 1: Si les variables jXjp et jY jqsont intégrables, on a

E jXY j � (E jXjp)
1
p (E jY jq)

1
q

Lemme 2.4 (Inégalité de Gronwall). Soient T > 0, C � 0, ',  deux fonctions continues
à valeurs positives sur [0; T ] et véri�ant

8t > t0; ' (t) � K +

Z t

t0

 (s)' (s) ds

où K est une constante positive, alors

8t > t0 ; ' (t) � K exp

�Z t

t0

 (s) ds

�
; 8 0 < t < T:

En particulier, si K = 0 , alors ' = 0:

Lemme 2.5 (Inégalité de moment )
pour tout entier p � 2, g 2 L2

�
[0; T ] ;Rd�m

�
tel que E

R T
0
(jg (s)jp) ds <1; alors

E
����Z T

0

g (s) dB (s)

����p � �p (p� 1)2

� p
2

T
p�2
2 E

Z T

0

jg (s)jp ds:

En particulier pour p = 2, on a

E
����Z T

0

g (s) dB (s)

����2 � EZ T

0

jg (s)j2 ds

2.6. Inégalités de BDG, Doob, Hölder et Gronwall



CHAPITRE 3

Équations di¤érentielles stochastiques

L�équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme :

X (t) = x+

Z t

0

f(s;X (s))ds+

Z t

0

g(s;X (s))dB (s) ; (3.1)

ou sous forme di¤érentielle(
dX (t) = f(t;X (t))dt+ g(t;X (t))dB (t) ; t � 0
X (0) = x

(3.2)

L�inconnue est le processus X (t), le problème est comme pour une équation di¤éren-

tielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coe¢ cients, l�équation

di¤érentielle a une unique solution ll est utile de préciser les donnée.

Dé�nition 3.1 Soit f et g deux fonctions de R+ � Rn à valeurs réelles données. On
se donne également un espace (
;F ;P) muni d�une �ltration (Ft) et un (Ft) mouvement
brownien B sur cet espace. Une solution de l�équation (3:2) est un processus X (t) continu

(Ft) adapté tel que les intégrales
R t
0
f(s;X (s))ds et

R t
0
g(s;X (s))dB (s) ont un sens et

l�égalité.

X (t) = x+

Z t

0

f(s;X (s))ds+

Z t

0

g(s;X (s))dB (s) ;

est satisfaite pour tout t.

Dé�nition 3.2 Soient d et m deux entiers naturels tels que d � 1 et m � 1, g : R+
� Rd ! Rd�m et f : R+ �Rd ! Rd mesurables et localement bornées. On écrit g

13
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= (gij)1�i�d;1�j�m et f = (fi). On considère l�EDS suivante : :(
dXt = g(t;Xt)dB (t) + f(t;Xt)dt; t � 0
X0 = x

(3.3)

On dit que (3:3) admet une solution s�il existe :

� un espace probabilisé �ltré (
;F ; (Ft);P) véri�ant les conditions habituelles ;
� sur cet espace, un (Ft)�mouvement brownien B = (B1; :::; Bm) ;

� un processus X = (X1; :::; Xd) qui est (Ft)�adapté et continu, tel que :

X (t) = X (0) +

Z t

0

g (s;X (s)) dB (s) +

Z t

0

f(s;X (s))ds;

i.e, pour tout 1 � i � d,

Xi (t) = Xi (0) +
mX
j=1

Z t

0

gi;j (s;X (s)) dBj (s) +

Z t

0

fi(s;Xs)ds;

Lorsque de plus X (0) = x 2 Rd, on dira que (
;F , (Ft);P, B;X) est une solution
de (3:3).

Supposons B (t) est un mouvement Brownien à m dimensions dé�ni sur l�espace de

probabilité complet (
;F ; P ) ; i.e, B (t) = (B1 (t) ; B2 (t) ; :::; Bm (t))
T avec la �ltration

fFgt�0 satisfaisant aux conditions usuelles. Soit f : [0; T ]�BC
�
(�1; 0] ;Rd

�
! Rd et g :

[0; T ] � BC
�
(�1; 0] ;Rd

�
! Rd�m Borel mesurable.considérez l�EFDS, d-dimensionnels

suivante :

dX (t) = f (t;X (t)) dt+ g (t;X (t)) dB (t) ; (3.4)

ou t 2 [0; T ] ; la condition initiale � (0) 2 Rd est donnée et f et g sont des fonctions
satisfaisant f (:; x) ; g (:; x) 2 L2

�
(�1; 0] ;Rd

�
pour tous x 2 Rd: Ensuite, nous donnons

les données initiales de (3:4) comme suit :

X (t0) = � = f� (�) : �1 < � � 0g F0-mesurable CB
�
(�1; 0] ;Rd

�
(3.5)

tel que � 2 L2
�
(�1; 0] ;Rd

�
Ainsi, (3:4) avec la valeur initiale (3:5) peut s�écrire sous la forme équivalente suivante :

X (t) = X (0) +

Z t

0

f (s;X (s)) ds +

Z t

0

g (s;X (s)) dBs

Dé�nition 3.3 Le processus stochastique X (t) dé�ni sur �1 < t � T;est dite solution

de (3:4)avec les données initiales (3:5), si
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Lemme 3.1 1. X (t) est continue et pour tout 0 � t � T; X (t) est Ft adapté.

2. ff (t;X (t))g 2 C1
�
[0; T ] ;Rd

�
et fg (t;X (t))g 2 C1

�
[0; T ] ;Rd�m

�
3. X0 = �; pour chaque 0 � t � T:

dX (t) = f (t;X (t)) dt+ g (t;X (t)) dB (t) ;

3.1 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, on démontre l�existence et l�unicité de la solution de l�équation

di¤érentielle stochastique suivante :

X (t) = X (0) +

Z t

0

f (s;X (s)) ds +

Z t

0

g (s;X (s)) dB (s)

3.1.1 Hypothèses

On suppose l�existence de deux constantes positives K1 et K2 tells que les deux hypo-

thèses suivantes sont satisfaites

H1 :(Condition de la croissance linéaire) : pour tout t 2 [0; T ], on à :

jf (t; x)j2 + jg (t; x)j2 � K1

�
1 + jxj2

�
H2 : (Condition de Lipschitz) : pour tout (x; y) 2 CB

�
(�1; 0] ;Rd

�
�CB

�
(�1; 0] ;Rd

�
et pour tout t 2 [0; T ], on à :

jf (t; x)j2 + jg (t; y)j � K2 jx� yj2 :

3.1.2 Théorème d�existence et d�unicité

Théorème 3.1 Sous les hypothèses H1 et H2, l�E.D.S (3; 1) admet une solution unique

X (t) 2 L2
�
(�1; 0] ;Rd

�
:

Pour démontrer le théorème précédent, nous démontrerons tout d�abord le lemme sui-

vant :

Lemme 3.2 (estimation de la solution). Soit X (t) une solution de l�EDS (1; 2), alors

sous les hypothèses H1 et H2, on a :

E
�
sup

�1<s�t
jX (s)j2

�
� E jj�jj2 +

�
3E
�
jX (0)j2

�
+ 6K2 (T + C)

�
exp [6K2T (T + C)] ;

avec C est une constante positive arbitraire.

3.1. Existence et unicité de la solution
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Preuve. Supposons que pour tout 0 � t � T; X (t) satisfait l�EDS suivante :

X (t) = X (0) +

Z t

0

f (s;X (s)) ds +

Z t

0

g (s;X (s)) dB (s) :

Alors d�après l�inégalité ja+ b+ cj2 � 3a2 + 3b2 + 3c2 on a :

jX (t)j2 � 3
�
jX (0)j2

�
+ 3

����Z t

0

f (s;X (s)) ds

����2 + 3 ����Z t

0

g (s;X (s)) dB (s)

����2 ;
prenons l�esperaince E de deux cotés ;

E jX (t)j2 � 3E
�
jX (0)j2

�
+ 3E

����Z t

0

f (s;X (s)) ds

����2 + 3E ����Z t

0

g (s;X (s)) dB (s)

����2 :
En utilisant les propriétés de l�intégrale stochastique et de l�espérance, le lemme (2; 10) et

l�inégalité de Hölder on trouve

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�
� 3E

�
jX (0)j2

�
+3tE

����Z t

0

f (s;X (s)) ds

����2+3CE ����Z t

0

g (s;X (s)) dB (s)

����2 ;
donc

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�

� 3E
�
jX (0)j2

�
+ 3tE

Z t

0

jf (s;X (s))� f (s; 0) + f (s; 0)j2 ds

+3CE
Z t

0

jg (s;X (s))� g (s; 0) + g (s; 0)j2 ds;

et par l�inégalité (a+ b)2 � 2a2 + 2b2 on obtient

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�

� 3E
�
jX (0)j2

�
+ 3tE

Z t

0

�
2 jf (s;X (s))� f (s; 0)j2 + 2 jf (s; 0)j2

�
ds

+3CE
Z t

0

��2 jg (s;X (s))� g (s; 0)j+ 2 jg (s; 0)j2
�� ds;

et sous les hypothèses H1 et H2, on trouve :

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�

� 3E
�
jX (0)j2

�
+ 6K2t

Z t

0

E jX (s)j2 ds

+6K1t

Z t

0

�
1 + 02

�
ds+ 6cK2

Z t

0

E jX (s)j2 ds+ 6K1E
Z t

0

1ds

� 3E
�
jX (0)j2

�
+ 6K1t

2 + 6K2t

Z t

0

E jX (s)j2 ds

+6cK2

Z t

0

E jX (s)j2 ds+ 6K1t
2

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�

� 3E
�
jX (0)j2

�
+ 6K1T

Z t

0

E jX (s)j2 ds+ 6K2T

Z t

0

�
1 + 02

�
ds

+6K1c

Z t

0

E jX (s)j2 ds+ 6K2c

Z t

0

�
1 + 02

�
ds;

3.1. Existence et unicité de la solution
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d�où

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�
� 3E

�
jX (0)j2

�
+ 6K1 (T + C)

Z t

0

E jX (s)j2 ds+ 6K2 (T + C)

Z t

0

ds:

En �n

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�
� 3E

�
jX (0)j2

�
+6K2T (T + C)+6K2 (T + C)

Z t

0

E
�
sup
0�u�s

jX (u)j2
�
ds;

et par l�inégalité de Gronwall, on trouve :

E
�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�
�
�
3E
�
jX (0)j2

�
+ 6K2 (T + C)

�
exp (6K2T (T + C)) ; 0 � t � T;

pour t = T; on trouve

E
�
sup
0�t�T

jX (t)j2
�
�
�
3E
�
jX (0)j2

�
+ 6K2 (T + C)

�
exp (6K2T (T + C)) ; 0 � t � T:

Notons que

sup
�1<s�t

jX (s)j2 � jj�jj2 + sup
0�s�t

jX (s)j2 ;

donc on a :

E
�
sup

�1<s�t
jX (s)j2

�
� E jj�jj2 + E

�
sup
0�s�t

jX (s)j2
�
;

d�où

E
�
sup

�1<s�t
jX (s)j2

�
� E jj�jj2 +

�
3E
�
jX (0)j2

�
+ 6K2 (T + C)

�
exp (6K2T (T + C)) :

La preuve est achevée

Preuve. ( de théorème 3.2)
1) Existence : Soient X0 (0) = �; X0 (t) = � (0), pour 0 � t � T: Posons Xn (0) =

� ; n 2 N�, on dé�nit la suite de Picard par l�équation suivante :

Xn (t) = X (0) +

Z t

0

f (s;Xn�1 (s)) ds+

Z t

0

g (s;Xn�1 (s)) dB (s) :

En utilisant le raisonnement par récurrence pour démontrer que Xn (t) 2
L2G
�
(�1; 0] ;Rd

�
. On a X0 (t) 2 L2G

�
(�1; T ] :Rd

�
. Supposons que Xn�1 (t) 2

L2G
�
(�1; T ] :Rd

�
et montrons que Xn (t) l�est aussi. On à pour tous entier n

jXn (t)j2 � 3 jX (0)j2 + 3
����Z t

0

f (s;Xn�1 (s)) ds

����2 + 3 ����Z t

0

g (s;Xn�1 (s)) dB (s)

����2 :

3.1. Existence et unicité de la solution
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Par les mêmes méthodes précédentes on trouve :

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E jX (0)j2 + 3tE

Z t

0

jf (s;Xn�1 (s))� f (s; 0) + f (s; 0)j2 ds

+3CE
Z t

0

jg (s;Xn�1 (s))� g (s; 0) + g (s; 0)j2 ds;

et d�aprés le lemme de BDG et les hypothèses H1, H2; on arrive à

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E jX (0)j2 + 3tE

Z t

0

jf (s;Xn�1 (s))� f (s; 0)j2 ds+ 6tE
Z t

0

jf (s; 0)j2 ds

+6CE
Z t

0

jg (s;Xn�1 (s))� g (s; 0)j2 ds+ 6cE
Z t

0

jg (s; 0)j2 ds

� 3E
�
jX0j2

�
+ 6 (T + C) k2E

Z t

0

jXn�1 (s)j2 ds+ 6 (t+ C)K1

Z t

0

�
1 + 02

�
ds;

d�où

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E

�
jX0j2

�
+ 6 (T + C)E

Z t

0

jXn�1 (s)j2 ds+ 6T (T + C)K1

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E

�
jX0j2

�
+ 6 (T + C)E

Z t

0

�
sup
0�u�s

jXn�1 (u)j2
�
ds+ 6 (T + C)K1;

et par l�inégalité de Doob martingale on a

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E

�
jX0j2

�
+ 6 (T + C)E

Z t

0

E jXn�1 (s)j2 ds+ 6 (T + C)K1:

Donc pour tout entier p � 1; on à :

max
1�n�p

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E

�
jX0j2

�
+ 6 (T + C)E

Z t

0

max
1�n�p

E jXn�1 (s)j2 ds+ 6 (T + C)K1:

Notons que :

max
1�n�p

E
�
jXn (t)j2

�
� max

�
E jj�jj2 ; max

1�n�p

�
E jXn (s)j2

��
� E j�j2 + max

1�n�p

�
E jXn (s)j2

�
;

donc

max
1�n�p

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E

�
jX0j2

�
+ 6K1 (T + C)

+6 (T + C)EK2

Z t

0

�
E j�j2 + max

1�n�p

�
E jXn (s)j2

��
ds

max
1�n�p

E
�
jXn (t)j2

�
� 3E

�
jX0j2

�
+ 6k1 (T + C)

+6 (T + C)K2E j�j2 + 6K2 (T + C)

Z t

0

max
1�n�p

�
E jXn (s)j2

�
ds;

3.1. Existence et unicité de la solution
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et en �nt par le lemme de Gronwall on arrive à

max
1�n�p

E
�
jXn (t)j2

�
�
�
3E
�
jX0j2

�
+ 6K1 (T + C) + 6 (T + C)K2E jj�jj2

�
exp [6K2 (T + C)] ;

comme p est arbitraire, alors on a

E
�
jXn (t)j2

�
�
�
3E
�
jX0j2

�
+ 6K1 (T + C) + 6 (T + C)K2E jj�jj2

�
exp [6K2 (T + C)] ;

(3.6)

ceci implique que Xn (t) 2 L2
�
(�1; 0] ;Rd

�
:

Maintenant on démontre que la suite (Xn (t)) est une suite de Cauchy. Toujours par

récurrence : En utilisant les inégalités de Cauchy, Doob martingale et les hypothèses H1

et H2 on à :

E
�
jX1 (t)�X0 (t)j2

�
� 2E

����Z t

0

f (s;X0 (s)) ds

����2 + 2E ����Z t

0

g (s;X0 (s)) dBS

����2
� 2E

Z t

0

jf (s;X0 (s))j2 ds+ 2E
Z t

0

jg (s;X0 (s))j2 dBS

avec la même methéde, on trouve

E
�
sup
0�s�t

jX1 (t)�X0 (t)j2
�

� 4tK2E
Z t

0

jX0 (s)j2 ds+ 4CK2E
Z t

0

jX0 (s)j2 ds

+4tk1E
Z t

0

�
1 + 02

�
ds+ 4CK1E

Z t

0

�
1 + 02

�
ds;

d�où

E
�
sup
0�s�t

jX1 (t)�X0 (t)j2
�

� 4K2 (C + T )E
Z t

0

jX0 (s)j2 ds+ 4CK1T (C + T )

� 4k1 (C + T )TE jj�jj2 + 4K1T (C + T ) = eC:
Même chose :

E
�
jX2 (t)�X1 (t)j2

�
� 2tE

Z t

0

jf (s;X1 (s))� f (s;X0 (s))j2 ds

+2cE
Z t

0

jg (s;X1 (s))� g (s;X0 (s))j2 ds

� 2tK2E
Z t

0

jX1 (s)�X0 (0)j2 ds+ 2Ck2E
Z t

0

jX1 (s)�X0 (0)j2 ds;

d�après E jX1 (t)�X0 (t)j2 � eC
E
�
jX2 (t)�X1 (t)j2

�
� 2k2 (t+ C)E

Z t

0

�Cdt = 2k2 (T + C) eCt:
3.1. Existence et unicité de la solution



Chapitre 3. Équations di¤érentielles stochastiques 20

De même, on trouve

E
�
jX3 (t)�X2 (t)j2

�
� 2k2 (T + C) eCEZ t

0

jX2 (s)�X1 (0)j2 ds

� 2k2 (T + C)

Z t

0

2k2 (T + C) eCds;
d�où

E
�
sup
0�s�t

jX3 (t)�X2 (t)j2
�
� (2K2 (C + T ))3 eC t2

2
;

de même

E
�
sup
0�s�t

jX4 (t)�X3 (t)j2
�
� (2K2 (C + T ))3 eC t2

2 � 3 = (2K2 (C + T ))3 eC t3
3!
;

on arrive à l�hypothèse de récurrence suivante :

E
�
sup
0�s�t

jXn (t)�Xn�1 (t)j2
�
� (2K2 (C + T ))n�1 eC tn�1

(n� 1)! : (3.7)

Supposons que (3:7) est vraie alors :

E
�
sup
0�s�t

jXn+1 (t)�Xn (t)j2
�
� 2K2 (C + T )E

�
sup
0�s�t

jXn (t)�Xn�1 (t)j2
�
;

par la supposition (3:7) :

� (2K2 (C + T ))n�1
Z t

0

(2k2 (C + T ))n�1 eC tn�1

(n� 1)!ds

= (2K2 (C + T ))n eC tn�1

(n� 1)! = (2K2 (C + T ))n eC tn
n!
;

donc (3:7) est vraie pour tout entier n.

Véri�ons maintenant que (Xn (t)) est une suite de Cauchy. Posons dans (3:7) t = T ,

alors on a

E
�
sup
0�t�T

jXn+1 (t)�Xn (t)j2
�
� eC (K3t)

n

n!
;

avec K3 = 2K2 (T + C) et par l�inégalité de Chebychev on a

P

�
sup
0�t�T

jXn+1 (t)�Xn (t)j >
1

2n

�
� eC (4k3)n

n!
;

et comme
1P
n=0

eC (k3t)
n

n!
< 1 ,et par le lemme de Borel-contelli, pour tout w 2 
, il existe

un entier n0 = n0 (w) tel que :

sup
0�t�T

��Xn+1 (t)�Xn (t)
�� � 1

2n
p:s pour n � n0:

3.1. Existence et unicité de la solution
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Soit

Sn (t) = X0 (t) +
nX
j=1

[Xj (t)�Xj�1 (t)] = Xn (t) ;

est la somme partielle de le série

X0 (t) + (X1 (t)�X0 (t)) + (X2 (t)�X1 (t)) + ::: + (Xn (t)�Xn+1 (t)) + :::;

donc d�après (3:7) ; on à :

X0 (t) + (X1 (t)�X0 (t)) + (X2 (t)�X1 (t)) + ::: + (Xn (t)�Xn+1 (t)) + :::(3.8)

� X0 (t) + 1 +
1

2
+
1

22
+
1

23
+
1

24
+ ::: +

1

2n�1
+
1

2n
+ ::: (3.9)

Comme la série (3:9) est une série géométrique convergente sur (�1; T ] ; alors par la

critère de Meistres elle est uniformément convergente sur (�1; T ] d�où (Xn (t)) est une

suite de Cauchy.

Nous montrons maintenant que la limite de (Xn (t)) dans L2 est égale à X (t) au sens

que

lim
n!1

E (Xn (t)�X (t)) = 0:

Nous avons d�après (3:6)

E j(Xn (t))j2 � C1 exp (6K2 (T + C)) ;

avec

C1 = 3E
�
jX0j2

�
+ 6k1 (T + C) + 6 (T + C) k2E jj�jj2 ;

prenons la limite dans (3:6) quand n tend vers 1;

on trouve

E
�
jX (t)j2

�
� C1 exp (6K1 (T + C)) pour 0 � t � T:

Comme � 2 L2
�
(�1; T ] ;Rd

�
; on a

E
Z t

�1
jX (t)j2 ds � E

Z 0

�1
jX0 (s)j2 ds+

Z T

�1
C1 exp (6K1 (T + C )) ds

�
Z 0

�1
E
�
jX0 (s)j2

�
ds+ TC1 exp (6K1 (T + C )) ;

ce qui nous donne que X 2 L2
�
(�1; T ] ;Rd

�
:

3.1. Existence et unicité de la solution
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Soit X (t) solution de (3:1)

E
�
jXn (t)�X (t)j2

�
� 2E

������
tZ
0

f (s;Xn (s))� f (s;X (s))

������
2

ds

+2E
����Z t

0

g (s;Xn (s))� g (s;X (s))

����2 ds
� 2K2 (T + C)E

Z t

0

jXn (t)�X (t)j2 ds

d�où

E
�
sup
0�s�t

jXn (s)�X (s)j2
�
� 2K2 (T + C)E

Z t

0

sup
0�s�t

jXn (t)�X (t)j2 ds;

et d�après l�inégalité de Gronwall et pour t = T on a

E
�
sup
0�t�T

jXn (t)�X (t)j2
�
� exp (2K2T (T + C)) :

Notons que dans L2
tZ
0

f (s;Xn (s)) ds!
tZ
0

f (s;X (s)) ds;

et Z t

0

g (s;Xn (s)) dB (s)!
Z t

0

g (s;X (s)) dB (s) ;

donc

lim
n!1

X (t) = X (0) + lim
n!1

Z t

0

f (s;Xn (s)) ds + lim
n!1

Z t

0

g (s;Xn (s)) dB (s)

= X (0) + lim
n!1

Z t

0

f (s;X (s)) ds + lim
n!1

Z t

0

g (s;X (s)) dB (s) = X (t) ;

donc l�existence de la solution de l�EDS (3:1)

2) Unicité :
Supposons que l�EDS (3:1) admet deux solutions X (t) ; Y (t) ; alors

X (t)� Y (t) �
tZ
0

(f (s;X (s))� f (s; Y (s))) ds

+

Z t

0

(g (s;X (s))� g (s; Y (s))) dB (s)

jX (t)� Y (t)j2 � 2

������
tZ
0

(f (s;Xn (s))� f (s; Y (s))) ds

������
2

ds

+2

����Z t

0

(g (s;Xn (s))� g (s; Y (s))) dB (s)

����2 :
3.1. Existence et unicité de la solution
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Prenons l�espérance E et en appliquant l�inégalité de Hölder, les propriétés de l�intégrale
stochastique on arrive à

E
�
sup
0�s�t

jX (s)� Y (s)j2
�
� 2K2 (T + C)

Z t

0

E
�
sup
0�s�t

jX (t)� Y (t)j2
�
ds;

et �nalement par l�inégalité de Gronwall on obtient pour tout t 2 [0; T ]

E
�
sup
0�t�T

jX (t)� Y (t)j2
�
� exp (2C2T (T + C)) ;

d�où on a pour 0 < t < T; X (t) = Y (t) et de même on a aussi pour tout �1 � t � T;

X (t) = Y (t) :

3.1. Existence et unicité de la solution



Conclusion générale et perspectives

Le but de ce travail est d�étudier l�existence et l�unicité de solutions de quelques types

équations di¤érentielles stochastiques avec retard par apport au mouvement Brownien,

Toute d�abord, Nous avons rappelé quelques dé�nitions et concepts sur les probabili-

tés, Ensuite, Nous avons donné des résultats sur les processus stochastiques, mouvement

brownien, martingale, formule d�Itô et quelques inégalités stochastiques.

En�n, Nous avons montré que les équations di¤érentielles stochastiques avec retard

sous certains conditions admettent de solution unique.

Ce travail nous ouvre de grandets perspectives dans l�étude des équations di¤érentielles

stochastiques avec retard, nous espérons étendre cette étude au système d�équations dif-

férentielles stochastiques avec élargissement des conditions des coe¢ cients.
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