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Résumé

Ce polycopié pédagogique, intitulé � Les espaces vectoriels normés�, est le fruit de plusieurs

années d�enseignement des matières Analyse 1-3, Topologie et Algèbre linéaire. Il est destiné

aux étudiants de L3 en licence de mathématiques et a été dispensé à l�université 20 août 1955

de Skikda entre 2018 et 2025.

Ce cours introduit les concepts fondamentaux des espaces normés et des espaces de Hilbert,

qui jouent un rôle clé en analyse fonctionnelle. Ce manuscrit constitue un guide complet vis-

ant à aider les étudiants à développer une compréhension approfondie de ces espaces, de leurs

propriétés et de leurs applications. L�étude de ce sujet leur fournit une base rigoureuse pour

la recherche et les applications mathématiques avancées dans divers domaines scienti�ques.

Il se décline en trois chapitres, chacun étant suivi d�une série d�exercices.

Nous commençons par un rappel des concepts fondamentaux des espaces vectoriels et de

leurs sous-espaces, qui forment le cadre général des structures algébriques utilisées en math-

ématiques. Ensuite, dans le chapitre 1, nous introduisons la notion de norme sur un espace

vectoriel, en dé�nissant la norme, la distance et en présentant divers exemples d�espaces

vectoriels normés. Il explore l�équivalence des normes et les boules, essentielles pour l�étude

de la convergence et de la continuité. Des concepts topologiques fondamentaux, tels que la

limite, les ouverts, les fermés, l�adhérence et l�intérieur, sont abordés, ainsi que les ensembles

et fonctions bornés. En�n, la dernière partie traite des espaces de Banach, caractérisés par

leur complétude, en introduisant les suites de Cauchy et en illustrant leurs propriétés par des

exemples concrets.

Le deuxième chapitre étudie les applications linéaires continues et la continuité dans les

espaces vectoriels normés. Il traite des formes linéaires, de la dualité topologique et des

propriétés des espaces de dimension �nie. Des exercices pratiques illustrent ces concepts

Le troisième chapitre est consacré aux espaces de Hilbert, qui jouent un rôle central en

analyse fonctionnelle en raison de leur structure géométrique riche et de leurs nombreuses

applications. Il commence par l�introduction du produit scalaire, qui permet de dé�nir une
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distance et d�étudier les propriétés géométriques des espaces vectoriels.

L�étude se poursuit avec les espaces préhilbertiens complets, où l�on introduit les notions

essentielles d�orthogonalité et de projection orthogonale. Le théorème de représentation de

Riesz est également abordé, illustrant l�importance de la dualité dans ces espaces. Une section

d�exercices est incluse pour consolider ces concepts fondamentaux.

Ensuite, le chapitre se focalise sur les systèmes orthogonaux et les bases hilbertiennes, en in-

troduisant les concepts de systèmes orthogonaux et orthonormaux. Le procédé d�orthonormalisation

de Gram-Schmidt est présenté comme un outil essentiel pour construire des bases orthonormées.

Les inégalités de Bessel et de Parseval sont étudiées en détail, suivies de l�égalité de Parseval,

qui met en évidence le lien entre les séries orthogonales et la structure des espaces de Hilbert.

En�n, une attention particulière est portée aux systèmes orthonormés complets dans des

espaces concrets, avec une application directe aux séries de Fourier. La base hilbertienne

trigonométrique est introduite, illustrant l�utilité des espaces de Hilbert en analyse de Four-

ier. La majorité des exemples sont extraits des références [1� 23]. Pour compléter l�étude,

une série d�exercices et de travaux dirigés est proposée, couvrant des sujets variés, pour

approfondir la compréhension et maîtriser les outils mathématiques abordés dans ce cours.
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Liste des notations et symboles

h:; :i produit scalaire.

A? le complémentaire orthogonal de A.

� somme directe (orthogonale).

k:k norme.

A l�adhérence de A:
�
A l�intérieur de A:

B (a; r) la boule ouverte de centre a et de rayon r.

B0 (a; r) la boule fermée de centre a et de rayon r.

L (E;F ) l�espace des applications linéaires continues) de E dans F:

N l�espace des entiers naturels.

Z l�ensemble des entiers relatifs.

Q l�ensemble des nombres rationnels.

R l�ensemble des nombres réels.

C l�espace des nombres complexes.

Re (z) la partie réelle du nombre complexe z.

Im (z) la partie imaginaire du complexe z.

C (
) l�espace des fonctions continues sur 
.

Ck (
) l�espace des fonctions dont la di¤érentielle d�ordre k est continue sur 
.

C1 (
) l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables sur 
.

| [X] l�espace des polynômes.

|d [X] l�espace des polynômes de degré au plus d.

d (x; y) la distance entre x et y.
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On note `2(N;|), l�espace des suites réelles ou complexes u = (un)n2N telles que
+1P
n=0

junj2 <

+1, qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la norme associée hu; vi =
+1P
n=0

unvn , kuk2 =
�
+1P
n=0

junj2
� 1

2

.

Pour 1 � p < +1. On note `p(N;|) =
�
(xn)n2N � | =

+1P
n=0

jxnjp <1
�
muni de la norme

usuelle kxkp =
�
+1P
n=0

jxnjp
� 1

p

, 8x = (xn)n2N 2 `p(N;|).

On note `1(N;|) =
�
(xn)n2N � | = (xn)n2N est bornée

	
muni de la norme usuelle kxk1 =

sup
n2N

jxnj, 8x = (xn)n2N 2 `1(N;|).

On note c0 =
�
(xn)n2N � | = lim

n�!+1
xn = 0

�

Soient X un ensemble non vide et B(X;|) le |-espace vectoriel des applications bornées

dé�nies sur X et à valeurs dans | . Pour tout f 2 B(X;|), on pose kfk1 = sup
x2X

jf (x)j.

Alors k:k1 est une norme sur B(X;|).

Sur le |-espace vectoriel C([a; b];|) des applications continues de [a; b] dans | , on a la norme

suivante : pour tout f 2 C([a; b]), kfk1 =
R b
a
jf (t)j dt.

On note Lp (I; |) pour p 2 [1;+1[ , on note l�espace des fonctions mesurables f : I ! | tel

que
�R
I
jf (t)jp dt

� 1
p < +1 muni de la norme usuelle k f kp=

�R
I
jf (t)jp dt

� 1
p , 1 � p < +1 .

L�espace L2(I; |) est de Hilbert muni du produit scalaire hf; gi =
R
I
f (t) g (t)dt:
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0.1 Introduction et rappels

0.1.1 Espace vectoriel

Dé�nition 0.1.1 Soit | un corps commutatif. On appelle espace vectoriel sur | un ensemble

E sur lequel on a dé�ni deux lois de composition :

1. Une loi interne ( c�est-à-dire E � E �! E) dite addition, notée +, et véri�ant :

i. (x+ y) + z = x+ (y + z), 8x; y; z 2 E;

ii. x+ y = y + x, 8x; y 2 E;

iii. Il existe un élément de E noté 0E, dit neutre, tel que

8x 2 E, x+ 0E = x

vi. Pour tout x 2 E, il existe un élément (�x) dit opposé de x, tel que

x+ (�x) = 0E

2. Une loi externe de domaine | (c�est-à-dire une application | � E �! E, on note �x

l�image dans E du couple (�; x) 2 |� E, qui véri�e :

a. � (�x) = �� (x), 8�; � 2 |, 8x 2 E;

b. (�+ �)x = �x+ �x. 8�; � 2 |, 8x 2 E;

c. � (x+ y) = �x+ �y. 8� =2 |, 8x; y 2 E;

d. 1:x = x, 8x 2 E. (1 étant l�élément neutre de la multiplication dans |).

Khelili Besma Univ-Skikda



0.1 Introduction et rappels 2

Exemple 0.1.1 Soit E = `2 (N;C).

L�élément nul 0 = (0; 0; :::; 0; :::) 2 `2 (N;C) car la série
+1P
n=1

02 converge trivialement vers 0.

Soient x = (xn)n2N et y = (yn)n2N deux éléments de `
2 (N;C). Par hypothèse, les séries

suivantes convergent:
+1P
n=0

x2n <1 et
+1P
n=0

y2n <1.

l�inégalité 2 jxnynj � jxnj2 + jynj2 montre que la série
+1P
n=0

xnyn est absolument convergente et

on en déduit que

+1P
n=0

jxn + ynj2 =
+1P
n=0

�
jxnj2 + jynj2 + 2Re (xnyn)

�
� 2

+1P
n=0

�
jxnj2 + jynj2

�
Ces inégalités montrent que x+ y est dans `2 (N;C).

Soit � 2 C et x 2 `2 (N;C), donc
+1P
n=0

j�xnj2 =
+1P
n=0

j�j2 jxnj2 = j�j2
+1P
n=0

jxnj2. Puisque
+1P
n=0

jxnj2

est �nie et que j�j2 est un réel �xé, alors j�j2
+1P
n=0

jxnj2 est �ni. Ainsi �x 2 `2 (N;C).

celui-ci est donc un espace vectoriel. Par conséquent, `2 (N;C) est un sous-espace vectoriel

de CN.

Exemple 0.1.2 L�ensemble Rn [X] des polynômes à coe¢ cients dans R de degré n, c�est-à-

dire:

Rn [X] = fP : R �! R = P (X) = a0 + a1x+ :::+ anx
n , ai 2 R; i = 1; :::; ng

est un espace vectoriel sur R pour les lois :

(a0 + a1x+ :::+ anx
n) + (b0 + b1x+ :::+ bnx

n) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ :::+ (an + bn)x
n

� (a0 + a1x+ :::+ anx
n) = (�a0 + �a1x+ :::+ �anx

n)

Khelili Besma Univ-Skikda



0.1 Introduction et rappels 3

0.1.2 Sous espaces vectoriels

Dé�nition 0.1.2 Un sous-ensemble non vide de F d�un espace vectoriel E est dit un sous-

espace vectoriel si

1. F 6= ;;

2. 8x; y 2 F; x+ y 2 F;

3. 8x 2 F; 8� 2 |; �x 2 F .

Exemple 0.1.3 Soit E = R2 [X] un espace vectoriel sur R. On considère également l�ensemble

F = fP 2 R2 [X] , P (0) = 0g .

F est un sous-espace vectoriel de E. En e¤et,

i) Le polynôme nul P (X) = 0 appartient à F car P (0) = 0, donc F 6= ;.

ii) Soient P;Q 2 F;donc P (0) = 0, Q (0) = 0. Alors pour tout P;Q 2 F , on a (P +Q) (0) =

P (0) +Q (0) = 0, donc P +Q 2 F .

iii) Soit � 2 R, P 2 F , alors (�P ) (0) = �P (0) = 0, d�où �P 2 F .

Ainsi F est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 0.1.4 Soit F =
n
f 2 C ([�1; 1] ;C) �

R 1
�1f (t) dt = 0

o
.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E = C ([�1; 1] ;C).

En e¤et F � C ([�1; 1] ;C) et 0E 2 F car
R 1
�10dt = 0.

Soient �; � 2 C et f; g 2 F , on a
R 1
�1 (�f + �g) (t) dt = �

R 1
�1f (t) dt+ �

R 1
�1g (t) dt = 0,

donc �f + �g 2 F . Ainsi F est un sous-espace vectoriel de E.
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Chapter 1

Généralités sur les espaces vectoriels
normés

1.1 Norme sur un espace vectoriel
Dé�nitions, propriétés

Dé�nition 1.1.1 (Semi-norme) Soit E un espace vectoriel sur |. On appelle semi-norme

pour E, une application p : E �! R, telle que pour tout x; y 2 E et � 2 | on a

i. p (x) � 0 propriété de non négativité.

ii. p (�x) = j�j p (x), propriété d�homogénéité absolu.

iii. p (x+ y) � p (x) + p (y), propriété de sous-addivité.

L�espace vectoriel E muni d�une semi-norme s�appelle espace semi-norme, noté par (E; p).

Exemple 1.1.1 Soit E = C1 ([0; 1]) l�espace des fonctions continûment di¤érentiables sur

[0; 1]. Dé�nissons :

p (f) = sup
x2[0;1]

jf 0 (x)j .

Cette application est une semi-norme car:

i. Pour toute fonction f 2 C1 ([0; 1]), p (f) = sup
x2[0;1]

jf 0 (x)j � 0:

ii. Pour tout � 2 R, p (�f) = sup
x2[0;1]

j�f 0 (x)j = j�j sup
x2[0;1]

jf 0 (x)j = j�j p (f).

Khelili Besma Univ-Skikda



1.1 Norme sur un espace vectoriel 5

iii. Pour toutes fonctions f , g 2 E, on a p (f + g) = sup
x2[0;1]

��(f + g)0 (x)
��.

D�où, par l�inégalité triangulaire :
��(f + g)0 (x)

�� � jf 0 (x)j+ jg 0 (x)j, 8x 2 [0; 1]. Donc

sup
x2[0;1]

��(f + g)0 (x)
�� � sup

x2[0;1]
jf 0 (x)j+ sup

x2[0;1]
jg 0 (x)j

Ce qui montre que p (f + g) � p (f) + p (g).

Dé�nition 1.1.2 (Norme) Une norme sur un |-espace vectoriel E est une application:

k:k : E �! R

x 7�! kxk

Possèdent les propriétés suivantes :

i. pour tout x 2 E, kxk � 0;

ii. Homogénéité : pour tout x 2 E, � 2 |, on a k�xk = j�j kxk

iii. Inégalité triangulaire : pour tout x; y 2 E, kx+ yk � kxk+ kyk

iv. Séparation : pour tout x 2 E, kxk = 0 si et seulement si x = 0E.

Dé�nition 1.1.3 Un espace vectoriel E muni d�une norme s�appelle espace normé, noté par

(E; k:k).

Quand la norme ne doit pas être précisée, on va dénoter, en bref, un espace normé par E.

1.1.1 Exemples d�espaces vectoriels normés

Exemple 1.1.2 La valeur absolue j:j est une norme sur R, le module j:j est une norme sur

C.

Normes usuelles sur |n.

Exemple 1.1.3 Sur le |-espace vectoriel |n, on peut dé�nir les trois normes suivantes :

pour tout x = (x1; :::; xn) 2 |n, on a:

Khelili Besma Univ-Skikda



1.1 Norme sur un espace vectoriel 6

kxk1 =
nP
i=1

jxij , kxk2 =
�

nP
i=1

jxij2
� 1

2

, kxk1 = max jxij
1�i�n

.

La norme k:k2 est appelée la norme euclidienne sur |n.

Normes usuelles sur C ([a; b] ;R), a et b sont deux nombres réels tels que a < b.

Exemple 1.1.4 Soit C ([a; b] ;R) l�espace vectoriel réel de toutes les fonctions f : [a; b] �! R

qui sont continues sur [a; b] (a < b). Les fonctions E �! R, f 7�! kfk suivantes:

1. kfk1 =
R b
a
jf (t)j dt

2. kfk2 =
�R b

a
jf (t)j2 dt

� 1
2

3. kfk1 = sup
t2[a;b]

jf (t)j

4. Soit p un réel tel que p 2 [1;+1[ , kfkp =
�R b

a
jf (t)jp dt

� 1
p
.

Sont des normes sur C ([a; b] ;R).

Proposition 1.1.1 Dans un espace normé E on a pour tout x; y 2 E

jkxk � kykj � kx� yk .

Le résultat suivant établit le rapport entre les espaces normés et les espaces métriques.

Démonstration. Soient x; y 2 E. En utilisant l�inégalité triangulaire, on a

kxk = kx� y + yk � kx� yk+ kyk ;

donc

kxk � kyk � kx� yk :

En remplaçant x et y entre eux, on a

kyk � kxk � ky � xk = kx� yk :

Cette inégalité montre que la norme est une application lipschitzienne, donc continue
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1.1 Norme sur un espace vectoriel 7

Dé�nition 1.1.4 Soit (E; k�k) un espace vectoriel normé et A � E non vide.

1. Pour x 2 E, on appelle distance de x à A et on note d (x;A):

d (x;A) = inf fd (x; a) ; a 2 Ag = inf fkx� ak ; a 2 Ag .

2. On appelle diamètre de A et on note diam(A):

diam (A) = sup fd (x; y) , x; y 2 Ag = sup fkx� yk , x; y 2 Ag .

Théorème 1.1.1 Tout espace vectoriel normé (E; k:k) est un espace métrique (E; d), où la

distance d est dé�nie par

8x; y 2 E, kx� yk = d (x; y) .

.

Démonstration Soit (E; k:k) un espace normé. On introduit l�application d : E�E �! R,

par

d (x; y) = kx� yk , pour tout x; y 2 E.

Alors d est une métrique pour E, induite par la norme k:k .

En e¤et, pour tout x; y 2 E.

1. d (x; y) � 0;

2. d (x; x) = kx� xk = k0k = 0;

3. d (x; y) = kx� yk = k(�1) (y � x)k = ky � xk = d (y; x) ;

4. d (x; y) = kx� yk = kx� z + z � yk � kx� zk+ kz � yk = d (x; z) + d (z; y),

5. d (x; y) = 0() kx� yk = 0() x� y = 0() x� y.
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1.1 Norme sur un espace vectoriel 8

Inégalités

Lemme 1.1.1 Soient p, q 2]1;+1[ tels que 1
p
+ 1

q
= 1. Pour tout u; v � 0, on a:

uv � 1

p
up +

1

q
vq.

uv =
1

p
up +

1

q
vq () up = vq.

Théorème 1.1.2 Soient p; q 2 ] 1;+1[ tels que 1
p
+ 1

q
= 1. Pour tous x = (x1; x2; :::; xn) et

y = (y1; y2; :::; yn) 2 |n, on a

1.

����� nPj=1 xjyj
����� �

 
nP
j=1

jxjjp
! 1

p
 

nP
j=1

jyjjq
! 1

q

(inégalité de Hölder).

2.

 
nP
j=1

jxj + yjjp
! 1

p

�
 

nP
j=1

jxjjp
! 1

p

+

 
nP
j=1

jyjjp
! 1

p

. (inégalité de Minkowski).

Démonstration. Si kxkp = 0 ou kykq = 0, l�inégalité est triviale, donc on suppose kxkp 6= 0

et kykq 6= 0 D�après le lemme précédent, pour tout j 2 f1; 2; :::; ng, on a:

jxjj
kxkp

jyjj
kykq

� 1

p

jxjjp

kxkpp
+
1

q

jyjjq

kykqq
donc on a

nP
j=1

jxjj
kxkp

jyjj
kykq

� 1

p kxkpp

nP
j=1

jxjjp +
1

q kykqq

nP
j=1

jyjjq

=
1

p kxkpp
kxkpp +

1

q kykqq
kykqq =

1

p
+
1

q
= 1.

Par conséquent, on a

����� nPj=1 xjyj
����� � nP

j=1

jxjj jyjj � kxkp kykq .

2. On a

nP
j=1

jxj + yjjp �
nP
j=1

jxj + yjj jxj + yjjp�1

=
nP
j=1

(jxjj+ jyjj) jxj + yjjp�1

=
nP
j=1

jxjj jxj + yjjp�1 +
nP
j=1

jyjj jxj + yjjp�1
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D�autre part, d�après l�inégalité de Hölder, on a :

nP
j=1

jxjj jxj + yjjp�1 �
 

nP
j=1

jxjjp
! 1

p
 

nP
j=1

jxj + yjj(p�1)q
! 1

q

nP
j=1

jyjj jxj + yjjp�1 �
 

nP
j=1

jyjjp
! 1

p
 

nP
j=1

jxj + yjj(p�1)q
! 1

q

Par conséquent, on a :

kx+ ykpp �
�
kxkp + kykp

� nP
j=1

jxj + yjjp
! 1

q

=
�
kxkp + kykp

��
kx+ ykp

� p
q
.

D�où on a
�
kx+ ykp

�p� p
q � kxkp + kykp, donc kx+ ykp � kxkp + kykp .

1.2 Équivalence des normes

Dé�nition 1.2.1 Deux normes k:ka et k:kb sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes

s�il existe �, � 2]0;+1[ telles que pour tout x 2 E, on ait

� kxka � kxkb � � kxka

On va voir que deux normes sur E sont équivalentes si et seulement si elles dé�nissent des

distances équivalentes, ou encore si et seulement si elles induisent des topologies équivalentes

au sens de la convergence.

Remarque : Soient E un espace vectoriel et k:ka , k:kb deux normes sur E. S�il existe une

suite (xn)n�0 dans E telle que la suite (xn)n�0 est bornée pour la norme k:ka , mais n�est pas

bornée pour la norme k:kb, alors les deux normes et ne sont pas équivalentes.

Exemple 1.2.1 Soit E = C1([0; 1];R). On dé�nit les normes N1 et N2 par

N1 (f) = jf (0)j+ kf 0k1
N2 (f) = kfk1 + kf 0k1

N1 et N2 sont équivalentes. En e¤et,

Il est clair que N1 (f) � N2 (f). De plus, si x 2 [0; 1], alors on écrit

f (x) = f (0) +
R x
0
f 0 (t) dt.
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Il vient

jf (x)j = jf (0)j+
R x
0
jf 0 (t)j dt � jf (0)j+

R x
0
kf 0k1 dt � jf (0)j+ kf 0k1 = N1 (f) .

donc

kfk1 � N1 (f) donc kfk1 + kf 0k1 � N1 (f) + kf 0k1 � 2N1 (f)

On en déduit que N2 (f) � 2N1 (f).

Ainsi

N1 (f) � N2 (f) � 2N1 (f)

Exemple 1.2.2 Soit E = C([0; 1];R). On dé�nit les normes N1 et N2 sur E par k:k1 , k:k1
et k:k2

kfk1 = sup
x2[0;1]

jf (x)j , kfk1 =
R 1
0
f (t) dt et kfk2 =

�R 1
0
jf (t)j2 dt

� 1
2

les trois normes ne sont pas équivalentes deux à deux.

En e¤et, supposons que k:k1 et k:k2 sont équivalentes. Considérons, pour n � 1, fn (x) = xn.

On a alors

kfnk1 = 1, kfnk1 =
1

n+ 1
et kfnk2 =

1p
2n+ 1

.

Si k:k1 , k:k2 étaient équivalentes, il existerait �, � > 0 tels que, pour tout n,

� kfnk2 � kfnk1 � � kfnk2

donc 1 � �p
2n+1

d�où
p
2n+ 1 � � ce qui est impossible pour n grand.

Si k:k1 , k:k1 étaient équivalentes, il existerait �, � > 0 tels que, pour tout n,

� kfnk1 � kfnk1 � � kfnk1

pour le même fonction fn (x), on a kfnk1 � � kfnk1 donc (n+ 1) � � ce qui est toujours

impossible.
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En�n, la même suite de fonctions, et le même raisonnement, prouve qu�une inégalité kfnk2 �

� kfnk1 =) n+1p
2n+1

� � est tout aussi impossible. Remarquons que la preuve que ces trois

normes ne sont pas équivalentes.
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1.2.1 Boules

Dé�nition 1.2.2 Soit (E; k�k) un espace vectoriel normé, a 2 E et r > 0. On dé�nit

1. la boule ouverte de centre a et de rayon r par B (a; r) = fx 2 E; kx� ak < rg,

2. la boule fermé de centre a et de rayon r par B
0
(a; r) = fx 2 E; kx� ak � rg,

3. la sphère de centre a et de rayon r par S (a; r) = fx 2 E; kx� ak = rg.

Exemple 1.2.3 1. Soit (R; j:j). Pour tout a 2 R et r > 0, B(a; r) =]a� r; a+ r[, B0
(a; r) =

[a� r; a+ r] et S(a; r) = fa� r; a+ rg.

2. Soit (C; j:j). Pour tout a 2 C et r > 0, la boule ouverte B(a; r) (respectivement la boule

fermée B
0
(a; r) n�est autre que le disque ouvert (respectivement fermé) centré en a et de

rayon r. S(a; r) n�est autre que le cercle de centre a et de rayon r.

Exercice 1.2.1 Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. Montrer que 8a 2 E; 8r > 0,

B(a; r) = a+B(0E; r) = a+ rB(0E; 1).

Solution: Soit a 2 E et r > 0. Montrons tout d�abord que B(a; r) = a+B(0E; r). On a

x 2 B(a; r)() kx� ak < r

() x� a 2 B(0E; r)

() x 2 a+B(0E; r)

D�où B(a; r) = a+B(0E; r).

Montrons maintenant que B(0E; r) = rB(0E; 1), on a

x 2 B(0E; r), kxk < r

() kx
r
k = 1

r
kxk < 1

() x

r
2 B(0E; 1)

() x 2 rB(0E; 1)

D�où B(0E; r) = rB(0E; 1).
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1.3 Limite, Ouvert, fermé, adhérence et intérieur.

Dé�nition 1.3.1 Soit (E; k:k) un espace normé, x 2 E, et (xn)n2N une suite de points de

E . On dit que la suite (xn)n2N converge vers x dans l�espace.

(E; k:k) quand n �! +1 , ce que l�on écrit lim
n�!+1

xn = x, si elle véri�e l�énoncé suivant :

8" > 0; 9N 2 N; 8n � N; kx� xnk < ".

et x est alors l�unique limite de la suite (xn)n2N. On note x = lim
n�!+1

xn .

On dit que la suite est divergente dans le cas contraire.

Adhérence

Dé�nition 1.3.2 On dit que x est adhérent à F s�il existe une suite de points de F qui

converge vers x dans l�espace (E; k:k).

On appelle adhérence de F dans (E; k:k), que l�on note F , l�ensemble des points de E qui

sont adhérents à F .

F =

�
x 2 E, il existe une suite xn 2 F , lim

n�!+1
xn = x

�
.

On dit que F est dense dans (E; k:k) si l�on a F = E.

Exemple 1.3.1 Soit E = C([0; 1];R) muni de k:k1 et k : k1. On pose

F = ff 2 E, f (0) = 0 g :

On a F = F , tandis que F est dense dans (E; k:k1).

Démontrons cela. Soit f 2 F : il existe (fn) suite de points de F telle que lim
n�!1

kf � fnk1 =

0, d�où 8t 2 [0; 1], lim
n�!+1

fn (t) = f (t), or 8n 2 N: fn (0) = 0, d�où f (0) = 0, et f 2 F .

Donc F � F , comme F � F , alors F = F .

On va montrer que F = E.

En e¤et, Soit g 2 E. On va construire une suite (fn) de F telle que kfn � gk1 �! 0.

Pour cela, soit n � 1 et soit fn la fonction dé�nie par fn (t) = g (t) pour t 2
�
1
n
; 1
�
et
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fn (t) = tg
�
1
n

�
=
�
1
n

�
si t 2

�
0; 1

n

�
. Alors fn 2 F et

kfn � gk1 =
R 1

n

0
jfn (t)� g (t)j dt �

R 1
n

0
jfn (t)j dt+

R 1
n

0
jg (t)j dt.

Mais si t 2
�
0; 1

n

�
, alors jfn (t)j �

��g � 1
n

��� � kgk1. On en déduit que
kfn � gk1 � 2

R 1
n

0
kgk1 dt � 2

kgk1
n

.

Ceci prouve que F est dense dans (E; k:k1).

Proposition 1.3.1 L�adhérence F de F est le plus petit fermé de (E; k:k) qui contient F .

Corollaire 1.3.1 Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors son adhérence �F aussi.

Démonstration Soit x; y 2 �F et a; b 2 |. Il existe xn, yn 2 F tels que xn �!
n�!+1

x,

yn �!
n�!+1

y.

On a ax+ by = lim
n�!+1

(axn + byn); et comme axn + byn 2 F , on obtient ax+ by 2 �F .

Dé�nition 1.3.3 On dit que F est fermée dans (E; k:k) si F = F .

Fermé

Proposition 1.3.2 F est fermé si et seulement si F contient toutes les Iimites de ses suites

convergentes

Proposition 1.3.3 Dans un espace normé (E; k:k), la boule fermée B0(x; r) est un fermé de

(E; k:k) et l�on a B(x; r) � B0(x; r).

Démonstration

Soit (yn)n2N une suite de points de B0(x; r) qui converge vers y dans (E; k:k); on a donc

kx� ynk � r pour tout n 2 N. La continuité de l�application k:k nous permet de passer à

la limite dans cette inégalité : on obtient donc kx� yk � r, si bien que y 2 B0(x; r). On a

ainsi prouvé que la boule B0(x; r) est un fermé de (E; k:k). B0(x; r) étant un fermé contenant

B(x; r), elle contient aussi sa fermeture.
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Exemple 1.3.2 On munit R2 de la norme euclidienne N2 ((x; y)) =
p
x2 + y2; et on con-

sidère la partie

A = f(x; sin (x)) ; x 2 Rg

La partie A est fermée. En e¤et, soit (an)n2N une suite d�éléments de A qui converge vers

l = (x; y) 2 R2: Pour chaque n 2 N, notons xn le réel tel que an = (xn; sin (xn)) : Alors

(xn)n2N converge vers x et (sin (xn))n2N converge vers y. De plus, comme la fonction sinus

est continue, (sin (xn))n2N converge vers sin (x) Par unicité de la limite, on en déduit que

y = sin(x) et donc que (x; y) 2 A. On a ainsi véri�é que la limite de toute suite convergente

d�éléments de A est dans A, ce qui montre que A est fermée.

Intérieur

Dé�nition 1.3.4 : Soit A � E. On dit que x est intérieur à A si x n�est pas adhérent à Ac,

i.e s�il existe une boule ouverte centrée en x qui est inclus dans A. On appelle intérieur de

A dans (E; k:k), que l�on note �A, l�ensemble des points intérieurs à A.

x 2 �A, 9r > 0 : B(x; r) � A:

Proposition 1.3.4 On a les relations
�
�A
�c
= Ac et

°
(Ac) =

�
A
�c
.

Démonstration

La première relation est évidente puisque, par dé�nition, on a �A =
�
Ac
�c
. Pour obtenir la

seconde relation, il su¢ t d�appliquer la première à Ac:

Ouvert

Dé�nition 1.3.5 On dit qu�une partie V de E est un voisinage de x dans (E; k:k), si x est

intérieur à V , i.e si x 2 �V .

Ainsi, une partie A de E est un ouvert de (E; k:k) si et seulement si A est voisinage de chacun

de ses points.

Exemple 1.3.3 Soit E = C ([0; 1] ;R) muni de la norme k:k1 . On pose
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O = ff 2 E = f (1) > 0g .

O est un ouvert de (E; k:k1). En e¤et, soit f 2 O et posons r = f (1). Alors la boule

ouverte B1 (f; r) � O car si g 2 B1 (f; r), alors

g (1) � f (1) + g (1)� f (1) � f (1)� kf � gk1 > f (1)� f (1) = 0.

Exemple 1.3.4 On munit R2 de la norme euclidienne N2 ((x; y)) =
p
x2 + y2; et on con-

sidère la partie

A = f(x; sin (x)) ; x 2 Rg

La partie A n�est pas ouverte. En e¤et,

1. (0; 0) = (0; sin (0)) 2 A mais pour tout r > 0; l�élément
�
0; r

2

�
de R2 est dans la boule

ouverte B ((0; 0) ; r) mais n�est pas dans A (car r
2
6= sin (0)): La partie A ne contient

donc aucune boule ouverte de centre (0; 0). Cette partie n�est donc pas ouverte.

Proposition 1.3.5 A est ouverte dans (E; k:k) si et seulement si Ac est fermée dans (E; k:k).

Démonstration

On a A est ouverte () A = �A () Ac =
�
�A
�c
() Ac = Ac () Ac est fermée.

Dé�nition 1.3.6 On dit que A est ouverte dans (E; k:k) si �A = A.

Proposition 1.3.6 L�intérieur �A de A est le plus grand ouvert de (E; k:k) qui est inclus

dans A.

Proposition 1.3.7 La boule ouverte B(x; r) est un ouvert de (E; k:k) et l�on a x 2 E et

r > 0. On a l�égalité B(x; r) =
°

B0(x; r).

Démonstration

Prouvons que
°

B0(x; r) � B(x; r), ou encore, par passage au complémentaire, que (B(x; r))c � 
°

B0(x; r)

!c
= (B0(x; r))c. Soit donc z 2 (B(x; r))c. Si z 2 (B0(x; r))c ( on a (B0(x; r))c �

(B(x; r))c puisque B(x; r) � B0(x; r) ), i1 n�y a rien à prouver puisque
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(B0(x; r))c � (B0(x; r))c. Sinon, on a kz � xk = r, posons alors zn = x+
�
1 + 1

n

�
(z � x). On

remarque que l�on a zn 2 (B0(x; r))c pour tout n 2 N�, puisque kzn � xk =
�
1 + 1

n

�
kz � xk >

kz � xk = r. Comme z = lim
n�!+1

zn , on a bien z 2 (B0(x; r))c.

Proposition 1.3.8 L�adhérence de la boule ouverte �B(x; r) est la boule fermée B0
(x; r).

Démonstration L�adhérence de la boule ouverte est évidemment contenue dans la boule

fermée, puisque celle-ci est fermée dansE. Inversement, si y 2 B0
(x; r), on a yn = 1

n
x+(1� 1

n
)y

2 �B(x; r) car


x� � 1

n
x+ (1� 1

n
)y
�

 = (1 � 1

n
) kx� yk < r; comme y = lim

n�!+1
= yn, on

obtient y 2 �B(x; r).

1.3.1 Ensembles et fonctions bornés

Proposition 1.3.9 Une partie F d�un espace normé (E; k:k) est bornée si et seulement si

son diamètre � (F ) = sup
x;y2F

kx� yk est �ni.

Démonstration Comme kx� yk � 0 pour x; y 2 E, on a � (F ) � 0. Par ailleurs, par

dé�nition de la borne supérieure, on a l�équivalence

kx� yk � � pour x; y 2 F si et seulement si sup
x;y2F

kx� yk � � si et seulement si � (F ) � �.

Proposition 1.3.10 Une partie F de E est bornée si et seulement si elle est inclus dans

une boule ouverte ou fermée.

Démonstration " =) " Supposons F est bornée et non vide, on sait qu�il existe un réel

a > 0 véri�ant kx� yk < a pour tout x; y 2 F .

Fixons un x 2 F , on a donc bien y 2 B0(x; a) pour tout y 2 F , i.e F � B0(x; a).

"(= " S�il existe un reel r > 0 et un c 2 E tels que l�on ait F � B0(c; r), on a ky � ck � r

pour tout y 2 F , et donc aussi kx� yk � kx� ck + kc� yk � 2r pour tout x; y 2 F . Par

suite, F est bornée.

Dé�nition 1.3.7 Soit X un ensemble non vide et (E; k:k) un espace vectoriel normé. On

dit qu�une fonction vectorielle f : X �! E est bornée si

9M 2 R+ , 8x 2 X, kf (x)k �M .
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Proposition 1.3.11 Une boule B (ouverte ou fermée) est une partie convexe, c�est-à-dire

que

8x; y 2 B; 8� 2 [0; 1]; (1� �)x+ �y 2 B:

Une sphère de rayon r > 0 n�est pas convexe.

Démonstration

Nous allons faire la preuve pour les boules ouvertes, la preuve pour les boules fermées est

identique. Soit a 2 E, r > 0 et considérons la boule ouverte B(a; r). Soit x; y 2 B(a; r) et

� 2 [0; 1]. On a

k(1� �)x+ �y � ak = k(1� �) (x� a) + � (y � a)k

� k(1� �) (x� a)k+ k� (y � a)k

� (1� �) k(x� a)k+ � k(y � a)k

< (1� �) r + �r

= r.

Par suite k(1� �)x+ �y � ak < r et donc (1� �)x+ �y 2 B, 8� 2 [0; 1].

Pour les sphères, montrons tout d�abord que S(0; r) n�est pas convexe . Soit x 2 S(0; r). On a

alors �x 2 S(0; r) mais 1
2
x+ 1

2
(�x) = 0E =2 S (0E; r). Plus généralement pour S(a; r), a 2 E,

on prend x 2 S(a; r). On a alors �x+ 2a 2 S(a; r) mais 1
2
x+ 1

2
(�x+ 2a) = a 2 S(a; r).

Dé�nition 1.3.8 (Compacte) Une partie A de E est compacte si toute suite d�éléments de

A admet une valeur d�adhérence dans A.

Proposition 1.3.12 x 2 E 7�! kxk 2 R+ est continue.
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1.4 Espaces de Banach

1.4.1 Quelques notions sur les suites

Dé�nition 1.4.1 (Suite bornée) Soit (E; jj�jj) un espace vectoriel normé et (un)n�0 une suite

de E. Elle est dite bornée s�il existe un réel M > 0 tel que

sup
n�0

kunk �M < +1.

Dé�nition 1.4.2 (Suite de Cauchy) Soit (un)n une suite de l�espace vectoriel normé (E; k:k).

On dira que c�est une suite de Cauchy si

8" > 0;9n" 2 N; = 8n > n" ; 8m > n" : jjun � umjj � " .

Proposition 1.4.1 Dans un espace normé, on a

1. Toute suite convergente est borné.

2. Toute suite de Cauchy de E est bornée.

3. Toute suite convergente de E est de Cauchy.

Démonstration.

1. Soit (E; k:k) unl espace normé et (xn)n2N une suite de points de E qui converge vers

x 2 E. Montrons que l�ensemble S = fxn = n 2 Ng est borné. Trouvons pour cela

un réel � > 0 tel que l�on ait kx� xnk � � pour tout n � N . Par l�hypothèse,

il existe un N 2 N tel que l�on ait kx� xnk � 1 pour tout n � N: Si l�on pose

� = sup f1; kx� x1k ; :::; kx� xN�1kg, on a 1 � � < +1 et kx� xnk � � pour tout

n 2 N. Il en résulte que l�on a kxn � xmk � kxn � xk + kx� xmk � 2� pour tout

n;m 2 N, si bien que S est borné, on a en fait prouvé que S � B (x; �).

2. Soit (xn)n2N est une suite de Cauchy. Donc il existe n0 > 0, tel que kxn � xmk < 1 si

n, m > n0 , d�où il s�ensuit que

kx1 � xnk �
n0P
k=1

kxk � xk+1k+ 1 =M , pour tout n 2 N .

3. Soit xn �! x0, alors pour tout " > 0, il existe un nombre naturel n0 ("), tel que
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kxn � x0k <
"

2
pour tous les n > n0 (") .

Alors

kxn � xnk � kxn � x0k+ kx0 � xmk <
"

2
+
"

2
= " .

Dé�nition 1.4.3 Sous-suite ou suite extraite. On dira qu�une suite (vk)k2D � (un)n2N est

une suite extraite s�il existe une application strictement

croissante ' : N! N telque
�
u'(n) , n 2 N

	
= fvk , k 2 Dg.

Exemple 1.4.1 Soit la suite (fn)n , n � 2, dé�nie par

fn (t) =

8<: 0 si 0 � t � 1
2
� 1

n

nt+
�
1� 1

2
n
�

si 1
2
� 1

n
� t � 1

2
1 si 1

2
� t � 1

est de Cauchy pour la norme k:k1 mais n�est pas convergente dans E

En e¤et,

kfn+p � fnk1 =
R 1
0
jfn+p (t)� fn (t)j dt =

R 1
0
jfn+p (t)� fn (t)j dt

=
1

2

��
1

2
� 1

n+ p

�
�
�
1

2
� 1

n

��
=

1

2

�
1

n
� 1

n+ p

�
� 1

2n
� ",

pour tout n � N =
�
1
2
"
�
+ 1( où [x] désigne la partie entière du réel x), et pour tout p 2 N.

Exercice Montrer que si f : E �! F , une application entre deux espaces vectoriels normés,

uniformément continue et (un)n une suite de Cauchy dans E alors (f(un))n est de Cauchy.

Solution

On a f est uniformément continue, ce qui signi�e que :

8" > 0; 9� > 0 tel que 8x; y 2 E; kx� ykE < � =) kf (x)� f (y)kF < " .

Or, comme (un)n est de Cauchy dans E, il existe N 2 N tel que 8n > N; 8m > N :

jjun � umjjE < �:
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Par application de l�uniforme continuité de f , on obtient :

kf (un)� f (um)kF < ".

On a montré que (f(un))n est de Cauchy dans F , ce qui conclut la démonstration.

1.4.2 Espaces complets

Dé�nition 1.4.4 Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. On dira que E est un espace de

Banach ou un espace complet si toute suite de Cauchy converge dans E.

1.4.3 Exemples des espaces de Banach

Exemple 1.4.2 (R; j� j) est un espace de Banach.

Preuve : C�est une conséquence du théorème suivant lequel toute suite croissante majorée

est convergente. En e¤et si (un)n�0 est une suite de Cauchy de R alors elle est bornée. Posons

vk = inf fun ; n � kg alors

vk � vk+1 �M = sup
j
jujj < +1 ; lim

k�!+1
vk = l = sup

k
vk 2 R

De plus 8 k il existe '(k) � k tel que

vk � u'(k) � l +
1

k + 1
donc lim

k�!+1
u'(k) = l:

Ainsi, toute la suite de Cauchy est convergente.

Exemple 1.4.3 (C; j� j) est un espace de Banach.

Exemple 1.4.4 En utilisant la suite (xn)n2N dé�nie par

xn =

�
10n
p
2
�

10n
,

montrer que Q (muni de la distance issue de la valeur absolue) n�est pas complet.

Véri�cation que (xn)n2N est une suite de Cauchy. En e¤et, pour m > n, on a
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jxn � xmj =
�����
�
10n
p
2
�

10n
�
�
10m

p
2
�

10m

����� .
Puisque [

10n
p
2]

10n
est une approximation de

p
2 avec n chi¤res après la virgule, l�erreur commise

est au plus 10�n, et de même pour xm avec m > n. Ainsi, on a :

jxn � xmj � 10�n:

Donc, pour tout " > 0, il existe un rang N tel que pour tout n;m > N ,

jxn � xmj � 10�n < "

Cela prouve que(xn)n2N est une suite de Cauchy dans Q.

Si cette suite convergerait vers une limite dans Q, elle convergerait de même vers cette même

limite dans R. Par unicité de la limite, cela implique que
p
2 2 Q, contradiction. Donc cette

suite est de Cauchy dans Q et ne convergent pas : Q n�est pas complet.

Exemple 1.4.5 L�espace `p(N;|) muni de la norme k:kp est complet, p 2 [1;+1[.

Démonstration.

Montrons que `p(N) est un espace de Banach pour tout p 2 [1;+1[. Soit donc (xk)k�0 une

suite de Cauchy dans `p(N). Pour tout k � 0, on a xk =
�
xkn
�
n�0 avec x

k
n 2 |. Soit " > 0, il

existe un entier N tel que, pour k � N et k
0 � N , on ait

�
+1P
n=0

���xkn � xk
0

n

���p� 1
p

=



xk � xk

0



p
< ".

Soit n � 0. Pour tout k; k
0
, on a

���xkn � xk
0

n

��� � 


xk � xk
0



p
, donc la suite (xkn)k�0 est de

Cauchy dans | qui est de Banach, donc il existe xn 2 | tel que lim
k!+1

xkn = xn. Pour tout M

� 0 et pour tout k � N et k
0 � N , on a :

�
MP
n=0

���xkn � xk
0

n

���p� 1
p

=



xk � xk

0



p
< ".

On fait tendre k vers l�in�ni, on obtient que :
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�
MP
n=0

��xkn � xn
��p� 1

p

< ".

Ceci étant vrai pour tout N � 0, d�où on a :

�
+1P
n=0

��xkn � xn
��p� 1

p

< ".

Soit x = (xn)n � 0, alors on a x � xk 2 `p(N). Comme `p(N) est un espace vectoriel, alors

x = x � xk + xk 2 `p(N). De plus l�inégalité précédente montre que (xk)k�0 converge vers

x dans
�
`p(N); k:kp

�
.

Exemple 1.4.6 On note E = C ([�1; 1] ;C) l�espace des fonctions continues de [�1; 1] à

valeurs dans C. L�espace vectoriel normé (E; k : k1) est complet.

Démonstration.

On considère (fn)n2N une suite de Cauchy pour cet espace vectoriel normé, et on veut prouver

qu�il existe une fonction f pour laquelle

kfn � fk1 �! 0. On �xe x 2 [�1; 1]. De l�inégalité

jfn (x)� fp (x)j �k fn � fp k1 ,

on en déduit que la suite (fn(x))n est une suite de Cauchy dans C. Maintenant, C est

complet. La suite (fn(x))n est donc convergente. On note f (x) sa limite. On dé�nit ainsi

une fonction f sur [�1; 1]. Il faut maintenant montrer que f est continue sur [�1; 1] puis

que (fn) converge vers f pour la norme k : k1. On commence par �xer " > 0. Puisque la

suite (fn) est de Cauchy, il existe n0 2 N tel que n; p � n0 =) kfn � fpk1 � ".

Si x est �xé dans [�1; 1], on en déduit : jfn (x)� fp (x)j � ".

On fait alors tendre p vers +1. On obtient : 8x 2 [�1; 1]; jfn (x)� f (x)j � "

Ceci signi�e exactement

kfn � fk1 � ":

Ainsi, on obtient que la suite (fn)n converge uniformément vers f sur [�1; 1], ce qui montre

d�une part que f est continue, et d�autre part que (fn) converge vers f dans (E; k : k1).
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Exercice 1.4.1 Soit E = C1([�1; 1]) l�espace des fonctions complexes continûment dériv-

ables sur [�1; 1].

(1) On munit E de la norme uniforme, kfk1 = sup
x2[�1;1]

jf(x)j.

Montrer que (E; k:k1) n�est pas un espace de Banach (On pourra utiliser la suite (fn)n2N� dé�nie

par fn(x) =
q
x2 + 1

n2
).

(2) On munit E de la norme kfk = kfk1 + kf 0k1. Montrer que (E, k:k) est un espace de

Banach.

Solution On utilise la suite proposée en montrant qu�elle est de Cauchy et non convergente

dans (E, k:k1 ).

De manière évidente, fn 2 E pour tout n 2 N�. Notons f , f (x) = jxj.

Pour tout x 2 [�1; 1] , jfn (x)� fm (x)j =
�� 1
n2
� 1

m2

��q
x2 + 1

n2
+
q
x2 + 1

m2

�
�
1

n
� 1

m

�
.

Alors kfn � fmk1 �! 0, lorsque n;m �! +1. Et

pour tout x 2 [�1; 1] , jfn (x)� f (x)j =
��x2 + 1

n2
� x2

��q
x2 + 1

n2
+
q
x2 + 1

m2

�
1
n2

1
n

=
1

n
.

donc lim
n�!+1

kfn � fk1 = 0. S�il existe g 2 E telle que lim
n�!+1

kfn � gk1 = 0, on a en

particulier pour tout x 2 [�1; 1], fn(x) ! g(x) et par suite f = g. Mais f =2 E. Donc, la

suite (fn) n�est pas convergente dans E.

Soit une suite (fn)n2N� de Cauchy dans (E; k:k), alors les deux suites (fn)n2N� et (f 0
n )n2N� sont

de Cauchy dans (C([�1; 1]); k:k1).

Les règles usuelles d�échange limite-dérivation (la convergence uniforme de la suite des dérivées

et la convergence en un point de la suite des fonctions entraînent la « dérivation terme à

terme » de la suite) permettent d�assurer qu�il existe f 2 C1 telle que lim
n�!+1

fn = f et

lim
n�!+1

f 0
n = f 0, au sens de k:k1 . Donc fn �! f au sens de k:k , et (E; k:k ) est complet

(espace de Banach).
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Proposition 1.4.2 (E1; k:k1); :::; (En; k:kn) des espaces normés et E = E1 � E2 � ::: � En

l�espace normé produit. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) E est un espace de Banach.

(ii) Pour tout j 2 f1; :::; ng, Ej est un espace de Banach.

Proposition 1.4.3 ( des ensembles complets)

1. Toute partie complète d�un espace vectoriel normé est fermée.

2. Toute partie fermée d�une partie complète d�un espace vectoriel normé est complète.

Démonstration

1. Soit F � E complète. Soit (xn)n � A une suite convergente dans E, c�est- a-dire qu�il

existe a 2 E tel que lim
n�!+1

xn = a. Ainsi, (xn)n est de Cauchy dans F et A etant

complète, la suite de Cauchy converge dans F , donc il existe b 2 F tel que lim
n�!+1

xn = b. Ainsi,

ka� bk � ka� xnk+ kxn � bk �! 0.

Donc a = b.

2. Soit un B un sous-ensemble fermé d�une partie de F � E complète. Soit (bn)n � B une

suite de Cauchy de B, alors comme B � A, c�est une suite de Cauchy de A, il existe

b 2 A tel que lim
n�!+1

bn = b. Or B est un fermé de A, donc b 2 B.

Proposition 1.4.4 (Suite extraite)

1. Si une suite extraite d�une suite de Cauchy est convergente alors toute la suite converge

vers la même limite que la sous-suite.

2. Toute suite extraite d�une suite de Cauchy est de Cauchy.
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Démonstration

Soit (xn)n2N� une suite de Cauchy

8" > 0 ; 9n" 2 N; 8n;m > n" =) jjxn � xmjj � ".

Notons yp = xn(p), où (n(p))p2N� est une sous-suite croissante de N�. Il existe un entier P (")

tel que

p > P (") =) n (p) > N (") et kyp � yk � ".

Utilisons ceci pour comparer y à xn pour n assez grand. Soit donc n > N(") et p > P (").

Nous avons

ky � xnk � ky � ypk+ kyp � xnk � 2"

ce qui montre que lim
n!1

xn = y.

2. Il s�agit de fabriquer une sous-suite de (xn) de Cauchy. Pour ceci on utilise le caractère

de Cauchy de la suite (xn) pour "p = 2�p. Pour tout p 2 N�, il existe Np 2 N� tel que,

pour j; k � Np; kxj � xkk � 2�p. On pose

mp = max (N1; :::; Np) + p et yp = xmp .

Alors, la suite (mp)p2N� est strictement croissante et, comme min(mp;mp+1) � Np, on a

kyp+1 � ypk � 2�p .

Théorème 1.4.1 Un espace vectoriel normé E est complet si et seulement si chaque série

absolument convergente converge en norme.

Démonstration

Soit
+1P
n=1

xn un une série absolument convergente. Notons SN =
NP
n=1

xn et TN =
NP
n=1

kxnk.

La clé est l�inégalité suivante, conséquence évidente de l�inégalité triangulaire :

q � p =) kSq � Spk =




 MP
n=N+1

xn





 � MP
n=N+1

kxnk = Tq � Tp

Alors, si la série est absolument convergente, Tq � Tp �! 0 quand p; q !1, et Sq � Sp �!

0 quand p; q ! +1.

Ainsi (SN) est de Cauchy et donc convergente.
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Soit une suite de Cauchy arbitraire (xn)n2N�, il s�agit de montrer qu�elle est convergente.

Supposons en revanche que toutes les séries absolument convergentes convergent . Choisissons

pour chaque j un indice nj de sorte que

m;n � nj et k xm � xn k< 2�j.

Si x0 = 0, nous avons

xnk =
kP
j=1

�
xnj � xnj�1

�
.

Par l�inégalité triangulaire la série
kP
j=1

�
xnj � xnj�1

�
converge absolument. Par conséquent,

xnk converge vers une certaine limite y.

Pour voir que (xn)n converge vers y, nous notons que pour n � nk et k assez grand, nous

avons

kxn � xnkk � 2�k

et donc

kxn � yk � kxn � xnkk+ kxnk � yk � 2�k + 2�k � 2�(k�1)

et donc xn �! y.

1.4.4 Espace compact

Dé�nition 1.4.5 Soit (E; d) un espace métrique.

1. Un recouvrement de E est une famille (Ai)i 2 I de parties de E telle que E =
S
i2I
Ai. Si

de plus I est un ensemble �ni, on dit que (Ai)i2I est un recouvrement �ni de E.

2. Soit (Ai)i 2 I un recouvrement de E. Si J � I tel que E =
S
i2J

Aj , on dit que (Aj)j2J

est un sous-recouvrement de (Ai)i2I . Si de plus, J est �ni, on dit alors que (Aj)j2J est un

sous-recouvrement �ni de (Ai)i2I .

3. Un recouvrement ouvert de E est une famille d�ouverts (Ui)i2I de E telle que E =
S
i2I
Ui .

Dé�nition 1.4.6 Un espace métrique (E; d) est compact si de tout recouvrement ouvert de

E, on peut extraire un sous-recouvrement �ni. Autrement dit, pour toute famille d�ouverts

(Ui)i2I de E telle que E =
S
i2I
Ui, il existe un sous ensemble

�ni J de I tel que E =
S
i2J

Ui.
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Dé�nition 1.4.7 Soient (E; d) un espace métrique et A une partie de E.

1. On dit que A est compacte si A, munie de la topologie induite par celle de E, est

un espace compact.

2. On dit que A est relativement compacte si �A est compact.

Corollaire 1.4.1 Soient (E; d) un espace métrique et A une partie de E. Les propriétés

suivantes sont équivalentes.

(i) A est relativement compacte.

(ii) Il existe une partie compacte de E contenant A.

(iii) Toute suite dans A possède une sous-suite convergente dans E.

Dé�nition 1.4.8 Soit (E; d) un espace métrique et A � E. Alors A est un sous ensemble

relativement compact ou précompact si �A est compact en lui même.

L�ensemble A est compact en lui même si et seulement si chaque partie in�nie de A possède

un point d�accumulation dans E.

Espace localement compact

Dé�nition 1.4.9 L�espace métrique (E; d) est localement compact si pour tout x 2 E il

existe un ensemble ouvert précompact contenant x.

1.4.5 Exercices

Exercice 1.4.2 Soit E = C1([0; 1];R) l�espace vectoriel des applications de classe C1 de

[0; 1] dans R. On considère sur E les normes suivantes:

N1 (f) = kfk1 + kf 0k1
N2 (f) = kfk1 +

R 1
0
jf 0 (t)j dt

1. Montrer que les normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes.
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2. Trouver une suite de Cauchy dans (E;N2) non convergente. En déduire que (E;N2)

n�est pas de Banach.

Exercice 1.4.3 Soit E = R [X] le R-espace vectoriel des polynômes réels de degré inférieur

ou égal à n. Soient a, b 2 R tels que a < b. Pour tout P 2 E, on pose:

kPk1 =
R b
a
jPn (t)j dt et kPk1 = sup

a�t�b
jp (t)j .

1. Véri�er que k:k1 et k:k1 sont des normes sur E.

2. Soit (Pk)k�0 une suite bornée dans (E; k:k1). Montrer que l�on peut en extraire une

sous-suite convergente dans (E; k:k1).

Exercice 1.4.4 Soit X un espace normé et Y un sous-espace linéaire fermé de X, tel que

Y , muni de la norme induite, est complet, et que l�espace quotient X�Y , muni de la norme

quotient,est également complet. Prouver que X est un espace complet.
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Applications linéaires continues

2.1 Applications continues

Théorème 2.1.1 Soient (E; kkE), (F; kkF ) deux espaces vectoriels sur le même corps |. On

dit que l�application T : E �! F

est linéaire si

8x; y 2 E; 8� 2 | : T (x+ y) = Tx+ Ty

T (�x) = �Tx.

On note par L(E;F ) l�ensemble des applications linéaires dé�nies de E dans F , cet ensemble

constitue une structure d�espace vectoriel sur | quand on le munit par les deux lois de

composition usuelles suivants:

L(E;F )� L(E;F ) �! L(E;F )

(f; g) 7�! f + g,

et

|� L(E;F ) �! L(E;F )

(�; f) 7�! �f:

Exemple 2.1.1 Soit E = C ([0; 1] ;R) muni de la norme k:k1 et T : (E; k:k1) �! (E; k:k1)

, T (f) = fg où g est �xé. T est linéaire car,

soient f; h 2 E et � 2 R, T (�f + h) g = (�f + h) g = �fg + hg = �T (f) + T (g).
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Exemple 2.1.2 Soit x = (xn)n�0 2 `2 (N;|). Alors l�application

Tx :
�
`2; k:k2

�
�! |

y = (yn)n�0 7�! Tx (y) =
+1P
k=0

xnyn

est linéaire. En e¤et, soient z = (zn)n�0 ; y = (yn)n�0 2 `2 (N;|) et � 2 |, on a

Tx (�z + y) =
P+1

k=0 xn (�zn + yn) = �
P+1

k=0 xnzn +
P+1

k=0 xnyn = �Tx (z) + Tx (y).

Dé�nition 2.1.1 Soit (E; k:kE), (F; k:kF ) deux espaces normés. Une application T : E �!

F est dite lipschitzienne s�il existe une constante k � 0 telle que pour tout x; y 2 E, on ait
kT (x)� T (y)kF � k kx� ykE .

La plus petite constante k véri�ant cette inégalité est appelée la constante de Lipschitz de T .

Exemple 2.1.3 Soit T : E �! E, T (x) = x
1+kxk ,

T (x)� T (y) =
x

1 + kxk �
y

1 + kyk =
x� y

1 + kxk + y

�
1

1 + kxk �
1

1 + kyk

�
=

x� y

1 + kxk + y

�
(kyk � kxk)

(1 + kxk) (1 + kyk)

�
� kx� yk+

�
(kyk � kxk)

(1 + kxk) (1 + kyk)

�
� kx� yk+ (jkxk � kykj) � 2 kx� yk .

Dé�nition 2.1.2 Si E, F deux espaces normés et T : E �! F est dite uniformément

continue si

8" > 0;9� > 0; 8x; y 2 E; kx� ykE � � =) kT (x)� T (y)kF � ".

Dé�nition 2.1.3 T : E �! F est appelée un homéomorphisme si

a) T est une bijection continue de E sur F ;

b) T �1: F �! E, est continue. S�il existe un homéomorphisme entre E et F , E , F sont

dits homéomorphes.
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Exemple 2.1.4 Soient (E, k:k) un espace vectoriel normé et r > 0. considérons l�application

suivante:

T : B (0; r) �! E

x 7�! x

r � kxk

T est un homéomorphisme. En e¤et, soient x 2 B (0; r) et y 2 E, alors on a
x

r�kxk = y () x = ry
1+kyk . Donc T est bijective et on a T

�1 (y) = ry
r+kyk . Comme T et T

�1

sont des composées d�applications continues, alors T et T�1 sont continues. Par conséquent,

T est un homéomorphisme.

Proposition 2.1.1 Soit (E; k:kE) un espace normé.

1. L�application ' de E � E dans E, de�nie par ' (x+ y) = x+ y, est 2-lipschitzienne.

2. L�application  de |� E dans E dans E, de�nie par  (�; x) = �x, est continue.

Démonstration.

Etape 1. Soient (x; y) et (u; v) dans E � E. Alors

k(x+ y)� (u+ v)k � kx� ukE + ky � vkE � 2 k(x; y)� (u; v)kE�E ,

ce qui montre l�assertion pour '. En particulier, ' est uniformement continue.

Etape 2. Soit (�0; x0) un point donne de |� E. Alors, si (�; x) 2 |� E,

k�x� �0x0kE = k�0 (x� x0) + (�� �0)xkE � j�0j kx� x0kE + j�0 � �j kxkE ,

et on voit que, si " 2 R�+ est donné, il su¢ t de choisir � > 0 tel que � j�0j < "
2
, pui � 2 R�+

tel que � (kx0k+ �) < "
2
pour que k�x� �0x0kE < " dés que kx� x0kE < � et j�0 � �j < �.

Ceci prouve la continuite de  au point (�0; x0) (il n�y a clairement pas continuité uniforme

dans ce cas).
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2.1.1 Formes linéaires

Dé�nition 2.1.4 Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire

' : E ! |. L�espace dual de E est l�espace vectoriel E� = L(E; |) de toutes les formes

linéaires sur E. Un hyperplan de E est un sous-espace qui est le noyau d�une forme linéaire

non nulle '.

Théorème 2.1.2 Soient (EE; kkE), (F; kkF ) deux espaces normés et T : E �! F une

application, et a un point de E. T est dite continue en le point a 2 E si

8" > 0; 9� > 0;8x 2 E : kx� akE < � =) kT (x)� T (a)kF < " .

Théorème 2.1.3 Soient (E; kkE), (F; kkF ) deux espaces normés et T : E �! F une ap-

plication linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i. Existe un nombre M > 0 tel que pour tout x 2 E1, on ait kT (x)k2 �Mkxk1.

ii. T est bornée sur la sphère S = fx 2 E1; kxk1 = 1g:

iii. T est lipschitzienne.

iv. T est uniformément continue.

v. T est continue.

vi. T est continue en 0.

Démonstration. Il est clair que (i) ) (ii). Montrons que (ii) ) (iii). Par hypothèse, il

existe une constante k > 0 telle que pour tout x 2 S, on ait kT (x)kF � k. Soient x; y 2 E

tels que x 6= y, alors on a



T � x�y

kx�ykE

�



F
� k. Or on a :





T � x� y

kx� ykE

�




F

=





 1

kx� ykE
(T (x)� T (y))






F

=
1

kx� ykE
k(T (x)� T (y))kF

d�ou k(T (x)� T (y))kF � k kx� ykE. Donc T est lipschitzienne. Les implications (iii) =)

(iv)) (v)) (vi) sont claires. Il reste à montrer que (vi)) (i). Par hypothèse, l�application

T est continue en 0, et on a T (0) = 0 car T est linéaire, donc pour tout " > 0, il existe � > 0

tel que pour tout x 2 E véri�ant kxkE � � , on ait kT (x)kF � " .
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Soit x 2 E, avec x 6= 0, alors k �x
kxkE

kE = �, donc on a



T � �x

kxkE

�



F
� ".

Or on a



T � �x

kxkE

�



F
=



 �
kxkE

T (x)




F
= �

kxkE
kT (x)kF , d�où kT (x)kF � "

�
kxkE. Il su¢ t

maintenant de prendre M = "
�
pour avoir (i).

Théorème 2.1.4 Soient (E; kkE), (F; kkF ) deux espaces normés et T : E �! F une applic-

ation linéaire continue. La meilleure constante apparaissant dans la condition (i) du théorème

précédent s�appelle la norme de T et se note kTk. Autrement dit, on a

kTk = inf fM > 0; kT (x)kF �M kxkE pour tout x 2 Eg :

Théorème 2.1.5 Soient (E; kkE), (F; kkF ) deux espaces normés et T : E �! F une ap-

plication linéaire continue. Alors on a :

1. kTk = sup
kxkE<1

kT (x)kF = sup
kxkE�1

kT (x)kF = sup
kxkE=1

kT (x)kF = sup
x2E�f0g

kT (x)kF
kxkE

2. Pour tout x 2 E, on a kT (x)kF � kTk kxkE.

Démonstration.

1. Puisque T est continue, alors l�ensemble

B = fM > 0; kT (x)kF �M kxkE pour tout x 2 Eg

est non vide (et minoré dans R+), donc kTk = inf fM ; M 2 Bg existe dans R+. SoitM 2 B,

alors pour tout x 2 E, on a kT (x)kF �M kxkE, donc sup
kxkE�1

kT (x)kF �M .

Par conséquent, on a sup
kxkE�1

kT (x)kF � inf fM ; M 2 Bg = kTk. Pour tout x 6= 0, on a

kT (x)kF
kxkE

� sup
x2E1�f0g

kT (x)kF
kxkE

, donc pour tout x 2 E, on a kT (x)kF �
 

sup
x2E�f0g

kT (x)kF
kxkE

!
kxkE

d�où kTk � sup
x2E�f0g

kT (x)kF
kxkE

. Soit x 2 E tel que x 6= 0, alors on a :

kT (x)kF
kxkE

=





 1

kxkE
T (x)






F

=





T � x

kxkE

�




F

� sup
kxkE=1

kT (x)kF � sup
kxkE�1

kT (x)kF � kTk :
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Donc on a sup
x2E�f0g

kT (x)kF
kxkE

� sup
kxkE=1

kT (x)kF � sup
kxkE�1

kT (x)kF � kTk. Par conséquent,

on a kTk = sup
kxkE�1

kT (x)kF = sup
kxkE=1

kT (x)kF = sup
x2E�f0g

kT (x)kF
kxkE

. On a sup
kxkE<1

kT (x)kF =

sup
kxkE�1

kT (x)kF = kTk.

Il reste à montrer l�inégalité inverse. Soit x 2 E tel que kxkE � 1, alors pour tout n � 1, on

a


�1� 1

n

�
x



E
=
�
1� 1

n

�
kxkE < 1, d�où�

1� 1
n

�
kT (x)kF � sup

kxkE<1



T ��1� 1
n

�
x
�



F
. On fait tendre n vers+1, on obtient kT (x)kF �

sup
kxkE<1

kT (x)kF . Par conséquent, on a kTk � sup
kxkE<1

kT (x)kF .

2. Pour tout x 6= 0, on a kT (x)kF
kxkE

� sup
x2E�f0g

kT (x)kF
kxkE

= kTk, donc pour tout x 2 E, on a

kT (x)kF � kTk kxkE.

Exemple 2.1.5 Soit E = C([0; 1];|). On dé�nit l�application linéaire T : (E; k:k1) �!

(E; k:k1) par

8f 2 E; Tf (x) =
Z x

0

f (t) dt , 8x 2 [0; 1] .

Pour tout f 2 E; on a kTfk1 � kfk1 , donc T 2 L(E) et kTk � 1. De plus, kTk = 1 car

si f � 1, on obtient k f k1= 1 et k Af k1= 1.

Exemple 2.1.6 Soit Cb (R) l�espace des fonctions continues bornées sur R. muni de la

norme uniforme. On considère l�application linéaire

T : Cb (R) �! Cb (R) dé�nie par (Tf) (x) = 3f (x)� 2f (x+ 4), l�application T est continue

et kTk = 5.

En e¤et, on a j(Tf) (x)j � 3 jf (x)j + 2 jf (x+ 4)j � 3 kfk1 + 2 kfk1 = 5 kfk1 , donc

kTfk1 � 5 kfk1 , de sorte que T est continue et kTk � 5.

Si l�on prend une fonction f 2 Cb (R) telle que f (x) = �x
2
+ 1 pour 0 � x � 4, on aura

(Tf) (0) = 5, donc kTfk1 = 5. Il en résulte que kTk = 5.

Proposition 2.1.2 Soient (E; kkE), (F; kkF ),(G; kkG) trois espaces vectoriels normés, f 2

L(E;F ) et g 2 L(F;G). Alors, g � f 2 L(E;G) et kg � fkL(E;G) � kgkL(F;G) kfkL(E;F ) .

Démonstration. On sait que g� f est linéaire. De plus, pour tout x 2 E,
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k(g � f) (x)kG � kgkL(F;G) kf (x)kF � kgkL(F;G) kfkL(E;F ) kxkE ;

ce qui montre que g� f est continue et que kg � fkL(E;G) � kgkL(F;G) kfkL(E;F ) .

Théorème 2.1.6 Soit L(E;F ) l�espace de toutes les applications linéaires continues de E

dans F . Si F est complet, L(E;F ) est aussi complet

Démonstration. Supposons F complet, et soit (Tn)n une suite de Cauchy dans L(E;F ).

Alors, pour tout x 2 E, la suite (Tn (x))n est de Cauchy dans F , en vertu de l�inégalité:

kTn (x)� Tk (x)kF � kTn � Tkk kxkE (I1)

Cette suite converge donc vers un élément T (x) 2 F . Il est facile de voir qu�alors T : E �!

F est linéaire. Il est continue car:

kTxkF = lim
n�!+1

kTnxkF � lim
n�!+1

sup
n�1

kTnk kxkE �
�
sup
n�1

kTnk
�
kxkE

et car
�
sup
n�1

kTnk
�
< +1 puisque toute suite de Cauchy est bornée.

Pour �nir, en faisant tendre k vers l�in�ni, on obtient :

kTn (x)� T (x)kF �
�
lim

k�!+1
sup
n�1

kTn � Tkk
�
kxkE

pour tout x 2 E, de sorte que kTn � Tk � lim
k�!+1

sup
n�1

kTn � Tkk, qui tend vers 0 quand n

tend vers l�in�ni, puisque (Tn)n est de Cauchy. Donc (Tn)n converge vers T pour la norme

d�application.

En particulier, si F = |, L(E; |) est toujours complet.

Théorème 2.1.7 Soient (E; kkE), (F; kkF ) deux espaces normés et T : E �! F une ap-

plication. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. T est continue sur E,

2. Pour toute partie ouverte B de (F; kkF ), l�image réciproque A = T�1 fBg est une partie

ouverte de (E; kkE).
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Démonstration. Montrons d�abord que la condition est nécessaire: Supposons T continue,

soit B un ouvert de F , et posons A = T�1 (B). Soit a 2 A . T est continue en a, or B est

un voisinage de T (a), donc A doit être un voisinage de a, ainsi A est un voisinage de chacun

de ses points, donc c�est un ensemble ouvert.

Montrons maintenant que la condition est su¢ sante: Supposons que l�image réciproque par

T de tout ouvert de F soit un ouvert de E. Alors, pour tout point a de E, soit V un voisinage

de T (a) = b dans F . Alors V contient un ouvert B contenant b, donc l�image réciproque

T�1 (V) contient T�1 (B) qui est un ouvert contenant a. Alors T�1 (V) est un voisinage de

a, ce qui prouve que l�application T est continue en a.

Théorème 2.1.8 Soient (E; kkE), (F; kkF ) deux espaces normés et T : E �! F une ap-

plication. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. T est continue sur E,

2. Pour toute partie fermée V de (F; kkF ), l�image réciproque U = T�1 fV g est une partie

fermée de (E; kkE).

Démonstration.

On passe du théorème précédent à celui-ci en remplaçant les parties ouvertes considérées

dans E et dans F par leurs parties complémentaires

fermées.

Exemple 2.1.7 Soit E = C([0; 1];R) muni de k : k1. On pose

A =
n
f 2 E, f (0) = 0 et

R 1
0
f (t) dt � 1

o
A est une partie fermée de E. En e¤et, posons, pour f 2 E, ' (f) = f (0) et  (f) =

R 1
0
f (t) dt

. Alors ' et  sont deux formes linéaires. De plus, elles sont continues car, pour tout f 2 E,

j' (f)j � kfk1
j (f)j �

R 1
0
jf (t)j dt �

R 1
0
k f k1 dt �k f k1 .

De plus, on a A = '�1 f0g \  �1 f[1;+1[g. Comme images réciproques de fermés par une

application continue, '�1 f0g et  �1 f[1;+1[g sont fermés. Leur intersection est donc un

fermé et A est bien fermé.
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2.1.2 Dual topologique d�un e.v.n.

Dé�nition 2.1.5 L(E; |) est noté E 0
et est appelé le dual de E. C�est toujours un espace

de Banach. La norme de ' 2 E
0
est donc dé�nie par:

k'k = k'kE0 = sup
x2E�f0g

jT (x)j
kxkE

= sup
kxkE�1

jT (x)j = sup
kxkE=1

jT (x)j

Exemple 2.1.8 Soit E = C([�1; 1];R) muni de la norme k:k1 de la convergence uniforme.

' : E �! R

f 7�!
Z 1

�1

tf (t)

1 + t2
dt

' est continue car: il existe une constante c � 0 telle que : j' (f)j � c kfk1 pour tout

f 2 E. En e¤et

j' (f)j =
����Z 1

�1

tf (t)

1 + t2
dt

���� � Z 1

�1

���� tf (t)1 + t2

���� dt � Z 1

�1

jtf (t)j
1 + t2

dt.

Utilisant j f(t) j�k f k1 pour tout t 2 [�1; 1], on a :

j' (f)j � kfk1
Z 1

�1

jtj
1 + t2

dt.

Puisque jtj
1+t2

est une fonction paire, on peut écrire :

j' (f)j � 2 kfk1
Z 1

0

t

1 + t2
dt = 2 kfk1

�
ln (1 + t2)

2

�1
0

= ln (2) kfk1

Par conséquent, j' (f)j � ln (2) kfk1. Cela montre que ' est continue et que la constante c

qui borne j' (f)j est ln (2).

Proposition 2.1.3 1. Un sous-espace H de E est un hyperplan de E si et seulement s�il

existe une forme linéaire ' non nulle de E� telle que H = ker'.

2. Une forme linéaire non nulle est complètement déterminée par la donnée de l�image d�un

vecteur n�appartenant pas à son noyau.

3. Deux formes lineaires non nulles sont proportionnelles si et seulement si elles ont le même

hyperplan noyau.
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Proposition 2.1.4 Soient (E; kkE) un espace vectoriel norme et ' une forme lineaire non

mule sur E. On note H = ker' son hyperplan noyau. Alors, H est fermé, si et seulement

si ' est continue.

Démonstration. Supposons que ' 2 E� soit continue. Alors, H = '�1 f0g est fermé

comme image reciproque d�un fermé par une application continue.

Supposons maintenant que H soit fermé. Comme ' est non nulle et lineaire, il existe a 2

EnH tel que ' (a) = 1. Considerons l�hyperplan translaté a + H. Il est fermé puisque les

translations sont des homeomorphismes, et 0 =2 a + H (car sinon a 2 H). II existe donc

" 2 R�+ tel que la boule B (0; ") ne rencontre pas a +H. Mais ceci montre que j' (x)j < 1

pour tout x de B (0; "). En e¤et, s�il existait x 2 B (0; ") tel que ' (x) � 1 le point y = x
'(x)

serait dans B (0; ") et véri�erait ' (y) = 1, ce qui entrainerait ' (y � a) = 0, soit y � a 2 H,

ce qui est contradictoire. L�application ' est bornée sur B, donc aussi sur la boule unité par

homogénéité, donc elle est continue.

Exemple 2.1.9 Soient (E; kkE), ( |; j:j) deux espaces normés sur le corps |(= R ou C) et

soit T : E �! | une application linéaire continue sur E. On a

kerT = fu 2 E = T (u) = 0g = T�1 f0g est fermé dans E.

2.2 Espaces vectoriels normés de dimension �nie

Théorème 2.2.1 Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. Les propriétés suivantes sont

équivalentes.

(i) E est de dimension �nie.

(ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes.

(iii) Toutes les formes linéaires sur E sont continues.

Démonstration

Montrons d�abord l�implication (i) =) (ii). Soit (e1, . . . , en) une base de E, où n est la

dimension de E. Pour tout x =
nP
i=1

�iei 2 E, on pose kxk1 = max j�ij
1�i�n

, alors k:k1 est une
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norme sur E. On va montrer que les deux normes k:k et k:k1 sont équivalentes. On a kxk =

k�1e1 + �2e2 + :::+ �nenk �
nP
i=1

j�ij keik �
�

nP
i=1

keik
�
kxk1 . Soit a =

nP
i=1

keik alors a > 0, et

pour tout x 2 E, on a kxk � a kxk1. Comme l�ensemble
�
(�1; :::; �n) 2 |n, max j�ij

1�i�n
= 1

�
,

est compact dans (|n; k:k1). On a jkxk � kykj � kx� yk � � kx� yk1, donc l�application

x 7�! kxk est continue de (E; k:k1) dans R+. Par conséquent, il existe x0 2 S(0; 1) tel que

inf
kxk1=1

kxk = kx0k > 0. Autrement dit, il existe b > 0 tel que b � kxk si kxk1 = 1. Soit

x 2 E tel que x 6= 0, alors on a



 x
kxk1





1
= 1, d�où b �




 x
kxk1




. Or on a 


 x
kxk1




 = 1
kxk1

kxk,

donc b kxk1 � kxk. Par conséquent, il existe b > 0 tel q que pour tout x 2 E, on ait

b kxk1 � kxk . Donc les deux normes k:k et k:k1 sont équivalentes. On en déduit (ii).

Montrons l�implication (ii) =) (iii). Soit f : E �! | une forme linéaire quelconque sur

E. Pour tout x 2 E, on pose kxk0 = jf (x)j + kxk. Alors k:k0 est une norme sur E. Par

hypothèse toutes les normes sur E sont équivalentes, donc il existe a > 0 tel que pour tout

x 2 E, on ait kxk0 � a kxk , d�où jf(x)j � a kxk. Par conséquent, f est continue.

Pour montrer l�implication (iii) =) (i), il su¢ t de montrer que si E est de dimension in�nie,

alors il existe une forme linéaire non continue sur E. On suppose donc dim(E) = +1, et

soient (en)n�1 une suite in�nie de vecteurs de E linéairement indépendants et V le sous-espace

vectoriel de E engendré par (en)n�1. Soient W un supplémentaire algébrique de V dans E

et PV la projection sur V parallèlement à W . On dé�nit une forme linéaire ' sur V par

' (en) = n kenk, donc on a '
�

nP
i=1

�iei

�
=

nP
i=1

�ii keik. Soit f = ' � p, alors f est une forme

linéaire sur E, et on a f (en) = ' (en) = n kenk, d�où jf(en)j
kenk = n. Donc on a sup

x 6=0

jf(x)j
kxk = +1.

Par conséquent, f n�est pas continue.

Corollaire 2.2.1 Tout espace normé de dimension �nie n est isomorphe à |n, muni de l�une

de ses normes usuelles.

Corollaire 2.2.2 Tout espace normé de dimension �nie est complet.

Corollaire 2.2.3 Dans un espace normé (E; k:k) tout sous-espace vectoriel de dimension

�nie est fermé dans E.
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Démonstration. En e¤et, si n est la dimension de A, il existe un isomorphisme lineaire �

de Rn sur A. Comme � est continu, � est uniformement continu et comme Rn est complet,

� (Rn) = A est complet.

Proposition 2.2.1 Soient (E; k:kE) un espace nome de dimension �nie et (F; k:kF ) un es-

pace norme quelconque. Toute application linéaire f de E dans F est continue.

Démonstration. Soient B = fe1; e2; :::; eng une base de E et N1 l�application de�nie pour

tout x 2 E par

N1 (x) = k(x1; x2; :::; xn)k1, où (xi)1�i�n sont les composantes de x dans la base B. On veri�e

que N1 est une norme sur E. Pour tout x =
nP
i=1

xiei 2 E, on a

kf (x)kF =




 nP
i=1

xif (ei)






F

=
nP
i=1

jxij kf (ei)kF � max
1�xi�n

(kf (ei)kF )N1 (x) .

Comme E est de dimension �nie, N1 est equivalente a k:kE, et l�inegalite précedente prouve

la continuite de f car f est lineaire.

Théorème 2.2.2 (Riesz). Un espace norme est localement compact si et seulement s�il est

de dimension �nie.

Corollaire 2.2.4 Un espace norme (E; k:k) est de dimension �nie si et seulement si la boule

unite fermée B0 (0; 1) est compacte.

Démonstration. Si E est un espace vectoriel de dimension �nie, on peut choisir une base

B = fe1; e2; :::; eng de E et introduire une nouvelle norme sur E dé�nie, pour tout x =
nP
k=1

xiei,

kxk1 = max
i�i�n

jxij. La boule unite fermée de (E; k:k1) notée B1 est compacte. En e¤et,

elle est homeomorphe a la boule unite fermée de (|n; k:k1) qui est compacte (considerer

l�homéomorphisme �: E �! |n

qui, à tout x 2 E, associe ses composantes dans la base B). Comme toutes les normes sont

equivalentes sur E, B1 est compacte pour k:k. De plus, il existe � 2 | tel que, pour tout

x 2 |, kxk � � kxk1. Donc, B0 (0; 1) est inclus dans l�image �B1 par l�homothetie de

rapport � de B1. Mais B1 est compacte dans (E; k:k) et les homotheties vectorielles sont
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continues dans (E; k:k). On en deduit que �B1 est compacte dans (E; k:k). Comme B0 (0; 1)

est un sous-ensemble fermé de �B1, il est alors aussi nécessairement compact.

Pour montrer la reciproque, on suppose que la boule unite fermee B0 (0; 1) est compacte.

D�aprés Ie theoreme de Riesz, il su¢ t de montrer que E est localement compact. Soit donc

x 2 E. La boule fermée B0 (x; 1) de rayon 1 centree en x est l�image par la translation tx de

vecteur x de B0 (0; 1). Comme tx est continue et que B0 (0; 1) est compacte par hypothèse,

on en deduit que B0 (x; 1) est compact. Donc, E est localement compact.

Nous pouvons maintenant enoncer une caracterisation des compacts en dimension �nie.

Corollaire 2.2.5 Les compacts d�un espace norme (E; k:k) de dimension �nie sont exacte-

ment les fermés bornés.

2.3 Exercices

Exercice 2.3.1 Soit E l�espace vectoriel des suites réelles bornées (un)n 2 N muni de k

u k1= sup
n2N

junj. On dé�nit T : (E; k : k1)! (E; k : k1) par

Tu =
1

n+ 1

nP
k=0

uk , pour tout n 2 N.

Justi�er que T est continue et calculer sa norme.

Exercice 2.3.2 Soit E = C([0; 1];R) que l�on munit de la norme

kfk1 =
Z 1

0

jf (t)j dt, f 2 E.

Soit l�application ' de (E; k:k1) �! (E; k:k1) dé�ni par

('f) (x) =

Z x

0

f (t) dt.

1. Démontrer que ' est continue.

2. Pour n � 0, on considère fn l�élément de E dé�ni par fn(x) = ne�nx, x 2 [0; 1].

Calculer kfnk1 et k' (fn)k1.

3. Déterminer k'k.
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Exercice 2.3.3 Soit c0 =
�
(xn)n2N � | = lim

n�!+1
xn = 0

�
. On considère la forme linéaire

' : c0 �! R. dé�nie par ' (u) =
+1P
n=1

un
2n

Montrer qu�elle est continue et calculer sa norme.

Exercice 2.3.4 Soit E = C([0; 1];R) muni de kfk2 = (
R 1
0
jf(t)j2dt)1=2, F = C([0; 1];R)

muni de kfk1 =
R 1
0
jf (t)j dt et T : (E; k : k2)! (F; k : k1), f 7! fg où g 2 E est �xé.

1. Montrer que T est continue�
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Chapter 3

Espaces de Hilbert

3.1 Produit scalaire

Dans tout ce chapitre | désigne ou bien le corps des nombres réels R ou bien le corps des

nombres complexes C.

Dé�nition 3.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps des réels (resp. des complexes); une

forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) sur E est une application B de E � E dans R (resp.

C) véri�ant

B (a1x1 + a2x2; y) = a1B (x1; y) + a2B (x2; y)

B (x; a1y1 + a2y2) = a1B (x1; y) + a2B (x2; y) :

On dit que B est symétrique (resp. hermitienne) si B (x; y) = B (y; x) ;(resp. B (x; y) =

B (y; x)).

On dit que B est positive si en outre B (x; x) � 0.

On écrit hx; yi au lieu de B (x; y) :

Dé�nition 3.1.2 (Produit scalaire hermitien). Soit E un espace vectoriel sur le corps

| = (C ou R) . On appelle produit scalaire (hermitien) sur E toute forme sesquilinéaire

hermitienne dé�nie positive. i.e. toute application h:; :i : E � E �! |, qui possède les

propriétés suivantes:

pour tous x , y, z 2 E et tout � 2 |

i. hx; yi = hy; xi;
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ii. h�x; yi = � hx; yi ;

iii. hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi ;

iv. hx; xi 2 R+;

v. hx; xi = 0 =) x = 0E;

Remarques :

Si | = R, alors le produit scalaire est bilinéaire et symétrique.

Si | = C, alors le produit scalaire est sesquilinéaire et hermitien.

Dé�nition 3.1.3 (Espace préhilbertien réel, espace euclidien). On appelle espace préhilber-

tien réel le couple (E; h:; :i). Si E est de dimension �nie, l�espace est dit euclidien.

Dé�nition 3.1.4 (Espace préhilbertien complexe, espace hermitien). On appelle espace préhil-

bertien complexe le couple (E; h:; :i). Si E est de dimension �nie, l�espace est dit hermitien.

Propriétés: On déduit immédiatement de cette dé�nition les propriétés suivantes :

(1) h0x; xi = 0

(2) hx; �yi = � hx; yi ;

(2) hx; y + zi = hx; yi+ hx; zi.

Exemple 3.1.1 On considère E = Cn; pour x = (x1; x2; :::; xn) , xi 2 C, 8i = 1; :::; n . Soit

l�application h:; :i dé�nie sur Cn � Cn par

hx; yi =
nP
k=1

xkyk pour tout x; y 2 Cn.

Montrer que l�application ci-dessus dé�nit un produit scalaire sur Cn.

En e¤et, pour tout x; y; z 2 Cn et � 2 C

i. hx; yi =
nP
k=1

xkyk =
nP
k=1

ykxk =
nP
k=1

yk xk = hy; xi
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ii. h�x; yi =
nP
k=1

�xkyk = �
nP
k=1

xkyk = � hx; yi

iii. hx+ y; zi =
nP
k=1

(xk + yk) yk =
nP
k=1

xkzk +
nP
k=1

ykzk

iv. hx; yi =
nP
k=1

xkxk =
nP
k=1

jxkj2 � 0

v. hx; yi = 0 ,
nP
k=1

jxkj2 = 0 =) 8k = 1:::n, 0 � jxkj2 �
nP
k=1

jxkj2 = 0 =) 8k =

1:::n, jxkj2 = 0,

d�où 8k = 1:::n, xk = 0 donc x = 0.

Exemple 3.1.2 On considère E = C ([0; 1] ;C). Pour f; g 2 E, on dé�ni

hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x)dx,

cette formule dé�nit un produit scalaire sur E.

En e¤et, pour tout f; g; h 2 E et � 2 C,

i. hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x)dx =

R 1
0
g (x) f (x)dx =

R 1
0
g (x) f (x)dx = hg; fi:

ii. h�f; gi =
R 1
0
�f (x) g (x)dx = �

R 1
0
f (x) g (x)dx = � hf; gi

iii. hf + g; hi =
R 1
0
(f (x) + g (x))h (x)dx =

R 1
0
f (x)h (x)dx+

R 1
0
g (x)h (x)dx = hf; hi+hg; hi

iv. hf; fi =
R 1
0
f (x) f (x)dx =

R 1
0
jf (x)j2 dx puisque jf (x)j2 � 0 pour tout x 2 [0; 1], il en

résulte que: hf; fi � 0:

v. hf; fi = 0 ,
R 1
0
jf (x)j2 dx = 0. Or, une fonction continue qui est nulle presque partout

sur un intervalle est nécessairement nulle.

Ainsi f (x) = 0 pour tout x 2 [0; 1], ce qui implique f = 0E .

Les propriétés étant véri�ées, la formule hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x)dx dé�nit bien un produit

scalaire sur E.

Exemple 3.1.3 Soit `2(N) l�ensemble des suites x = (xn), avec n dans N et xn dans |, telles

que
+1P
i=1

jxij2 <1 .
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Soient x = (xn)n2N et y = (yn)n2N deux éléments de l�ensemble `2(N); l�inégalité 2 jxiyij �

jxij2 + jyij2 montre que la série
+1P
i=1

xiyi est absolument convergente et on en déduit que

+1P
i=1

jxi + yij2 =
+1P
i=1

�
jxij2 + jyij2 + 2Re (xiyi)

�
� 2

+1P
i=1

�
jxij2 + jyij2

�
Ces inégalités montrent que x + y est dans `2(N), celui-ci est donc un espace vectoriel. On

pose, pour x et y dans `2(N),

hx; yi =
+1P
i=1

xiyi

On véri�e que cela dé�nit bien un produit scalaire sur `2(N) et les inégalités de Cauchy-

Schwarz et de Minkowski s�écrivent

����+1P
i=1

xiyi

���� � +1P
i=1

jxiyij �
�
+1P
i=1

jxij2
� 1

2
�
+1P
i=1

jyij2
� 1

2

�
+1P
i=1

jxi + yij2
� 1

2

�
�
+1P
i=1

jxij2
� 1

2

+

�
+1P
i=1

jyij2
� 1

2

3.1.1 Propriétés élémentaires du produit scalaire

Soit E un espace vectoriel sur | et h:; :i un produit scalaire sur E.

Théorème 3.1.1 Dans l�espace E, l�application k:k : E �! R, donnée par

kxk =
p
hx; xi , pour tout x 2 E.

est une norme pour E.
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Démonstration. Nous avons kxk � 0 et kxk = 0 si et seulement si x = 0.

De plus k�xk =
p
h�x; �xi =

q
�2 hx; xi = j�j

p
hx; xi.

En�n

kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = hx; xi+ hy; yi+ hx; yi+ hy; xi

= hx; xi+ hy; yi+ hx; yi+ hx; yi

= kxk2 + kyk2 + 2Re hx; yi

� kxk2 + kyk2 + 2 jhx; yij

� kxk2 + kyk2 + 2 kxk kyk = (kxk+ kyk)2

d�où kx+ yk � kxk+ kyk :

Proposition 3.1.1 Pour tous x; y 2 H

a. kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2 hx; yi (cas réel);

b. kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2Re hx; yi (cas complexe).

Démonstration. Il su¢ t de développer :

kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = hx; xi+ hy; yi+ hx; yi+ hy; xi

et utiliser le fait que hx; yi+ hy; xi = hx; yi+ hx; yi = 2 hx; yi dans le cas réel, et = 2Re hx; yi

dans le cas complexe.

Identités de polarisation.

Si h:; :i est une forme bilinéaire symétrique, on a
2 hx; yi = hx+ y; x+ yi � hx; xi � hy; yi ,

Si h:; :i est une forme sesquilinéaire (non nécessairement hermitienne) on a

4 hx; yi = hx+ y; x+ yi � hx� y; x� yi+ i hx+ iy; x+ iyi � i hx� iy; x� iyi .

Khelili Besma Univ-Skikda



3.2 Espace préhilbertien complet 49

3.2 Espace préhilbertien complet

Dé�nition 3.2.1 Un espace préhilbertien réel (ou complexe) est un espace vectoriel E sur

| = (C ou R) sur lequel est dé�ni un produit scalaire h; i et muni de la norme induite par h:i.

Exemple 3.2.1 Les espaces Rn et Cn sont des espaces préhilbertiens pour le produit scalaire

dit usuel

hx; yi =
nP
i=1

xiyi dans le cas réel.

hx; yi =
nP
i=1

xiyi dans le cas complexe.

Théorème 3.2.1 Pour tous x; y 2 E:

a. L�inégalité de Cauchy-Schwarz

jhx; yij � kxk kyk .

b. L�inégalité de Minkowski

kx+ yk � kxk+ kyk .

Démonstration.

Etant donné deux éléments x et y, on considère la fonction ' dé�nie sur | par '(�) =

hx+ �y; x+ �yi. C�est une fonction à valeurs positives et par développement, elle sécrit

'(�) = j�j2 hy; yi+ � hx; yi+ � hy; xi+ hx; xi

Supposons hy; xi = jhy; xij ei� et soit � = te�i� avec t dans R, et soit ' (�) = P (t). Ce qui

précède montre que, pour tout réel t,

P (t) = t2 hy; yi � 2t jhx; yij+ hx; xi � 0.

Si hy; yi = 0 l�inégalité précédente ne peut avoir lieu pour tout réel t que si hx; yi = 0 et

l�inégalité de Cauchy-Schwarz est dans ce cas une égalité. Sinon, P est un polynôme du

second degré qui reste positif en tout t réel ; il en résulte que son discriminant, à savoir

Khelili Besma Univ-Skikda



3.2 Espace préhilbertien complet 50

jhx; yij2 � hy; yi hx; xi, est négatif ce qui traduit précisément l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

De celle-ci on déduit

hx; yi+ hy; xi = 2Re hx; yi � 2
p
hx; xi

p
hy; yi

et en ajoutant hx; xi + hy; yi aux deux membres, on trouve

hx+ y; x+ yi �
hp
hx; xi+

p
hy; yi

i 1
2

En prenant la racine carrée des deux membres, on obtient l�inégalité de Minkowski.

Exemple 3.2.2 Dans l�espace `2 (N;C) muni du produit scalaire dé�ni par

hx; yi =
+1P
k=1

xkyk

on a

����+1P
k=1

xkyk

���� � �+1P
k=1

jxkj2
� 1

2
�
+1P
k=1

jykj2
� 1

2

et

����+1P
k=1

xkyk

���� � 1

2

�
+1P
k=1

jxkj2 +
+1P
k=1

jykj2
�
.

Exemple 3.2.3 Soit f 2 C ([0; 1] ;R) muni du produit scalaire dé�ni par

hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x) dx

Montrer que

R 1
0
f (x) dx �

qR 1
0
(f (x))2 dx.

Solution

On applique l�inégalité de Cauchy-Schwarz avec f(x) et g(x) = 1:

R 1
0
f (x) :1dx �

qR 1
0
(f (x))2 dx

qR 1
0
(1)2 dx
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d�où

R 1
0
f (x) :1dx �

qR 1
0
(f (x))2 dx.

Théorème 3.2.2 Un produit scalaire est une fonction continuée sur E � E, par rapport à

la norme induite.

Démonstration. Soient x0; y0 2 E et les suites (xn)n2N � E et (yn)n2N � E telles que

xn
k:k�! x et yn

k:k�! y. Alors

jhxn; yni � hx; yij = jhxn � x; yni+ hx; yn � yij

� jhxn � x; ynij+ jhx; yn � yij

� kxn � xk kynk+ kxk kyn � yk

d�où lim
n�!+1

hxn; yni = hx; yi.

Proposition 3.2.1 (Identité du parallélogramme)

Pour tout x; y d�un espace préhilbertien E, on a

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 kxk2 + 2 kyk2 .

On dit: Dans un parallélogramme, la somme des carrés des longeurs de ses diagonales est

égale à la somme des carrés des longeurs de ses cotés.

Démonstration. Il su¢ t, pour la preuve, d�e¤ectuer le calcul suivant:

kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = hx; xi+ hy; yi+ hx; yi+ hy; xi

= kxk2 + kyk2 + 2Re hx; yi .

et

kx� yk2 = hx� y; x� yi = kxk2 + kyk2 � 2Re hx; yi .

l�addition, membre à membre, de ces deux égalités donne l�identité voulue.
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Théorème 3.2.3 Soit E un espace normé. E est un espace préhilbertien si et seulement si

pour tout x; y 2 E, on a

(a) kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 kxk2 + 2 kyk2.

Le produit scalaire est unique, et on a

(b) hx; yi = 1
4

�
kx+ yk2 � kx� yk2 + i kx+ iyk2 � i kx� iyk2

�
.

DÉMONSTRATION. La condition nécessaire est montrée dans (3.2.1). Supposons donc

qu�on ait (a) et soit hx; yi donné par (b).

i) Montrons d�abord que jjxjj = hx; xi
1
2 .

En posant x = y dans (b), alors pour tout x 2 E,

hx; xi =
1

4

�
k2xk2 + i k(1 + i)xk2 � i k(1� i)xk2

�
=

1

4

�
2 kxk2 + i j1 + ij kxk2 � i j1� ij kxk2

�
= kxk2 .

ii) Montrons maintenant que l�application h:; :i : E � E �! |, donnée par (b) véri�e les

conditions de produit scalaire

1. Évidement hx; xi � 0 et hx; xi = 0 si et seulement si x = 0.

2. On a

hx; yi =
1

4

�
kx+ yk2 � kx� yk2 + i kx+ iyk2 � i kx� iyk2

�
=

1

4

�
ky + xk2 � ky � xk2 � i ky + ixk2 + i ky � ixk2

�
=

1

4

�
ky + xk2 � ky � xk2 + i ky + ixk2 � i ky � ixk2

�
= hy; xi:

Puisque d�après (b), on a

Im hx; yi = Re hx; iyi ,
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il su¢ t de montrer la linéarité de la première variable de h:; :i pour la partie réelle.

Soient x1, x2 et y 2 E et posons u1 =
(x1+x2)

2
; u2 =

(x1�x2)
2

et nous avons, en utilisant (b),

Re hx1; yi+Re hx2; yi = Re hu1 + u2; yi+Re hu1 � u2; yi

=
1

4

�
ku1 + u2 + yk2 � ku1 + u2 � yk2 + ku1 � u2 + yk2 � ku1 � u2 � yk2

�
=

1

4

�
ku1 + u2 + yk2 + ku1 � u2 + yk2

�
� 1
4

�
ku1 + u2 � yk2 + ku1 � u2 � yk2

�
=

1

2

�
ku1 + yk2 � ku2k2

�
� 1
2

�
ku1 � yk2 + ku2k2

�
=

1

2

�
ku1 + yk2 � ku1 � yk2

�
= 2Re hu1; yi = 2Re

�
(x1 + x2)

2
; y

�
:

D�autre par, en posant u1 = u2 nous obtenons

Re h2u1; yi = 2Re hu1; yi

ce qui entraîne l�additivité de h:; :i par rapport à la première variable.

4. De l�additivité, nous obtenons pour tout n 2 N�

hnx; yi = n hx; yi

et

Dx
n
; y
E
=
1

n
hx; yi

ce qui entraîne pour � = n1
n2
, n1, n2 2 N� que

h�x; yi = � hx; yi ((*))

D�autre part puisque d�après (b)

h�x; yi = �hx; yi

(*) rest vrai pour � 2 Q et en utilisant la continuité de h:; :i ( respectivement des normes)

aussi pour � 2 R.

Il nous reste à montrer (*) pour � 2 C . Il su¢ t de le montrer pour � = i puisque nous avons

montré que pour � = �+ i�, �; � 2 R;
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h(�+ i�)x; yi = � hx; yi+ � hix; yi .

d�après (b)

hix; yi =
1

4

�
kix+ yk2 � kix� yk2 + i kix+ iyk2 � i kix� iyk2

�
=

1

4

�
kx� iyk2 � kx+ iyk2 + i

�
kx+ yk2 � kx� yk2

��
= i hx; yi

et le théorème est établi.

Exemple 3.2.4 L�espace normé (C ([0; 1] ;R) ; k:k1) n�est pas préhilbertien puisque la norme

n�est pas induite par le produit scalaire. En e¤et, il existe deux fonctions f; g 2 C ([0; 1] ;R)

tel que l�identité du parallélogramme n�est pas valide. On prend f (t) = 1 � t et g (t) = t,

alors

kf + gk21 =
 
sup
t2[0;1]

j1� t+ tj
!2
= 1, kf � gk21 = kfk21 = kgk

2
1 = 1,

mais

2 = kf + gk21 + kf � gk21 6= 2
�
kfk21 + kgk

2
1
�
= 4

Exemple 3.2.5 L�espace normé (R2; k:k1) n�est pas préhilbertien puisque la norme n�est

pas induite par le produit scalaire. En e¤et, Soient x; y 2 R2 où x = (1; 0) et y = (0; 1) ,

donc

kx+ yk21 + kx� yk21 =

�
max
i=1;2

jxi + yij
�2
+

�
max
i=1;2

jxi � yij
�2
= 8;

6= 2
�
kxk21 + kyk

2
1
�
= 4

alors l�identité du parallélogramme n�est pas valide.
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3.2.1 Espace de Hilbert

Dé�nition 3.2.2 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet par rapport à la

norme induite par un produit scalaire.

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach, dont la norme provient d�un

produit scalaire.

Exemples.

Exemple 3.2.6 Tout espace préhilbertien de dimension �nie est un espace de Hilbert. Lor-

sque le corps de base est réel, on dit que c�est un espace euclidien, et que c�est un espace

hermitien lorsque le corps de base est complexe.

Exemple 3.2.7 L�espace `2(N;C) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert.

Démonstration. On a `2(N;C), muni du produit scalaire hx; yi =
+1P
n=1

xnyn est un espace

préhilbertien, il reste à montrer que `2(N;C) est

complet pour la norme associée au produit scalaire usuel. Soit donc (xp) une suite de Cauchy

dans `2(N;C), avec

x(p) =
�
x
(p)
1 ; x

(p)
2 ; :::

�
Par dé�nition

+1P
n=1

���x(p)n � x
(q)
n

���2 tend vers zéro lorsque p et q tendent vers l�in�ni, donc a
fortiori pour tout n �xé, la suite numérique�
x
(p)
n

�
, p 2 N, est une suite de Cauchy, notons xn sa limite et x = (xn) la suite ainsi dé�nie.

Soit " > 0, il existe un entier n0 tel que, pour p � n0 et q � n0, on ait

+1P
n=1

��x(p)n � x(q)n
��2 < "

Pour tout entier m, on aura a fortiori

mP
n=1

��x(p)n � x(q)n
��2 < "

comme il s�agit ici d�une somme �nie, on peut faire tendre q vers l�in�ni et on obtient l�inégalité
mP
n=1

���x(p)n � xn

���2 < ".

Khelili Besma Univ-Skikda



3.2 Espace préhilbertien complet 56

Cela étant pour tout entier m, on en déduit que

+1P
n=1

��x(p)n � xn
��2 < ":

Il en résulte que la suite x = (xn) appartient à `2(N;C) et que lorsque p tend vers l�in�ni,

x(p) tend vers x dans `2(N;C).

3.2.2 Notion d�orthogonalité

Dé�nition 3.2.3 Soit (E,h; i) un |-espace préhilbertien.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont orthogonaux si l�on a x; y = 0. On note

alors x ? y.

2. On dit que deux parties non vides A et B de E sont orthogonales si pour tout x 2 A

et pour tout y 2 B, on a hx; yi = 0. Dans ce cas, on note A ? B.

Exemple

On considère l�espace vectoriel réel E des fonctions continues à valeurs réelles sur l�intervalle

[��; �]. Si f et g sont deux éléments de E, on dé�nit le produit scalaire sur E par

R �
�� f (x) g (x) dx

1. Montrer que si f 2 E est une fonction impaire et g 2 E une fonction paire, alors

hf; gi = 0.

Posons h(x) = f(x)g(x), les hypothèses font que f (�x) = �f (x) et g (�x) = g (x), l en

résulte que h(�x) = �h (x). On a hf; gi =
R �
��h (x) dx.

L�intégrale d�une fonction impaire sur un intervalle symétrique autour de 0 est évidemment

nulle, en e¤et R �
��h (x) dx =

R 0
��h (x) dx+

R �
0
h (x) dx

le changement de variable x$ �u montre que
R 0
��h (x) dx = �

R �
0
h (x) dx ce qui permet bien

de conclure que

hf; gi =
R �
��h (x) dx = 0
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Orthogonal d�une partie et propriétés

Dé�nition 3.2.4 L�orthogonal d�une partie non vide A de E est l�ensemble A? des éléments

de E qui sont orthogonaux à tous les vecteurs de A, i.e. A? = fx 2 E; hx; ai = 0; pour tout a 2 Ag.

Exemple R4 est muni de sa structure euclidienne canonique. On considère le sous-espace G

de R4 dé�ni par:

G = V ect f(1; 1; 1; 0) ; (2; 1; 1;�1)g .

En e¤et, on aG? =
�
(x; y; z; t) 2 R4;



(x; y; z; t) ;

�
�x; �y; �z; �t

��
= 0; pour tout

�
�x; �y; �z; �t

�
2 G

	
.

Remarquons ensuite que

(x; y; z; t) 2 G? () (x; y; z; t)? (1; 1; 1; 0) et (x; y; z; t)? (2; 1; 1;�1)

, x+ y + z = 0 et 2x+ y + z � t = 0

,
�
x+ y + z = 0
x� t = 0

, x = x; y = �x� z; z = z; t = x

donc

G? = f(x;�x� z; z; x) pour tout x; z 2 Rg

= fx (1;�1; 0; 1) + z (0;�1; 1; 0) ; pour tout x; z 2 Rg

= V ect f(1;�1; 0; 1) , (0;�1; 1; 0)g .

On en déduit qu�une famille génératrice de G? est donnée par les vecteurs u1 = (1;�1; 0; 1)

et u2 = (0;�1; 1; 0). Ces vecteurs étant linéairement indépendants, ils forment une base de

G?.

Proposition 3.2.2 Soit A une partie non vide d�un |-espace préhilbertien (E; h; i).

1. A? est un sous-espace vectoriel fermé de E, et on a A \ A? � f0g.

2. On a �A � (A?)?.

3. On a �A? = A? = V ect(A)?.

4.Si A est dense dans E, alors on a A? = f0g.

5.Si B est une partie non vide de E, on a (A \ B)? = A? \ B?. Si A � B, alors on a

B? � A?.
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Démonstration.

1. Soient a 2 A, x; y 2 A? et � 2 |. On a hx+ �y; ai = hx; ai + � hy; ai = 0, donc x + �y

2 A?. Par conséquent, A? est un sous-espace vectoriel de E.

Montrons que A? est fermé dans E. Soit (xn)n � 0 une suite dans A? qui converge vers un

élément z 2 E. D�après la proposition (3.2.2), l�application (x; y) �! hx; yi est continue,

donc on a lim
n!+1

hxn; ai = hz; ai. Or pour tout n � 0, on a hxn; ai = 0, d�où hz; ai = 0.

Donc on a z 2 A?. Par conséquent, A? est fermé dans E. Soit x 2 A\A?, alors on a hx; xi

= 0, d�où x = 0. Donc on a A \ A? � f0g.

2. Soit x 2 A. Pour tout y 2 A?, on a x; y = 0, donc x 2 (A?)?. Par conséquent, on a

A � (A?)?. Comme (A?)? est fermé dans E, alors on a �A � (A?)?.

3. Puisque l�on a A � V ect(A), alors V ect(A)? � A?. Réciproquement, soit x 2 A?, alors

pour tout a 2 A, on a ha; xi = 0.

Soit y 2 V ect(A), alors il existe a1; :::; an 2 A et �1; :::; �n 2 | tels que y =
nP
i=1

�iai , d�où on

a hy; xi =
nP
i=1

�i hai; xi = 0.

Donc on a x 2 V ect(A)?. Par conséquent, on a A? = V ect(A)?. On a A � �A, alors

�A? � A?.

Réciproquement, soit x 2 A?. Soit y 2 A, alors il existe une suite (an)n�0 dans A telle

que lim
n�!+1

an = y. Donc on a hy; xi = lim
n�!+1

han; xi = 0, d�où �A?. Par conséquent, on a

A? = �A?.

4. Soit x 2 A?. Comme A est dense dans E, il existe une suite (an)n�0 dans A telle que

lim
n�!+1

an = x.

Alors on a kxk2 = hx; xi = lim
n�!+1

han; xi = 0, d�où x = 0. Par conséquent, on a A? = f0g.

La propriété 5 est triviale.

Proposition 3.2.3 (théorème de Pythagore). Soit (E; h; i) un espace préhilbertien.

Si (xi)1�i�n est une famille �nie d�éléments deux à deux orthogonaux dans E, alors on a:







nX
i=1

xi







2

=

nX
i=1

kxik2 .

Démonstration. On a :
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 nP
i=1

xi





2 = � nP
i=1

xi;
nP
i=1

xj

�
=

nP
i=1

�
xi;

nP
i=1

xj

�
=

nP
i;j=1

hxi; xii =
nP
i=1

hxi; xii =
nP
i=1

kxik2.

Dé�nition 3.2.5 Soient (E; h; i) un espace préhilbertien et (xi)i 2 I une famille d�éléments

non nuls de E.

1. On dit que (xi)i 2 I est une famille orthogonale ou système orthogonal si les xi sont

deux à deux orthogonaux. Autrement dit, si pour tout i; j 2 I tels que i 6= j, on ait

hxi; xji = 0.

2. On dit que (xi)i 2 I est une famille orthonormale ou système orthonormal ou encore

système orthonormé si (xi)i 2 I est une famille orthogonale et si de plus, pour tout

encore système orthonormé si (xi)i 2 I est une famille orthogonale et si de plus, pour

tout i 2 I, on a hxi; xii = 1.

3.2.3 Projection Orthogonale

Rappelons d�abord qu�une partie F d�un espace vectoriel est dite convexe si le segment [x; y]

est contenu dans F dès lors que

x; y 2 F =) [x; y] � F;

où [x; y] = ftx+ (1� t)y; t 2 [0; 1]g.

Tout sous-espace vectoriel est convexe , toute boule est convexe.

Théorème de la projection

Théorème 3.2.4 (Théorème de la projection sur une partie convexe fermée). Soit

H un espace de Hilbert et soit F une partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour

tout x 2 H, il existe un unique y0 2 F tel que:

kx� y0k = inf
y2F

kx� yk .

On dit que y0 = PF (x) est la projection de x sur F .

Démonstration.

Soit d = dist (x; F ) = inf
y2F

kx� yk

Notons que si d = 0, alors x 2 F (car F est fermée), et y = x est l�unique point de F tel que

kx� yk = d. Pour tout n � 1, il existe yn 2 F tel que:
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kx� ynk2 � d2 +
1

n
.

Appliquons alors, pour n; p � 1, l�identité du parallélogramme à u = x � yn et v = x � yp ,

on obtient:

4





x� yn + yp
2





2 + kyn + ypk2 = 2
�
kx� ynk2 + kx� ypk2

�
Mais, F étant convexe, on a yn+yp

2
2 F ; donc:





x� yn + yp
2





 � d,

de sorte que l�on obtient :

kyn + ypk2 � 2
�
d2 +

1

n
+ d2 +

1

p

�
� 4d2 = 2

�
1

n
+
1

p

�
.

La suite (yn)n est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle converge

donc vers un élément y0 2 H. Mais comme F est fermé, on a en fait, puisque les yn sont

dans F , y0 2 F .

De plus, le fait que kx� ynk2 � d2 + 1
n
entraîne, en passant à la limite, que kx� y0k � d.

On a donc kx� y0k = d, puisque y 2 F:

2) Unicité. Si


x� y

0
0



 = 

x� y
00
0



 = d, avec y
0
0, y

00
0 2 F , alors, comme ci-dessus, l�identité

du parallélogramme donne:

4d2 +



y00 � y

00

0




2 � 4





x� y
0
0 + y

00
0

2





2 + 


y00 � y
00

0




2
= 2

�


x� y
0

0




2 + 


x� y
00

0




2� = 2 �d2 + d2
�
;

d�où


y00 � y

00
0



 � 0, ce qui n�est possible que si y00 = y
00
0 �

Théorème 3.2.5 Si F est un sous-espace vectoriel fermé de l�espace de Hilbert H, alors

l�application PF : H �! F est une application linéaire continue, et PF (x) est l�unique point

y0 2 F tel que:

y0 2 F et x� y0 2 F?.
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Exemple 3.2.8 Soit H = R3 un espace de Hilbert et F = V ect f(1; 1; 1)g un sous-espace

vectoriel fermé de H.

On cherche la projection orthogonale de x = (2; 3; 4) sur le sous-espace F . On a

PF (x) 2 F , PF (x) = a0 (1; 1; 1) ;

x� PF (x)? F , hx� PF (x) ; (1; 1; 1)i = 0

d�où

hx� PF (x) ; (1; 1; 1)i = h(2� a0; 3� a0; 4� a0) ; (1; 1; 1)i = 0

= (2� a0) + (3� a0) + (4� a0) = 0

= 9� 3a0 = 0

donc a0 = 3. Ainsi PF (x) = (3; 3; 3).

Propriétés et conséquences

Théorème 3.2.6 Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous espace vectoriel fermé,

on a:

H = F � F?,

et la projection sur F parallèlement à F? associée est PF . Elle est donc continue, de sorte

que la somme directe est une somme directe topologique. On dit que PF est la projection

orthogonale sur F .

Le fait que H soit la somme directe de F et F? signi�e que tout x 2 H s�écrit, de façon

unique, x = y + z, avec y 2 F , z 2 F?. Notons que, puisque F et F? sont orthogonaux, on

a : kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2) ; en d�autres termes:

kxk2 = kPF (x)k2 + kx� PF (x)k2 .

Démonstration. Le sous-espace F \F? est réduit à 0 parce que le produit scalaire est non

dégénéré, de plus, pour tout élément x de E, on a

évidemment x = PF (x) + (x� PF (x)) et x� PF (x) 2 F?.
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Corollaire 3.2.1 On a F?? = �F pour tout sous-espace vectoriel F de l�espace de Hilbert H.

Démonstration. Comme F? est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition (3.2.2),

on peut lui appliquer le Théorème (3.2.6): H = F? � F??, que l�on peut aussi écrire :

H = F?? � F?.

D�autre part, on peut aussi appliquer ce théorème au sous-espace vectoriel fermé �F : H =

�F �
�
�F
�?
= �F � (F )?.

Il en résulte, puisque l�on sait que �F � F??, que F?? = �F .

On en déduit, puisque H? = f0g et H = f0g?, le critère très pratique suivant de densité.

Corollaire 3.2.2 Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace vectoriel de H. Alors F

est dense dans H si et seulement si F? = f0g.

Démonstration.

On a F? =
�
�F
�?
. D�où x 2 F? =) x 2

�
�F
�?
=) x 2 H? =) x = 0. Donc F? = f0g.

Inversement, supposons que F? = f0g et H 6= �F . Il s�en suit qu�il existe un point a de H

n�appartenant pas à �F .

Le théorème de projection précité confère à une unique projection b sur �F de sorte que

a� b 2
�
�F
�?
.

Or
�
�F
�?
= f0g, donc a� b = 0. Par suite a = b ce qui est absurde. On conclut donc

�F = H .

Corollaire 3.2.3 L�application PF est un opérateur linéaire de E dans F qui véri�e, pour

tout x et tout y dans E,

kPF (x)k � kxk , hPF (x) ; yi = hx; PF (y)i et PF (PF (x)) = PF (x)

Démonstration. Si x 2 E, on écrit x = x � PF (x) + PF (x) et on utilise le théorème de

Pythagore

kxk2 = kx� PF (x)k2 + kPF (x)k2 � kPF (x)k2

De plus, comme pour tout y 2 F; PF (x) = y; et pour tout x 2 E, PF (x) 2 F , on en déduit

que PF (PF (x)) = PF (x) pour tout x 2 E.

Khelili Besma Univ-Skikda



3.2 Espace préhilbertien complet 63

D�autre part, pour x et y dans E, les éléments PF (x) et y�PF (y) sont orthogonaux et il en

résulte que

hPF (x) ; yi = hPF (x) ; PF (y)i et hx; PF (y)i = hPF (x) ; PF (y)i .

Théorème 3.2.7 Soient v1; v2; :::; vk des éléments deux à deux orthogonaux et de norme 1,

dans un espace de Hilbert H, soit F le sous-espace vectoriel engendré par (vj) et soit x un

élément de H. Alors, quels que soient les scalaires �1; �2; :::; �k, on a






x� kP
j=1

hx; vji vj






 �





x� kP

j=1

�jvj







L�égalité a lieu si et seulement si �j = hx; vji pour 1 � j � k. La projection orthogonale de

x sur le sous-espace F est

PF (x) =
kP
j=1

hx; vji vj

La distance 
 de x au sous-espace F est donnée par


2 = kx� PF (x)k2 = kxk2 �
kP
j=1

jhx; vjij2

3.2.4 Dualité et théorème de Représentation de Riesz

Théorème 3.2.8 (Théorème de représentation de Fréchet-Riesz).

1. Soit H un espace de Hilbert. et soit � : H �! | une forme linéaire continue

sur H. Alors il existe un unique élément a 2 H tel que

8 x 2 H; � (x) = hx; ai et k�k = kak .

2. Inversement, tout élément a de H dé�nit une forme linéaire continue �a sur H par la

formule

�a (x) = hx; ai , 8 x 2 H.
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Démonstration. Il su¢ t de considérer le cas d�une forme linéaire continue �, non identique-

ment nulle. Soit alors F = ker(�), c�est un hyperplan fermé de H (car � est continue), qui

est distinct de H donc H = F � F?. Soit y0 un élément non nul de F?, alors � (y0) 6= 0.

Pour tout x 2 E, on pose

u = x� � (x)

� (y0)
y0

Il est clair que � (u) = 0, c�est-à-dire que u appartient à F , et comme y0 appartient à F?, on a

hu; y0i = 0. Cela s�écrit, en remplaçant u par son expression, hx; y0i�ky0k2 � (x) =� (y0) = 0.

On en déduit que

� (x) = hx; y0i
� (y0)

ky0k2
; 8 x 2 H.

et il su¢ t alors de poser a = ky0k�2 � (y0)y0. Il est facile de voir que l�élément a est unique.

Dé�nition 3.2.6 Une suite (xn)n2N d�éléments d�un espace de Hilbert H converge faiblement

vers a si pour tout élément y 2 H,

lim
n�!+1

hxn; yi = ha; yi .

3.2.5 Exercices

Exercice 3.2.1 (Cauchy-Schwarz)Montrer que pour tous réels strictement positifs a1,a2,. . . ,an

et b1,b2,. . . ,bn, on a: �
nP
i=1

ai
bi

��
nP
i=1

bi
ai

�
� n2.

Exercice 3.2.2 (Cauchy-Schwarz) Soit (xn)n2N� une suite de réels strictement positifs.

Montrer que pour tout entier n, on a:�
nP
i=1

xi

�2
� n

nP
i=1

(xi)
2 .

Exercice 3.2.3 (Orthogonale F?) On considère E = C([0; 1];R) muni du produit scalaire

hf; gi =
R 1
0
f(t)g(t)dt. Soit F = ff 2 E; f(0) = 0g. Montrer que F? = f0g.

Exercice 3.2.4 (La projection orthogonale) Calculer inf
a;b2R

R 1
0
(x2 � ax� b)

2
dx.
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Exercice 3.2.5 (Supplémentaire orthogonal) Soit E = C([�1; 1];R). Pour f; g 2 E, on

pose

hf; gi =
R 1
�1f (t) g (t) dt

On note P et I les sous-ensembles de E formés des fonctions paires et impaires.

a. Montrer que I = [P ]?.

Exercice 3.2.6 (Théorème de représentation de Riesz�FisherSoit). Soit E l�espace préhil-

bertien des suites complexes (un)n 2 N satisfaisant

9N 2 N; 8n � N; un = 0

muni du produit scalaire hu; vi =
+1P
n=1

unvn .

1. Montrer que l�application � : E ! C dé�nie par �(u) =
+1P
n=1

un
n
est une forme linéaire

continue sur E.

2. Existe-t-il un élément a de E tel que, pour tout u de E, on ait �(u) = hu; ai ?

3. Que peut-on en déduire sur E ?

3.3 Système orthogonal. Bases hilbertiennes

3.3.1 Système orthogonal - orthonormal

Dé�nition 3.3.1 Soient (E; h; i) un espace préhilbertien et (xi)i 2 I une famille d�éléments

de E.

1. On dit que (xi)i 2 I est une famille orthogonale ou système orthogonal si les xi sont

deux à deux orthogonaux. Autrement dit, si pour tout i; j 2 I tels que i 6= j, on ait

hxi; xji = 0.

2. La famille (xi)i 2 I est orthonormale si pour tout i; j 2 I, on a:

hxi; xji = �i;j =

�
1 si i = j,
0 si i 6= j,
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3. Toute famille orthogonale est algébriquement libre. En e¤et, soient J une partie �nie

de I et (�j)j 2 J une famille d�éléments de | telles que
P

j2J �jxj = 0. D�après le

théorème de Pythagore, on a 0 =



Pj2J �jxj




2 = Pj2J j�jj
2 kxjk2 donc on a �j = 0,

pour tout j 2 J .

Exemple 3.3.1 Dans l�espace `2 la suite (en), telle que en soit la suite (0; 0; ::::0; 1; 0; :::)

constituée uniquement de 0 sauf le n-ième terme qui est égal à 1, est un système orthonormal.

3.3.2 Le procédé d�orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Théorème 3.3.1 (Procédure de Gram-Schmidt). Soit E un espace de Hilbert et soit

fxi ; i 2 Ig � H un ensemble au plus dénombrable linéairement indépendant. Alors on peut

construire un système orthonormal fei ; i 2 Ig � H, tel que chaque ei est une combinaison

linéaire de fxj ; j � ig.

Démonstration. Puisque fxi ; i 2 Ig est linéairement indépendant, alors chaque xi 6= 0 ,

i 2 I.

Posons

e0 =
x0
kx0k

, alors ke0k = 1 .

Soit ensuite

y1 = x1 � �0e0

où le scalaire �0 2 | est déterminé par la condition

hy1; e0i = hx1; e0i � �1 he0; e0i = 0; d�où �0 = hx1; e0i

observons que y1 6= 0, puisque si y1 = 0 alors les vecteurs x0 et x1 sont linéairement indépend-

ants.

Posons

e1 =
y1
ky1k

, alors ke1k = 1 et he0; e1i = 0.

On procède par récurrence. Supposons que nous ayons construit par la procédé indiqué les

vecteurs e0; e1; :::; en tel que hei; eji = �ij et ej est une combinaison linéaire de x0; x1; :::; xj,

j = 0; :::; n. On va construire le vecteur en+1.
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Soit d�abord

Yn+1 = xn+1 � (�0e0 + :::+ �nen)

puisque hYn+1; eji = 0, on obtient �j = hxn+1; eji , j = 0; :::; n.

On a Yn+1 6= 0 , car si Yn+1 = 0, alors les vecteurs x0; x1; :::; xn+1 sont linéairement indépend-

ants. Nous obtenons

en+1 =
Yn+1
kYn+1k

et ken+1k = 1 et hen+1; eji = 0, j = 0; :::; n:

De plus, en+1 est une combinaison linéaire de x0; x1; :::; xn+1.

Exemple 3.3.2 Dans R3 muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser la base suivante

en suivant le procédé de Schmidt la base suivante:

u0 = (1; 0; 1) , u1 = (1; 1; 1) , u2 = (�1;�1; 0) .

Solution

Le premier vecteur est simplement e0 = u0
ku0k . Puisque k u0 k=

p
hu0; u0i =

p
h(1; 0; 1) ; (1; 0; 1)i =

p
2, on a

e0 =

�
1p
2
; 0;

1p
2

�
Cherchons ensuite e1 sous la forme

e1 =
Y1

k Y1 k
, où Y1 = u1 � hu1; e0i e0

on a hu1; e0i =
p
2 et Y1 = (1; 1; 1)�

p
2
�
1p
2
; 0; 1p

2

�
= (0; 1; 0) , d�où k Y1 k= k(0; 1; 0)k = 1.

on obtient

e1 = (0; 1; 0) .

Cherchons ensuite e2 sous la forme

e2 =
Y2

k Y2 k
, où Y2 = u2 � hu2; e1i e1 � hu2; e0i e0

on a hu2; e1i = h(�1;�1; 0) ; (0; 1; 0)i = �1 et hu2; e0i =
D
(�1;�1; 0) ;

�
1p
2
; 0; 1p

2

�E
= � 1p

2
,

d�où
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Y2 = (�1;�1; 0) + (0; 1; 0) + 1p
2

�
1p
2
; 0; 1p

2

�
=
�
�1
2
; 0; 1

2

�
et kY2k =



��1
2
; 0; 1

2

�

 = 1p
2
, donc

e2 =

�
� 1p

2
; 0;

1p
2

�
.

Dé�nition 3.3.2 Un espace topologique E est dit séparable s�il existe une partie D � E qui

est dénombrable et dense dans E : D = E.

Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente.

Proposition 3.3.1 Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soit séparable, il faut et

il su¢ t qu�il existe dans E une partie � qui soit dénombrable et totale dans E.

On dit qu�une partie � d�un espace vectoriel normé E est totale lorsque le sous espace

vectoriel vect (�) engendré par cette partie est dense.

Preuve. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (Q+ iQ)-sous-espace vectoriel)

engendré par � est dénombrable et son adhérence est la même que celle de vect (�).

Théorème 3.3.2 Soient H un espace de Hilbert et (xn)n une suite d�éléments de H deux à

deux orthogonaux. La série
+1P
i=0

xi converge si et seulement si la série numérique
+1P
i=1

kxik2 converge.

Dans ce cas, on a la relation de Pythagore généralisée





+1P
i=1

xi





2 = +1P
i=1

kxik2

Démonstration. Soit (yn) la suite des sommes partielles de la série
+1P
i=1

xi et (�n) la suite

des sommes partielles de la série
+1P
i=1

kxik2. Le théorème de Pythagore assure que, pour deux entiers quelconques p < q,






 qP
i=p+1

xi







2

=
qP

i=p+1

kxik2

ce qui s�écrit kyp � yqk2 = j�q � �pj2. Ainsi, la suite (yn) est une suite de Cauchy si et

seulement si la suite (�n) l�est aussi, et dans ce cas on a

lim
n�!+1





 nP
i=1

xi





2 = nP
i=1

kxik2

ce qui termine la démonstration.
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3.3.3 Inégalité de Bessel-Parseval

Théorème 3.3.3 Soit H un espace de Hilbert, soit fei; i 2 Ng une suite orthonormée

d�éléments de H et soit F le sous-espace de Hilbert qu�elle engendre

(a) Pour tout x 2 H, la série vectorielle
+1P
i=1

xi est convergente, sa somme est égale à PF (x)

et on a l�inégalité de Bessel

+1P
i=1

jhx; eiij2 = kPF (x)k2 � kxk2

(b) Quels que soient x et y dans H, la série numérique
+1P
i=1

hx; eii hy; eii, eii est absolument

convergente et on a

+1P
i=1

hx; eii hy; eii = hPF (x) ; PF (y)i

Démonstration. Pour tout entier n � 1, on désigne par Fn le sous-espace

vectoriel engendré par les éléments fe1; :::eng dont ils forment par hypothèse une base or-

thonormée. Il suit du théorème(3.2.7) que, pour tout élément x de H,

PFn (x) =
nP
i=1

hx; eii ei et kPFn (x)k
2 =

nP
i=1

jhx; eiij2

L�inégalité kPFn (x)k � kxk assure la convergence de la série
+1P
i=1

jhx; eiij2 et, tenant compte

du théorème (3.3.2), celle de la série
+1P
i=1

hx; eii ei . La somme de cette dernière est un élément

a de F qui véri�e par construction

hx� a; eii = 0, pour i � 1

Mais nous savons bien que cela est une propriété caractéristique de PF (x).

On a donc a = PF (x) et de nouveau le théorème (3.3.2) donne

+1P
i=1

jhx; eiij2 = kPF (x)k2 � kxk2

Cela prouve l�assertion (a). Quant à l�assertion (b), elle se démontre en remarquant que pour

y 2 H
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hPFn (x) ; PFn (y)i =
nP
i=1

hx; eii hy; eii

et par passage à la limite quand n tend vers l�in�ni.

Exercice Soit H = L2([0; 1];R), l�espace des fonctions mesurables sur l�intervalle [0; 1] telles

que leur carré soit intégrable, muni du produit scalaire : hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x) dx

Considérons le sous-espace F engendré par les fonctions f0(x) = 1, f1(x) = x.

1. Trouver une famille orthonormée de F dans H.

2. Trouver la projection orthogonale de f(x) = x2 sur F .

Solution

Le sous-espace F est engendré par les fonctions f0(x) = 1, f1(x) = x. Pour obtenir une

base orthogonale, nous devons orthogonaliser ces deux fonctions en utilisant le procédé de

Gram-Schmidt.

g0 (x) =
f0(x)

kf0k
= 1

g1 (x) =
f1(x)� hf1; f0i f0(x)
kf1(x)� hf1; f0i f0(x)k

hf1; f0i =
R 1
0
f1(x)f0(x)dx =

R 1
0
xdx = 1

2
, donc f1(x)�hf1; f0i f0(x) = x�1

2
et kf1(x)� hf1; f0i f0(x)k2 =R 1

0

�
x� 1

2

�2
dx = 1

12
.

Ainsi g1 (x) =
p
3 (2x� 1).

2. Trouver la projection orthogonale de f(x) = x2 sur F

La projection orthogonale de f(x) sur F est donnée par:

PF
�
x2
�
= hf; g0i g0 + hf; g1i g1

hf; g0i =
R 1
0
f(x)g0(x)dx =

R 1
0
x2dx = 1

3
et hf; g1i =

R 1
0
f(x)g1(x)dx =

R 1
0

p
3x2 (2x� 1) dx =

1
6

p
3

On obtient PF (x2) = x� 1
6
.
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3.3.4 Bases Hilbertiennes

Dé�nition 3.3.3 On dit qu�une famille fen; n 2 Ig d�éléments d�un espace de Hilbert H,

est totale dans H si le sous-espace de Hilbert qu�elle engendre est égal à H. ou encore si le

seul vecteur orthogonal à tous les en est le vecteur nul.

c�est-à-dire que:

8n 2 N , hx; eni = 0 =) x = 0 .

Une famille orthonormée et totale dans H est appelée une base hilbertienne de H.

Exemple L�espace L2([0; 1];C) est muni du produit scalaire dé�ni par

hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x)dx .

Nous allons montrer que la famille (en)n 2 Z, dé�nie par en = e2i�nx, x 2 [0; 1] est une base

hilbertienne de l�espace L2([0; 1];C).

En e¤et

1. Orthogonalité: pour n;m 2 Z , hen; emi =
R 1
0
enemdx =

R 1
0
e2i�nxe�2i�mxdx =

R 1
0
e2i�(n�m)xdx.

Si n 6= m, alors

hen; emi =
e2i�(n�m) � 1
2i� (n�m)

= 0.

Si n = m, on sait que :

hen; eni =
R 1
0
1dx = 1

ce qui prouve que la famille (en)n 2 Z est orthonormale.

2. Pour montrer que cette famille est une base hilbertienne, il faut prouver qu�elle est

complète dans L2([0; 1];C), c�est-à-dire que toute fonction f 2 L2([0; 1];C) peut être

approximée en norme L2 par des combinaisons linéaires �nies des en.

Cela résulte de la théorie des séries de Fourier dans L2([0; 1];C), qui garantissent que tout

élément de L2([0; 1];C) admet un développement en série de Fourier:

f (x) =
P
n2Z

cnen (x) ,
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avec des coe¢ cients Cn donnés par :

Cn = hf; eni =
R 1
0
f (x) e�2i�mxdx.

De plus, la norme L2 de f est liée aux coe¢ cients de Fourier par l�identité de Parseval :

kfk2 =
P
n2Z

jCnj2 .

Ainsi, toute fonction de L2([0; 1];C) peut être approchée arbitrairement bien (au sens de la

norme L2) par une somme partielle de la série de Fourier.

Dé�nition 3.3.4 Un espace de Hilbert est dit séparable, ou de dimension dénombrable, s�il

contient une famille dénombrable totale.

Un espace de Hilbert qui possède une base hilbertienne est évidemment séparable.

Inversement, on a

Théorème 3.3.4 Si un espace de Hilbert est séparable, alors il possède une base hilbertienne

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert séparable et (fn)n, n 2 N, une suite totale.

Nous allons construire à partir de cette suite une base hilbertienne.

En enlevant, par récurrence, les fi qui sont combinaisons linéaires de ceux qui les précèdent,

on peut supposer que la suite est formée d�éléments linéairement indépendants.

Pour orthogonaliser cette suite, il su¢ t alors de procéder à une nouvelle récurrence en dé�n-

issant une suite (en), n 2 N, par

e1 = f1 ; e2 = f2 � PF1 (f2) ; :::; en = fn � PFn�1 (fn)

où Fn désigne bien sûr le sous-espace de H engendré par les n premiers vecteurs de la suite

(fn). Par construction même, la suite (en), (n � 1), est formée de vecteurs deux à deux

orthogonaux et, pour tout entier n, le sous espace vectoriel engendré par { e1, e2, . . . , en }

est égal à Fn. Les éléments

(en)n2N forment donc une suite totale dans H. En divisant chacun d�eux par sa norme, on

obtient une base hilbertienne de H.

Le théorème suivant caractérise les bases hilbertiennes.
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3.3.5 Égalité de Parseval

Théorème 3.3.5 Soient H un espace de Hilbert et (en)n2N une suite orthonormée dans H.

Les assertions suivantes sont équivalentes:

a. La suite fen, n � 1g est une base hilbertienne de H.

b. Tout élément x de H s�écrit sous la forme x =
+1P
n=1

hx; eni en

c. Quels que soient x et y dans H, on a

hx; yi =
+1P
n=1

hx; eni hy; eni

d. Pour tout x 2 H, on a l�égalité de Parseval

kxk2 =
+1P
n=1

jhx; enij2

Démonstration. Soit F le sous-espace de Hilbert engendré par la suite (en) et soit PF

l�opérateur de projection orthogonale sur F . La suite (en) est une base hilbertienne si et

seulement si F = H, c�est-à-dire PF = I, et le théorème (?) montre que (a) est équivalent à

(b) et implique (c) et (d).

L�assertion (d) traduit le fait que pour tout x dans H, on a l�égalité kxk2 = kPF (x)k2 et par

suite kx� PF (x)k = 0. Cela veut dire que PF = I et donc F = H.

3.3.6 Execices

Exercice 3.3.1 On considère l�espace vectoriel réel E des fonctions continues à valeurs

réelles sur l�intervalle [��; �]. Si f et g sont deux éléments de E, on dé�nit le produit

scalaire sur E par

R �
�� f (x) g (x) dx

Soient (f0; f1; f2) les fonctions dé�nies par f0 (x) = 1 , f1 (x) = x , f2 (x) = x2, pour tout

x 2 [��; �], et soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par ff0; f1; f2g. Déterminer une

base orthonormale de F .

Solution
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Appliquons l�algorithme l�orthonormalisation de Gram-Schmidt �a la famille ff0; f1; f2g. On

a

kf0k =
qR �

�� ( f0 (x))
2 dx =

qR �
�� ( 1)

2 dx =
p
2�, donc

v0 (x) =
f0 (x)

kf0k
=

1p
2�
.

Posons ensuite

v1 =
Y1
kY1k

où Y1 = f1 � hf1; v0i v0

hf1; v0i =
R �
��

1p
2�
xdx = 0; Y1 (x) = f1 (x)� hf1; v0i v0 (x) = x

et

kY1k =
qR �

�� ( x)
2 dx =

r
2

3
�
3
2 ;

alors

v1 (x) =

p
3xp
2�

3
2

.

Ensuite, posons

v2 =
Y2
kY2k

où Y2 = f2 � hf2; v1i v1 � hf2; v0i v0

on a hf2; v0i =
R �
��

x2p
2�
dx = 1

3

p
2�

5
2 , hf2; v1i =

R �
��

p
3x3

p
2�

3
2
dx = 0 et

Y2 (x) = f2 (x)� hf2; v1i v1 (x)� hf2; v0i v0 (x) = x2 � 1
3
�2

kY2k2 = hY2; Y2i =
R �
��
�
x2 � 1

3
�2
�2
dx = 8

45
�5, donc

v2 (x) =
3
p
5
�
x2 � �2

3

�
2�2
p
2�

Les vecteurs (v0; v1; v2) forment une base orthonormale de F , ces fonctions véri�ent les égalités

suivantes pour x 2 [��; �]:

v0 (x) =
1p
2�
, v1 (x) =

p
3x

p
2�

3
2
, v2 (x) =

3
p
5
�
x2��2

3

�
2�2

p
2�

.
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3.3.7 Systèmes orthonormés complets dans des espaces concrets

Exemple 3.3.3 On note par `2(N;C) l�ensemble de toutes les suites complexes de carrés

sommables i.e.,

`2(C) =
�
x = (xn)n2N� � C :

+1P
n=1

jxnj2 <1
�
.

muni du produit scalaire usuel:

hx; yi =
+1P
n=1

xnyn

La famille (e(n))n2N� où en := (0; :::; 0; 1; 0; :::); (où chaque e(n) est la suite dont tous les termes

sont nuls sauf le n-ième qui vaut 1.). est une base hilbertienne dénombrable de `2(N;C). En

e¤et, on a e(n) =
�
e
(n)
k

�
k2N�

, enk =
�
1, k = n
0, k 6= n

.

i) 8n;m 2 N� : n 6= m, on a


e(n); e(m)

�
=

+1P
k=0

e
(n)
k e

(m)
k = 0.

ii) 8 n 2 N�, on a


e(n); e(n)

�
=

+1P
k=0

e
(n)
k e

(n)
k = 1.

Ce qui montre que la famille (e(n))n2N est orthonormale.

iii) Montrons que la famille (e(n))n2N� est totale dans `2(N;C).

Une famille orthonormale (e(n))n2N� est dite totale si l�unique élément x 2 `2(N;C) orthogonal

à tous les e(n) est x = 0, c�est-à-dire si :

8x 2 `2(N;C),


x; e(n)

�
= 0 8n 2 N =) x = 0.

Supposons qu�un élément x 2 `2(N;C) est orthogonal à tous les e(n), c�est-à-dire que :



x; e(n)

�
= 0 , 8n 2 N()

+1P
k=0

xkenk = xn = 0 , 8n 2 N.

Ainsi La famille (e(n))n2N� est totale dans `2(N;C), ce qui, combiné avec son orthonormalité,

prouve qu�elle constitue une base hilbertienne, et on a

8x 2 `2(N;C) : x =
+1P
n=1



x; e(n)

�
e(n) =

+1P
n=1

xne
(n).

Khelili Besma Univ-Skikda



3.3 Système orthogonal. Bases hilbertiennes 76

Une autre base hilbertienne pour `2(N;C) est fek , k 2 N.g où

e1 = (cos (�1) , sin (�1) ; 0; 0; .....)

e2 = (� sin (�1) , cos (�1) ; 0; 0; .....)

e3 = (0; 0; cos (�2) ; sin (�2) ; 0; 0; .....)

e4 = (0; 0;� sin (�2) ; cos (�2) ; 0; 0; .....)

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Exemple 3.3.4 Polynômes de Legendre

Prenons I = [�1; 1] et ! = 1. La famille fxn ; 0 � ng est totale dans l�espace de Hilbert

L2(I; dx) et le procédé d�orthogonalisation de Gram Schmidt donne

p0 (x) = 1,

p1 (x) = x, car hx; 1i = 0

p2 (x) = x2 � 13, car


1; x2

�
= 13 et



x; x2

�
= 0

p2 (x) = x3 � 3
5
x, car



x; x3

�
=
2

5
et


x2; x2

�
=
2

3

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne l�expression de pn pour tout entier

n � 0.

Théorème 3.3.6 Pour tout entier n, pn est un polynôme unitaire de degré n et on a

pn (x) =
n!

(2n)!

dn

dxn
��
x2 � 1

�n�
.

Il est clair que la formule de Rodrigues est vraie pour p0 et p1. D�autre part, comme (x2�1)n

est un polynôme de degré 2n, sa

dérivée d�ordre n est un polynôme de degré n, qui a la même parité que n et on véri�e

facilement que le coe¢ cient n!
(2n)!

a été choisi de façon que son terme de plus haut degré

soit xn. Compte tenu de l�unicité, il reste à démontrer que les polynômes dé�nis par le

second membre sont orthogonaux deux à deux, ce que l�on véri�e par intégrations par parties

successives. En e¤et, pour deux entiers n > m
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hpn; pmi =
(n!) (m!)

(2n)! (2m)!

R 1
�1

dn

dxn
��
x2 � 1

�n� dm

dxm
��
x2 � 1

�m�
dx

= (�1)n (n!) (m!)

(2n)! (2m)!

R 1
�1
�
x2 � 1

� dn+m

dxn+m
��
x2 � 1

�m�
dx = 0 car n+m > 2m

La formule de Rodrigues est ainsi prouvée.

Les polynômes de Legendre, que nous désignerons dans la suite par une lettre majuscule Pn,

sont proportionnels aux polynômes pn et normalisés de façon que Pn(1) soit égal à 1. Ils sont

donc donnés, grâce à la formule de Rodrigues, par

Pn (x) =
1

2n (n!)

dn

dxn
��
x2 � 1

�n�
=

(2n!)

2n (n!)2
pn (x) , n = 0; 1; 2; :::

Théorème 3.3.7 Pour tout entier n � 0, on a kPnk2 = 2
(2n+1)

.

Démonstration. En e¤et, un calcul simple d�intégrales donneR 1
�1Pn (x)x

ndx = 1
2n

R 1
�1 (1� x2)

n
dx = 2n+1 (n!)2

(2n+1)!

Comme on sait que Pn est de la forme:

Pn (x) =
(2n)!

2n (n!)2
xn +Rn (x)

où Rn est un polynôme de degré strictement plus petit que n, on en déduit que hPn; Rni = 0

et par suite R 1
�1Pn (x) dx =

(2n)!

2n (n!)2
2n+1

(n!)2

(2n+ 1)!
=

2

2n+ 1
:

Complétude des polynômes de Legendre

Un ensemble ffn , n 2 Ng est complet dans L2([�1; 1]) si l�unique fonction f 2 L2([�1; 1])

qui est orthogonale à tous les Pn est la fonction nulle.

Autrement dit, si f est telle que :

hf; Pni = 0 , 8n � 0,

alors f = 0 presque partout. Or, d�après le théorème de densité de Weierstrass, les polyn-

ômes sont denses dans C ([�1; 1]) (ensemble des fonctions continues). Et comme C ([�1; 1])

est dense dans L2([�1; 1]), cela implique que les polynômes de Legendre forment une base

hilbertienne.
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Théorème 3.3.8 Soit [a; b] un intervalle fermé borné et f une fonction dans C ([a; b]).

Alors pour tout " > 0, il existe un entier n 2 N et un polynôme p 2 Pn tels que

kf � pk1 < ".

Théorème 3.3.9 La suite des polynômes de Legendre (Pn) est une base orthogonale de

l�espace L2([�1; 1]). Toute fonction f de L2([�1; 1]) se développe de façon unique sous la

forme

f =
+1P
n=0

cn (f)Pn avec cn (f) =
2n+ 1

2
hf; Pni

où la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

lim
N�!+1





f � NP
n=0

cn (f)Pn





 = 0 .
On a de plus l�égalité de Parseval

R 1
�1 jf (x)j

2 dx = 2
+1P
n=0

jcn (f)j2

2n+ 1

Exemple 3.3.5 On considère la famille de fonctions de Hermite orthonormées dé�nies par

:

hn (x) =
1p

2nn!
p
�
e�

x2

2 Hn (x) , n 2 N

où Hn (x) sont les polynômes de Hermite, dé�nis par la relation de récurrence :

H0 (x) = 1 , H1 (x) = 2x .

Hn+1 (x) = 2xHn (x)� 2nHn�1 (x) .

est une base hilbertienne.
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3.4 Série de Fourier

3.4.1 La base hilbertienne trigonométrique

Dans ce paragraphe nous donnons une première application de la théorie des espaces de

Hilbert.

On va étudier dans ce paragraphe l�espace L2 ([0; 2�]), muni du produit scalaire et norme

sont donnés par

hf; gi =
1

2�

R 2�
0
f (t) g (t)dt

kfk22 =

�
1

2�

R 2�
0
jf (t)j2 dt

�
Pour tout n 2 Z, on désigne par en la fonction dé�nie sur R à valeurs dans C par

en (x) = (2�)
� 1
2 einx, n 2 Z .

Les fonctions (en) constituent une famille orthonormale et nous allons montrer que c�est une

base hilbertienne de L2 ([0; 2�]).

Théorème 3.4.1 La suite (en)n2Z est une base orthonormale de L2 ([0; 2�]).

Démonstration. Pour montrer que notre suite est totale, il su¢ t de montrer que toute

fonction f continue et périodique (c�est-à-dire véri�ant

f(0) = f(2�) ) est limite uniforme de polynômes trigonométriques, ou combinaisons linéaires

�nies de fonctions en .

En e¤et, on sait que les fonctions 2�-périodiques et continues sur [0; 2�] constituent un sous-

espace vectoriel dense de L2 ([0; 2�]), cela veut dire que pour tout élément f de L2 ([0; 2�]) et

tout " > 0, il existe une fonction g, 2�-périodique et continue sur [0; 2�] telle que kf � Pk2 �

" donc il existe un polynôme trigonométrique P tel que kf � Pk1 � ".

A fortiori, on a kf � Pk2 (c�est ce qu�on exprime en disant que la convergence uniforme

implique la convergence en moyenne quadratique). On en déduit, en utilisant l�inégalité

triangulaire, que

kf � Pk2 � 2"
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Les polynômes trigonométriques sont donc denses dans l�espace L2 ([0; 2�]), ce qui traduit le

fait que la suite (en), n 2 Z, est totale dans L2 ([0; 2�]) et en est donc une base hilbertienne.

Théorème 3.4.2 La suite (en), n 2 Z, est une base hilbertienne de l�espace L2 ([0; 2�]). La

série de Fourier d�une fonction f de L2 ([0; 2�]) est convergente dans L2 ([0; 2�]) et sa somme

est égale à f , c�est-à-dire

lim
n�!+1






f � P
jkj�n

ck (f) ek






 = 0 où cn (f) = hf; eni .

De plus, pour deux fonctions f et g dans L2 ([0; 2�]), on a les formules de Parseval

kfk22 =
P
n2Z

jck (f)j2 et
1

2�

R 2�
0
f (t) g (t)dt =

P
n2Z

cn (f) cn (f)

Lorsque l�on s�occupe de fonctions réelles et que l�on utilise les coe¢ cients de Fourier an (f)

et bn (f), où l�on a posé

a0 (f) =
1

2�

R 2�
0
f (x) dx,

et pout n > 0

an (f) =
1

�

R 2�
0
f (x) cos (nx) dx et bn (f) =

1

�

R 2�
0
f (x) sin (nx) dx

les relations précédentes s�écrivent:

kfk22 = ja0 (f)j2 +
1

2

P
n�1

�
jan (f)j2 + jbn (f)j2

�
hf; gi = a0 (f) a0 (g) +

1

2

P
n�1

an (f) an (g) + bn (f) bn (g)

Corollaire 3.4.1 Soit f un élément de L2([0; 2�]. Dans l�ensemble des polynômes trigo-

nométriques P de degré inférieur ou égal à n, le polynôme de Fourier Snf =
P

jkj�n ck (f) ek réalise

le minimum de kf � Pk2, et il est le seul à avoir cette propriété.

Démonstration. L�ensemble Pn des polynômes trigonométriques de degré inférieur ou égal

à n est un sous-espace vectoriel de L2([0; 2�] engendré par la famille fek, jkj � ng. Le

polynôme de Fourier Snf est la projection orthogonale de f sur Pn, d�où le résultat.

Corollaire 3.4.2 (Bessel-Parseval) Pour f et g 2 L2([0; 2�] on a
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R 2�
0
jf (x)j2 dx =

P
n

jcnj2 .R 2�
0
f (x) g (x)dx =

P
n

cndn

où les c et d sont respectivement les coe¢ cients de Fourier de f et g .

Exercice 3.4.1 On munit I = [��; �] de la mesure de lebesgue et on considère l�espace

L2(I) des fonctions réelles de carré intégrable sur I, sur lequel on dé�nit le produit scalaire

usuel hf; gi =
R �
��f (x) g (x) dx. On rappelle que la famille

S =
n

1p
2�
; sin(nx)p

�
; cos(nx)p

�
, n > 1

o
constitue une base hilbertienne de l�espace de Hilbert L2(I)

et que kfk22 =
R �
�� (f (x))

2 dx

i) Calculer
D
x; 1p

2�

E
;
D
x; sin(nx)p

�

E
et
D
x; cos(nx)p

�

E
:

ii) Montrer que





x+ nP
k=1

(�1)k sin(kx)
k






2

�! 0 lorsque n �! +1.

iii) Calculer kxk2, puis utiliser l�égalité de Bessel-Parceval pour montrer que
+1P
n=1

1
n2
= �2

6
.

Solution

i) Les quantités à calculer sont les coé�cients de la fonction f(x) = x sur la base hilbertienne

donnée. les calculs sont élémentaires:D
x; 1p

2�

E
=
R �
��x

1p
2�
dx = 0,D

x; sin(nx)p
�

E
=
R �
��

x sin(nx)p
�

dx = 1p
�

h
�x cos(nx)

n

i�
��
+ 1

n
p
�

R �
�� cos (nx) dx =

1p
�

h
�x cos(nx)

n

i�
��
=

(�1)n+1 2
p
�
n
.D

x; cos(nx)p
�

E
=
R �
��

x cos(nx)p
�

dx = 1p
�

h
x sin(nx)

n

i�
��
+ 1

n
p
�

R �
�� sin (nx) dx = 0.

II) Comme la fonction f (x) = x est dans L2(I), elle s�écrit dans la base hilbertienne S ,

x =
+1P
n=0

hx; 'ni'n , avec 'n 2 S.

On obtient x =
+1P
n=1

(�1)n+1 2
p
�
n

sin(nx)p
�
= 2

+1P
n=1

(�1)n+1 sin(nx)
n
. Ces�égalités étant au sens de

L2(I), cela signi�e que la série 2
+1P
n=1

(�1)n+1 sin(nx)
n

converge dans l�espace normé L2(I)

vers la fonction x. Et cela s�écrit
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x� 2 nP
k=1

(�1)k+1 sin (kx)
k






2

=





x+ 2 nP
k=1

(�1)k sin (kx)
k






2

�! 0 lorsque n �! +1.

iii) On a kxk22 =
�R
��
x2dx = 2

3
�3. D�autre part, d�après la formule de Bessel-Parceval on a,

kxk22 =
+1P
n=1

���Dx; sin(nx)p
�

E���2 = +1P
n=1

4�
n2
, (les autres termes sont nuls d�après i) ). On a donc

2
3
�3 =

+1P
n=1

4�
n2
. On en déduit l�égalité demandée

+1P
n=1

1
n2
= �2

6
.

Exercice 3.4.2 On munit L2([�1; 1]) du produit scalaire hf; gi =
R 1
�1f (x) g (x) dx

1. Véri�er que les polynômesX0 =
1p
2
,X1 =

q
3
2
x etX2 =

p
5

2
p
2
(3x2 � 1) sont orthogonaux

deux à deux. Calculer la norme kX1k2 de

X1 dans L2([�1; 1]) .

2. Soit V le sous espace vectoriel de L2([�1; 1]) engendré par fX0; X1; X2g et soit P la

projection orthogonale de L2([�1; 1]) sur V .

Calculer P (x3):

Solution Il faut véri�er que hXi; Xji =
R 1
�1Xi (x)Xj (x) dx = 0, pour tout i 6= j = 0; 1; 2. On

a

hX0; X1i =
R 1
�1

p
3
2
xdx = 0, hX1; X2i =

R 1
�1

p
15
4
x (3x2 � 1) dx = 0.

Le calcul de la norme de X1 dans L2([�1; 1]) donne kX1k22 = hX1; X1i =
R 1
�1

�q
3
2
x
�2
dx =

1 , d�où kX1k2 = 1.

2. On a d�après le cours P (f) = hf;X0iX0 + hf;X1iX1 + hf;X2iX2 , pour tout f 2

L2([�1; 1]).

i. Pour f (x) = x3, on a hx3; X0i =
R 1
�1

x3p
2
dx = 0, hx3; X1i =

R 1
�1x

3
q

3
2
xdx =

p
6
5
et

hx3; X2i =
R 1
�1x

3
p
5

2
p
2
(3x2 � 1) dx = 0

On en déduit P (x3) =
p
6
5

q
3
2
x = 3

5
x.
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3.5 Exercices

3.5.1 TD1: normes, équivalence des normes, ouvert, fermé, ad-
hérence.

Série 1

Exercice 1: Soient l�espace F = C1 ([�1; 1] ;R) ; et N1 l�application dé�nie sur F par

N1 (f) = jf (0)j+ sup
x2[�1;1]

���f 0
(x)
���

1. Montrer que N1 est une norme sur E.

Exercice 2: Soit E = C ([0; 1] ;R). On dé�nit pour f 2 E,

N1 (f) =
1R
0

x jf (x)j dx.

1. Montrer que N1 est une norme sur E:

2. SurMn (R) ; on note pour A = (aij)1�i;j�n 2Mn (R) ;

N3 (A) = tr
�
A2
�

et N4 (A) = max
1�i;j�n

jaijj :

Dire (et le montrer) si N3 et N4 sont des normes.

Exercice 3:

3. Soient E et F deux |-ev, k:kF une norme sur F; f 2 L (E;F ) et N : E �! R tel que

x 7�! kf (x)kF :

Trouver une CNS sur f pour que N soit une norme sur E:

4. Soient a1; : : : ; an des réels et N : Rn ! R dé�nie par

N (x1; x2; :::; xn) = a1 jx1j+ : : :+ an jxnj .
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Donner une condition nécessaire et su¢ sante portant sur les ak pour que N soit une norme

sur Rn.

Exercice 4:

On dé�nit sur R2 les 3 application suivantes

N1 ((x; y)) = jxj+ jyj ; N2 ((x; y)) =
p
x2 + y2 et N1 ((x; y)) = max fjxj ; jyjg

1. Montrer que N1 est une norme.

On admet que N1 et N2 dé�nissent deux normes sur R2:

2. Prouver que N1 ((x; y)) � N2 ((x; y)) � N1 ((x; y)) � 2N1 ((x; y))

On munit R2 de la norme euclidienne N2 ((x; y)) =
p
x2 + y2; et on considère la partie

A = f(x; sin (x)) ; x 2 Rg

La partie A est-elle ouverte, est-elle fermée? Justi�er.

Exercice 5:

Soit a � 0: Pour P 2 R [X] , on dé�nit

Na (P ) = jP (a)j+
1R
0

���P 0
(t)
��� dt:

1. Démontrer que Na est une norme sur R [X] :

2. Soit a; b � 0 avec a < b et b > 1: Démontrer que Na et Nb ne sont pas équivalentes.

3. Démontrer que si (a; b) 2 [0; 1]2 ; alors Na et Nb sont équivalentes.

Exercice 6:

Soit E = R [X] l�espace vectoriel des polynômes. On dé�nit sur E trois normes par, si

P =
pP
i=0

aiX
i:

N1 (P ) =
pP
i=0

jaij , N2 (P ) =
�
pP
i=0

jaij2
� 1
2

, N1 (P ) = max
0�i�p

jaij .

Véri�er qu�il s�agit de 3 normes sur R [X]. Sont-elles équivalentes deux à deux?
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Exercice 7: Soit E l�ensemble des suites (an)n�0 de C telles que la série
+1P
n=0

janj converge.

Si a = (an)n�0 appartient à E, on pose

kak =
+1P
n=0

janj

a) Montrer que k:k est une norme sur E.

b) Soit

F =

�
a 2 E =

+1P
n=0

an = 1

�
L�ensemble F est-il ouvert ? fermé ? borné ?

Exercice 9:

Soit E = C ([0; 1] ;R). On pose

O = ff 2 E, f (1) > 0 g et F =
n
f 2 E =

R 1
2

0
f (t) dt � 0

o
.

1. Est-ce que O est un ouvert de (E; k:k1)? de (E; k:k1)?

2. Est-ce que F est un fermé de(E; k:k1)? de (E; k:k1)?

3.5.2 TD2 : Application continue

Exercice 1:

On munit E = C ([�1; 1] ;R) de la norme:

f 7�! kfk1 =
1R
�1
jf (x)j dx:

On considère la suite de fonctions (fn)n�0 dé�nie par

(8n > 0) fn (x) =

8<: 0 si � 1 � t � 0
nt si 0 < t � 1

n
1 si 1

n
< t � 1

1. Montrer que la suite (fn)n�1 est de Cauchy dans [C ([�1; 1] ;R) ; k:k1] .
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2. Montrer qu�il n�existe pas de fonction f 2 C ([�1; 1] ;R) telle que kfn � fk1 �! 0 quand

n �! +1:

Que peut-on en conclure sur l�espace [C ([�1; 1] ;R) ; k:k1].

3. Montrer que la suite (fn)n�1 n�est pas une suite de Cauchy dans [C ([�1; 1] ;R) ; k:k1]

4. Montrer que [C ([�1; 1] ;R) ; k:k1] est un espace complet (espace de Banach) .

5. Soit l2 (N;C) =
�
x = (xk)k�0 ; xk 2 C; k 2 N =

1P
k=0

jxkj2 <1
�
muni du produit scalaire

hx; yi =
1P
k=0

xkyk

Montrer que l2 (N;C) est un espace de Hilbert.

Exercice 2:

Déterminer si les applications linéaires suivantes sont continues, et si oui calculer leur norme:

E = C ([0; 1]) muni de k:k1 et F = C1 ([0; 1]) muni de kfkF = kfk1 +


f 0



1 : Soit T :

E �! F dé�ni par Tf (x) =
xR
0

f (t) dt:

E = R [X] muni de






Pk�0 akXk






 = P
k�0
jakj et T : (E; k:k) �! (E; k:k), P (X) 7�!

P (X + 1) :

E =Mn (R)muni de la normeN dé�nie pour toutA = (aij)1�i;j�n parN (A) = sup
1�i�n

(
nP
j=1

jaijj
)

et Tr : E �! R dé�ni par Tr(A) =
nP
i=1

aii.

Exercice 3: Soit E = l2 (N;C) =
�
x = (xk)k�0 ; xk 2 C; k 2 N =

1P
k=0

jxkj2 <1
�
muni

du produit scalaire

hx; yi =
1P
k=0

xkyk

Pour u 2 l2 (N;C), on dé�nit � : E �! C par

� (u) =
1P
k=0

un
n+ 1

1. Montrer que � est une forme linéaire continue sur E.
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Exercice 4:

1. Montrer que les applications linéaires suivantes sont continues,

T1 : (C ([0; 1] ;R) ; k:k1) �! R, T2 (f) =
R 1
0
tf (t) dt

T2 : (C ([0; 1] ;R) ; k:k1) �! R, T3 (f) = f (1)� f (2)

2. Calculer kT1k et kT2k.

Exercice 5:On prend E = C([0; 1];R), muni de la norme uniforme. On considère la forme

linéaire

' : E �! R

dé�nie par

' (f) =

1Z
0

f (t) dt�
0Z

�1

f (t) dt, f 2 E.

a) Montrer que ' est continue et calculer k'k� (pour l�égalité considérer la suite fn(x) =

1 pour 1
n
� t � 1, fn(t) = �1 pour �1 � t � � 1

n
et fn(t) = nt pour � 1

n
� t � 1

n
).

Exercice 6: Soit E l�ensemble des suites (an)n�0 de C telles que la série
+1P
n=0

janj converge.

Si a = (an)n�0 appartient à E, on pose

kak =
+1P
n=0

janj

Soit

F =

�
a 2 E=

+1P
n=0

an = 1

�
L�ensemble F est-il ouvert ? fermé ? borné ?
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Exercice 7:

Soit E = C ([0; 1] ;R) muni de la norme de la convergence uniforme kfk1 = sup
x2[0;1]

jf (x)j :

Soit � un point de [0; 1]. Montrer que l�application

�� : E �! C

f 7�! �� (f) = f (�)

est continue sur E.

Soit A = ff 2 E= f (0) = f (1) g

1. Montrer que A est fermé.

2. Montrer que A n�est pas ouvert.

1. Montrer que les applications linéaires suivantes sont continues,

T1 : (C ([0; 1] ;R) ; k:k1) �! R, T2 (f) =
R 1
0
tf (t) dt

T2 : (C ([0; 1] ;R) ; k:k1) �! R, T3 (f) = f (1)� f (2)

2. Calculer kT1k et kT2k.

3.5.3 TD 3: Produit scalaire, Cauchy-Schwarz, projection ortho-
gonale.

Série 3

Exercice 1:

Démontrer que les formule suivantes dé�nissent des produits scalaires sur l�espace vectoriel

associé:

1. Soit l2 (N;C) =
�
x = (xk)k�0 ; xk 2 C; k 2 N =

1P
k=0

jxkj2 <1
�
:
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On dé�nit une application h:; :i : l2 (N;C)� l2 (N;C)! C par

hx; yi =
1P
k=0

xkyk

2. pour A, B 2Mn (R) ; on dé�nit

hA; Bi = tr
�
tAB

�

3. Soit n 2 N� et on dé�nit une application h:; :i : (R [X])2 ! C par

hP; Qi = 1

2�

R �
��P

�
ei�
�
Q
�
e�i�

�
d�

Exercice 2

En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz - on précisera l�espace préhilbertien (E; h:; :i) dans

lequel on travaille et les vecteurs de E concernés - établir les inégalités suivantes et en étudier

les cas d�égalité :

1. Montrer que pour tout entier n � 1, on a :

nP
k=1

k
p
k � n (n+ 1)

2
p
3

p
2n+ 1

2. 8M 2Mn (R) ; (tr (M))2 � n:tr (tM:M) :

3. Soit f 2 C1 ([a; b] ;R) telle que f (a) = 0: Montrer que

R b
a
jf (t)j2 dt � (b� a)2

2

�R b
a

���f 0
(t)
���2 dt� :

4. On se donne (x1; x1; :::; xn) 2
�
R�+
�n
et on pose Gn =

�
nQ
k=1

xk

� 1
n

:
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Montrer que
nP
k=1

ln2 (xk) � n ln2 (Gn) :

Exercice 3: Soit (E; k:k) un espace de Banach réel. On suppose que sa norme véri�e

l�identité du parallélogramme:

(8 (x; y) 2 E � E) kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
:

Soit l�application dé�nie par

h:; :i : E � E ! R

(x; y) 7! 1

2

�
kx+ yk2 � kxk2 � kyk2

�
:

Véri�er que c�est un produit scalaire tel que (8x 2 E) hx; xi = kxk2 : Pour cela, véri�er pour

(x; y; z) 2 E3 et � 2 R quelconques les identités suivantes:

i) hx; yi = hy; xi ; hx;�yi = �hx; yi et hx; 2yi = 2 hx; yi :

ii) hx+ y; zi = hx; zi + hy; zi ( considérer l�identité du parallélogramme avec (x; y) ; puis

(x+ z; y + z) et en�n (x+ y + z; z) :

iii) h�x; yi = � hx; yi ( considérer d�abord le cas � 2 N; puis � 2 Z; puis � 2 Q;et en�n

� 2 R):

En déduire que (E; h:; :i) est un espace de Hilbert.

Exercice 4:

1. L�espace Lp (R) =
�
f : R! C =

R
R jf (x)j

p dx <1
	
muni de la norme usuelle

kfkp =
�R
R jf j

p� 1p avec 1 � p:

est-il un espace préhilbertien ?, est-il un espace de Hilbert ?

2. Montrer que dans l�espace normé (C ([0; 1] ;R) ; k:k1) l�identité du parallélogramme n�est

pas véri�ée . En déduire que (C ([0; 1] ;R) ; k:k1) n�est pas un espace de Hilbert.
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Exercice 5:

Soit L2 ([0; �] ;R) muni du produit scalaire

hf; gi =
R �
0
f (x) g (x) dx

1. Calculer la projection orthogonale du point cos (x) sur R1 [X] :

2. Calculer I = inf
(a;b)2R2

R �
0
jcos (x)� (ax+ b)j2 dx

3. Calculer I = inf
(x;y)2R2

�R
0

(x sin (t) + y cos(t)� t)2 dt

Exercice 6:

I Soit E =
n
f : [0; 1]! R =

R 1
0
jtf (t)j2 dt <1

o
muni du produit scalaire

hf; gi =
R 1
0
t2f (t) g (t) dt

Calculer

inf
(a;b)2R2

1R
0

t2 (ln t� at� b)2 dt;

II On considère l�espace E = R1 [X]�V ect ff0g où f0 est la fonction dé�nie par f0 (x) = ex:

On admettra sans démonstration que < f; g > =
1R
�1
f (x) g (x) dx est un produit scalaire sur

E.

Le but de l�exercice est de déterminer � = inf
(a;b)2R2

1R
�1
jex � ax� bj2 dx:

1. Donner une base orthonormée (Q0; Q1) de R1 [X] pour ce produit scalaire.

2. Calculer hf0; Q0i ; hf0; Q1i et kf0k2 : En déduire que

� =
e2 � e�2

2
�
�p
6e�1

�2
�
�
e1 � e�2p

2

�2
= �7e�2 + 1:
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Exercice 7:

Soit E = Mn (R) est muni du produit scalaire:

hA;Bi = tr
�
A
t

:B
�
:

Soit Sn (R) =
�
A 2Mn (R) : A

t
= A

	
et An (R) =

�
A 2Mn (R) : A

t
= �A

	
:

1. Montrer que Mn (R) = Sn (R)�An (R) et [Sn (R)]? = An (R) :
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3.5.4 TD 4: Orthogonale, Systhème orthogonales. Bases hilber-
tiennes.

Exercice 1:

Dans R3 muni du produit scalaire usuel, on considère le sous espace vectoriel :

F =
�
(x; y; z) 2 R3= y + z = 0 et x� z = 0

	
1. Déterminer F?

2. Déterminer une base orthonormée de F?:

3. Trouver les projections orthogonales sur F et F? d�un point u = (1; 1; 1) de R3:

Exercice 2:

Soit E = R2 [X] ; et soit h:; :i dé�nie sur R2 [X]� R2 [X] par

8 (P;Q) 2 R2 [X]� R2 [X] , hP;Qi = P (0)Q (0) + P (1)Q (1) + P (2)Q (2)

1. Montrer que h:; :i est un produit scalaire.

Soit F = fP 2 E= P (0) = 0g sous espace vectoriel de E

2. Montrer que F = V ect fX; X2g

3. Déterminer par le procédé d�orthonormalisation de Gram-Schmidt, une base orthonormale

de F relativement au produit scalaire.

Exercice 3 Soit E = R [X] muni du produit scalaire

hp; qi =
R 1
�1
p (x) q (x)p
1� t2

dx.

3. Soit n 2 N, pour x 2 [�1; 1] , Tn (x) = cos (n arccos (x)). Montrer que la famille (Tn)n2N
est orthogonale pour le produit scalaire h:; :i.
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Exercice 4: Soit H = L2 ([0; 2�] ;C) muni du produit scalaire hf; gi =
2�R
0

f (x) g (x)dx:

On note e0 (x) = 1p
2�
; et pour n � 1 : en (x) =

cos(nx)p
�

et fn (x) =
sin(nx)p

�
Ils engendrent les

sous-espaces vectoriels de dimension �nie : Fn = V ect fe0; e1;:::; en; f1; f2; :::; fng

1. Véri�er que pour tout n entier, fe0; e1;:::; en; f1; f2; :::; fn; :::g est une base hilbertienne

de L2 ([0; 2�] ;C) :

2. Montrer que
2�R
0

e(1+in)xdx = e2��1
1+n2

�i n(e
2��1)
1+n2

et en déduire les valeurs de
D
ex; 1p

2�

E
;
D
ex; sin(nx)p

�

E
;

D
ex; cos(nx)p

�

E
pour n � 1:

3. Montrer que




ex � e2��1

�

�
1
2
+

nP
k=1

1
1+k2

cos (kx)�
nP
k=1

k
1+k2

sin (kx)

�




2

tend vers 0 lorsque n �!

+1.

4. Calculer kexk22 et en déduire que 1
2
+

nP
k=1

1
1+k2

= �
2
e2�+1
e2��1 .

3.5.5 Solutions d�exercices du chapitre 1

Exercice 1.5.1

1. Pour tout f 2 E, on a:

N2 (f) = kfk1 +
R 1
0
jf 0 (t)j dt � kfk1 +

R 1
0
kf 0k1 dt � kfk1 + kf 0k1 = N1 (f) .

Montrons qu�il n�existe aucune constante � > 0 telle que pour tout f 2 E, on ait N1 (f) �

�N2 (f). Pour tout n � 1, soit gn la fonction continue sur [0; 1] dé�nie par gn (t) =8<:
n si t = 0

�n2t+ n si t 2
�
0; 1

n

�
0 si t 2

�
1
n
; 1
� .

Pour tout x 2 [0; 1], soit fn (x) =
R x
0
gn (t) dt, alors f 2 E, et on a f 0

n = gn. On a

N1 (fn) = kfnk1 + kf 0
n k1 = 1

2
+ n et kfnk1 = 1

2
,R 1

0
jf 0
n (t)j dt =

R 1
0
f 0
n (t) dt =

R 1
0
hn (t) dt =

1
2
, donc on a N2 (fn) = 1. Par conséquent, il

n�existe aucune constante � > 0 telle que pour tout f 2 E, on ait N1 (f) � �N2 (f). Donc

N1 et N2 ne sont pas équivalentes.

Pour tout n � 2, soit fn la fonction continue sur [0; 1] dé�nie par
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hn (t) =

8<: 0 si t 2
�
0; 1

2
� 1

n

�
n
�
t�
�
1
2
� 1

n

��
si t 2

�
1
2
� 1

n
; 1
2

�
1 si t 2

�
1
2
; 1
�

Alors la suite (hn)n2N � 2 est de Cauchy dans l�espace normé (C ([0; 1]) ; k:k1), où khk1 =R 1
0
jh (t)j dt, pour tout h 2 C ([0; 1]). Pour tout x 2 [0; 1], soit fn (x) =

R x
0
hn (t) dt alors

fn 2 E et on a f 0n = hn . On aR 1
0
jf 0
n (t)� f 0

m (t)j dt =
R 1
0
jhn (t)� hm (t)j dt = khn � hmk1

et

jfn (t)� fm (t)j �
R x
0
jhn (t)� hm (t)j dt �

R 1
0
jhn (t)� hm (t)j dt = khn � hmk1

D�où N2(fn � fm) � 2 khn � hmk1. Donc la suite (fn)n�2 est de Cauchy dans (E;N2).

Montrons que (fn)n�2 ne converge pas dans (E;N2). Supposons le contraire, alors il existerait

f 2 E telle que lim
n�!+1

(N2 (fn � f)) = 0. D�où on a

lim
n�!+1

R 1
0
jhn (t)� f 0 (t)j dt = lim

n�!+1

R 1
0
jf 0
n (t)� f 0 (t)j dt = 0.

Soit x 2
�
0; 1

2

�
, alors on a lim

n�!+1

R x
0
jhn (t)� f 0 (t)j dt = 0. Comme il existe N 2 N tel que

pour tout n � N , on ait hn (t) = 0 sur l�intervalle

[0; x], on en déduit que f(t) = 0 sur l�intervalle [0; x]. Par conséquent, pour tout t 2
�
0; 1

2

�
,

on a f 0 (t) = 0. On a aussi:

R 1
1
2
j1� f 0 (t)j dt =

R 1
1
2
jhn (t)� f 0 (t)j dt et lim

n�!+1

R 1
1
2
jhn (t)� f 0 (t)j dt = 0

d�où
R 1
1
2
j1� f 0 (t)j dt = 0. Par conséquent, pour tout t 2

�
1
2
; 1
�
, on a f 0 (t) = 1. Donc

f 0 n�est pas continue en 1
2
, ce qui contredit l�hypothèse sur f . Par conséquent, (E;N2) n�est

pas un espace de Banach.

Exercice 1.5.2

1. C�est clair.

2. Comme E est un espace vectoriel de dimension �nie, alors les deux normes k:k1 et k:k1
sont équivalentes et toute boule fermée pour chacune de deux normes est compacte dans

E. Si (Pk)k�0 est une suite bornée dans (E; k:k1), alors (Pk)k�0 est une suite bornée
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dans (E; k:k1). Donc la suite (Pk)k�0 admet une sous-suite convergente dans(E; k:k1).

Exercice 1.5.3 Soit (xn)n2N � X une suite de Cauchy. Pour tout x 2 X nous avons

kxk = inf fkzk = z � x 2 Y g, d�où il résulte que kxk � kxk pour tout x 2 X. Puisque

(xn)n2N � X est une suite de Cauchy, il en découle de cette inégalité que la suite (xn)n2N �

X=Y est aussi une suite de Cauchy. Il existe donc un z 2 X tel que lim
n�!+1

kxn � zk = 0,

c�est-à-dire lim
n�!+1

kxn � zk = 0. Or, si kank �! 0, alors il existe une sous-suite (nk)k2N

de N telle que kaknk < 1
2n
, 8n 2 N. D�après la dé�nition de la norme quotient, on en

déduit qu�il existe yn 2 Y tel que k(xkn � z) + ynk < 1
2n
, 8n 2 N. Pour tous m;n 2 N;

on a kyn � ymk � kyn + (xkn � z)k + kxkn � xkmk + k(xkm � z) + ymk, et par conséquent,

lim
n;m�!+1

kyn � ymk = 0. Puisque Y iest complet, il en résulte qu�il existe y 2 Y tel que

lim
n�!+1

yn = y. Étant donné que lim
n�!+1

k(xkn � z) + ynk = 0 on en déduit que lim
n�!+1

xkn =

�y + z. Ainsi, la suite de Cauchy (xn)n2N contient une sous-suite convergente, et donc la

suite (xn)n2N converge vers �y + z.

3.5.6 Solutions d�exercices du chapitre 2

Exercice 2.3.1 D�une part, il est facile de voir que T est linéaire. Ensuite, prenons u 2 E.

Alors, pour tout n 2 N,

jTuj =
���� 1

n+ 1

nP
k=0

uk

���� � 1

n+ 1

nP
k=0

jukj �
1

n+ 1

nP
k=0

kuk1 = kuk1

Ceci prouve d�une part que T (u) 2 E et donc que T est un endomorphisme de E et d�autre

part que T est continue avec kTk � 1.

De plus, si on choisit v la suite constante égale à 1, alors T (v) = v et donc k T (v) k1=

1: kvk1, d�où

k T k= sup
u2E�f0Eg

kT (u)k1
kuk1

� kT (v)k1
kvk1

= 1. Ceci prouve que k T k� 1 et �nalement que k T k= 1.

Exercice 2.3.2

1. ' est clairement une application linéaire. On a

j('f) (x)j �
����Z x

0

f (t) dt

���� � Z x

0

jf (t)j dt �
Z 1

0

jf (t)j dt � kfk1 .

On en déduit que
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k' (f)k1 =
Z 1

0

j('f) (x)j dx � kfk1 .

Ainsi, ' est continue.

2. On a ' (fn) (x) =
R x
0
ne�ntdt = 1� e�nx et kfnk1 = 1� e�n.

De plus,

k' (fn)k1 =
Z 1

0

�
1� e�nx

�
dx = 1� 1� e�n

n
.

donc

k'k � k' (fn)k1
kfk1

=
1� 1�e�n

n

1� e�n
�! 1 lorsque n �! +1.

D�après la question 1, pour tout f 2 E, k' (f)k1 � kfk1 alors k'k � 1. ce qui prouve

�nalement que k ' k= 1.

Exercice 2.3.3

Pour montrer que ' est continue, il su¢ t de trouver une constante c � 0 telle que, pour tout

u 2 `0,

j' (u)j � c kuk1 .

En e¤et, pour une suite u = (un)n2N de c0, nous avons:

j' (u)j =
�����
+1X
n=1

un
2n

����� �
+1X
n=1

junj
2n
.

Comme j un j�k u k1 pour tout n, il vient :

j' (u)j � kuk1
+1X
n=1

1

2n

Or, la série géométrique
+1P
n=1

1
2n
=

1
2

1� 1
2

= 1. On en déduit que j' (u)j � kuk1.

Ainsi, ' est bornée avec c = 1 et donc continue.

Calcul de la norme de '. La norme d�une forme linéaire ' est dé�nie par k'k = sup
u2E�f0Eg

j'(u)j
kuk1

Nous avons déjà montré que pour tout u 2 c0, j' (u)j � kuk1 donc k'k � 1.
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Pour tout entier N � 1, considérons la suite v = (vn)n�1 dé�nie par

vn =

�
1 si 1 � n � N;
0 si n > N .

Alors, k v k1= 1 et

' (v) =
NX
n=1

1

2n
= 1� 1

2N
.

En faisant tendre N vers l�in�ni, on obtient

lim
N�!+1

j' (v)j = 1.

donc

k'k � lim
N�!+1

j' (v)j
k v k1

= 1.

Alors k'k = 1.

Exercice 2.3.4 On prouve que T est continue en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz :

kTfk1 =
Z 1

0

jf (t) g (t)j dt �
�Z 1

0

jf (t)j2 dt
� 1

2
�Z 1

0

jg (t)j2 dt
� 1

2

= c kfk2

avec c =
�R 1

0
jg (t)j2 dt

� 1
2
. c est bien un réel �ni, car g est continue sur [0; 1], donc bornée, et

on a c �k g k1.

3.5.7 Solutions d�exercices du chapitre 3
Cauchy-Schwarz

Exercice 3.2.1 On applique l�inégalité de Cauchy-Schwarz avec les vecteurs

A =

�p
a1p
b1
;

p
a2p
b2
; :::;

p
anp
bn

�
et B =

�p
b1p
a1
;

p
b2p
a2
; :::;

p
bnp
an

�
D�après Cauchy-Schwarz :

jhA;Bij2 =
�

nP
i=1

p
aip
bi

p
bip
ai

�2
= n2 �

 
nP
i=1

�p
aip
bi

�2! nP
i=1

�p
bip
ai

�2!
on obtient

n2 �
�

nP
i=1

ai
bi

��
nP
i=1

bi
ai

�
.
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Exercice 3.2.2 On applique l�inégalité de Cauchy-Schwarz avec les vecteursA = (x1; x2; :::; xn)

et B = (1; 1; :::; 1) dans Rn
jhA;Bij2 =

�
nP
i=1

xi :1

�2
�
�

nP
i=1

(xi)
2

��
nP
i=1

(1)2
�

d�où

�
nP
i=1

xi

�2
� n

nP
i=1

(xi)
2 .

Exercice 3.2.3(Orthogonale F?)

Soit g 2 F?. Remarquons que la fonction h dé�nie par h(x) = xg(x) est dans F . On

en déduit que hg; hi = 0, ce qui donne
R 1
0
xg2(x)dx = 0. Or, la fonction x 7! xg2(x) est

positive et continue sur [0; 1]. Puisque son intégrale est nulle, c�est qu�il s�agit de la fonction

identiquement nulle.

Ainsi, pour tout x > 0, on a g(x) = 0. Maintenant, g est continue, et donc on obtient que g

est identiquement nulle. Ainsi, F? = f0g.

Exercice 3.2.4 (La projection orthogonale) Posons H = C([0; 1]) muni du produit scalaire

hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x) dx.

Posons f (x) = x2, g (x) = ax+ b, f0 (x) = 1, f1 (x) = x et F = vect ff0; f1g. On aR 1
0

�
x2 � ax� b

�2
dx =

R 1
0
(f (x)� g (x))2 dx = kf � gk2 .

Mais on sait que
inf
g2F

kf � gk2 = kf � PF (f)k2

où PF (f) est la projection orthogonale de f sur F . Il s�agit donc de calculer cette projection.

on sait que

PF (f) 2 F , PF (f) = a0x+ b0;

f � PF (f)?F , hf � PF (f) ; f0i = 0 et hf � PF (f) ; f1i = 0

d�où

R 1
0

�
x2 � a0x� b0

�
1dx = 0R 1

0

�
x2 � a0x� b0

�
xdx = 0
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qui permet de calculer a0, b0, on trouve que PF (f) = x� 1
6
donc kx2 � p (x2)k = 1p

180
.

Exercice 3.2.5 (Supplémentaire orthogonal) On a:

8f 2 P et 8g 2 I , hf; gi = 0;

car le produit t 7�! f(t)g(t) est impair et pair sur un intervalle symétrique par rapport à 0.

Ainsi P � I?.

Inversement, soit h 2 I?. On sait P � I = E donc on peut écrire h = f + g avec f 2 P et

g 2 I.

On a hh; gi = hf; gi+ hg; gi. Or hh; gi = 0 et hf; gi = 0 donc hg; gi = 0 d�où g = 0.

Ainsi h = f 2 P puis I? � P . On conclut.

Exercice 3.2.6 (Théorème de représentation de Riesz�Fisher).

1. Il su¢ t d�appliquer l�inégalité de Cauchy-Schwarz. On a en e¤et:

����+1P
n=1

un
n

���� � �+1P
n=1

junj2
� 1

2
�
+1P
n=1

1

n2

� 1
2

.

Ceci entraîne que � est continue (elle est clairement linéaire) et que k�k �
�
+1P
n=1

1
n2

� 1
2

.

2. Supposons qu�il existe un tel élément a = (an). Appliquant � au k-ième élément de la

base canonique de `2 , ek = (0; :::; 0; 1; 0; :::) on obtient ak = 1
k
pour k � 1. Cette suite

n�est pas dans E.

3. E n�est pas complet, car la réponse à la question précédente va à l�encontre du théorème

de représentation de Riesz.
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3.5.8 Examens

Examens �nal 3ème Année LMDMaths 2019/2018 (UNIVERSITÉ 20 AOÛT 1955-

SKIKDA )

MODULE: Espaces Vectoriels Normés

Questions de cours:(6 pts)

1. Enoncer l�identité de Bessel-Parceval.

2. Soit H un espace de Hilbert et fengn2N une famille orthonormée.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a. fengn2N est une base hilbertienne.

1. b. Pour tout x 2 H; x =
P
n2N

hx; eni en

Exercice 1:(8 pts)

Soit E =M2 (R) muni du produit scalaire

hA;Bi = Tr
�
AtB

�
Soit

F =

��
a b
�b a

�
; (a; b) 2 R2

�
:

est un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que ' est un produit scalaire surM2 (R)

2. Montrer que F =VectfA; Bg ; où A =

�
1 0
0 1

�
et B =

�
0 1
�1 0

�
; c-à-d ( F engendré

par A et B )

3. Déterminet F?:

4. Soit
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V = Vect
��

1 0
0 �1

�
;

�
0 1
1 0

��
un sous-espace vectoriel de E:

4.1 Déterminer une base orthonormée de V:

4.2 Calculer la projection de D =

�
1 1
1 1

�
sur V .

Exercice 2:(6 pts)

Soit l1 =
�
x = (xn)n2N ; xn 2 R / (xn) bornée

	
; muni de la norme kxk = sup

n2N
jxnj

On considère l�application

T : l1 �! R;

x 7�! T (x) =
+1P
n=0

1

2n
xn

1. Montrer que T est bien dé�nie, c�est-à-dire que la série
+1P
n=0

1
2n
xn est convergente.

2. Montrer que T est linéaire et continue

3. Montrer que kTk = 2.

Soit F =
�
x = (xn)n2N 2 l1=

+1P
n=0

1
2n
xn = 0

�
4. Montrer que F est un fermé de l1:
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Examens �nal 3ème Année LMDMaths 2024/2023 (UNIVERSITÉ 20 AOÛT 1955-

SKIKDA )

MODULE: Espaces Vectoriels Normés

Exercice 1

Soient l�espace E = C1 ([0; 1] ;R) muni de la norme de la convergence uniforme k:k1 dé�ni

par,

sup
x2[0;1]

jf (x)j , 8f 2 E,

et le produit scalaire

hf; gi =
R 1
0
f (x) g (x) dx pour f; g 2 C1 ([0; 1] ;R) .

Considérons l�application N : E �! R dé�nie par

Pour f 2 E, on pose

N (f) =

�
(f (0))2 +

R 1
0

�
f

0
(x)
�2
dx

� 1
2

1. Démontrer que N est une norme sur E.

2. En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que

���R x0 f 0
(t) dt

��� � pxR x0 �f 0
(t)
�2
dt ; 8x 2 [0; 1] ; 8f 2 C1 ([0; 1] ;R) .

3. Démontrer que, pour tout f 2 E, k f k1�
p
2N(f).

4. Démontrer qu�il n�existe pas de constante c > 0 telle que N(f) � c k f k1, et les deux

normes N et k:k1 2 E ne sont pas équivalentes.

Utiliser la suite des fonctions (fn)n2N� dé�nie par: fn (x) =
sin(n�x)

n
.

Exercice 2

Soit E = C ([0; 1] ;R) que l�on munit de la norme

kfk1 =
R 1
0
jf (x)j dx, f 2 E.
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Soit T l�endomorphisme de E dé�ni par

T : (E; k:k1 ) �! (E; k:k1 )

T (f) (x) =
R x
0
f (t) dt

1. Montrer que T est linéaire et continue.

2. Déterminer kTk :

Utilisez la suite de fonction (fn)n dé�nie par f (x) = ne�nx, x 2 [0; 1].

Exercice 3

Soit H = C ([�1; 1] ;R) muni du produit scalaire

hf; gi =
Z 1

�1

�
1� x2

�
f (x) g (x) dx , f; g 2 C ([�1; 1] ;R)

Soit

F =
�
g (x) = ax2 + bx+ c = a; b; c 2 R

	
1. Montrer que F est fermé.

2. Déterminer la projection PF (f) de la fonction f sur F , où f (x) = x3.
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Examens �nal L3 Maths 2025/2024 (UNIVERSITÉ 20 AOÛT 1955-SKIKDA )

MODULE: Espaces Vectoriels Normés

Exercice 1

I) Soit l�espace E = `1R (N) =

(
x = (xn)n2N 2 RN =

+1X
n=0

jxnj < +1
)
, muni de la norme

8x = (xn)n2N 2 E, N (x) = kxk1 + kxk1

où kxk1 =
+1X
n=0

jxnj , kxk1 = max
n2N

jxnj .

1. L�identité du parallélogramme est-elle véri�ée pour la norme N ?

(Prendre: x = (1; 0; 0; :::; 0), y = (0; 1; 0; :::; 0) )

2. Donner la dé�nition d�un espace de Hilbert.

3. Est -ce-que l�espace (E;N) est un espace préhilbertien? Est-il un espace de Hilbert?

II) Soit E = C ([0; 1] ;R) muni du produit scalaire

hf; gi =
Z 1

0

f (t) g (t) dt

On considère la suite (fn)n2N� dé�nie par

fn (x) =

�
n , si 0 � x � 1

n3
1

x
1
3
, si 1

n3
< x � 1

1. Calculer kfp � fqk

2. Déduire que (fn)n2N� est de Cauchy dans E.

3. Etudier la convergence de (fn)n2N� dans E. Que peut-on déduire ?

Exercice 2

Soit E =
�
f : [0; 1] �! R /

Z 1

0

jf (x)j2 dx <1
�
muni du produit scalaire et norme

8f; g 2 E, hf; gi =
Z 1

0

f (x) g (x) dx , kfk =
�Z 1

0

jf (x)j2 dx
� 1
2
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Soit T une application dé�nie par

T : E �! R

f �! T (f) =

Z 1

0

f (t) dt

1. Trouver une fonction g 2 E telle que T (f) = hf; gi.

2. Montrer que T est une application linéaire, continue et calculer kTk.

Soit F un sous espace de E dé�ni par : F =
�
f 2 E =

Z 1

0

f (t) dt = 0

�
.

3. Montrer que F est fermé.

4. Véri�er que F = fgg?.

Exercice 3

Soit E = L2 ([0; �] ;R) muni du produit scalaire

hf; gi =
Z �

0

f (x) g (x) dx

Soit

F = faX + b = a; b 2 Rg = R1 [X]

1. Montrer que F est fermé.

2. Determiner la projection PF (f) de la fonction f sur F , où f (x) = cos (x).
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