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Résumé

Ce polycopié pédagogique, intitulé “ Les espaces vectoriels normés”, est le fruit de plusieurs
années d’enseignement des matiéres Analyse 1-3, Topologie et Algebre linéaire. Il est destiné
aux étudiants de L3 en licence de mathématiques et a été dispensé a I'université 20 aott 1955
de Skikda entre 2018 et 2025.

Ce cours introduit les concepts fondamentaux des espaces normés et des espaces de Hilbert,
qui jouent un role clé en analyse fonctionnelle. Ce manuscrit constitue un guide complet vis-
ant a aider les étudiants & développer une compréhension approfondie de ces espaces, de leurs
propriétés et de leurs applications. L’étude de ce sujet leur fournit une base rigoureuse pour
la recherche et les applications mathématiques avancées dans divers domaines scientifiques.
Il se décline en trois chapitres, chacun étant suivi d’une série d’exercices.

Nous commencons par un rappel des concepts fondamentaux des espaces vectoriels et de
leurs sous-espaces, qui forment le cadre général des structures algébriques utilisées en math-
ématiques. Ensuite, dans le chapitre 1, nous introduisons la notion de norme sur un espace
vectoriel, en définissant la norme, la distance et en présentant divers exemples d’espaces
vectoriels normés. Il explore ’équivalence des normes et les boules, essentielles pour I’étude
de la convergence et de la continuité. Des concepts topologiques fondamentaux, tels que la
limite, les ouverts, les fermés, ’adhérence et I'intérieur, sont abordés, ainsi que les ensembles
et fonctions bornés. Enfin, la derniére partie traite des espaces de Banach, caractérisés par
leur complétude, en introduisant les suites de Cauchy et en illustrant leurs propriétés par des
exemples concrets.

Le deuxiéme chapitre étudie les applications linéaires continues et la continuité dans les
espaces vectoriels normés. Il traite des formes linéaires, de la dualité topologique et des
propriétés des espaces de dimension finie. Des exercices pratiques illustrent ces concepts

Le troisiéme chapitre est consacré aux espaces de Hilbert, qui jouent un role central en
analyse fonctionnelle en raison de leur structure géométrique riche et de leurs nombreuses

applications. Il commence par I'introduction du produit scalaire, qui permet de définir une



distance et d’étudier les propriétés géométriques des espaces vectoriels.

L’étude se poursuit avec les espaces préhilbertiens complets, ot I'on introduit les notions
essentielles d’orthogonalité et de projection orthogonale. Le théoréme de représentation de
Riesz est également abordé, illustrant 'importance de la dualité dans ces espaces. Une section
d’exercices est incluse pour consolider ces concepts fondamentaux.

Ensuite, le chapitre se focalise sur les systémes orthogonaux et les bases hilbertiennes, en in-
troduisant les concepts de systémes orthogonaux et orthonormaux. Le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt est présenté comme un outil essentiel pour construire des bases orthonormées.
Les inégalités de Bessel et de Parseval sont étudiées en détail, suivies de ’égalité de Parseval,
qui met en évidence le lien entre les séries orthogonales et la structure des espaces de Hilbert.
Enfin, une attention particuliére est portée aux systémes orthonormés complets dans des
espaces concrets, avec une application directe aux séries de Fourier. La base hilbertienne
trigonométrique est introduite, illustrant I'utilité des espaces de Hilbert en analyse de Four-
ier. La majorité des exemples sont extraits des références [1 — 23]. Pour compléter I’étude,
une série d’exercices et de travaux dirigés est proposée, couvrant des sujets variés, pour

approfondir la compréhension et maitriser les outils mathématiques abordés dans ce cours.
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Liste des notations et symboles

(.y.) produit scalaire.

At le complémentaire orthogonal de A.

s> somme directe (orthogonale).

Il norme.

A I’adhérence de A.

1(21 Iintérieur de A.

B (a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r.

B’ (a,r) la boule fermée de centre a et de rayon r.

L(E,F) I'espace des applications linéaires continues) de E dans F.
N I’espace des entiers naturels.

Z I’ensemble des entiers relatifs.

Q I’ensemble des nombres rationnels.

R I’ensemble des nombres réels.

C I’espace des nombres complexes.

Re (z) la partie réelle du nombre complexe z.

Im (z) la partie imaginaire du complexe z.

C(Q) 'espace des fonctions continues sur €.

C*(Q) I’espace des fonctions dont la différentielle d’ordre & est continue sur €.
C* () I’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur (2.
k[X] I’espace des polynomes.

ky [X] Pespace des polynomes de degré au plus d.

d(z,y) la distance entre x et y.
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+oo 9
telles que > |u,|” <
n=0
+00, qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la norme associée (u,v) =
1

“+00 “+00 9 2
2 tn  Jul, = (z |unr)
n=0 n=0

On note ¢*(N, k), 'espace des suites réelles ou complexes u = (),

+o00
Pour 1 < p < +00. On note (N, k) = {(xn)neN Ck/ > |z’ < oo} muni de la norme

n=0

+00 7
usuelle ||z|, = (Z |xn|p) Vo = (2n),en € (N k).

n=0

On note (>°(N,k) = {(2,),cxy Ck / (2n),cy est bornée} muni de la norme usuelle ||z, =

sup |z, |, Yo = (2,),cy € (N, k).
neN

On note ¢y = {(xn)neN Ck/ lim z,= 0}

n—--4o0o

Soient X un ensemble non vide et B(X, k) le k-espace vectoriel des applications bornées
définies sur X et & valeurs dans k . Pour tout f € B(X, k), on pose ||f|, = sup|f(z)|.
zeX

Alors ||.||, est une norme sur B(X, k).

Sur le k-espace vectoriel C([a, ] k) des applications continues de [a, b] dans k , on a la norme

suivante : pour tout f € C([a,b]), | f|l, = f |f (t)] dt.

On note L, (I,k) pour p € [1,+00[ , on note 'espace des fonctions mesurables f: 1 —ktel
que ([, ]f (t |pd75)p < 400 muni de la norme usuelle || f [|,= ([, |f (¢ |pdt) , 1<p<+o00.
L’espace L*(I,k) est de Hilbert muni du produit scalaire (f,g) = [,.f
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0.1 Introduction et rappels

0.1.1 Espace vectoriel

Définition 0.1.1 Soitk un corps commutatif. On appelle espace vectoriel surk un ensemble

E sur lequel on a défini deux lois de composition :
1. Une loi interne ( c’est-a-dire F x F — F) dite addition, notée +, et vérifiant :
i (z4+y)+z=2+(y+2), Vo,y,2 € E;
ii. v+y=y+ux, Vr,y € B
iii. Il existe un élément de E noté Og, dit neutre, tel que
Vee E,x+0g =2
vi. Pour tout x € E, il existe un élément (—x) dit opposé de x, tel que
r+ (—z) =0g

2. Une loi externe de domaine k (c’est-a-dire une application k x £ — FE, on note \x

I'image dans E du couple (A, x) € k x E, qui vérifie :
a. A(pz) = A (x), VA ek, Vo e E;
b. A+ p)z = Az + px. Y\ u ek, Vo e FE;
c. NMz+y)=r+\y. VA =ck, Vx,y € E;

d. l.z =z, Ve € E. (1 étant I’élément neutre de la multiplication dans k).
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0.1 Introduction et rappels 2

Exemple 0.1.1 Soit E = (*(N,C).

+oo

L’élément nul 0 = (0,0, ...,0,...) € £*(N,C) car la série Y 0% converge trivialement vers 0.
n=1

Soient = = (z,),cn €6 ¥ = (Un),ey deux éléments de ¢2 (N,C). Par hypothese, les séries

+00 +o00
suivantes convergent: > 22 < oo et > y2 < .

n=0 n=0
+o00
Pinégalité 2 |2,y,| < |2n|* 4 |yn|* montre que la série 3 2,7, est absolument convergente et
n=0
on en déduit que
= 2 = 2 2 —
X:O|In+yn| = ZO (|xn| + [n| +2Re(xnyn))

Ry 2 2
< 23 (laal” +l9nl’)
Ces inégalités montrent que z + y est dans ¢2 (N, C).
. 9 > 2 X2 2 2™ e . e
Soit A € Cet z € £2(N,C), donc Y [Ax,|" = D |A" |za]” = |AN" D2 |2n|”. Puisque > |z,|
n=0 n=0 n=0 n=0

+o00o
est finie et que |A|” est un réel fixe, alors [\ 3 |2,|* est fini. Ainsi Az € 2 (N, C).
n=0

celui-ci est donc un espace vectoriel. Par conséquent, ¢? (N, C) est un sous-espace vectoriel

de CN,

Exemple 0.1.2 L’ensemble R, [X]| des polynomes a coefficients dans R de degré n, c’est-a-

dire:

R,[X]={P:R— R/ P(X)=a+amz+..+a,2" ,0, €R, i =1,...,n}

est un espace vectoriel sur R pour les lois :

(ap + a1z + ... + anx™) + (b + byx + ... + bpx™) = (ap+bo) + (a1 +b1) z + ... + (a, + by) 2"

Aag + a1z + ... + apz™) = (Aag + Aarx + ... + Aaa™)

Khelili Besma Univ-Skikda



0.1 Introduction et rappels 3

0.1.2 Sous espaces vectoriels

Définition 0.1.2 Un sous-ensemble non vide de F d’un espace vectoriel E est dit un sous-

espace vectoriel si

1. F#10,
2. Ve,ye F, x+yeF,

3.Vxe F, VAek, \x € F.

Exemple 0.1.3 Soit E = Ry [X] un espace vectoriel sur R. On considére également [’ensemble

F={PeRy[X], P(0)=0}.

I est un sous-espace vectoriel de . En effet,

i) Le polynéme nul P (X) = 0 appartient a F' car P (0) = 0, donc F # ().

ii) Soient P, @ € F,donc P (0) =0, @ (0) = 0. Alors pour tout P,Q € F,on a (P+ Q) (0) =
P(0)+Q(0)=0,donc P+ Q € F.

iii) Soit A € R, P € F, alors (AP) (0) = AP (0) =0, d’ou AP € F.

Ainsi F' est un sous-espace vectoriel de E.
Exemple 0.1.4 Soit F = {f eC(-1,1,C) / fjlf (t)dt = O}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de £ = C ([-1,1],C).

En effet F C C([~1,1],C) et 05 € F car [*,0dt = 0.

Soient A\, u € Cet f,g € F, on a f_ll (Af + pg) (t)dt = )\f_llf(t)dt—l-uf_llg(t)dt: 0,
donc A\f + g € F. Ainsi F' est un sous-espace vectoriel de FE.
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Chapter 1

(Généralités sur les espaces vectoriels
Nnormes

1.1 Norme sur un espace vectoriel

Définitions, propriétés

Définition 1.1.1 (Semi-norme) Soit E un espace vectoriel sur k. On appelle semi-norme

pour E, une application p : E — R, telle que pour tout x,y € E et A €k on a

i. p(r) >0 propriété de non négativité.

ii. p(Ax) = |\|p(x), propriété d’homogénéité absolu.

iii. p(z+vy) <p(x)+p(y), propriété de sous-addivité.

L’espace vectoriel £ muni d’une semi-norme s’appelle espace semi-norme, noté par (F,p).

Exemple 1.1.1 Soit E = C'([0,1]) l’espace des fonctions continiment différentiables sur

0,1]. Définissons :

p(f) = sup [f'(z)].

z€[0,1]

Cette application est une semi-norme car:
i. Pour toute fonction f € C' ([0,1)), p(f) = sup |f'(x)] > 0.
z€[0,1]

ii. Pour tout A € R, p(Af) = sup |Af'(z)| = [Al Sup]\f’(ﬂv)\ = [Alp(f):

z€[0,1] z€(0,1

Khelili Besma Univ-Skikda



1.1 Norme sur un espace vectoriel 5

iii. Pour toutes fonctions f, g € E, onap(f+g) = sup |(f+9) (z)|.
z€[0,1]

D’otl, par I'inégalité triangulaire : |(f + g)' (z)| < |f ' (2)] + |g ' ()], V& € [0,1]. Donc
sup |(f +g)' ()| < sup |f'(2)[+ sup g’ (2)]
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

Ce qui montre que p (f +g) <p(f) +p(9).

Définition 1.1.2 (Norme) Une norme sur un k-espace vectoriel E est une application:

11— EFE—R

z — |z
Possédent les propriétés suivantes :

i. pour tout x € E, ||z|| > 0;
ii. Homogénéité : pour tout z € E, A € k, on a ||Az|| = |A|||z]]
iii. Inégalité triangulaire : pour tout z,y € E, ||z + y| < |lz|| + ||yl|

iv. Séparation : pour tout x € E, ||z|| = 0 si et seulement si z = 0.

Définition 1.1.3 Un espace vectoriel E muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par

(&, []-11)-
Quand la norme ne doit pas étre précisée, on va dénoter, en bref, un espace normé par F.

1.1.1 Exemples d’espaces vectoriels normés

Exemple 1.1.2 La valeur absolue |.| est une norme sur R, le module |.| est une norme sur

C.
Normes usuelles sur k”.

Exemple 1.1.3 Sur le k-espace vectoriel K", on peut définir les trois normes suivantes :

pour tout x = (x1,...,x,) € k™, on a:
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1.1 Norme sur un espace vectoriel 6

n n 9
el =S lasl Nl = (1) loll = max il
1= 1=
La norme .||, est appelée la norme euclidienne sur k".

Normes usuelles sur C ([a,b],R), a et b sont deux nombres réels tels que a < b.

Exemple 1.1.4 Soit C ([a,b],R) l’espace vectoriel réel de toutes les fonctions f : [a,b] — R

qui sont continues sur [a,b] (a < b). Les fonctions E — R, f+—— ||f]| suivantes:

Ll = f) 1 @] dt
2 = (S 1F 0P @)’

3. I/l = sup [f (®)]

te(a,b]

1

4. Soit p un réel tel que p € [1, +oo[, || f[|, = (f If @) dt)

Sont des normes sur C ([a, b] ,R).

Proposition 1.1.1 Dans un espace normé E on a pour tout x,y € E

[zl =Nyl < llz =yl -

Le résultat suivant établit le rapport entre les espaces normés et les espaces métriques.

Démonstration. Soient x,y € E. En utilisant I'inégalité triangulaire, on a

lzll = llz —y+yll < llz =yl + llyll
donc
zll =yl < llz =yl

En remplacant = et y entre eux, on a

Iyl = llzll < lly = =ll = lz = yll-

Cette inégalité montre que la norme est une application lipschitzienne, donc continue

Khelili Besma Univ-Skikda



1.1 Norme sur un espace vectoriel 7

Définition 1.1.4 Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et A C E non vide.
1. Pour z € E, on appelle distance de z & A et on note d (x, A):
d(z,A) =inf{d(z,a); a€ A} =inf{||lx —al|; a € A}.
2. On appelle diametre de A et on note diam(A):
diam (A) =sup{d (z,y), x,y € A} =sup{|lz —y|, =,y € A}.

Théoréme 1.1.1 Tout espace vectoriel normé (E,|.||) est un espace métrique (E,d), ou la

distance d est définie par

Vr,y € B, [lv—yll = d(z,y).

Démonstration Soit (£, ||.||) un espace normé. On introduit 'application d : Ex F — R,
par
d(xz,y) = ||z —y||, pour tout =,y € E.

Alors d est une métrique pour E, induite par la norme ||.|| .

En effet, pour tout x,y € F.

1. d(xz,y) >0,

[\

- d(x,2) = [lo — 2| = [|0]} = 0,

w

cd(@y) = e =yl = I1(=1) (v =)l = lly — ]| = d(y, ),
4od(vy) = llz =yl =llz =2+ 2=yl < llz =zl + ]z =yl = d (2, 2) + d (2,9),

5. d(z,y) =0<=|lz—y|=0<=2r—-—y=0<= 2z —v.

Khelili Besma Univ-Skikda



1.1 Norme sur un espace vectoriel 8

Inégalités
Lemme 1.1.1 Soient p, q €1, +o0| tels que % + % = 1. Pour tout u,v >0, on a:

1 1
w < —uP + -0l
p q

1
wo = —uP + —v? &= u? =%
p q

Théoréme 1.1.2 Soient p,q € | 1,+00] tels que Il) +% = 1. Pour tous x = (1, Ts, ..., ) €t
Y= (y17y27 7yn) € kn} on a

< <i1 |~”Uj|p)

1 1 1
2. <z:1 |z + yj’p) < (Z \xj]p> + (2:1 \yj\p> . (inégalité de Minkowski).
j:

B =

1
> Ty (Z |yj|q> (inégalité de Holder).
Jj=1 j=1

j=1
Démonstration. Si |z[|, =0 ou [|y[[, = 0, l'inégalité est triviale, donc on suppose |[z||, # 0
et |lyll, # 0 D’aprés le lemme précédent, pour tout j € {1,2,...,n}, on a:

2] 7] I ] S 71

lzll, Iy, — pllzly — allylg

donc on a

o zg] Jyl
2: . : > |p E:\ ]V ‘q E:!yﬂq

= =l Nyl pH | Hy!
1 1 1 1
= 1f; + lylly = ~+-=1.
pllly allyly P g
Par conséquent, on a | 3, zjy;) < 3 |2l [y;| < =1}, llvll,
j=1 j=

2. On a

P

1™
&
+
$
A
Iﬁﬂs

’5’7] +y;l |75 + v
‘]: =

1
= 2 (sl +lyil les + ™

3

3

J]=

—1 -1
= 1|%‘||$j+yj|p +leyj||:rj+yj|p
]:
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1.2 Equivalence des normes 9

D’autre part, d’apres I'inégalité de Holder, on a :

1
n n p
Zl iy + g7 < (Zl |l’j|p> <
j= =

n n p n
1 sl o + g < (Z \?Jj\p> <21 |; + yj!(pl)q>
= J:

Q=

2 e+ yj|(p_l)q>

J]=

Q=

J

Par conséquent, on a :

Q|
15}

1
o+l < (ll2ll, + Iyl ) (z 2 +yj|p) = (I, + lyll,) (e +wl,) "
‘7:

p

Dowona (|lz+yll,)” * < llall, + lyll, don iz + yll, < all, + Iyl -

Q

1.2 Equivalence des normes

Définition 1.2.1 Deux normes ||.||, et ||.||, sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes

s’il existe «, 8 €]0, 400 telles que pour tout x € E, on ait

allzfl, < llzll, <8 llxl,

On va voir que deux normes sur E sont équivalentes si et seulement si elles définissent des
distances équivalentes, ou encore si et seulement si elles induisent des topologies équivalentes
au sens de la convergence.

Remarque : Soient £ un espace vectoriel et |||, , ||.||, deux normes sur E. S’il existe une
suite (z,,)n>0 dans E telle que la suite (x,),>¢ est bornée pour la norme .||, , mais n’est pas

bornée pour la norme ||.||,, alors les deux normes et ne sont pas équivalentes.

Exemple 1.2.1 Soit E = C'([0,1],R). On définit les normes Ny et Ny par

N1 (f) 1F O+ 1 Nl
N (f) = [l + 17 "Ml

N7 et N, sont équivalentes. En effet,

Il est clair que N (f) < N (f). De plus, si z € [0,1], alors on écrit

flx)=f0)+ [y f"(t)at.

Khelili Besma Univ-Skikda



1.2 Equivalence des normes 10

1l vient

[f @] =[O+ [ If " Oldt < [f O+ fy If Nl dt < |f O] +IF oo = N1 (f)-

donc

1l < N1 (f) done [l + 1 oo < N1 (f) + 11 "l < 2N (f)

On en déduit que No (f) < 2N (f).

Ainsi

Ni(f) < No(f) <2N:(f)

Exemple 1.2.2 Soit E = C([0,1],R). On définit les normes Ny et Ny sur E par ||| , |||l
et ||

£l = sup 17 @) 17 = JoF @y et £, = (717 0 at)
z€]0,1]

les trois normes ne sont pas équivalentes deux a deux.
En effet, supposons que |||, et ||.||, sont équivalentes. Considérons, pourn > 1, f,, (z) = a™.

On a alors

1
Von+1

Si |||l 5 I-lly étaient équivalentes, il existerait o, 8 > 0 tels que, pour tout n,

1
falloo =1 1fully = =7 et [lfully =

allfully < I fallss < Bl fally

donc 1 < d’ott v/2n + 1 < 8 ce qui est impossible pour n grand.

\/7
Si||.lo s ||-ll; étaient équivalentes, il existerait o, 8 > 0 tels que, pour tout n,

allfally <l falle < Bl fnlly

pour le méme fonction f, (x), on a || f,|l., < B fnll; donc (n+1) < /5 ce qui est toujours

impossible.
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Enfin, la méme suite de fonctions, et le méme raisonnement, prouve qu’une inégalité || f,|, <

Bllfall, = \/% < [ est tout aussi impossible. Remarquons que la preuve que ces trois

normes ne sont pas équivalentes.
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1.2.1 Boules

Définition 1.2.2 Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, a € E et r > 0. On définit

1. la boule ouverte de centre a et de rayon r par B (a,r) ={z € E, ||z —a| <71},
2. la boule fermé de centre a et de rayon r par B (a,7) = {z € E, |z —al| <7},

3. la sphere de centre a et de rayon r par S (a,r) = {x € E, |z —al =r}.

Exemple 1.2.3 1. Soit (R,|.|). Pour touta € R etr >0, B(a,r) =la—r,a+r[, B (a,r) =
la—r,a+7] et S(a,r) ={a—r,a+r}.

2. Soit (C, |.|). Pour tout a € C et r > 0, la boule ouverte B(a,r) (respectivement la boule
fermée B'(a,r) n'est autre que le disque ouvert (respectivement fermé) centré en a et de

rayon r. S(a,r) n’est autre que le cercle de centre a et de rayon r.

Exercice 1.2.1 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Montrer que Ya € E ,¥r > 0,

B(a,r) =a+ B(0g,r) =a+rB(0g,1).
Solution: Soit @ € E et r > 0. Montrons tout d’abord que B(a,r) = a + B(0g,7). On a

r € Bla,r)<=|z—a| <r
< x—a€ B(0g,7)

< xz€a+ B(0g,7)

D’ou B(a,r) =a+ B(0g, 7).

Montrons maintenant que B(0g,r) = rB(0g,1), on a

r € B0g,r)e|z|<r
x 1
= 1%= el <1
x
< — € B(0g,1)
r
<~

r €rB(0g,1)

D’oa B(0g,r) =rB(0g,1).
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1.3 Limite, Ouvert, fermé, adhérence et intérieur.

Définition 1.3.1 Soit (E,||.||) un espace normé, x € E, et (z,)nen une suite de points de

E . On dit que la suite (x,),en converge vers x dans [’espace.

(E,].]) quand n — +o0 , ce que 'on écrit lim =z, = z, si elle vérifie '’énoncé suivant :
n—--+00

Ve>0, AN €N, Vn > N, |z —z,| <e.

et = est alors 'unique limite de la suite (2, ),eny. On note x = lim z,, .

n—->-+00

On dit que la suite est divergente dans le cas contraire.
Adhérence

Définition 1.3.2 On dit que x est adhérent & I s’il existe une suite de points de F' qui

converge vers x dans l’espace (E.,||.|)-

On appelle adhérence de F' dans (E,||.||), que I'on note F', I'’ensemble des points de E qui

sont adhérents & F.

F= {a: € F, il existe une suite z,, € F', lim z, == } .
n—-+4o0o

On dit que F est dense dans (E,||.||) si’on a F = E.

Exemple 1.3.1 Soit E = C([0,1],R) muni de ||.||; et | . ||o. On pose

F={fckE, [(0)=0}.
On a F = F, tandis que F est dense dans (E, |.||,).
Démontrons cela. Soit f € F : il existe (f,) suite de points de F telle que nli_r}noo \f = follo =
0, d’ou V¢ € [0, 1], nirglroofn (t) = f(t), or Vn € N: f,(0) =0, dou f(0) =0, et f € F.
Donc F C F, comme F' C F, alors F' = F.
On va montrer que F = E.
En effet, Soit ¢ € E. On va construire une suite (f,) de F' telle que | f, —g|;, — 0.
Pour cela, soit n > 1 et soit f, la fonction définie par f, (t) = g(t) pour ¢t € [+ 1] et

Khelili Besma Univ-Skikda



1.3 Limite, Ouvert, fermé, adhérence et intérieur. 14

fo(t)=tg (L) /(%) site [0,L]. Alors f, € F et
V=gl = f 1 (6) — g (O dt < [ |fu (O] dt+ [ |g ()] dt.

Mais si ¢ € [0, 2], alors | f, (t)] < |9 (2)] < lgll. On en déduit que

1910
1= glly < 2057 Nll,o dt < 2780 .

Ceci prouve que F est dense dans (E, ||.|,).
Proposition 1.3.1 L’adhérence I de I est le plus petit fermé de (E, ||.||) qui contient F.
Corollaire 1.3.1 Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors son adhérence F aussi.

Démonstration Soit 2,y € F et a,b € k. 1l existe z,, y, € F tels que x, 5
n—>--—r0oo

Yn > Y.
n—-+o0o

On aar+by = lim (ax, + by,); et comme ax, + by, € F, on obtient ax + by € F.

n—->--+00
Définition 1.3.3 On dit que F est fermée dans (E,||.||) si F = F.
Fermé

Proposition 1.3.2 F' est fermé si et seulement si F' contient toutes les Iimites de ses suites

convergentes

Proposition 1.3.3 Dans un espace normé (E, ||.||), la boule fermée B'(x,r) est un fermé de

(E,].|]) et Uon a B(x,r) C B'(x,r).
Démonstration

Soit (Yn)nen une suite de points de B'(x,r) qui converge vers y dans (E, ||.||); on a donc
|z — yn|| < r pour tout n € N. La continuité de I'application ||.|| nous permet de passer a
la limite dans cette inégalité : on obtient donc ||z — y|| < 7, si bien que y € B'(z,r). On a
ainsi prouvé que la boule B'(x,r) est un fermé de (E, ||.||). B'(x,r) étant un fermé contenant

B(z,r), elle contient aussi sa fermeture.
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Exemple 1.3.2 On munit R? de la norme euclidienne Ny ((z,y)) = /2% + y?, et on con-

sidére la partie

A={(z,sin(x)), zeR}

La partie A est fermée. En effet, soit (ay), oy une suite d’éléments de A qui converge vers
| = (z,y) € R Pour chaque n € N, notons z,, le r¢el tel que a, = (z,,sin (z,)). Alors
(2),,en converge vers x et (sin (z,,))nen converge vers y. De plus, comme la fonction sinus
est continue, (sin (x,)),en converge vers sin (z) Par unicité de la limite, on en déduit que
y = sin(z) et donc que (z,y) € A. On a ainsi vérifié que la limite de toute suite convergente

d’éléments de A est dans A, ce qui montre que A est fermée.
Intérieur

Définition 1.3.4 : Soit A C E. On dit que x est intérieur & A si x n’est pas adhérent o A°,
i.e s’il existe une boule ouverte centrée en x qui est inclus dans A. On appelle intérieur de

A dans (E,||.]]), que l’on note A, Uensemble des points intérieurs a A.

reAeIr>0:Blr) C A

Proposition 1.3.4 On a les relations (A)C = Ac et (A°) = (E)C.

Démonstration
La premiére relation est évidente puisque, par définition, on a A= (ﬁ)c Pour obtenir la

seconde relation, il suffit d’appliquer la premiére a A°.
Ouvert
Définition 1.3.5 On dit qu’une partie V de E est un voisinage de x dans (E,||.||), si x est

intérieur a V', .e six € V.

Ainsi, une partie A de E est un ouvert de (E, ||.||) si et seulement si A est voisinage de chacun

de ses points.

Exemple 1.3.3 Soit E = C ([0, 1],R) muni de la norme ||.||,, . On pose
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O={feE /| f(1)>0}.
O est un ouvert de (E,|.||,).- En effet, soit f € O et posons r = f(1). Alors la boule

ouverte By, (f,7) C O car si g € By (f,r), alors

gz fM+gM)—fO)=fQ)=If =gl > 1) —f(1)=0.

Exemple 1.3.4 On munit R? de la norme euclidienne Ny ((z,y)) = /2% + y2, et on con-

sidére la partie

A ={(z,sin(z)), = €R}

La partie A n’est pas ouverte. En effet,

1. (0,0) = (0, sin(0)) € A mais pour tout r > 0, I'élément (0, %) de R? est dans la boule
ouverte B ((0,0),r) mais n’est pas dans A (car § # sin (0)). La partie A ne contient

donc aucune boule ouverte de centre (0,0). Cette partie n’est donc pas ouverte.
Proposition 1.3.5 A est ouverte dans (E, ||.||) si et seulement si A est fermée dans (E. ||.||)-

Démonstration

On a A est ouverte < A = A <= A° = <A)c = A® = A°¢ <= A° est fermée.
Définition 1.3.6 On dit que A est ouverte dans (E,||.|) si A = A.

Proposition 1.3.6 L’intérieur A de A est le plus grand ouvert de (E.|.||) qui est inclus

dans A.

Proposition 1.3.7 La boule ouverte B(z,r) est un ouvert de (E,|.||) et l'on a x € E et
r>0. On a l’égalité B(x,r) = B'(z,7).

Démonstration _

Prouvons que B'(z,r) C B(x,r), ou encore, par passage au complémentaire, que (B(z,7))" C
< B'(x,r) | = (B'(z,7))". Soit donc z € (B(z,r))". Siz € (B'(x,r)) (ona (B'(z,1))° C

(B(z, 7)) puisque B(z,r) C B'(z,r) ), il n’y a rien a prouver puisque
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(B'(z,r))" C (B'(z,r))". Sinon, on a ||z — z|| = r, posons alors z, =z + (1 + 1) (z — z). On

remarque que 'on a z, € (B'(z,r))" pour tout n € N*, puisque ||z, — z|| = (1 + 1) ||z — z| >
|z — x|| = r. Comme z = lim 2z, ,on a bien z € (B'(z,r))".
n—--400

Proposition 1.3.8 L’adhérence de la boule ouverte B(x,r) est la boule fermée B (7).

Démonstration L’adhérence de la boule ouverte est évidemment contenue dans la boule
fermée, puisque celle-ci est fermée dans E. Inversement, siy € B’ (, r),onay, = %:)H—(l—%)y
€ l%(:c,r) car ||a:— [%%—i— (1-— %)y]H =(1- %) |z =yl < 7, comme y = lini = Yp, ON

obtient y € B(z,r).
1.3.1 Ensembles et fonctions bornés

Proposition 1.3.9 Une partie F' d’un espace normé (E, ||.|) est bornée si et seulement si

son diameétre § (F') = sup ||z — y|| est fini.
z,yel

Démonstration Comme |z —y| > 0 pour z,y € E, on a § (F) > 0. Par ailleurs, par
définition de la borne supérieure, on a 1’équivalence

|z — y|| < a pour z,y € F si et seulement si supF |z — y|| < « si et seulement si 0 (F) < a.
x,ye

Proposition 1.3.10 Une partie F' de E est bornée si et seulement si elle est inclus dans

une boule ouverte ou fermée.

2

Démonstration ” = ” Supposons F' est bornée et non vide, on sait qu’il existe un réel
a > 0 veérifiant ||z — y|| < a pour tout z,y € F.

Fixons un z € F, on a donc bien y € B'(z,a) pour tout y € F, i.e F' C B'(z,a).

7 «—=" Sl existe un reel 7 > 0 et un ¢ € F tels que l'on ait F' C B'(¢c,r),ona |ly—c|| <r
pour tout y € F, et donc aussi ||z — y|| < ||z — ¢/ + ||c — y|| < 2r pour tout z,y € F. Par

suite, F' est bornée.

Définition 1.3.7 Soit X un ensemble non vide et (E,|.||) un espace vectoriel normé. On

dit qu’une fonction vectorielle f : X — E est bornée si

IM eRT Yz e X, |f(x)] <M.
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Proposition 1.3.11 Une boule B (ouverte ou fermée) est une partie convexe, c’est-a-dire

que

Ve,y € B, V9 €[0,1], (1—6)x+ 0y € B.

Une spheére de rayon r > 0 n’est pas convexe.

Démonstration

Nous allons faire la preuve pour les boules ouvertes, la preuve pour les boules fermées est
identique. Soit @ € E, r > 0 et considérons la boule ouverte B(a,r). Soit z,y € B(a,r) et

6 €[0,1]. On a

(1= 0)z+ 0y —af

(1 =0)(z —a)+0(y—a)

< [[A=0)(x=a)+ 16y —a)l
< (1=0) [z —a)l+0(y —a)l
< (1=0)r+0r

Par suite ||(1 — 0)x + 0y — a|]| < r et donc (1 — @)z + Oy € B, VO € [0, 1].
Pour les sphéres, montrons tout d’abord que S(0, r) n’est pas convexe . Soit x € S(0,7). On a
alors —z € S(0,r) mais Jz+3 (—z) = 0g ¢ S (0, r). Plus généralement pour S(a,r), a € E,

on prend = € S(a,r). On a alors —z + 2a € S(a,r) mais 3z + 1 (—z + 2a) = a € S(a,r).

Définition 1.3.8 (Compacte) Une partie A de E est compacte si toute suite d’éléments de

A admet une valeur d’adhérence dans A.

Proposition 1.3.12 z € F+— ||z|| € R est continue.
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1.4 Espaces de Banach
1.4.1 Quelques notions sur les suites

Définition 1.4.1 (Suite bornée) Soit (E, |[|-||) un espace vectoriel normé et (uy),~, une suite

de E. FElle est dite bornée s’il existe un réel M > 0 tel que
sup |lup|| < M < +oc.
n>0

Définition 1.4.2 (Suite de Cauchy) Soit (u,),, une suite de l’espace vectoriel normé (E, ||.]]).

On dira que c’est une suite de Cauchy si
Ve>0,3n. €N, / VYn>n., Ym>n.:||lu, —unl| <e.
Proposition 1.4.1 Dans un espace normé, on a

1. Toute suite convergente est borné.
2. Toute suite de Cauchy de E est bornée.

3. Toute suite convergente de F est de Cauchy.
Démonstration.

1. Soit (E,||.||) unl espace normé et (x,)n,en une suite de points de E qui converge vers
x € E. Montrons que 'ensemble S = {z, / n € N} est borné¢. Trouvons pour cela
un réel @ > 0 tel que lon ait ||z — z,|| < « pour tout n > N. Par 'hypotheése,
il existe un N € N tel que l'on ait ||z —z,]| < 1 pour tout n > N. Si 'on pose
a =sup{l, ||z —z1]|,....,[|[z —axn_1||}, onal < a < 400 et ||z —x,|| < a pour tout
n € N. Il en résulte que 'on a ||z, — z,|| < ||z, — ]| + ||z — 2| < 2a pour tout

n,m € N, si bien que S est borné, on a en fait prouvé que S C B (z, ).

2. Soit (z,)nen est une suite de Cauchy. Donc il existe ng > 0, tel que ||z, — z,,| < 1 si

n, m > ng , d’ou il s’ensuit que

0
|21 — x|l < Y J|ok — 2pa]] +1 =M, pour tout n € N .
k=1
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€
|l zn — ol < 5 pour tous les n > ng (¢) .
Alors

g g
0 = 2l < 2w = 20l + llz0 — wmll < 5+ 5 ==

Définition 1.4.3 Sous-suite ou suite extraite. On dira qu’une suite (Vi)gep C (Up)nen €st

une suite extraite sl existe une application strictement
croissante ¢ : N — N telque {uw(n) ,nE N} ={w , k € D}.

Exemple 1.4.1 Soit la suite (f,), , n > 2, définie par

n ’

0 si O
fu(t) = nt + (1 — %n) sig—
1 si

3=

H
:|H|/\

~ |/\lo|>—l
[\ pol1= |
—_

t

<
1
2

est de Cauchy pour la norme ||.||; mais n’est pas convergente dans £

En effet,

fnip = Fally = fo [ furp () = Fu (D) dt = [ | farn (8) — fu ()] dt
1 1 1 1 1
- a{(a—w)— m)}
_ 1(1_ 1 )<L<5
2\n n+p) " 2n "7

pour tout n > N = [%5} + 1( ou [z] désigne la partie entiére du réel x), et pour tout p € N.
Exercice Montrer que si f : F — F, une application entre deux espaces vectoriels normés,

uniformément continue et (u,), une suite de Cauchy dans F alors (f(u,)), est de Cauchy.

Solution

On a f est uniformément continue, ce qui signifie que :

Ve >0, 36 >0 tel que Var,y € B, |z —yllp <5 = [If (2) = fW)llp < e

Or, comme (uy,), est de Cauchy dans F, il existe N € N tel que Yn > N, Vm > N :

||t — uml||g < 9.
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Par application de 'uniforme continuité de f, on obtient :

Lf (un) = f (um) |l p < &

On a montré que (f(u,)), est de Cauchy dans F', ce qui conclut la démonstration.

1.4.2 Espaces complets

Définition 1.4.4 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On dira que E est un espace de

Banach ou un espace complet si toute suite de Cauchy converge dans E.

1.4.3 Exemples des espaces de Banach

Exemple 1.4.2 (R, |- |) est un espace de Banach.

Preuve : C’est une conséquence du théoréme suivant lequel toute suite croissante majorée
est convergente. En effet si (u,),,-, est une suite de Cauchy de R alors elle est bornée. Posons

v = inf {u, , n > k} alors

v < Upyr < M = sup|uj| < 400 ; klim v, =1 = supv, € R
j ——+00 k

De plus V k il existe p(k) > k tel que

1 .
U < Uy < U+ el donckiriloouq,(k) =1.

Ainsi, toute la suite de Cauchy est convergente.
Exemple 1.4.3 (C, |- |) est un espace de Banach.

Exemple 1.4.4 En utilisant la suite (x,),en définie par

[10"V/2]
Tp = ——=F——
10m
montrer que Q (muni de la distance issue de la valeur absolue) n’est pas complet.

Veérification que (z,),en est une suite de Cauchy. En effet, pour m > n, on a
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_|[Bov2] [10mvE
e T A T TR

[107 /2]

10m

Puisque est une approximation de v/2 avec n chiffres aprés la virgule, erreur commise

est au plus 107", et de méme pour z,, avec m > n. Ainsi, on a :

|zp — x| < 107"

Donc, pour tout € > 0, il existe un rang N tel que pour tout n,m > N,

|z, — x| <107" < e

Cela prouve que(z,),en est une suite de Cauchy dans Q.
Si cette suite convergerait vers une limite dans Q, elle convergerait de méme vers cette méme
limite dans R. Par unicité de la limite, cela implique que v2 € Q, contradiction. Donc cette

suite est de Cauchy dans QQ et ne convergent pas : Q n’est pas complet.

Exemple 1.4.5 L’espace (P(N,k) muni de la norme |||, est complet, p € [1, +ocl.

Démonstration.
Montrons que ¢(N) est un espace de Banach pour tout p € [1, +oo[. Soit donc (2¥);>¢ une

suite de Cauchy dans ¢7(N). Pour tout k > 0, on a 2" = (z*

k . .
n)nzo avec z, € k. Soit ¢ > 0, il

existe un entier N tel que, pour k£ > N et K> N , on ait

p);:)Pk—x”

/

k k

+o0
<Z T, — T, <e.
n=0 p
Soit n > 0. Pour tout k& , on a |zF —zF | < ka — 2% ||, donc la suite ()50 est de
p

Cauchy dans k qui est de Banach, donc il existe xz,, € k tel que klim z® = x,. Pour tout M
— 400

> 0 et pour tout k > Net k' > N,ona :

(=

n=0

!
k k
Ty — Ty

<E.
p

p>i:’hk_$5

On fait tendre k vers 'infini, on obtient que :

Khelili Besma Univ-Skikda



1.4 Espaces de Banach 23

S =

M
(z ot _xn|p> <.
n=0

Ceci étant vrai pour tout N >0, d’ot on a :

=

(i" o — xnr’) "<
n=0

Soit # = (z,)n > 0, alors on a z — 2% € (P(N). Comme (P(N) est un espace vectoriel, alors
r =z — 2 + 2% € (P(N). De plus I'inégalité précédente montre que (z¥);>¢ converge vers

2 dans <€p(N), ||.||p).

Exemple 1.4.6 On note E = C (|—1,1],C) [’espace des fonctions continues de [—1,1] a

valeurs dans C. L’espace vectoriel normé (E, || . ||«) est complet.

Démonstration.
On considére (f,,)nen une suite de Cauchy pour cet espace vectoriel normé, et on veut prouver
qu’il existe une fonction f pour laquelle

I fn — fll, — 0. On fixe x € [—1,1]. De l'inégalité

|fn (33‘) - fp (.CE)’ SH fn - fp ”oo )

on en déduit que la suite (f,(z)), est une suite de Cauchy dans C. Maintenant, C est
complet. La suite (f,(z)), est donc convergente. On note f (x) sa limite. On définit ainsi
une fonction f sur [—1,1]. Il faut maintenant montrer que f est continue sur [—1, 1] puis
que (f,) converge vers f pour la norme || . ||. On commence par fixer ¢ > 0. Puisque la
suite (f,) est de Cauchy, il existe ng € N tel que n,p > nog = || f,, — foll, < e.

Si x est fixé dans [—1,1], on en déduit : |f, (x) — f, (z)| <e.

On fait alors tendre p vers +o00. On obtient : Vo € [-1,1], |f, (z) — f(2)] <¢

Ceci signifie exactement
1o = flle < e

Ainsi, on obtient que la suite (f,), converge uniformément vers f sur [—1, 1], ce qui montre

d’une part que f est continue, et d’autre part que (f,,) converge vers f dans (E, || . ||o0)-
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Exercice 1.4.1 Soit E = C'([—1,1]) l’espace des fonctions complezes contintment dériv-

ables sur [—1,1].

(1) On munit E de la norme uniforme, || f||,, = sup |[f(z)|.
ze[—1,1]

Montrer que (£, ||.|| ) n’est pas un espace de Banach (On pourra utiliser la suite ( f;,)nen+ définie
par f,(x) = /2% + %)

(2) On munit E de la norme || f|| = || fll.. + [If'|l.- Montrer que (£, ||.||) est un espace de

Banach.

Solution On utilise la suite proposée en montrant qu’elle est de Cauchy et non convergente
dans (E, [|.] )-

De maniére évidente, f,, € F pour tout n € N*. Notons f , f (z) = |z|.

Pour tout = € [—1,1], |f. (z) — fm ()] =

2 (1 1)
m S o X
Vet ke far e AT

Alors || f, = fullo, — 0, lorsque n,m — 4o00. Et

pour tout x € [—-1,1], |f.(z)— f(z)] =

donc nirﬂoo | fn— fllo = 0. Sil existe g € E telle que nirgoo |fn—9llo = 0, on a en

particulier pour tout z € [—1,1], f,(z) — g(x) et par suite f = ¢g. Mais f ¢ E. Donc, la

suite (f,) n’est pas convergente dans E.

Soit une suite (f,,)nen+ de Cauchy dans (E, ||.||), alors les deux suites (f,,)nen €t (f,))nen+ sont

de Cauchy dans (C([—1,1)), [|.||l..)-

Les régles usuelles d’échange limite-dérivation (la convergence uniforme de la suite des dérivées

et la convergence en un point de la suite des fonctions entrainent la « dérivation terme a

terme » de la suite) permettent d’assurer qu’il existe f € C! telle que nirgoo fn = f et
lim f, = f', ausensde ||, . Donc f,, — f ausens de |.||, et (E, .| ) est complet

n—---+00

(espace de Banach).
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Proposition 1.4.2 (Ey, ||.||,), ..., (En, ||.ll,,) des espaces normés et E = Ey x Ey X ... x E,

l’espace normé produit. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) E est un espace de Banach.

(ii) Pour tout j € {1,...,n}, E; est un espace de Banach.
Proposition 1.4.3 ( des ensembles complets)

1. Toute partie complete d’un espace vectoriel normé est fermée.

2. Toute partie fermée d’une partie compléte d’un espace vectoriel normé est compléte.
Démonstration

1. Soit F' C E compléte. Soit (x,), C A une suite convergente dans E, c’est- a~dire qu’il
existe a € F tel que lini x, = a. Ainsi, (z,), est de Cauchy dans F' et A etant
n—r—0o

complete, la suite de Cauchy converge dans F', donc il existe b € F' tel que lim

n—---+o00

x, = b. Ainsi,

la =0l < lla — 2al| + [l2n — bl — 0.
Donc a = D.
2. Soit un B un sous-ensemble fermé d’une partie de F' C E compléte. Soit (by,), C B une
suite de Cauchy de B, alors comme B C A, c’est une suite de Cauchy de A, il existe
b € A tel que lz’njrb b, =b. Or B est un fermé de A, donc b € B.
Proposition 1.4.4 (Suite extraite)

1. Si une suite extraite d’une suite de Cauchy est convergente alors toute la suite converge

vers la méme limite que la sous-suite.

2. Toute suite extraite d'une suite de Cauchy est de Cauchy.

Khelili Besma Univ-Skikda



1.4 Espaces de Banach 26

Démonstration
Soit (xy,)nen+ une suite de Cauchy
Ve>0 , dnc € N, Vn,m > n. = ||z, — x| <e.
Notons 4, = Zpn(p), 00l (n(p))pen+ est une sous-suite croissante de N*. II existe un entier P(e)
tel que

p>P(e) = n(p) >N et |y -yl <e.

Utilisons ceci pour comparer y a x,, pour n assez grand. Soit donc n > N(¢) et p > P(e).

Nous avons
|y — 2l < lly = vpll + lyp — wull < 2¢

ce qui montre que nli_)n;() Tp = 1.

2. 1l s’agit de fabriquer une sous-suite de (x,,) de Cauchy. Pour ceci on utilise le caractére
de Cauchy de la suite (z,,) pour €, = 27P. Pour tout p € N*, il existe N, € N* tel que,

pour j,k > N, ||x; —zx]| <27P. On pose

my, = max (Ni,..., Np) +p et y, = 2y, .

Alors, la suite (m,)yen+ est strictement croissante et, comme min(m,, m,41) > N,, on a

HypH - yp” <27P.

Théoréme 1.4.1 Un espace vectoriel normé E est complet si et seulement si chaque série

absolument convergente converge en norme.

Démonstration
“+o00 N N

Soit Y x, un une série absolument convergente. Notons Sy = > x, et Ty = > ||z,
n=1 n=1 n=1

La clé est 'inégalité suivante, conséquence évidente de 'inégalité triangulaire :

M
< X HmnH:Tq_Tp

n=N-+1

M
> T

n=N+1

q=p :>HSq_SpH:

Alors, si la série est absolument convergente, T, — T, — 0 quand p, ¢ — oo, et S, — S, —
0 quand p, ¢ — +oc.

Ainsi (Sy) est de Cauchy et donc convergente.
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Soit une suite de Cauchy arbitraire (z,,) il s’agit de montrer qu’elle est convergente.

neN*’
Supposons en revanche que toutes les séries absolument convergentes convergent, . Choisissons

pour chaque j un indice n; de sorte que

m,n >njet ||z, —z,||<27.

Si zo = 0, nous avons
k
Tnp = 2 (Tny — Ty, ) -
Jj=1

k
Par I'inégalité triangulaire la série ($nj — Inj,l) converge absolument. Par conséquent,
j=1

Ty, converge vers une certaine limite y.
Pour voir que (z,), converge vers y, nous notons que pour n > ny et k assez grand, nous

avons

“mn - x”k” < 27"

et donc

|z = yll < lzn — T | + |20, —yll <27F+27F <2707

et donc z,, — .

1.4.4 Espace compact

Définition 1.4.5 Soit (E,d) un espace métrique.

1. Un recouvrement de E est une famille (A;); € I de parties de E telle que £ = U A;. Si
de plus I est un ensemble fini, on dit que (A;);c; est un recouvrement fini de E. <

2. Soit (A;); € I un recouvrement de E. Si J C I tel que E = |J A; , on dit que (A4;);es
est un sous-recouvrement de (A;);e; . Si de plus, J est fini, on dziijalors que (A;);jes est un
sous-recouvrement fini de (A4;);ers -

3. Un recouvrement ouvert de F est une famille d’ouverts (U;);c; de E telle que E = |J U; .
iel

Définition 1.4.6 Un espace métrique (E,d) est compact si de tout recouvrement ouvert de
E, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement dit, pour toute famille d’ouverts

(Ui)ier de E telle que E = |J Ui, il existe un sous ensemble
i€l

fini J de I tel que £ = |J U;.

ieJ
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Définition 1.4.7 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E.

1. On dit que A est compacte si A, munie de la topologie induite par celle de F, est
un espace compact.

2. On dit que A est relativement compacte si A est compact.
Corollaire 1.4.1 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. Les propriétés

suivantes sont équivalentes.
(i) A est relativement compacte.
(ii) Il existe une partie compacte de F contenant A.

(iii) Toute suite dans A posséde une sous-suite convergente dans E.

Définition 1.4.8 Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Alors A est un sous ensemble

relativement compact ou précompact si A est compact en lui méme.

L’ensemble A est compact en lui méme si et seulement si chaque partie infinie de A posséde

un point d’accumulation dans F.
Espace localement compact

Définition 1.4.9 L’espace métrique (E,d) est localement compact si pour tout x € E il

existe un ensemble ouvert précompact contenant x.

1.4.5 Exercices

Exercice 1.4.2 Soit E = C'([0,1],R) l’espace vectoriel des applications de classe C' de

0,1] dans R. On considére sur E les normes suivantes:

N(f) = Ifllee + 1INl
N (f) = Ifllo+ fy If /()] dt

1. Montrer que les normes N; et Ny ne sont pas équivalentes.
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2. Trouver une suite de Cauchy dans (F, N3) non convergente. En déduire que (E, N»)

n’est pas de Banach.

Exercice 1.4.3 Soit E = R[X] le R-espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur

ou égal a n. Soient a, b € R tels que a < b. Pour tout P € E, on pose:

b
1Plly = J, [Pa (B)]dt et [|Pll, = sup |p(t)] .
a<t<b
1. Vérifier que ||.||; et ||.||, sont des normes sur E.

2. Soit (Py);> une suite bornée dans (F, [|.|[;). Montrer que I'on peut en extraire une

sous-suite convergente dans (£, ||.||)-

Exercice 1.4.4 Soit X un espace normé et Y un sous-espace linéaire fermé de X, tel que
Y, muni de la norme induite, est complet, et que l’espace quotient X /Y, muni de la norme

quotient,est également complet. Prouver que X est un espace complet.
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Applications linéaires continues

2.1 Applications continues

Théoréme 2.1.1 Soient (E, ||||g), (F,||||r) deux espaces vectoriels sur le méme corps k. On

dit que l'application T : E — F
est linéaire si

Ve,ye E,Vaek: T(x+y) =Tz +Ty
T (Ax) = ATx.

On note par L(E, F') ’ensemble des applications linéaires définies de E dans F', cet ensemble
constitue une structure d’espace vectoriel sur k quand on le munit par les deux lois de

composition usuelles suivants:
L(E,F)x L(E,F) — L(E,F)
(f,9) — [+ug,
et
kx L(E,F) — L(E,F)
(A ) — AL

Exemple 2.1.1 Soit E = C ([0,1],R) muni de la norme ||.||; et T : (E,|.||,) — (&, ].|I,)
,T(f)=fg o g est fixé. T est linéaire car,

solent fhe Eet \e R, T(A\f+h)g=(Af+h)g=Afg+hg =XT(f)+T(g).
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Exemple 2.1.2 Soit v = (1), € ¢ (N,k). Alors l’application

.+ (A1) —k
+o00o
Yy = (yn)nzo — T (y> = kz: TnYn
=0
est linéaire. En effet, soient z = (2,),20, ¥ = (Un)pso € 7 (N, k) et A € k, on a

T (A2 +9) = 3720 Ve + ) = A5 @00+ X575 e = AT (2) + T (1):

Définition 2.1.1 Soit (E,||.||z), (F,||.||z) deux espaces normés. Une applicationT : E —

F est dite lipschitzienne s’il existe une constante k > 0 telle que pour tout x,y € E, on ait
1T (z) =T Wlp <klz—ylg -

La plus petite constante k vérifiant cette inégalité est appelée la constante de Lipschitz de T'.

Exemple 2.1.3 SoitT: E — E, T (x) = —1+T|xH7

T Y T =y 1 1
T(x)-T(y) = - = +y( -~ )
Lt flzlf - T4l 1+ flz]] e e s S (]

_ Ty Uyl = 1=
14z +y((1+|\$H)(1+HyH))

. (vl =12l o —gll+ (Il - .
o= ol+ (s A ) < e = ol + el = Il < 2e = .

IN

Définition 2.1.2 §i E, F' deux espaces normés et T : E — F est dite uniformément

continue st

Ve>0,36>0, Ve,y € E, [lo—ylp<d=[T(2) -Ty)lp<e
Définition 2.1.3 T : E — F' est appelée un homéomorphisme si

a) T est une bijection continue de E sur F' ;

b) T ~!': F — E, est continue. S’il existe un homéomorphisme entre F et ', E , I sont

dits homéomorphes.
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Exemple 2.1.4 Soient (E, ||.|) un espace vectoriel normé etr > 0. considérons 'application

sutvante:

T : B(0r) —FE
T

r— |
T est un homéomorphisme. En effet, soient © € B (0,7) et y € E, alors on a

Comme T et T~ 1

L=y == Donc T est bijective et on a T~ (y) =

_ry _ry
r—|lz] 1+{yll” r+yll
sont des composées d’applications continues, alors T et T~! sont continues. Par conséquent,

T est un homéomorphisme.
Proposition 2.1.1 Soit (E, ||.||;) un espace normé.

1. L’application ¢ de F x E dans FE, definie par ¢ (z + y) = x + y, est 2-lipschitzienne.

2. L’application ¢ de k x E dans E dans E, definie par ¢ (A, x) = Az, est continue.

Démonstration.

Etape 1. Soient (z,y) et (u,v) dans £ x E. Alors
Iz +y) = (ut V)| < llz —ullg +lly —ollg < 2[(z,y) = (W, V)l gxp

ce qui montre ’assertion pour ¢. En particulier, ¢ est uniformement continue.

Etape 2. Soit (\g, zg) un point donne de k x E. Alors, si (\,z) € k X E,

A7 — Aozoll 5 = [[ Ao (7 — 20) + (A = Xo) || 5 < [Xol |7 — 2ol 5 + [ Ao = Al 2| 5

et on voit que, si e € R** est donné, il suffit de choisir o > 0 tel que a [Ag| < 5, pui f € R**
tel que 3 (||zo]| + ) < § pour que ||[Az — Mool < € dés que ||z — x|z < et [Ag — A] < .
Ceci prouve la continuite de ¢ au point (g, o) (il n’y a clairement pas continuité uniforme

dans ce cas).
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2.1.1 Formes linéaires

Définition 2.1.4 Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire
¢ : E — k. L’espace dual de E est l’espace vectoriel E* = L(E,k) de toutes les formes
linéaires sur . Un hyperplan de E est un sous-espace qui est le noyau d’une forme linéaire

non nulle ¢.

Théoréme 2.1.2 Soient (Eg,||||g), (F,||l|lr) deur espaces normés et T : E — F une

application, et a un point de E. T est dite continue en le point a € E si
Ve>0, Ip>0Ve e E: |z—allp<n=|T(z) - T (a)||, <e.

Théoréme 2.1.3 Soient (E,||||g), (F,|||r) deuz espaces normés et T : E — F une ap-

plication linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i. Existe un nombre M > 0 tel que pour tout = € Ey, on ait ||T'(z)|]2 < M||x|;.
ii. T est bornée sur la sphére S = {x € Ey; | x|, = 1}.
iii. T est lipschitzienne.
iv. T est uniformément continue.
v. T est continue.
vi. T" est continue en 0.

Démonstration. Il est clair que (i) = (i7). Montrons que (i) = (ii7). Par hypothese, il

existe une constante £ > 0 telle que pour tout x € S, on ait [|T'(z)||r < k. Soient z,y € E

tels que = # y, alors on a HT <ﬂ> HF <k.Orona:
: = T @)~ T O

=
(=)l = e
lz=yllg/llx Iz —ylg ro e —yllg

dou [[(T'(z) =T (v))||» < k||l — y||z- Donc T est lipschitzienne. Les implications (iii) =

(T'(z) =T (y))

(1v) = (v) = (vi) sont claires. Il reste & montrer que (vi) = (7). Par hypothése, ’application
T est continue en 0, et on a T'(0) = 0 car T' est linéaire, donc pour tout € > 0, il existe n > 0

tel que pour tout x € E vérifiant ||z||p < n , on ait |T(x)||r <€ .
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Soit x € F, avec x # 0, alors || IIWH | =, donc on a HT (IIIHE> H <e.
orona |7 ()|, = | I7 @)l dot |7 @)l < & o] 1 suff

maintenant de prendre M = = pour avoir (i).

Erd H Tl

Théoréme 2.1.4 Soient (E, |||g), (F,|||r) deux espaces normés et T': E — F une applic-
ation linéaire continue. La meilleure constante apparaissant dans la condition (1) du théoréme

précédent s’appelle la norme de T et se note ||T||. Autrement dit, on a

|T|| =inf{M > 0; ||T(z)||; < M|z||z pour tout x € E}.

Théoréme 2.1.5 Soient (E,||||r), (F,||||r) deux espaces normés et T : E — F une ap-

plication linéaire continue. Alors on a :

T(x
L ||T)| = sup ||[T(x)|z= sup [|[T(z)||p= sup ||T'(z)||p= sup I7()|

]l
llzll <1 llzll <1 ]l =1 zeB—{

2. Pour tout x € E, on a [|[T(x)| < |7 |||l 5-
Démonstration.

1. Puisque T est continue, alors ’ensemble

B={M>0; |[T(z)| <M|z||z pourtoutz e E}

est non vide (et minoré dans R*), donc || T'|| = inf {M ; M € B} existe dans R™. Soit M € B,
alors pour tout € E, on a |[|[T(2)|| . < M ||z| 5, donc sup ||T (z)] < M.

=l p<1
Par conséquent, on a sup |7 (z)||, < inf{M ; M € B} = ||T||. Pour tout z # 0, on a

llell g <1

”Cﬂf”)HF < sup %, donc pour tout x € E, on a ||T (z)||p < sup % |z 5
E - E - B
zeE1—{0} zeE—{0

d'ou |T|| < sup % Soit = € E tel que x # 0, alors on a :

zeE—{0}
1T ()] 1 T
E = T@)| =|T{—— || < sup [T (2)|z< sup |T(2)|lp<|T].
2|l 2]l 5 F 1zlle/ llp ™ Jalp=1 o]l p<1
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Donc on a sup 1ile < sup |T(2)l|, < sup |T(«)] < |7 Par conséquent,

||9CHE -

reE—{0} llzll p=1 [lzll p<1
T(x
ona|T| = swp |T@)ly= sw [T@]y= swp T 0na sup |T(@), =
llz]| g <1 |zl p=1 zeE—{0} llzll p<1
sup [T (@)l = I

[zl p<1
Il reste & montrer I'inégalité inverse. Soit x € E tel que ||z||; < 1, alors pour tout n > 1, on

all(1=3) ]l = =3) llzll; <1, don
(L= IT (@) < sup ||T((1— %) )|, Onfait tendre n vers +oo, on obtient || T ()| <

lzllp<i
sup ||T (z)||p. Par conséquent, on a ||T|| < sup |1 (2) -
=]l p<1 ]| p<1
2. Pour tout # # 0, on a LWle < qup TWle — 7| donc pour tout = € E, on a
e = 0 Tl

1T (@)l p < IT[}]] -

Exemple 2.1.5 Soit E = C([0,1],k). On définit Uapplication linéaire T : (E, || ||.) —
(B, || loo) par

Vfekl, Tf(:c):/oxf(t)dt,VxE[O,l].

Pour tout f € E, on a ||[Tf| < ||flly , donc T' € L(E) et ||T|| < 1. De plus, |T|| =1 car
si f =1, on obtient || f [|=1e€t | Af ||o= 1.

Exemple 2.1.6 Soit Cy, (R) l’espace des fonctions continues bornées sur R. muni de la

norme uniforme. On considere 'application linéaire

T:Cy(R) — G, (R) définie par (Tf) () = 3f (z) — 2f (x + 4), application T est continue
et [|T]] = 5.

En effet, on a |(Tf) (x)] < 3[f (2)| +2|f (z+4)| < 3[|fllc +2fllc = 5]l » donc
ITfll.o <5|flly » de sorte que T" est continue et ||T| < 5.

Si I'on prend une fonction f € G (R) telle que f(r) = —5 + 1 pour 0 < & < 4, on aura
(T'f)(0) =5, donc ||T'f||, = 5. Il en résulte que ||T']| = 5.

Proposition 2.1.2 Soient (E, ||||g), (F,||llr),(G,|||lc) trois espaces vectoriels normés, f €
L(E.F) etge L(F,G). Alors, go f € L(E,G) et |go fHL(E,G’) < ”gHL(F,G) ||f||L(E,F) :

Démonstration. On sait que go f est linéaire. De plus, pour tout x € E,
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(g o ) @)lle < N9l cmey If @l < Ngllzme 1l c@mm l12ls
ce qui montre que go f est continue et que ||g o f||g(E,G) < ||9||5(F,G) ||f||L(E,F) :

Théoréme 2.1.6 Soit L(E,F) lespace de toutes les applications linéaires continues de E

dans F. Si F' est complet, L(E, F) est aussi complet

Démonstration. Supposons F' complet, et soit (7},), une suite de Cauchy dans L(E, F).

Alors, pour tout z € E, la suite (7}, ()), est de Cauchy dans F', en vertu de l'inégalité:

1T () = Te (@) | p < ([T = Till |l (1)

Cette suite converge donc vers un élément 7T'(z) € F. 1l est facile de voir qu’alors T': E —

F est linéaire. Il est continue car:

ol =t [Tl <t _sup I el < (sup 721 ) el
- i n>1 n>1

et car (sup T, n||) < +o0 puisque toute suite de Cauchy est bornée.
n>1

Pour finir, en faisant tendre & vers I'infini, on obtient :

7 (0) = T @)l < (  tim_sup |7, = 73l )l
pour tout x € E, de sorte que ||T,, —T|| < kirfooililf T, — Tk||, qui tend vers 0 quand n
tend vers l'infini, puisque (7},), est de Cauchy. Donc (7},),, converge vers 7" pour la norme
d’application.
En particulier, si F' =k, L(FE, k) est toujours complet.

Théoréme 2.1.7 Soient (E,||||g), (F,||||r) deux espaces normés et T : E — F une ap-

plication. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. T est continue sur F,

2. Pour toute partie ouverte B de (F, ||||r), I'image réciproque A = T—! { B} est une partie
ouverte de (£, ||||)-
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Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire: Supposons 1" continue,
soit B un ouvert de F, et posons A = T~ (B). Soit a € A . T est continue en a, or B est
un voisinage de T'(a), donc A doit étre un voisinage de a, ainsi A est un voisinage de chacun
de ses points, donc c’est un ensemble ouvert.

Montrons maintenant que la condition est suffisante: Supposons que I'image réciproque par
T de tout ouvert de F' soit un ouvert de E. Alors, pour tout point a de E, soit V un voisinage
de T'(a) = b dans F. Alors V contient un ouvert B contenant b, donc I'image réciproque
T~ (V) contient T~ (B) qui est un ouvert contenant a. Alors T~! (V) est un voisinage de

a, ce qui prouve que l'application T est continue en a.

Théoréme 2.1.8 Soient (E,|||g), (F,||||r) deux espaces normés et T : E — F une ap-

plication. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. T est continue sur F,
2. Pour toute partie fermée V de (F, ||||r), I'image réciproque U = T~ {V} est une partie
fermée de (F, ||||g)-
Démonstration.
On passe du théoréme précédent a celui-ci en remplagant les parties ouvertes considérées

dans E et dans F' par leurs parties complémentaires

fermées.

Exemple 2.1.7 Soit E = C([0,1],R) muni de || . |[|s. On pose

A:{feE, f(0)=0et folf(t)dtZI}

A est une partie fermée de E. En effet, posons, pour f € E, ¢ (f) = f(0) et ¢ (f) = folf (t)dt

. Alors ¢ et 1) sont deux formes linéaires. De plus, elles sont continues car, pour tout f € F,

e (A < 1Iflla
WOl < [HF@dE< S oo dE <[] S o -

De plus, on a A = 1 {0} Ny~ {[1, +00[}. Comme images réciproques de fermés par une
application continue, ¢! {0} et ¢~ {[1, +o0[} sont fermés. Leur intersection est donc un

fermé et A est bien fermé.
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2.1.2 Dual topologique d’un e.v.n.

Définition 2.1.5 L(FE k) est noté E' et est appelé le dual de E. C’est toujours un espace
de Banach. La norme de ¢ € E' est donc définie par:
T ()]
lell = ol = sup S——= sup |T(z)|= sup [T'(z)]
vei—oy 17l pallp<a Jall p=1

Exemple 2.1.8 Soit E = C([—1,1],R) muni de la norme ||.||, de la convergence uniforme.
p:E— R

A0
fr—>/11+t2dt

¢ est continue car: il existe une constante ¢ > 0 telle que : |p (f)| < c|/f]|,, pour tout

f € E. En effet

e=|[ Lul< [ 1LY

Utilisant | f(t) |<|| f |l«c pour tout ¢t € [-1,1], on a :

dtg/l L0l

PR

+17

1
t
g
L1422

(D < Ifl /

]
1++¢2

Puisque est une fonction paire, on peut écrire :

! M] — (@) |f]

1
e <20l [ gt =210 |25

Par conséquent, |¢ (f)| <In(2)||f|l.. Cela montre que ¢ est continue et que la constante c

0

qui borne | (f)] est In (2).

Proposition 2.1.3 1. Un sous-espace H de E est un hyperplan de E si et seulement s’il

existe une forme linéaire ¢ non nulle de E* telle que H = ker .

2. Une forme linéaire non nulle est complétement déterminée par la donnée de I'image d’un
vecteur n’appartenant pas & son noyau.
3. Deux formes lineaires non nulles sont proportionnelles si et seulement si elles ont le méme

hyperplan noyau.
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Proposition 2.1.4 Soient (E,||||g) un espace vectoriel norme et ¢ une forme lineaire non
mule sur EE. On note H = ker ¢ son hyperplan noyau. Alors, H est fermé, si et seulement

st @ est continue.

Démonstration. Supposons que ¢ € E* soit continue. Alors, H = ¢ {0} est fermé
comme image reciproque d’un fermé par une application continue.

Supposons maintenant que H soit fermé. Comme ¢ est non nulle et lineaire, il existe a €
E\H tel que ¢ (a) = 1. Considerons 'hyperplan translaté a + H. Il est fermé puisque les
translations sont des homeomorphismes, et 0 ¢ a + H (car sinon a € H). II existe donc
e € R** tel que la boule B (0,¢) ne rencontre pas a + H. Mais ceci montre que |p (x)] < 1
pour tout = de B (0,¢). En effet, s’il existait = € B (0,¢) tel que ¢ () > 1 le point y = ]
serait dans B (0,¢) et vérifierait ¢ (y) = 1, ce qui entrainerait ¢ (y —a) =0, soit y —a € H,

ce qui est contradictoire. L’application ¢ est bornée sur B, donc aussi sur la boule unité par

homogénéité, donc elle est continue.

Exemple 2.1.9 Soient (E,||||r), (k,|.|) deuz espaces normés sur le corps k(=R ou C) et

soit T : E — k une application linéaire continue sur . On a
kerT={u€FE | T(u)=0}=T""{0} est fermé dans E.

2.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Théoréme 2.2.1 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Les propriétés suivantes sont

équivalentes.

(i) FE est de dimension finie.
(ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes.

(iii) Toutes les formes linéaires sur £ sont continues.

Démonstration
Montrons d’abord l'implication (i) = (7). Soit (e1, . . . , e,) une base de E, ou n est la

n
dimension de E. Pour tout z = ) \e; € E, on pose ||z||,, = max |);|, alors [.||  est une
i=1 1<i<n
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norme sur £. On va montrer que les deux normes ||.|| et ||.||., sont équivalentes. On a ||z|| =
n n n
IArer + Aaea + .. + Apenl| < D0 N el < <Z HezH) |z||, . Soit a =) |le;|| alors a > 0, et

pour tout z € E, on a ||z|| < alz| .. Comme l'ensemble {()\1, wo An) €K™ max || = 1} ,
1<i<n

est compact dans (k™ ||.]|..). On a |||z]| — |lyll| < ||z —y|| < ajlz — y||,, donc application

x +— ||z|| est continue de (E, ||.||,) dans R*. Par conséquent, il existe zo € S(0,1) tel que

| ﬁnf 1”(13” = |lzol| > 0. Autrement dit, il existe b > 0 tel que b < ||z si ||z||,, = 1. Soit
veBtelques 0 alorsona [ gi| =1 dond < ||| orona || = gl

donc b ||z||, < ||z||. Par conséquent, il existe b > 0 tel q que pour tout x € E, on ait
bllz] < |lz]] . Donc les deux normes ||.|| et ||.||,, sont équivalentes. On en déduit (4i).
Montrons 'implication (ii) = (éii). Soit f : £ — k une forme linéaire quelconque sur
E. Pour tout # € E, on pose ||z|" = |f (z)| + ||z|. Alors ||.||' est une norme sur E. Par
hypothése toutes les normes sur E sont équivalentes, donc il existe a > 0 tel que pour tout
x € E,on ait ||z||' <allz| , dou |f(z)| < allx|. Par conséquent, f est continue.
Pour montrer I'implication (ii7) == (i), il suffit de montrer que si £ est de dimension infinie,
alors il existe une forme linéaire non continue sur F. On suppose donc dim(F) = +o0, et
soient (e, ),>1 une suite infinie de vecteurs de E linéairement indépendants et V' le sous-espace
vectoriel de F engendré par (e,),>1. Soient W un supplémentaire algébrique de V' dans F
et Py la projection sur V parallelement & W. On définit une forme linéaire ¢ sur V' par
¢ (e,) = nlle,||, donc on a ¢ (zn:l )\iei> = Zn:l/\ii |lei]|. Soit f = @ op, alors f est une forme
i= i=

linéaire sur E, et on a f (e,) = ¢ (e,) = n||e,||, d’ou el — 5 Donc on a sup L&l = 4.

llen]] w0 171
Par conséquent, f n’est pas continue.

Corollaire 2.2.1 Tout espace normé de dimension finie n est isomorphe a k™, muni de ['une
de ses normes usuelles.
Corollaire 2.2.2 Tout espace normé de dimension finie est complet.

Corollaire 2.2.3 Dans un espace normé (E,|.||) tout sous-espace vectoriel de dimension

finie est fermé dans E.
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Démonstration. En effet, si n est la dimension de A, il existe un isomorphisme lineaire ¢
de R™ sur A. Comme ¢ est continu, ¢ est uniformement continu et comme R" est complet,

¢ (R™) = A est complet.

Proposition 2.2.1 Soient (E, ||.|;) un espace nome de dimension finie et (F,||.||z) un es-

pace norme quelconque. Toute application linéaire f de E dans F' est continue.

Démonstration. Soient B = {ej, ea, ..., e, } une base de E et N; Papplication definie pour
tout x € I/ par

Ni(z) = |[(z1, 22, .., Tn) ||}, 00 (24), <, sONt les composantes de = dans la base B. On verifie
que N; est une norme sur E. Pour tout z = zn: xrie; € E, on a

=1

i zif (e;)

=1

If @l = = 3 [l 1 (el < max (I (€)M (@).

Comme E est de dimension finie, V; est equivalente a ||.||, et I'inegalite précedente prouve

F

la continuite de f car f est lineaire.

Théoréme 2.2.2 (Riesz). Un espace norme est localement compact si et seulement s’il est

de dimension finie.

Corollaire 2.2.4 Un espace norme (E, ||.||) est de dimension finie si et seulement si la boule

unite fermée B’ (0,1) est compacte.

Démonstration. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut choisir une base
B = {ey,es,...,e,} de E et introduire une nouvelle norme sur £ définie, pour tout z = i Ti€;,
|zl = max |z;|. La boule unite fermée de (E,||.||, ) notée Bo, est compacte. E?r?leffet,
elle est ho_m_eomorphe a la boule unite fermée de (k”,||.||,,) qui est compacte (considerer
I’homéomorphisme ¢: £ — k™

qui, & tout = € E, associe ses composantes dans la base B). Comme toutes les normes sont
equivalentes sur E, B, est compacte pour ||.||. De plus, il existe o € k tel que, pour tout

z €k, ||z|| < alz|,. Donc, B'(0,1) est inclus dans I'image aB,, par ’homothetie de

rapport o de By,. Mais B, est compacte dans (E, ||.||) et les homotheties vectorielles sont
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continues dans (E, [|.||). On en deduit que aeBo, est compacte dans (E, ||.||). Comme B’ (0, 1)
est un sous-ensemble fermé de a B, il est alors aussi nécessairement compact.

Pour montrer la reciproque, on suppose que la boule unite fermee B’ (0,1) est compacte.
D’aprés Ie theoreme de Riesz, il suffit de montrer que E est localement compact. Soit donc
x € E. La boule fermée B’ (x,1) de rayon 1 centree en x est I'image par la translation ¢, de
vecteur = de B’ (0,1). Comme ¢, est continue et que B’ (0,1) est compacte par hypothése,
on en deduit que B’ (z,1) est compact. Donc, E est localement compact.

Nous pouvons maintenant enoncer une caracterisation des compacts en dimension finie.

Corollaire 2.2.5 Les compacts d’un espace norme (E,||.||) de dimension finie sont exacte-

ment les fermés bornés.

2.3 Exercices

Exercice 2.3.1 Soit E [’espace vectoriel des suites réelles bornées (u,), € N muni de ||

U ||oo=sup |uy|. On définit T : (E,| . ||oo) — (E,]| - |oo) par

neN

Tu

n—l—l Zuk, pour tout n € N.

Justifier que T est continue et calculer sa norme.

Exercice 2.3.2 Soit E = C([0,1],R) que l’'on munit de la norme

£l =/ F@)dt, e E.

Soit I’application ¢ de (E, ||.||;) — (E || || ) défini par

/fdt

1. Démontrer que ¢ est continue.

2. Pour n > 0, on considére f, DUélément de E défini par f,(z) = ne ™, =z € [0,1].
Calculer [[full; et [l (fa)ll;-

3. Déterminer ||¢||.
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n—-s--+oo

Exercice 2.3.3 Soit ¢y = {( whpey €k / lim @, = O}. On considére la forme linéaire

“+o00
Un

@ : cg — R. définie par p (u) = > 52

n=1

Montrer qu’elle est continue et calculer sa norme.

Exercice 2.3.4 Soit E = C([0,1],R) muni de ||f|, = ([, |f(t)[2dt)"/?, F = C([0,1],R)
muni de || f]|, = fo \If@®)|dt etT:(E,|.l|2)— (F .ll), frfg ou g€FE estfiré.

1. Montrer que T' est continue-
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Chapter 3
Espaces de Hilbert

3.1 Produit scalaire

Dans tout ce chapitre k désigne ou bien le corps des nombres réels R ou bien le corps des

nombres complexes C.

Définition 3.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps des réels (resp. des complexes); une
forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) sur E est une application B de E x E dans R (resp.

C) vérifiant

B(ai1z1 4 aswo,y) = a1B(w1,y) + aaB (22,9)

B (xz,a1y1 + asys) = @B (x1,y) +a@2B (22,y) .

On dit que B est symétrique (resp. hermitienne) si B (x,y) = B (y,x),(resp. B (z,y) =
By, z)).
On dit que B est positive si en outre B (z,z) > 0.

On écrit (z,y) au lieu de B (z,y).

Définition 3.1.2 (Produit scalaire hermitien). Soit E un espace vectoriel sur le corps
k = (C ouR) . On appelle produit scalaire (hermitien) sur E toute forme sesquilinéaire
hermitienne définie positive. i.e. toute application (.,.) : E x E — Kk, qui posséde les

propriétés suivantes:

pour tous x , y, 2 € E et tout A € k

i (z,y) = (y,2);
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ii. Oz, y) = Mz, y);

iii. (z+y,2)=(z,2) + (y,2);
iv. (z,z) € RT;

v. (z,2) = 0= 2 = 0g;

Remarques :
Si k = R, alors le produit scalaire est bilinéaire et symétrique.

Si k = C, alors le produit scalaire est sesquilinéaire et hermitien.

Définition 3.1.3 (Espace préhilbertien réel, espace euclidien). On appelle espace préhilber-

tien réel le couple (E,(.,.)). Si E est de dimension finie, l’espace est dit euclidien.

Définition 3.1.4 (Espace préhilbertien complexe, espace hermitien). On appelle espace préhil-

bertien complexe le couple (E,(.,.)). Si E est de dimension finie, l’espace est dit hermitien.
Propriétés: On déduit immédiatement de cette définition les propriétés suivantes :

(1) (0x,z) =0

(2) (z.2y) = Az, y);

(2) (z,y+2) = (z,9) + (z,2).

Exemple 3.1.1 On considére E = C", pour v = (z1,x2,...,2,) , x; € C,Vi=1,....n . Soit

Uapplication (., .) définie sur C"* x C" par

(x,y) = > xxyr pour tout z,y € C".
k=1

Montrer que I'application ci-dessus définit un produit scalaire sur C".

En effet, pour tout z,y,z € C* et A € C

~

io(z,y) =2 %l = 2 YTk = D Yk Tk = (Y, @
k=1
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d’ou Vk = 1...n, x;, = 0 donc z = 0.

Exemple 3.1.2 On considére E = C ([0,1],C). Pour f,g € E, on défini

g9) = [} f(z) g (x)dz,

cette formule définit un produit scalaire sur FE.

En effet, pour tout f, g, h € F et A € C,

= o f @) g@)de = [1g (@) F@)de = [, g(2) F (2)dz = Tg, ).
(Af.9) = [oAf (@) g (@)dz = Afy f () g (x)dz = A (£, g)
(F+gh)=[1(f (@) h@)da = [ f (@) (@)da+ g () B (@)dz = (f, h)+(g, h)
= [1r dr = [ |f ()| dz puisque | f (z)|* > 0 pour tout = € [0,1], il en
résulte que: ( f, f> 0.
v. (f,f)=0% fo |f (2)]* dz = 0. Or, une fonction continue qui est nulle presque partout

sur un intervalle est nécessairement nulle.

Ainsi f (z) = 0 pour tout x € [0, 1], ce qui implique f = 0 .
Les propriétés étant vérifiées, la formule (f, g) fo d:z: définit bien un produit

scalaire sur E.

Exemple 3.1.3 Soit (*(N) l’ensemble des suites x = (x,), avec n dans N et z,, dansk, telles

+oo 9
que Y |x;|” < oo .
i=1
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Soient * = (T, )nen €t ¥ = (Yn)nen deux éléments de 1'ensemble (?(N), linégalité 2 |z;y;| <
+00

montre que la série Y x;7; est absolument convergente et on en déduit que
i=1

’951‘2 + |%’2

= 9 % 2 2 _ pasy 2 2
Solwi+uil” = 2 (lwl” + [wsl” + 2Re (2375)) <2 ; (Jil* + wl)

i=1 =1

Ces inégalités montrent que z + y est dans £2(N), celui-ci est donc un espace vectoriel. On

pose, pour x et y dans (*(N),

+00
On vérifie que cela définit bien un produit scalaire sur ¢*(N) et les inégalités de Cauchy-

Schwarz et de Minkowski s’écrivent

400 . —+o00 9 % —+o0 9 %
< 5ol < (zw) (zm)

i=1 i=1

—+o00 9 %< +oo 9 % +oo 9 %
;|$z’+%| < ;|$z‘| + ;Iyi|

3.1.1 Propriétés élémentaires du produit scalaire

“+o00
PR
i=1

Soit E un espace vectoriel sur k et (.,.) un produit scalaire sur FE.

Théoréme 3.1.1 Dans Uespace E, Uapplication ||.|| : E — R, donnée par

|lz|| = \/{z,x) , pour tout z € E.

est une norme pour F.

Khelili Besma Univ-Skikda



3.1 Produit scalaire 48

Démonstration. Nous avons ||z|| > 0 et ||z| = 0 si et seulement si = = 0.
De plus ||Az|| = /(Az, Ax) = /A% (z,2) = [\ /(z, ).
Enfin

lz+yl* = (@+y.z+y) = {(,2)+ Yy + (&9 + Y,z
= (z,2) + (y,y) + (&) + (x,9)
= |lz* + lylI* + 2Re (z,y)

< lzll® + gl +2 [z, )]

N

2 2 2
™+ llyll™ + 2 Mzl Hlyll = =]l + lylD)

dou ||z +yll < [lzfl + llyll -
Proposition 3.1.1 Pour tous x,y € H

a. [lo+yl* = lll* + llyl* + 2 (x,y) (cas réel);

b. |z +yll* = «]” + [ly|* + 2Re (z,y)  (cas complexe).

Démonstration. Il suffit de développer :

lz+yll° = (@ +y.2+y) = (x,2) + (y,y) + (z,9) + (. 2)

et utiliser le fait que (x,y) + (y, ) = (x,y) + (z,y) = 2 (x,y) dans le cas réel, et = 2Re (x,y)

dans le cas complexe.
Identités de polarisation.

Si (.,.) est une forme bilinéaire symétrique, on a
2(zv,y) = +y,x+y) —(v,2) = (,9),

Si (.,.) est une forme sesquilinéaire (non nécessairement hermitienne) on a

4, y) = (@ +y,rv+y) — (v —y,x—y) +i{r+iy,z+iy) —i(v —iy,x —iy).
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3.2 Espace préhilbertien complet

Définition 3.2.1 Un espace préhilbertien réel (ou complexe) est un espace vectoriel E sur

k = (C ou R) sur lequel est défini un produit scalaire (,) et muni de la norme induite par (.).

Exemple 3.2.1 Les espaces R™ et C™ sont des espaces préhilbertiens pour le produit scalaire

dit usuel

(x,y) = > xwy; dans le cas réel.
i=1
n

(x,y) = > x;5y; dans le cas complexe.
i=1

Théoréme 3.2.1 Pour tous x,y € F:

a. L’inégalité de Cauchy-Schwarz

[z o) < llzlHlyll -

b. L’inégalité de Minkowski

lz +yll < =l + llyll -

Démonstration.
Etant donné deux éléments z et y, on considére la fonction ¢ définie sur k par ¢(a) =

(x + ay, z + ay). C’est une fonction a valeurs positives et par développement, elle sécrit

ola) = lal* (y,y) +alz,y) + oy, z) + (z,z)

Supposons (y,x) = |(y, z)| €? et soit a = te™* avec t dans R, et soit ¢ (o) = P (t). Ce qui

précéde montre que, pour tout réel t,

P(t) = £ (y,y) — 2t | (e, 5)| + (w,2) > 0.

Si (y,y) = 0 l'inégalité précédente ne peut avoir lieu pour tout réel ¢ que si (z,y) = 0 et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz est dans ce cas une égalité. Sinon, P est un polynéme du

second degré qui reste positif en tout t réel ; il en résulte que son discriminant, & savoir
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|z, y>\2 — (y,y) (z,x), est négatif ce qui traduit précisément 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

De celle-ci on déduit

(z,y) + (y,2) = 2Re(z,y) <2/(z,2)V(y,9)

et en ajoutant (x,x) + (y,y) aux deux membres, on trouve

(z+y,z+y) < [\/<96,917>+\/(y,yﬁé

En prenant la racine carrée des deux membres, on obtient 'inégalité de Minkowski.

Exemple 3.2.2 Dans l’espace (* (N, C) muni du produit scalaire défini par

+o00
k=1

on a

o —+o00 9 % —+o00 9 %
< (z mr) (z rykr)
k=1 k=1

et

“+00
> TkUk
k=1

1 | oo 9 +oo 9
< 5|l X el -
k=1 k=1

Exemple 3.2.3 Soit f € C([0,1],R) muni du produit scalaire défini par

9) =y f (@) g(x)dx

Montrer que

[ f (@) de <A/ [y (f (@) da.

Solution

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec f(z) et g(x) = 1:

fo ). 1dx < \/fo da:\/fol (1) dx
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d’ou

I f () Ade < A/ [ (F ()2 da.

Théoréme 3.2.2 Un produit scalaire est une fonction continuée sur £ X E, par rapport a

la norme induite.

Démonstration. Soient z9,y0 € E et les suites (v,),.y C E et (yn),cy C £ telles que

Tp A, 4 et Yn A, y. Alors

(T Yn) — (7, 9)| (@0 = 2, yn) + (T, Yn — Y)|

IN

(20 = 2, yn) | + [, yn = v)]

< lzn =2l lyall + 121 yn = yll
d'ou lim (x,,y,) = (z,y).

n—---+o00

Proposition 3.2.1 (Identité du parallélogramme)

Pour tout z,y d’un espace préhilbertien F, on a

lz +ylI” + lle = ylI* = 2 |z)* + 2 lyl|* .

On dit: Dans un parallélogramme, la somme des carrés des longeurs de ses diagonales est
égale a la somme des carrés des longeurs de ses cotés.

Démonstration. Il suffit, pour la preuve, d’effectuer le calcul suivant:

lz+yl? = (@+yr+y) = (,2)+ Yy + (@9 + ({y,2)
= |[lz|/* + ly||* + 2 Re (z,y) .

et

2 2 2
[z =yll” = (= —y,z —y) = [lz]” + ly” = 2Re (z,3) .

I’addition, membre & membre, de ces deux égalités donne I'identité voulue.
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Théoréme 3.2.3 Soit E un espace normé. E est un espace préhilbertien si et seulement si

pour tout r,y € E, on a

(@) [z +yl* + llz — yl|* = 2||=|* + 2 |y|*

Le produit scalaire est unique, et on a

(b) (w,y) = § (lz +yll” = lle = yl* + iz +iyl|* — i |l — iy[).

DEMONSTRATION. La condition nécessaire est montrée dans 1) Supposons donc
qu’on ait (a) et soit (x,y) donné par (b).

i) Montrons d’abord que ||z|| = <x,m)%.

En posant = y dans (b), alors pour tout = € F,

(22l + 3 (1 + ) al* =i |(1 = i) =)

N

2 . . 2 . . 2 2
@ll2ll” + i 1+l ll” =4 [1 = il 2]") = [l=]|.

ii) Montrons maintenant que l’application (.,.) : E x E — k, donnée par (b) vérifie les

conditions de produit scalaire
1. Evidement (z,z) > 0 et (2,2) = 0 si et seulement si z = 0.

2. On a

(lz +ylI* = llz = ylI* +illz + iyl* — il — iyl|*)

(ly +al® = lly = 2l* = i lly + iz||* + i ly — iz]*)

= ]

(ly +al* = lly = 2l* + illy +iz||* —illy —iz]*) = (y, 2).

Puisque d’aprés (b), on a

Im (z,y) = Re (z,1y),
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il suffit de montrer la linéarité de la premiére variable de (.,.) pour la partie réelle.

Soient x1, x9 et y € E et posons u; = % DUy = @ et nous avons, en utilisant (b),

Re (x1,y) + Re (xa,y) = Re (ug + ug,y) + Re (ug — ug, y)
[[lwr +us + yl|* = [Jur +us — yl* + [Jur — w2 + ylI” — [Jur — uz — yl|]

1
lun + s+ yl* + lun = w2+ y°] = 5 [llun + w2 =l + [lus — w2 — 3]

N DN M| = =

[

1
(s +yl* = lual*] = 5 [llus = yl* + flua]|]
[

1+
s + 9l = llus — "] = 2Re (u1, ) = 2Re <gy>

2
D’autre par, en posant u; = us nous obtenons

Re <2u17 y> = 2Re <u17 y>
ce qui entraine I’additivité de (.,.) par rapport a la premiére variable.
4. De I'additivité, nous obtenons pour tout n € N*

(nz,y) =n(x,y)

et

(20)= Lo

ce qui entraine pour \ = Z—; , N1, Ny € N* que

Az, y) = Az, y) ((%))

D’autre part puisque d’apres (b)

(—z,y) = —(z,9)
(*) rest vrai pour A € Q et en utilisant la continuité de (.,.) ( respectivement des normes)
aussi pour A € R.
11 nous reste & montrer (*) pour A € C . Il suffit de le montrer pour A = ¢ puisque nous avons

montré que pour A = a + i3, o, € R,
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((a+if)x,y) = alw,y) + B {iz,y) .
d’apres (b)
(iw,y) = 7 (liw+ yll* = lliz = ylI* + i lliz + iyl|* — i iz — iy]*)
1 ) . .
= 7 (lz = iyll* = llw +ayl* + i [llz + ylI* = o —y[I"])

= i{z,y)
et le théoréme est établi.
Exemple 3.2.4 L’espace normé (C ([0,1],R), ||.||,,) n'est pas préhilbertien puisque la norme

n'est pas induite par le produit scalaire. En effet, il existe deux fonctions f,g € C ([0,1],R)
tel que l'identité du parallélogramme n’est pas valide. On prend f(t) =1 —1t et g(t) = t,

alors
2
If+glZ = ( sup |1 —t+t|> =1, |f =gl =lIfI% =gl =1,
t€[0,1]
mais
2 2 2 2
2=|If +gllc +If =gl #2115 + llgls) =4
Exemple 3.2.5 L’espace normé (R?, |.||) n'est pas préhilbertien puisque la norme n'est

pas induite par le produit scalaire. En effet, Soient x,y € R? ou x = (1,0) et y = (0,1) ,

donce

2 2
oo+ o=l = (maxloctud) + (maclo—ul) =
2 =4

# 2 (s + ylls)

alors l'identité du parallélogramme n’est pas valide.
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3.2.1 Espace de Hilbert

Définition 3.2.2 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet par rapport a la

norme induite par un produit scalaire.

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach, dont la norme provient d’un

produit scalaire.
Exemples.

Exemple 3.2.6 Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert. Lor-
sque le corps de base est réel, on dit que c’est un espace euclidien, et que c’est un espace

hermatien lorsque le corps de base est compleze.

Exemple 3.2.7 L’espace (*(N,C) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert.

+oo

Démonstration. On a ¢*(N,C), muni du produit scalaire (x,y) = . z,7, est un espace
n=1

préhilbertien, il reste & montrer que /%(N, C) est

complet pour la norme associée au produit scalaire usuel. Soit donc (z,) une suite de Cauchy

dans (%(N, C), avec

P = <x§p), xgp), )

+o0 2
Par définition 2 — 29" tend vers zéro lorsque p et ¢ tendent vers l'infini, donc a

n=1
fortiori pour tout n fixé, la suite numérique

(x;p )>, p € N, est une suite de Cauchy, notons z,, sa limite et x = (x,,) la suite ainsi définie.

Soit ¢ > 0, il existe un entier ng tel que, pour p > ng et ¢ > ng, on ait

Eo:o ‘x;p) — @ ‘<
n=1

Pour tout entier m, on aura a fortiori

i ‘x;p) — (@ ‘<
n=1

comme il s’agit ici d’'une somme finie, on peut faire tendre ¢ vers 'infini et on obtient I'inégalité

| ) ?
Solan — x| <e.
n=1
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Cela étant pour tout entier m, on en déduit que

Jio ’x%p) — xn|2 <e.
n=1

Il en résulte que la suite z = (x,,) appartient a ¢*(N,C) et que lorsque p tend vers l'infini,

2P tend vers z dans (*(N, C).

3.2.2 Notion d’orthogonalité

Définition 3.2.3 Soit (E,(,)) un k-espace préhilbertien.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont orthogonaux si 'on a x,y = 0. On note

alors x L y.

2. On dit que deux parties non vides A et B de E sont orthogonales si pour tout ©z € A

et pour tout y € B, on a (x,y) = 0. Dans ce cas, on note A | B.

Exemple
On considére I'espace vectoriel réel E des fonctions continues & valeurs réelles sur I'intervalle

[—m,m]. Si f et g sont deux éléments de F, on définit le produit scalaire sur F par

J7 f(2) g () do

1. Montrer que si f € E est une fonction impaire et ¢ € E une fonction paire, alors

(fi9)=0.

Posons h(z) = f(z)g(z), les hypothéeses font que f(—z) = —f (z) et g(—z) = g(z), l en
résulte que h(—z) = —h(z). Ona (f,g) = ["_h(x)dz.
L’intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique autour de 0 est évidemment

nulle, en effet
[T h(z)dz = firh (z)dx + [[h(x)dx

le changement de variable z «<» —u montre que firh (x)der = — foﬂh (x) dx ce qui permet bien

de conclure que

(f.9)= [ h(z)dz =0
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Orthogonal d’une partie et propriétés

Définition 3.2.4 L’orthogonal d’une partie non vide A de E est ’ensemble A+ des éléments

de E qui sont orthogonauz o tous les vecteurs de A, i.e. A* ={z € E; (x,a) =0, pour tout a € A}.

Exemple R* est muni de sa structure euclidienne canonique. On considére le sous-espace G
de R* défini par:

G =Vect{(1,1,1,0),(2,1,1,-1)}.
En effet, ona G+ = {(x,y, z,t) € RY <(x,y, z,t), (i", 7, z’,t)> =0, pour tout (gé,gj, z’,t) € G}.

Remarquons ensuite que

(z,y,2,t) € G+ <= (n,y,2,1) L(1,1,1,0) et (2,9,21)L(2,1,1,-1)

< r4+y+2=0 et22+y+2—-t=0

r+y+z=0 B - B B
<:>{ r—t—0 Sr=r,yYy=—T—2z2, z2=2, =1
donc
G+ = {(x,—x — 2z 2,1) pour tout z,z¢c R}

= {x(1,-1,0,1)+ 2(0,—1,1,0); pour tout z,z € R}
= Vect{(1,-1,0,1), (0,—1,1,0)}.

On en déduit qu'une famille génératrice de G+ est donnée par les vecteurs u; = (1,—1,0,1)
et us = (0,—1,1,0). Ces vecteurs étant linéairement indépendants, ils forment une base de

G*.
Proposition 3.2.2 Soit A une partie non vide d’un k-espace préhilbertien (E, (,)).

1. At est un sous-espace vectoriel fermé de E, et on a AN AL C {0}.

2. Ona A C (AL

3. Ona At = At =Vect(A)*.

4.5i A est dense dans E, alors on a A+ = {0}.

5.5i B est une partie non vide de E, on a (AN B)* = At N B*+. Si A C B, alors on a
B+ c A

Khelili Besma Univ-Skikda



3.2 Espace préhilbertien complet 58

Démonstration.

1. Soient a € A, z,y € At et A €k. On a (z + \y,a) = (z,a) + A {y,a) = 0, donc = + \y
€ At. Par conséquent, A+ est un sous-espace vectoriel de E.

Montrons que A+ est fermé dans E. Soit (z,,), > 0 une suite dans A+ qui converge vers un
élément z € E. D’apres la proposition ([3.2.2), I'application (z,y) — (z,y) est continue,
donc on a nl_z)Too (p,a) = (z,a). Or pour tout n > 0, on a (x,,a) =0, d’ou (z,a) = 0.

Donc on a z € AL. Par conséquent, A+ est fermé dans E. Soit x € AN A+, alors on a (z, )
=0, d’ott z = 0. Donc on a AN A+ C {0}.

2. Soit x € A. Pour tout y € A+, on a x,y = 0, donc x € (A+)*+. Par conséquent, on a
A C (AY)*. Comme (AL)* est fermé dans E, alors on a A C (A4)*.

3. Puisque I'on a A C Vect(A), alors Vect(A)+ C A+. Réciproquement, soit € AL, alors
pour tout @ € A, on a (a,z) = 0.

Soit y € Vect(A), alors il existe ay, ...,a, € A et A\j,...,\, € k tels que y = > \ja; , d’ott on
i=1

a (y,z) = > Ai(a;, ) = 0.

i=1 _
Donc on a © € Vect(A)*. Par conséquent, on a A+ = Vect(A)t. On a A C A, alors
At c AL

Réciproquement, soit z € A*+. Soit y € A, alors il existe une suite (a,),>o dans A telle

que lim a, = y. Donc on a (y,x) = lim (a,,r) =0, dou At. Par conséquent, on a
n—---+o0o n—s-400
At = AL

4. Soit x € At. Comme A est dense dans F, il existe une suite (a,),>0 dans A telle que

lim a, = .

n—--+00

Alors on a ||z||* = (z,2) = lin}r {an,z) =0, d’ott & = 0. Par conséquent, on a A+ = {0}.
—+00

La propriété 5 est triviale.

Proposition 3.2.3 (théoréme de Pythagore). Soit (E,(,)) un espace préhilbertien.

Si (x;)1<i<n est une famille finie d’éléments deux & deux orthogonaux dans E, alors on a:

2 n
2
=D llasll®.
i=1

n
>
i=1

Démonstration. On a :

Khelili Besma Univ-Skikda



3.2 Espace préhilbertien complet 59

n

2T

i=1

= (Bn gy =3 (mBe) = 5 e = 5 e = 5

i=1 ij=1 i=1

1=

Définition 3.2.5 Soient (E, (,)) un espace préhilbertien et (z;); € I une famille d’éléments

non nuls de E.

1. On dit que (z;); € I est une famille orthogonale ou systéme orthogonal si les x; sont
deux & deux orthogonaux. Autrement dit, si pour tout i,j € I tels que i # j, on ait

<£C,L', 33j> = 0.

2. On dit que (x;); € I est une famille orthonormale ou systéme orthonormal ou encore
systéme orthonormé si (z;); € I est une famille orthogonale et si de plus, pour tout
encore systéme orthonormé si (z;); € I est une famille orthogonale et si de plus, pour

tout i € I, on a (z;,z;) = 1.
3.2.3 Projection Orthogonale

Rappelons d’abord qu’une partie F' d’un espace vectoriel est dite convexe si le segment [x, ]

est contenu dans F' dés lors que
z,y € F =[x,y CF,

ou [z,y] = {tz + (1 —t)y; t € [0, 1]}.

Tout sous-espace vectoriel est convexe , toute boule est convexe.
Théoréme de la projection

Théoréme 3.2.4 (Théoréme de la projection sur une partie convexe fermée). Soit
H un espace de Hilbert et soit F' une partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour

tout x € H, il existe un unique yo € F' tel que:

— = inf ||z — y]| .
l# = yol| = inf [lz — ]|
On dit que yo = Pr(x) est la projection de x sur F.
Démonstration.
Soit d = dist (x, F') = inf ||z — y|
yelF
Notons que si d = 0, alors z € F' (car F est fermée), et y = z est 'unique point de F' tel que

|x — y|| = d. Pour tout n > 1, il existe y,, € F' tel que:
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1
|z — yull* < @+ .
n

Appliquons alors, pour n,p > 1, I'identité du parallélogramme a u =z —y, et v =2 —y, ,

on obtient:
2

Un T Y 2 2 2
4Hx_—p lym + )2 = 2 (Il = wal® + 2 — 1%

2

Mais, F' étant convexe, on a @ € F ; donc:

>d

— Y

_Yn + Yp
|- 27

de sorte que 1'on obtient :

1 1 11
y|yn+yp||2§2<d2+—+d2+—)—4d2:2(—+—).
n p nop

La suite (y,), est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle converge
donc vers un élément yy € H. Mais comme F' est fermé, on a en fait, puisque les y, sont
dans F', yy € F.

De plus, le fait que ||z — y,|° < d* + L entraine, en passant & la limite, que ||z — yo|| < d.
On a donc ||z — yo|| = d, puisque y € F.

2) Unicité. Si Hx — yé” = Hx — ng = d, avec y,, y, € F, alors, comme ci-dessus, I'identité

du parallélogramme donne:

’ "2
’ " 2 + ’ " 2
4d2+‘yo_yo < 4Hm_% +)yo_yo
li 2 //2
= Q(Hx—yo —|—Hx—y0 >:2(d2—|—d2),

d’ou ||y£) — ng < 0, ce qui n’est possible que si y, = ;-

Théoréme 3.2.5 Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de [’espace de Hilbert H, alors
Uapplication Pr: H — F est une application linéaire continue, et Pr(x) est l'unique point

Yo € F' tel que:

Y €F et x—yye Fh
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Exemple 3.2.8 Soit H = R3 un espace de Hilbert et F' = Vect{(1,1,1)} un sous-espace

vectoriel fermé de H.

On cherche la projection orthogonale de = = (2, 3,4) sur le sous-espace F. On a

Pr(z) € F<& Pp(x)=ap(1,1,1),
r—Pr(z) L F & (x—Pr(x),(1,1,1))=0

d’ou

(x — Pp(x),(1,1,1)) = ((2—a9,3—ap,4—ap),(1,1,1)) =0
= (2—ap)+(B—ag)+(4—ap)=0

= 9—-3ap=0
donc ag = 3. Ainsi Pr (z) = (3,3, 3).
Propriétés et conséquences

Théoréme 3.2.6 Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous espace vectoriel fermé,

on a:

H=FgF*

et la projection sur F parallelement & F associée est Pr. Elle est donc continue, de sorte
que la somme directe est une somme directe topologique. On dit que Pr est la projection
orthogonale sur F'.

Le fait que H soit la somme directe de F et F'* signifie que tout x € H s’écrit, de facon
unique, © =y + z, avec y € F, z € F+. Notons que, puisque F' et F'* sont orthogonaux, on

a: |z +yll>+llz—yll> =2(|z]]> + |y]*) ; en d’autres termes:

l2l* = [|Pr (@)II” + llz — Pr ()]

Démonstration. Le sous-espace F'N F* est réduit a 0 parce que le produit scalaire est non
dégénéré, de plus, pour tout élément x de E, on a

évidemment r = Pr (z) + (z — Pr (x)) et © — Pr (x) € F*.
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Corollaire 3.2.1 On a F*+ = F pour tout sous-espace vectoriel F de l’espace de Hilbert H.

Démonstration. Comme F* est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition ,
on peut lui appliquer le Théoréme (3.2.6): H = F* & F*+', que 'on peut aussi écrire :
H=F""@F*,

D’autre part, on peut aussi appliquer ce théoréme au sous-espace vectoriel fermé F : H =
Fao(F) =Fao/F)"

Il en résulte, puisque 'on sait que F C F++ que F++ = F.
On en déduit, puisque H+ = {0} et H = {0}, le critére trés pratique suivant de densité.

Corollaire 3.2.2 Soit H un espace de Hilbert, et F' un sous-espace vectoriel de H. Alors F

est dense dans H si et seulement si F- = {0}.

Démonstration.

Ona Ft = (F)l. Dotz € Ft=1x¢ (F)L:>:U€Hl:>a::0. Donc F+ = {0}.

Inversement, supposons que F+ = {0} et H # F. 1l s’en suit qu'il existe un point a de H

n’appartenant pas a F.

Le théoréme de projection précité confére a une unique projection b sur F de sorte que

a—>b¢e (F )L.

Or (F)L = {0}, donc a — b = 0. Par suite a = b ce qui est absurde. On conclut donc
F=H.

Corollaire 3.2.3 L’application Pr est un opérateur linéaire de E dans F qui vérifie, pour

tout x et tout y dans F,

1Pp (z)|| < [l (Pr(2),y) = (z,Pr(y)) et Pr(Pp(z)) = Pr()
Démonstration. Si x € F, on écrit x = v — PF(x) + PF(x) et on utilise le théoréme de
Pythagore
z]1* = ll& = Pr (@)[|* + | P (2)]* > | Pe (2)]
De plus, comme pour tout y € F, Pr(x) =y, et pour tout x € E, Pr(x) € F, on en déduit
que Pr (Pr(x)) = Pp () pour tout x € E.
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D’autre part, pour z et y dans E, les éléments Pr (z) et y — Pr (y) sont orthogonaux et il en

résulte que
(Pr(x),y) = (Pr (), Pr(y)) et (z,Pr(y)) = (Pr(x),Pr(y)).

Théoréme 3.2.7 Soient vy, vs, ..., v des éléments deux & deux orthogonaux et de norme 1,
dans un espace de Hilbert H, soit F' le sous-espace vectoriel engendré par (vj) et soit x un

élément de H. Alors, quels que soient les scalaires A1, \a, ..., A\, on a

k
S Xr — Z )\j?)j
j=1

J

k
T — Z <l’,7)j> Uj
=1

L’égalité a lieu si et seulement si A\; = (z,v;) pour 1 < j < k. La projection orthogonale de

x sur le sous-espace F' est

k
Pr(z) = 2 (w050 v

La distance v de x au sous-espace F' est donnée par

k
2 2 2
v = e = Pr(@)]” = ll2]” - Zl (2, v5)]
J:
3.2.4 Dualité et théoréme de Représentation de Riesz
Théoréme 3.2.8 (Théoréme de représentation de Fréchet-Riesz).
1. Soit H un espace de Hilbert. et soit ¢ : H — k une forme linéaire continue

sur H. Alors il existe un unique élément a € H tel que

VeeH, ¢(x)=(ra) et |¢f=lall.

2. Inversement, tout élément a de H définit une forme linéaire continue ¢, sur H par la

formule

Khelili Besma Univ-Skikda



3.2 Espace préhilbertien complet 64

Démonstration. Il suffit de considérer le cas d’une forme linéaire continue ¢, non identique-
ment nulle. Soit alors F' = ker(¢), c’est un hyperplan fermé de H (car ¢ est continue), qui
est distinct de H donc H = F @& F+. Soit 3o un élément non nul de £+, alors ¢ (yo) # 0.
Pour tout z € F, on pose

¢ (x)

¢ (y0) "

Il est clair que ¢ (u) = 0, c’est-a-dire que u appartient a F', et comme yo appartient & '+, on a

U= —

(u,0) = 0. Cela s’écrit, en remplacant u par son expression, (z, yo) — ||vol|* ¢ (z) /¢ (o) = 0.
On en déduit que

o(x) = <:zc,y0>M VaoeH.

lyoll*”

et il suffit alors de poser a = ||yo|| > @ (yo)yo- Il est facile de voir que I’élément a est unique.

Définition 3.2.6 Une suite (x,)nen d’éléments d’un espace de Hilbert H converge faiblement

vers a si pour tout élément y € H,

lim (2, y) = (a,y).

n—--+00

3.2.5 Exercices

Exercice 3.2.1 (Cauchy-Schwarz) Montrer que pour tous réels strictement positifs ay,as,. . .

et by,ba,. .. ,b,, on a:

(5i)(5a)=

Exercice 3.2.2 (Cauchy-Schwarz) Soit (z,)nen+ une suite de réels strictement positifs.
Montrer que pour tout entier n, on a:

n 2 n
Exercice 3.2.3 (Orthogonale F+) On considére E = C([0,1],R) muni du produit scalaire
(f,9) = [} f(t)g(t)dt. Soit F ={f € E, f(0)=0}. Montrer que F* = {0}.

Exercice 3.2.4 (La projection orthogonale) Calculer i?fRfol (22 — ax — b)* dx.
a,be
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Exercice 3.2.5 (Supplémentaire orthogonal) Soit E = C([—1;1],R). Pour f,g € E, on

pose

(f.9)= [ f(®)g(t)dt

On note P et I les sous-ensembles de E formés des fonctions paires et impaires.
a. Montrer que I = [P]".

Exercice 3.2.6 (Théoréme de représentation de Riesz—FisherSoit). Soit E [’espace préhil-

bertien des suites complezes (uy), € N satisfaisant
AN eN, Yvn> N, u, =0
+o0

muni du produit scalaire (u,v) = > u,7, .
n=1

+oo
1. Montrer que I'application ¢ : & — C définie par ¢(u) = ) “» est une forme linéaire
n=1
continue sur F.

2. Existe-t-il un élément a de E tel que, pour tout uw de E, on ait ¢(u) = (u,a) ?

3. Que peut-on en déduire sur £ ?

3.3 Systéme orthogonal. Bases hilbertiennes
3.3.1 Systéme orthogonal - orthonormal

Définition 3.3.1 Soient (E,(,)) un espace préhilbertien et (x;); € I une famille d’éléments
de I.

1. On dit que (x;); € I est une famille orthogonale ou systéme orthogonal si les x; sont
deux a deux orthogonaux. Autrement dit, si pour tout ¢,5 € I tels que ¢ # j, on ait

<£L’Z', l‘j> = 0

2. La famille (x;); € I est orthonormale si pour tout 7,j € I, on a:

1 st 1=7,
<xi’%’>_5i:ﬂ‘_{0 si i #
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3. Toute famille orthogonale est algébriquement libre. En effet, soient J une partie finie

de I et (\;); € J une famille d’éléments de k telles que >, ; A\jz; = 0. D’apres le

= ZjeJ |)‘j|2 ||$g||2 donc on a \; = 0,

théoréeme de Pythagore, on a 0 = HZ].GJ AT

pour tout j € J.

Exemple 3.3.1 Dans l’'espace (* la suite (e,), telle que e, soit la suite (0,0, ....0,1,0,...)

constituée uniquement de 0 sauf le n-iéme terme qui est égal a 1, est un systéme orthonormal.

3.3.2 Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Théoréme 3.3.1 (Procédure de Gram-Schmidt). Soit E un espace de Hilbert et soit
{z; , i €I} C H un ensemble au plus dénombrable linéairement indépendant. Alors on peut
construire un systéme orthonormal {e; , i € [} C H, tel que chaque e; est une combinaison

linéaire de {z; , j <i}.

Démonstration. Puisque {z; , i € I} est linéairement indépendant, alors chaque x; # 0 ,
1€ 1.

Posons
Zo

ol

e = alors |leg|| =1 .

Soit ensuite

Y1 = T1 — A€o

ol le scalaire \y € k est déterminé par la condition

(y1,€0) = (x1,€0) — A1 (€0, €0) =0, dott \g = (1, €9)

observons que y; # 0, puisque si y; = 0 alors les vecteurs xg et x; sont linéairement indépend-
ants.

Posons

Y1
[l
On procede par récurrence. Supposons que nous ayons construit par la procédé indiqué les

er = , alors |le1]| =1 et (eg,e1) = 0.

vecteurs e, €1, ..., €, tel que (e;, e;) = 0;; et e; est une combinaison linéaire de zo, 1, ..., x;,

j=0,...,n. On va construire le vecteur e, .
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Soit d’abord
Y1 = Tps1 — (Noeo + ... + \uen)
puisque (Y,,11,€;) =0, on obtient \; = (z,41,€;) , 7 =0,...,n.
OnaY,.; #0,carsiY,,; =0, alors les vecteurs z, 21, ..., T,41 sont linéairement indépend-

ants. Nous obtenons

Y, .
eni1 = et flepsa]| =1 et (enir,e) =0, j=0,..,n
Vo]

De plus, e,.1 est une combinaison linéaire de xg, x1, ..., Tpi1.

Exemple 3.3.2 Dans R® muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser la base suivante

en swivant le procédé de Schmidt la base suivante:

up = (1,0,1) , wy =(1,1,1) , uy = (—1,-1,0).

Solution

Le premier vecteur est simplement ey = 2. Puisque || ug ||= /{uo, uo) = +/((1,0,1),(1,0,1)) =

uoll
\/5, on a

1 1
eo=|—=,0,—
o= (70 3)
Cherchons ensuite e; sous la forme
Y
Y1’

ona (ur, e) = V2 et Yi = (1,1,1) = v2 (5,0, &) = (0,1,0) , ot || ¥ || = [}(0,1,0)]] = 1.

on obtient

el ou Y) = uy — (u1,ep) €

€1 = (0, 1, 0) .
Cherchons ensuite ey sous la forme
Y;
ey =, ouYy=uy— (ug, e1) er — (uz, €9) €o
| Yo ||

on a (us, e1) = {((—1,-1,0),(0,1,0)) = —1 et (us, o) = <(—1,—1,0), (\/Li,o, \/%>> S

d’ou
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Yo = (=1,1,0)+(0.1,0) + % (45:0.%) = (-3.0.3) et [¥al = [|(=3.0,3) | = 5. done

27 2

1 1
e = ——,0,— ).
i V2 V2 )
Définition 3.3.2 Un espace topologique E est dit séparable s’il existe une partie D C E qui

est dénombrable et dense dans E : D = F.
Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente.

Proposition 3.3.1 Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soil séparable, il faut et

il suffit qu’il existe dans E une partie A qui soit dénombrable et totale dans E.

On dit qu'une partie A d’un espace vectoriel normé E est totale lorsque le sous espace
vectoriel vect (A) engendré par cette partie est dense.
Preuve. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (@) + i())-sous-espace vectoriel)

engendré par A est dénombrable et son adhérence est la méme que celle de vect (A).

Théoréme 3.3.2 Soient H un espace de Hilbert et (z,,), une suite d’éléments de H deuz a

+o0o +o0o
deux orthogonau:r. La série E ZI; converge St et seulement S1 la Serie numerique E ||.I'Z || CONVETgeE.
=0 =1

Dans ce cas, on a la relation de Pythagore généralisée

2

+oo +oo
>zl =3 Il
=1 i=1
+o0
Démonstration. Soit (y,) la suite des sommes partielles de la série Y x; et (a,) la suite
i=1

des sommes partielles de la série

+o00o
> Hx2||2 Le théoreme de Pythagore assure que, pour deux entiers quelconques p < ¢,
i=1

2

ce qui s'écrit |y, — ygll® = |ag — ap|°. Ainsi, la suite (y,) est une suite de Cauchy si et

seulement si la suite (o) 'est aussi, et dans ce cas on a

2

n 2
= > ||zl
i=1

n

>

=1

lim

n—-s-4o00

ce qui termine la démonstration.
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3.3.3 1Inégalité de Bessel-Parseval

Théoréme 3.3.3 Soit H un espace de Hilbert, soit {e;, i € N} une suite orthonormée

d’éléments de H et soit F' le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre

+o0
(a) Pour tout x € H, la série vectorielle ) x; est convergente, sa somme est égale & Pp(x)
i=1
et on a l'inégalité de Bessel

Py 2 2 2
;Kfﬂ,eiﬂ = ||Pr (z)||” < [|z]]

+o00
(b) Quels que soient x et y dans H, la série numérique »_ (x,¢;) (y, e;), eii est absolument
i=1
convergente et on a

S (r.e) goe) = (Pr (x), Pr (1)

=1

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on désigne par F;, le sous-espace
vectoriel engendré par les éléments {eq,...e,} dont ils forment par hypothése une base or-

thonormeée. Il suit du théoreme(3.2.7) que, pour tout élément = de H,

Hﬂ@—§@®&%Wh@W—§W&W

+oo
L’inégalité || Pp, (x)|| < ||z assure la convergence de la série 3 |(x,€;)|* et, tenant compte
i=1

+o00
du théoreme (3.3.2), celle de la série > (z,¢;) e; . La somme de cette derniére est un élément
i=1

a de F' qui vérifie par construction

(x —a,e;) =0, pouri>1

Mais nous savons bien que cela est une propriété caractéristique de Pr ().

On a donc a = Pr (x) et de nouveau le théoréme (3.3.2)) donne

Py 2 2 2
;](:c,em = || Pr ()||” < ||zl

Cela prouve l'assertion (a). Quant a ’assertion (b), elle se démontre en remarquant que pour

ye H
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n

(Pr, (), P, () = 2 (x,ei) (Y, €:)

i=1

et par passage a la limite quand n tend vers I'infini.

Exercice Soit H = L*([0, 1], R), I'espace des fonctions mesurables sur I'intervalle [0, 1] telles
que leur carré soit intégrable, muni du produit scalaire : fo x)dx

Considérons le sous-espace F' engendré par les fonctions fo(x) =1, fl(x) =z

1. Trouver une famille orthonormée de F' dans H.

2. Trouver la projection orthogonale de f(z) = z? sur F.
Solution

Le sous-espace F' est engendré par les fonctions fo(x) = 1, fi(z) = x. Pour obtenir une
base orthogonale, nous devons orthogonaliser ces deux fonctions en utilisant le procédé de

Gram-Schmidt.

)
0@ = 5l

_ fi(@) = (f1, fo) fo(x)
9@ = TR = o fo) fol@)]

(f1, fo) = fo fi(z da?—foﬂidﬂi—%,dOHCf1($)—<f17f0> folz) = a=L et | fi(z) = (f1, fo) fol@)|* =
Jo (@=14) do = 1—12~
(z) = \/5(295 —1).

Ainsi ¢g;
2. Trouver la projection orthogonale de f(z) = 2% sur F'

La projection orthogonale de f(x) sur F est donnée par:

Pr (2®) = (f,90) g0+ (- 01) ¢

(f, 90) = fo dI—fO 2d$—— t (f.g1) = fo dx—fox/_x 2z —1)dx =
e
6

On obtient Pr (2%) =z —

D=
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3.3.4 Bases Hilbertiennes

Définition 3.3.3 On dit qu’une famille {e,, n € I} d’éléments d’un espace de Hilbert H,
est totale dans H si le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre est égal a H. ou encore si le

seul vecteur orthogonal a tous les e, est le vecteur nul.
c’est-a-dire que:
VneN, (z,e,)=0=12=0.

Une famille orthonormée et totale dans H est appelée une base hilbertienne de H.

Exemple L’espace L%(]0, 1];C) est muni du produit scalaire défini par

(fr9) = [y f (@) g (@)dx .
Nous allons montrer que la famille (e,),, € Z, définie par e, = e*™* z € [0,1] est une base
hilbertienne de 1’espace L?([0,1];C).
En effet

1. Orthogonalité: pourn,m € Z, (e,, €y) = folen@dm — foleinnxe—Qinxdm _ f0162i7r(n—m)xdx.
Si n # m, alors

(e, em) = ————— = 0.

Si n = m, on sait que :

(en,en) = folldm =1

ce qui prouve que la famille (e, ), € Z est orthonormale.

2. Pour montrer que cette famille est une base hilbertienne, il faut prouver qu’elle est
compléte dans L2([0, 1]; C), c’est-a-dire que toute fonction f € L?([0,1];C) peut étre

approximée en norme L? par des combinaisons linéaires finies des e,,.

Cela résulte de la théorie des séries de Fourier dans L%(]0, 1];C), qui garantissent que tout

élément de L?([0,1]; C) admet un développement en série de Fourier:

f(z) = cnen (),

neL
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avec des coefficients C),, donnés par :

C,=(f,en) = folf (z) e 2™m g,

De plus, la norme L2 de f est liée aux coefficients de Fourier par I'identité de Parseval :

A1 = X ICul.

neL

Ainsi, toute fonction de L?([0,1],C) peut étre approchée arbitrairement bien (au sens de la

norme L?) par une somme partielle de la série de Fourier.

Définition 3.3.4 Un espace de Hilbert est dit séparable, ou de dimension dénombrable, s’il

contient une famille dénombrable totale.

Un espace de Hilbert qui posséde une base hilbertienne est évidemment séparable.

Inversement, on a
Théoréme 3.3.4 St un espace de Hilbert est séparable, alors il posséde une base hilbertienne

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert séparable et (f,),, n € N, une suite totale.
Nous allons construire a partir de cette suite une base hilbertienne.
En enlevant, par récurrence, les f; qui sont combinaisons linéaires de ceux qui les précédent,

on peut supposer que la suite est formée d’éléments linéairement indépendants.

Pour orthogonaliser cette suite, il suffit alors de procéder a une nouvelle récurrence en défin-

issant une suite (e,), n € N, par

€1 :fla 62:f2_PF1 <f2>7"'7 en:fﬂ_PFn—l (fﬂ)

ou F,, désigne bien sur le sous-espace de H engendré par les n premiers vecteurs de la suite
(fn). Par construction méme, la suite (e,), (n > 1), est formée de vecteurs deux a deux
orthogonaux et, pour tout entier n, le sous espace vectoriel engendré par { e1, ea, . . . , e, }
est égal & F),. Les éléments

(€n)nen forment donc une suite totale dans H. En divisant chacun d’eux par sa norme, on
obtient une base hilbertienne de H.

Le théoréme suivant caractérise les bases hilbertiennes.
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3.3.5 Egalité de Parseval

Théoréme 3.3.5 Soient H un espace de Hilbert et (e,)nen une suite orthonormée dans H.

Les assertions suivantes sont équivalentes:

a. La suite {e,, m > 1} est une base hilbertienne de H.

“+o0o

b. Tout élément x de H s’écrit sous la forme z = Y (x,e,) e,
n=1
c. Quels que soient = et y dans H, on a
+o00o
<ZL’, y> - Zl <l’, €n> <y7 €n>

d. Pour tout z € H, on a I’égalité de Parseval

ol = 57 1o, ea)
Démonstration. Soit F' le sous-espace de Hilbert engendré par la suite (e,) et soit Pg
Popérateur de projection orthogonale sur F. La suite (e,) est une base hilbertienne si et
seulement si F' = H, c’est-a-dire Pr = I, et le théoréme (?) montre que (a) est équivalent a
(b) et implique (c) et (d).
L’assertion (d) traduit le fait que pour tout = dans H, on a Pégalité ||z||* = || Pr (z)||* et par

suite ||z — Pp (z)|| = 0. Cela veut dire que Pr = I et donc F' = H.

3.3.6 Execices

Exercice 3.3.1 On considére l’espace vectoriel réel E des fonctions continues o valeurs
réelles sur lintervalle [—m,m]. Si f et g sont deux éléments de E, on définit le produit

scalaire sur E par

SO f(@)g(@)de
Soient (fg, f1, f2) les fonctions définies par fo () = 1, f1(z) = =, fo () = 22, pour tout
x € [—m, 7], et soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par { fo, f1, fo}. Déterminer une
base orthonormale de F' .

Solution
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Appliquons 'algorithme Porthonormalisation de Gram-Schmidt ‘a la famille { fy, f1, f2}. On

Vfoll = /7, (o @) dz = /], (1)? dz = V2x, donc

fo (JI) . 1

W@ =T8T = Vo

Posons ensuite

v = HQH ou Yy = fi — (f1,v0) vo
i) = |7 %xdz —0, Yi(z) = fi (x) — {fu,00)v0 (z) = 2
et
s 2 3
il = /S (@)% do = \@m,
alors

Ensuite, posons

Ys
byl

ona (fy,ve) = [ de = %\/ﬁwg (fa,v1) = [7
Y () = fo (x) = (f2,v1) v1 () — (fas vo) vo () = 2° — é7‘l’2
V2] = (Y2, Ya) = [T(a* = lﬁz)zdl’ = 275, donc

3 45

ou Yy = fo— (f2,v1) v1 — (f2,v0) vo

Vo =

3v5 (x2 — %2>
vz () = 2221

Les vecteurs (v, v1, v2) forment une base orthonormale de F', ces fonctions vérifient les égalités

suivantes pour x € [—m, 7:

ﬁ 3\/5(332—“3*2)

w(r) =7z, v@)=2, 0= e
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3.3.7 Systémes orthonormés complets dans des espaces concrets

Exemple 3.3.3 On note par (*(N,C) l’ensemble de toutes les suites complexes de carrés

sommables i.e.,

2(C) = {x (@) CC: S Jzal? < oo} |

n=1

muni du produit scalaire usuel:
+oo
<x,y>:: 2: Tnln
n=1
La famille (™), e+ otten := (0, ...,0,1,0,...), (oit chaque e(™ est la suite dont tous les termes

sont nuls sauf le n-iéme qui vaut 1.). est une base hilbertienne dénombrable de ¢*(N,C). En

effet, on a e = < ,(C"))keN* , en = { (1): Z;Z .

i) Vn,m € N*: n#m, ona (e, eMm) = Zek ek = 0.
ii) Vne N ona (e )= Eek"e") 1.

Ce qui montre que la famille (™), cxy est orthonormale.

iii) Montrons que la famille (¢(™),cx- est totale dans ¢(N, C).

Une famille orthonormale (e(™),,cy- est dite totale si I'unique élément € £2(N, C) orthogonal

A tous les e(™ est x = 0, c’est-a-dire si :

vz € (*(N,C), <x,e(”)> =0 YneN= 2z =0.

Supposons qu’un élément = € £2(N, C) est orthogonal a tous les e, c’est-a-dire que :

<me >—O VneN@Zxkek—mn—O Vn € N.

Ainsi La famille (e™),,en+ est totale dans £2(N, C), ce qui, combiné avec son orthonormalité,

prouve qu’elle constitue une base hilbertienne, et on a

+oo +oo
Ve e P(N,C):z =Y (z, e(")> e™ =3 z,e™
n=1 n=1
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Une autre base hilbertienne pour ¢*(N, C) est {e;, , k¥ € N.} ou

epr = (cos(#1), sin(f),0,0, ... )

ea = (—sin(fy), cos(61),0,0, .....)

es = (0,0,cos(fs), sin(fy),0,0, ... )
es = (0,0,—sin(0s),cos(f2) ,0,0, .....)

Exemple 3.3.4 Polynémes de Legendre

Prenons [ = [—1,1] et w = 1. La famille {z" , 0 < n} est totale dans l'espace de Hilbert

L*(I,dx) et le procédé d’orthogonalisation de Gram Schmidt donne

= 1,

= 2% —13, car <1,m2> =13 et <x,x2> =0

= 23— 5377 car <x,:c3> - % et <x2’$2> - g

()

pi(z) = =z, car (x,1)=0
()
()

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne l’expression de p, pour tout entier

n > 0.

Théoréme 3.3.6 Pour tout entier n, p, est un polynéme unitaire de degré n et on a

n! d" 9 n
Pn () = i (7= 1))

Il est clair que la formule de Rodrigues est vraie pour py et p;. D’autre part, comme (2% —1)"
est un polynoéme de degré 2n, sa

dérivée d’ordre n est un polynome de degré n, qui a la méme parité que n et on vérifie
facilement que le coefficient (2”—”'), a été choisi de facon que son terme de plus haut degré
soit z". Compte tenu de l'unicité, il reste & démontrer que les polynomes définis par le

second membre sont orthogonaux deux a deux, ce que I'on vérifie par intégrations par parties

successives. En effet, pour deux entiers n > m
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n! " ny d” 2 m
o) = st g (@ = 10) 2 (02 = 1)) do
(n )(m') dm

= (="

((wQ—l)m)d:U:Ocarn~l—m>2m

( ) (2m) f 1 (.77 - 1) dxn+m

La formule de Rodrigues est ainsi prouvée.
Les polyndémes de Legendre, que nous désignerons dans la suite par une lettre majuscule P,,
sont proportionnels aux polynémes p,, et normalisés de fagon que P, (1) soit égal a 1. Ils sont

donc donnés, grace a la formule de Rodrigues, par

1 d n (2n!)
P, (z) = — ((#2 -1 W (z), n=0,1,2, ...
() 27 (nl) dz" ((x ) ) 27 (n )2]? (), n
Théoréme 3.3.7 Pour tout entier n > 0, on a ||P,||> = =2

(2n+1)°

Démonstration. En effet, un calcul simple d’intégrales donne

1 n 1 n!
[ Po () atde = 55 [~ (1 — 2?)" do = 2" (2(77,—21)'

Comme on sait que P, est de la forme:

P, () = (2n)!

o (n!)?

ol R, est un polynome de degré strictement plus petit que n, on en déduit que (P,, R,) =0

"+ R, (x)

et par suite

1 (2n)! (n!)? 2
P = 2"t = :

Complétude des polynémes de Legendre

Un ensemble {f,, , n € N} est complet dans L?*([—1,1]) si 'unique fonction f € L*([—1,1])
qui est orthogonale & tous les P, est la fonction nulle.

Autrement dit, si f est telle que :

(f,P,) =0, Vn >0,

alors f = 0 presque partout. Or, d’aprés le théoréeme de densité de Weierstrass, les polyn-
omes sont denses dans C' ([—1,1]) (ensemble des fonctions continues). Et comme C ([—1, 1])
est dense dans L?([—1,1]), cela implique que les polynomes de Legendre forment une base

hilbertienne.
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Théoréme 3.3.8 Soit [a,b] un intervalle fermé borné et [ une fonction dans C ([a,b]).

Alors pour tout € > 0, il existe un entier n € N et un polynéme p € P, tels que

If =Pl <e

Théoréme 3.3.9 La suite des polynomes de Legendre (P,) est une base orthogonale de
Uespace L?([—1,1]). Toute fonction f de L*([—1,1]) se développe de fagon unique sous la
forme

_2n+1
2

fzicn(f)Pn avec ¢, (f) (f.P.)

ou la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

N
N ’ f= 2 ()
On a de plus 'égalité de Parseval
P @) o — 2 5T I O
- n=0 2n +1

Exemple 3.3.5 On considére la famille de fonctions de Hermite orthonormées définies par

1 22
hp(x) = ———=€" 2 H,(z),neN

V2"nl\/T

ou H, (x) sont les polynomes de Hermite, définis par la relation de récurrence :

Hy(z) = 1,H(z)=2z.
H,1(x) = 2zH,(x)—2nH, ().

est une base hilbertienne.

Khelili Besma Univ-Skikda



3.4 Série de Fourier 79

3.4 Série de Fourier

3.4.1 La base hilbertienne trigonométrique

Dans ce paragraphe nous donnons une premiére application de la théorie des espaces de
Hilbert.
On va étudier dans ce paragraphe l'espace L? ([0,27]), muni du produit scalaire et norme

sont donnés par

1 2w

(f.g) = ft)g(t)dt

%0

1 T
I8 = (5oh1f R )

Pour tout n € Z, on désigne par e, la fonction définie sur R a valeurs dans C par

en (x) = (2#)_% e ne.

Les fonctions (e,) constituent une famille orthonormale et nous allons montrer que c’est une

base hilbertienne de L? ([0, 27]).
Théoréme 3.4.1 La suite (e,)nez est une base orthonormale de L? ([0, 27]).

Démonstration. Pour montrer que notre suite est totale, il suffit de montrer que toute
fonction f continue et périodique (c’est-a-dire vérifiant
f(0) = f(2m) ) est limite uniforme de polynémes trigonométriques, ou combinaisons linéaires

finies de fonctions e,, .

En effet, on sait que les fonctions 27-périodiques et continues sur [0, 27] constituent un sous-
espace vectoriel dense de L? ([0, 27]), cela veut dire que pour tout élément f de L? ([0, 27]) et
tout € > 0, il existe une fonction g, 2r-périodique et continue sur [0, 27| telle que || f — P||, <
¢ donc il existe un polynome trigonométrique P tel que || f — P, <e.

A fortiori, on a ||f — P||, (c’est ce quon exprime en disant que la convergence uniforme
implique la convergence en moyenne quadratique). On en déduit, en utilisant 'inégalité

triangulaire, que

If = Plly < 2¢
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Les polynomes trigonométriques sont donc denses dans l'espace L? ([0, 27]), ce qui traduit le

fait que la suite (e,), n € Z, est totale dans L? (|0, 27]) et en est donc une base hilbertienne.

Théoréme 3.4.2 La suite (e,), n € Z, est une base hilbertienne de l’espace L? ([0,27]). La
série de Fourier d’une fonction f de L? ([0,27]) est convergente dans L* ([0, 27]) et sa somme

est égale o f , c’est-a-dire

lim

n—--—4oo

f= 20 a(f)ex

k|<n

=0 ou e (f)=(fen) .

De plus, pour deux fonctions f et g dans L? ([0, 27]), on a les formules de Parseval

2= Sl (DI et o= 27 (1) g Dt = 3 en () en (F)

0
neZ 27 nez

Lorsque 'on s’occupe de fonctions réelles et que 'on utilise les coefficients de Fourier a,, (f)

et b, (f), oul'on a posé

a0 () = o 7 f () do,

:%0

et pout n >0

a, (f) = % OZWf (x)cos (nz)dx et b, (f)= % O%f (x)sin (nx) dx

les relations précédentes s’écrivent:

IF18 = Jao ()P + 5 3 [lan (DI + 16 ()F]

(F.9) = ao(Dao (@) +5 3 an () 9) +bo ()0 (9)

Corollaire 3.4.1 Soit f un élément de L*([0,27]. Dans [’ensemble des polynomes trigo-
nométriques P de degré inférieur ou égal a n, le polynéme de Fourier S, f = Z|k|§n cx (f) ey réalise

le minimum de || f — P||,, et il est le seul a avoir cette propriété.

Démonstration. L’ensemble P, des polynémes trigonométriques de degré inférieur ou égal
a n est un sous-espace vectoriel de L?([0,27] engendré par la famille {e;, |k| < n}. Le
polynome de Fourier S, f est la projection orthogonale de f sur P,, d’ou le résultat.

0
arda a 4
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@R = X e
V@@ = Sed,

ol les ¢ et d sont respectivement les coefficients de Fourier de f et g .

Exercice 3.4.1 On munit I = [—n,n| de la mesure de lebesgue et on considére l’espace
L3(I) des fonctions réelles de carré intégrable sur I, sur lequel on définit le produit scalaire

usuel (f,g) f f(z)g(x)dx. On rappelle que la famille

N

S = {L%, %\/’?, CO?};I ,n > 1} constitue une base hilbertienne de 'espace de Hilbert L?(1)

ot que || fll; = [T, (f (2))* do
i) Calculer <a:, \/%7>, <x Suiyix)> et < %\/Qf)>

n k sin(kx
x+ Y (—1) %

ii) Montrer que — 0 lorsque n — +o00.

k=1 2
+oo 5
iii) Calculer ||z]|,, puis utiliser I'égalité de Bessel-Parceval pour montrer que Y & = =
n=1

Solution

i) Les quantités a calculer sont les coéficients de la fonction f(z) = z sur la base hilbertienne

donnée. les calculs sont élémentaires:

1\ 1 _
<£L’,—27r>— a:rdx 0,

sin(nz) \ __ 7™ zsin(nz) _ 1 | —==zcos(nzx) T
(022 ) = [T, 2250dr = g [zt

(_1)n+1 M
<x —COS(”$)> =[" zeos(ne) g — L [—“in(m)r + - [T sin (nz)dx =0
NV -1 7 NS n o ny/md—m :

IT) Comme la fonction f(z) = x est dans L?(I), elle s’écrit dans la base hilbertienne S |

gl cos (na)do = o [renten]

+o0o
=3 (2,0,) ¢, ,avec @, € 5.
n=0
= 12 1si
On obtient z = 3 (—1)"* ‘fsm ) — 9 Z (—1)"* w Ces’égalités étant au sens de
n=1 n=1

L3(I), cela signifie que la série 2 Z (=1)"*! M converge dans I’espace normé L?(I)
n=1
vers la fonction x. Et cela s’écrit
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k41 8in (k)

x—Qé(—l) .

— 0 lorsque n — +o0.
2

2
iii) On a |jz]|} = f z?dr = 273, D’autre part, d’apres la formule de Bessel-Parceval on a,

2 +oo
|z = Z ‘< sin(ne >‘ = > %%, (les autres termes sont nuls d’apres i) ). On a donc

n=1
2,3 +°o 4 =2 2
o T 2 : 52 P 2 T
3T = o On en déduit I'égalité demandée 21 5=
n= n=

Exercice 3.4.2 On munit L*([—1,1]) du produit scalaire {f,g) = fjlf () g (x)dx

\/Li’ X Sret X, = 2\\@ (32% — 1) sont orthogonaux

deux a deux. Calculer la norme || X;||, de

1. Vérifier que les polynémes Xy =

X1 dans L*([-1,1]) .

2. Soit V' le sous espace vectoriel de L?([—1,1]) engendré par {Xo, X;, X5} et soit P la
projection orthogonale de L?*([—1,1]) sur V.

Calculer P(z?%).

Solution Il faut vérifier que (X;, X;) f X ( (x) dxz = 0, pour tout i # j = 0,1,2. On
a

(Xo, X1) = f_ll\/Tgxdx =0, (X1, Xy) = fﬂ@x 322 —1)dz = 0.

Le calcul de la norme de X; dans L2([—1,1]) donne || X3 = (X1, X)) = f_ll ( %x>2da: =

1, dou || X]|, = 1.

2. On a d’apres le cours P (f) = (f, Xo) Xo + (f, X1) Xi + (f, X2) X5 , pour tout f €
L*([-1,1]).

i. Pour f(z) = 23, on a (2% X;) = f_ll%dx =0, (23 X;) f \/7$dac = 6
(23, X5) = fflx:”ﬁ (322 —1)dx =0

On en déduit P (23) = X8, /32 = 3z
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3.5 Exercices

3.5.1 TD1: normes, équivalence des normes, ouvert, fermé, ad-
hérence.

Série 1

Exercice 1: Soient l'espace F' = C! ([-1,1],R) , et N; I'application définie sur F par

Ni(f) =1 (0)|+ sup

z€[—1,1]

1 (@)
1. Montrer que N; est une norme sur E.

Exercice 2: Soit £ = C'([0,1],R). On définit pour f € E,

1
N (f) = [z |f ()| da.
0
1. Montrer que N; est une norme sur F.

2. Sur M,, (R), on note pour A = (aij)lgijgn e M, (R),

N3 (A) =tr (A*) et Ni(A)= max |a;|.

1<i,j<n
Dire (et le montrer) si N3 et Ny sont des normes.

Exercice 3:

3. Soient E et F' deux k-ev, ||.|| une norme sur F, f € L(E,F) et N :E — R tel que

zr—[lf (@) p-

Trouver une CNS sur f pour que N soit une norme sur F.

4. Soient aq, ..., a, des réels et N : R” — R définie par

N (21,29, ..., xy) = aq |x1| + ... + an 20| -
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Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les a; pour que N soit une norme
sur R".
Exercice 4:

On définit sur R? les 3 application suivantes

Ni((z,9) = lal +lyl, Nz ((z,)) = /a2 +y? et Neo ((2,y)) = max {|a], |y}

1. Montrer que N, est une norme.

On admet que N; et N, définissent deux normes sur R2.

2. Prouver que No ((,y)) < Na ((2,9)) < N1 ((2,9)) < 2N ((z,9))

On munit R? de la norme euclidienne Ny ((,)) = /22 + 42, et on considére la partie

A ={(x,sin(x)), = e€R}

La partie A est-elle ouverte, est-elle fermée? Justifier.
Exercice 5:

Soit a > 0. Pour P € R[X] , on définit

1. Démontrer que N, est une norme sur R [X].
2. Soit a,b >0 avec a < b et b > 1. Démontrer que N, et N, ne sont pas équivalentes.

3. Démontrer que si (a,b) € [0,1]%, alors N, et N, sont équivalentes.

Exercice 6:

Soit £ = R [X] l'espace vectoriel des polyndémes. On définit sur E trois normes par, si
p ,
P = Z ain:
i=0
, b b
Ni(P) =) lail , N2(P) = | lail"| , Noo(P)= max|as.
i=0 i=0

0<i<p

Veérifier qu’il s’agit de 3 normes sur R [X]. Sont-elles équivalentes deux a deux?
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+00
Exercice 7: Soit £ 'ensemble des suites (a,),>0 de C telles que la série Y |a,| converge.

n=0
Si a = (an)n>0 appartient & £, on pose

+oo
lall = 22 lan]
n=0
a) Montrer que ||.|| est une norme sur E.
b) Soit

F—{aeE / Jioan—l}

n=0
L’ensemble F est-il ouvert 7 fermé ? borné 7

Exercice 9:

Soit E = C (]0,1],R). On pose

O={fecE, f(1)>0} eth{feE/fO%f(wdtgo}.
1. Est-ce que O est un ouvert de (E, |.||)? de (E,].]|;)?
2. Est-ce que F est un fermé de(E, ||.||.)? de (£, ||.||;)?

3.5.2 TD2 : Application continue

Exercice 1:

On munit £ = C ([-1,1],R) de la norme:

1
=11l = fl |f ()] da.
On consideére la suite de fonctions (f,),,-, définie par

0 si—-1<t<
nt  si O0<t<
<

(Vn > 0) fn(x) =

1. Montrer que la suite (f,),~, est de Cauchy dans [C ([-1,1],R),|.[/,] -
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2. Montrer qu'il n’existe pas de fonction f € C'([-1,1],R) telle que || f, — f||; — 0 quand

n — +00.
Que peut-on en conclure sur 'espace [C ([-1,1],R), ||.||,].

3. Montrer que la suite (f,),>, n’est pas une suite de Cauchy dans [C'([-1,1],R), ||| oc]
4. Montrer que [C ([—1,1],R), ||.|| oo] est un espace complet (espace de Banach) .

5. Soit [? (N,C) = {x = (Th)ps0, 7k €C, kEN/ 37 |lz|” < oo} muni du produit scalaire

k=0

<Z’, y) = E -fk%
k=0
Montrer que /% (N, C) est un espace de Hilbert.
Exercice 2:
Déterminer si les applications linéaires suivantes sont continues, et si oui calculer leur norme:
E = C([0,1]) muni de |||, et F = C*([0,1]) muni de ||fll = |fllo + ||f ]| - Soit T :
E — F défini par T'f (z) = [ f (¢)dt.
0

E = R[X] muni de || apX*

k>0

= 2 lax| et T (E ) — (B ), PX)r—

k>0

P(X+1).

E = M, (R) muni de lanorme NV définie pour tout A = (a;;), ., ;-, par N (A) = sup { > |aij|}

1<i<n | j=1

et Tr: E — R défini par Tr(A) = > ay.
i=1

Exercice 3: Soit £ = [?(N,C) = {x = (T1)ogs Tk €C, kEN/ Y ] < oo} muni
- k=0
du produit scalaire

k=0

Pour v € I? (N, C), on définit ¢ : F — C par

®© u,
olw) =2 =

1. Montrer que ¢ est une forme linéaire continue sur E.
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Exercice 4:

1. Montrer que les applications linéaires suivantes sont continues,

T2 (C([0,1],R), |.]l,) — R, Ta () = [ytf (t)dt

T : (C([0,1],R), | llo) — R, T5.(f) = f (1) = £(2)

2. Calculer ||T1]| et || T3]

Exercice 5:On prend £ = C([0,1],R), muni de la norme uniforme. On considére la forme

linéaire

p:E— R
définie par

1 0

o= [ 1w~ [raya seE
0 S
a) Montrer que ¢ est continue et calculer ||p||- (pour Iégalité considérer la suite f,(x) =
1 pour % <t<1l, fa(t)=—=1pour —1<t< —% et fn(t) = nt pour —% <t< %)
+oo
Exercice 6: Soit £ 'ensemble des suites (a,),>0 de C telles que la série Y |a,| converge.

n=0
Si a = (an)n>0 appartient & £, on pose

+00
lall = > [an]
n=0
Soit

F:{aeE/ Jioanzl}

n=0

L’ensemble F est-il ouvert 7 fermé ? borné 7
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Exercice 7:

Soit £ = C ([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme || f||_ = sup |f (z)].
z€[0,1]
Soit o un point de [0, 1]. Montrer que 'application

¢, : FE—C
f— 0, (f) = f(a)

est continue sur F.

Soit A={feE/ f(0)=[f(1) }
1. Montrer que A est fermé.

2. Montrer que A n’est pas ouvert.

1. Montrer que les applications linéaires suivantes sont continues,

T (C(0.1).R). L)) — R, To () = fotf (1) di

To: (C([0,1],R),[l.]l.) — R, T5(f) = f(1) = f(2)
2. Calculer ||T}]] et ||T3]].

3.5.3 TD 3: Produit scalaire, Cauchy-Schwarz, projection ortho-
gonale.

Série 3

Exercice 1:
Démontrer que les formule suivantes définissent des produits scalaires sur I’espace vectoriel
associé:

1. Soit I?(N,C) = {x = (Tr)0, Tk €C, kEN/ 37 |zi|* < oo} :

k=0
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On définit une application (.,.) : I*(N,C) x i? (N,C) — C par

k=0

2. pour A, B € M,, (R), on définit

(A, B) =tr ("AB)

3. Soit n € N* et on définit une application (.,.) : (R[X])* = C par

(P, Q) = % S5 P(e”)Q (e do
Exercice 2
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz - on précisera ’espace préhilbertien (E, (.,.)) dans
lequel on travaille et les vecteurs de E concernés - établir les inégalités suivantes et en étudier

les cas d’égalité :

1. Montrer que pour tout entier n > 1, on a :

n n(n+1)
kz:;lk;ﬁg W\/Qn#—l

2. VM € M, (R), (tr (M))* < n.tr(*M.M).

3. Soit f € C* ([a,b],R) telle que f (a) = 0. Montrer que

b 2 (b—a)2 b
i< O ()

f’(t)rdt).

S=

4. On se donne (1,1, ...,T,) € (Ri)n et on pose GG, = (H a:k>
k=1
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Montrer que Y In* (7)) > nln® (G,,).
k=1
Exercice 3: Soit (F, |.||) un espace de Banach réel. On suppose que sa norme vérifie

I’identité du parallélogramme:

(V(z,9) € Ex E) Na+yl” +lle—yl* =2 (=] + llyl) -

Soit ’application définie par

(,): ExE—R

1
(@) = 5 [l +yl” =l = llylF]

Vérifier que c’est un produit scalaire tel que (Va € E) (z,z) = ||z||*. Pour cela, vérifier pour

(z,9,2) € E3 et a € R quelconques les identités suivantes:

i) (z,y) = (y,7), (v, —y) = — (z,9) et (z,2y) = 2(x,y).

ii) (r+y,2) = (z,2) + (y,2) ( considérer Iidentité du parallélogramme avec (z,y), puis

(x4 2,y + 2) et enfin (x +y+ 2,2).

iii) (az,y) = a (x,y) ( considérer d’abord le cas a € N, puis a € Z, puis @ € Q,et enfin
a € R).

En déduire que (F, (.,.)) est un espace de Hilbert.
Exercice 4:

1. L'espace LP (R) = {f :R—C/ [.|f(2)["dz < co } muni de la norme usuelle

3=

I£1l, = (Jz1£1°)

est-il un espace préhilbertien ?, est-il un espace de Hilbert 7

avec 1 <p.

2. Montrer que dans I’espace normé (C ([0, 1] ,R), ||.|| ) I'identité du parallélogramme n’est

pas vérifiée . En déduire que (C ([0,1],R),||.||,,) n’est pas un espace de Hilbert.
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Exercice 5:

Soit L? ([0, 7], R) muni du produit scalaire

gy =Jy f(@)g(x)dz

1. Calculer la projection orthogonale du point cos (x) sur Ry [X].

2. Calculer I= (albr)lefR2f0 |cos (z) — (az + b)|* dx
3. Calculer I= ( 11)1fR f zsin (t) + ycos(t) — ) dt
z,y)ER2

Exercice 6:

I Soit £ = {f 0,1] =R/ fo tf (1)) dt < oo } muni du produit scalaire

(f,g) = [y 2F (t) g (t) dt

Calculer

1
inf [t*(Int — at — b)* dt,

(a,b)€R20

IT On considere l'espace £ = Ry [X]| @ Vect {fo} o fy est la fonction définie par fj (z) = e”.

1
On admettra sans démonstration que < f,g > = [ f (z) g (z) dx est un produit scalaire sur

E.

Le but de 'exercice est de déterminer o = ( 1bnfR2 f e — azx — b|* dz.
ab)e

1. Donner une base orthonormée (Qo, Q1) de R; [X] pour ce produit scalaire.

2. Calculer (fo, Qo) (fo, Q1) et || fol|”. En déduire que

2 —e2 2 el —e2 2
oa=—— \/6671) — (—> = —Te 2 4+1.
2 ( V2

Khelili Besma Univ-Skikda




3.5 Exercices 92

Exercice 7:

Soit £ = M, (R) est muni du produit scalaire:
(A, B) = tr <At.B> .
Soit S, (R) ={A €M, (R): A"=A} et A4, (R)={AeM,(R): A'=-A}.

1. Montrer que M, (R) =S, (R) @ A, (R) et [S,(R)]" = A, (R).
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3.5.4 TD 4: Orthogonale, Systhéme orthogonales. Bases hilber-
tiennes.

Exercice 1:

Dans R? muni du produit scalaire usuel, on considére le sous espace vectoriel :

F={(z,y,2) eR*/y+2z=0etz—2=0}
1. Déterminer F+
2. Déterminer une base orthonormée de F*.

3. Trouver les projections orthogonales sur F' et F'* d'un point u = (1,1,1) de R3.
Exercice 2:
Soit £ =Ry [X], et soit (.,.) définie sur Ry [X]| X Ry [X] par

V(P,Q) € Ry [X] x Ry [X], (P,Q)=P(0)QO)+P(1LQ1)+P(2)Q(2)
1. Montrer que (.,.) est un produit scalaire.
Soit FF'={P € E/ P (0)= 0} sous espace vectoriel de E

2. Montrer que F' = Vect{X, X?}

3. Déterminer par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, une base orthonormale

de F' relativement au produit scalaire.

Exercice 3 Soit £ = R [X] muni du produit scalaire

e,
<p7Q>_f—1 md

3. Soit n € N, pour z € [~1,1], T}, () = cos (narccos (x)). Montrer que la famille (7},),, .y

est orthogonale pour le produit scalaire (., .).
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Exercice 4: Soit H = L? ([0, 27],C) muni du produit scalaire (f, g) f f(x

On note ¢y (v) = &=, et pour n > 1: e, () = %\/’;ﬁ””) et f(x) = S‘“yi””) Ils engendrent les

sous-espaces vectoriels de dimension finie : F,, = Vect {eg, €1,...,en, f1, fo,..es [u}

1. Vérifier que pour tout n entier, {eg, €1....,€n, f1, fo,..., fn,...} est une base hilbertienne

de L?([0,27],C).

27w _ .
2. Montrer que f eltim gy = g +;21—i n(1e+n21) et en déduire les valeurs de <e""3, \/Lz?> , <el‘, —S“i%z)> :

x cos(nz)
<e A >pourn> 1.

tend vers 0 lorsque n —
2

3. Montrer que

n n
e — 62”7—1 (% + ’;1 1_i_%cos (k‘l‘) — ];1 1_‘_%Sin (kx))

“+00.

n
z||2 Ac1e 1 1 _me?41
4. Calculer [|e”[|; et en déduire que 5 + ch1 T = b

3.5.5 Solutions d’exercices du chapitre 1

Exercice 1.5.1

1. Pour tout f € FE, on a:

No () = 1fllow + Jo 1F " OVt < W fllag + Jo 1 oo @8 < 1 fllg +11f “lloe = N2 ()

Montrons qu'il n’existe aucune constante 5 > 0 telle que pour tout f € F, on ait Ny (f) <

BNy (f). Pour tout n > 1, soit g, la fonction continue sur [0,1] définie par g, (t) =
n sit=0
—n*t+nsi te0,1] .

0 site L 1]
Pour tout z € [0,1], soit f, (z) = [ygn(t)dt, alors f € E, et ona f,/ = g,. On a
N1 (fn) = [l fullo + Hf oo =5 +net anH
fo |, ()] dt = fo t)dt = fo t)dt = 3, donc on a N, (f,) = 1. Par conséquent, il

n’existe aucune constante § > 0 telle que pour tout f € F, on ait Ny (f) < SNs (f). Donc
N7 et N; ne sont pas équivalentes.

Pour tout n > 2, soit f,, la fonction continue sur [0, 1] définie par
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0 sitel0,3—2]
(0= n(e- (5= ) s fefio by
1 site[s1]
Alors la suite (hy,), oy = 2 est de Cauchy dans l'espace normé (C' ([0, 1]) -1l ), ou ||h]|; =
fo | (t)] dt, pour tout h € C([0,1]). Pour tout z € [0,1], soit f,(x) = [ hn(t)dt alors
fn€ Eetona f,=h,.Ona
1
fo |fn, (t) |dt fo ‘h P, (t)| dt = ||hn - hm”l

et

() = S (O < S b (8) — B (O] dt < [ Vo () = By ()] = [, — ]
Dot No(fn — fm) < 2||hn — hill;- Donc la suite (f,),, est de Cauchy dans (£, Na).
Montrons que (fy),~, ne converge pas dans (F, Na). Supposons le contraire, alors il existerait
f € E telle que nin—&oo (N2 (fn— f)) =0. D’otton a

lim [ |hy ( '(t)|dt:n£n+1wf01\fn'(t>—f'(mdt:o.

n—--400
Soit z € ]0,1] , alors on a liIE Iy 1ha (£) = £ ()] dt = 0. Comme il existe N € N tel que
pour tout n > N, on ait h,, (t) = 0 sur l'intervalle
1

[0, 2], on en déduit que f(t) = 0 sur I'intervalle [0, z]. Par conséquent, pour tout ¢t € [0, 5 [,

ona f'(t) =0. On a aussi:

L= f'@)|dt = f o () = " (B)] dt et lim [ (8) = F ' ()] dt =0

d’ou ff |1 — f/(t)|dt = 0. Par conséquent, pour tout ¢ € [5,1], on a f’(¢) = 1. Donc

1 , ce qui contredit ’hypothése sur f. Par conséquent, (F, Ns) n’est

f/ n’est pas continue en =
pas un espace de Banach.

Exercice 1.5.2

1. Clest clair.

2. Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, alors les deux normes ||.||, et ||.]|,
sont équivalentes et toute boule fermée pour chacune de deux normes est compacte dans

E. Si (Pg);o est une suite bornée dans (E, |.||,), alors (F),, est une suite bornée
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dans (E, ||.||,)- Donc la suite (F),, admet une sous-suite convergente dans(E, |||, )-

Exercice 1.5.3 Soit (,,),.y € X une suite de Cauchy. Pour tout x € X nous avons
|Z|| = inf{||z|| / z—2 €Y}, dou il résulte que ||Z|| < ||z|| pour tout x € X. Puisque

(#n),eny € X est une suite de Cauchy, il en découle de cette inégalité que la suite (7;,),,cy €

X/Y est aussi une suite de Cauchy. Il existe donc un z € X tel que lirE |z, —Z|| =0,
n—r0oo
c’est-a-dire lin}r |, — z|| = 0. Or, si ||a,|| — 0, alors il existe une sous-suite (14),cy
n—- 00

de N telle que |lay, || < Vn € N. D’apres la définition de la norme quotient, on en

2n7
1

57, v € N. Pour tous m,n € N,

déduit qu'il existe y, € Y tel que |[(xg, — 2) + vl <

on a [lyn = ymll < llyn + (@, = 2 + ll2r, = 2r || + |28, = 2) + ymll, et par conséquent,

hm+ |Yn — Ym|| = 0. Puisque Y iest complet, il en résulte qu'il existe y € Y tel que
n,m—s—+00

lim y, =y. Etant donné que lim ||(z4, — 2) + yn|| = 0 on en déduit que lim zy, =
n—--+400 n—--+400 n—>--+400

—y + z. Ainsi, la suite de Cauchy (z,), .y contient une sous-suite convergente, et donc la

suite (xy),cy converge vers —y -+ z.

3.5.6 Solutions d’exercices du chapitre 2

Exercice 2.3.1 D’une part, il est facile de voir que 1" est linéaire. Ensuite, prenons u € FE.
Alors, pour tout n € N,

Up,

1 n
Tu| = ‘ < — Z |ug| < > Ml = llully
+ 120 +1k=0

Ceci prouve d’une part que T'(u) € E et donc que T est un endomorphisme de F et d’autre

part que T est continue avec ||T|| < 1.
De plus, si on choisit v la suite constante égale a 1, alors T (v) = v et donc || 7' (v) ||o=

L. |jv] ., dou

ITles > T

|T|= sup = 1. Ceci prouve que || T ||> 1 et finalement que || T" ||= 1.
UEE—{UE}

Exercice 2.3.2

1. ¢ est clairement une application linéaire. On a

(0 f) (2)] < t)dt‘ S/Omlf(lﬁ)ldlﬁé/O [F @) dt <[ fI]; -

On en déduit que
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le (DI, =/0 (of) (@) dz < ||,

Ainsi, ¢ est continue.
2. Onag(f,)(x)= [fne™dt=1—e " et |ful; =1—e"
De plus,

1—e™

n

el = [ (1=em)do=1-

donc

I EIAT . =
TN T 1—e

D’aprés la question 1, pour tout f € E, [[¢ (f)|; < |Ifll; alors ||¢]| < 1. ce qui prouve

— 1 lorsque n — +00.

finalement que || ¢ ||= 1.
Exercice 2.3.3

Pour montrer que ¢ est continue, il suffit de trouver une constante ¢ > 0 telle que, pour tout

UGE(),

o ()] < cllully -

En effet, pour une suite v = (u,,), -y de ¢o, nous avons:

neN

—+o00

u 400 |U |
o) =[S < 3oLl
n=1 n=1
Comme | u, |<|| © ||« pour tout n, il vient :
+o0 1
o)l <l Y 5
n=1
+00 1
Or, la série géométrique Y 5 = 21 = 1. On en déduit que o (u)] < [ul .
n=1 2
Ainsi, ¢ est bornée avec ¢ = 1 et donc continue.
Calcul de la norme de ¢. La norme d’une forme linéaire ¢ est définie par ||¢|| = sup lo(u)

wenoty ey e

Nous avons déja montré que pour tout u € co, ¢ (u)| < |lul|,, donc ||¢| < 1.
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Pour tout entier N > 1, considérons la suite v = (v,), -, définie par

_J 1 st 1<n<N,
=910 si n>N.

Alors, || v [|o=1 et

N1

En faisant tendre N vers l'infini, on obtient

i e () =1.

donc

o () _

oo | v {loo

>
el > 1

Alors ||¢|| = 1.

Exercice 2.3.4 On prouve que T est continue en utilisant 1’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1], = /!f |dt<</ £ |dt);(/Ollg(t)|2dt);=cllf||2

avec ¢ = ( fol lg ()7 dt) E. c est bien un réel fini, car ¢ est continue sur [0, 1], donc bornée, et

onac<|glc-

3.5.7 Solutions d’exercices du chapitre 3

Cauchy-Schwarz

Exercice 3.2.1 On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les vecteurs

D’apres Cauchy-Schwarz :

on obtient
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Exercice 3.2.2 On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les vecteurs A = (21, x, ..., Tp,)

et B=(1,1,..1) daﬁif{;ﬁ _ (;;% _1)2 < <i (:Jci)Q) (Zé (1)2)

1=1

d’ou

<i mi)2 <n i (z:)°.

i=1 '

Exercice 3.2.3(Orthogonale F1)

Soit ¢ € F*. Remarquons que la fonction h définie par h(x) = zg(z) est dans F. On
en déduit que (g,h) = 0, ce qui donne folxg2(x)da: = 0. Or, la fonction z — zg¢*(z) est
positive et continue sur [0, 1]. Puisque son intégrale est nulle, c’est qu’il s’agit de la fonction
identiquement nulle.

Ainsi, pour tout x > 0, on a g(z) = 0. Maintenant, g est continue, et donc on obtient que g

est identiquement nulle. Ainsi, F+ = {0}.

Exercice 3.2.4 (La projection orthogonale) Posons H = C([0,1]) muni du produit scalaire

(f.9) = Jy | () g () de.
Posons f () =22, g(z) =ax +0b, fo (x) =1, fi () =z et F =vect{fy, f1}. Ona

S (@ —az —b)de = [} (f (2) — g (2)2dz = || f — gl

Mais on sait que ) 9
inf [ f —glI” = If — Pr ()l
geF

ou Pr (f) est la projection orthogonale de f sur F'. 1l s’agit donc de calculer cette projection.

on sait que

Pr(f) € F <& Pp(f)=aor+ b,
f=Pr(f)LF & (f—=Pr(f), fo)=0et (f = Pr(f),f1)=0

d’ou

fol (* — apx — by) 1dz = 0

fol (x2 — Qox — bo) zdr = 0
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qui permet de calculer ag, by, on trouve que Pr (f) = x — % donc |22 — p (z%)]] = =.
Exercice 3.2.5 (Supplémentaire orthogonal) On a:

VfePetVgel, (f,g)=0,
car le produit ¢ — f(t)g(t) est impair et pair sur un intervalle symétrique par rapport a 0.
Ainsi P C I+.
Inversement, soit h € I*. On sait P ® I = E donc on peut écrire h = f + g avec f € P et
gel.

On a (h,g) = (f,9) + (9,9). Or (h,g) =0et (f,g) =0 donc (g,9) = 0 d’out g = 0.
Ainsi h = f € P puis I+ C P. On conclut.

Exercice 3.2.6 (Théoréme de représentation de Riesz—Fisher).

1. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a en effet:

+oo 2
Ceci entraine que ¢ est continue (elle est clairement linéaire) et que ||¢|| < <Z #) .

n=1

N

+o0o un

n=1

2. Supposons qu'il existe u,, tel élément a = (a,). Appliquant ¢ au k-iéme élément de la
base canonique de ¢? | ¢;, = (0,...,0,1,0,...) on obtient a; = % pour k > 1. Cette suite

n’est pas dans F.

3. E n’est pas complet, car la réponse a la question précédente va a I’encontre du théoréme

de représentation de Riesz.
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3.5.8 Examens

Examens final 3¢ Année LMD Maths 2019/2018 (UNIVERSITE 20 AOUT 1955-

SKIKDA )
MODULE: Espaces Vectoriels Normés

Questions de cours:(6 pts)

1. Enoncer l'identité de Bessel-Parceval.

2. Soit H un espace de Hilbert et {e,},en une famille orthonormée.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a. {ey}nen est une base hilbertienne.

1. b. Pourtoutx € Hyx= ) (z,e,) e,

neN

Exercice 1:(8 pts)

Soit £ = My (R) muni du produit scalaire

(A, B) = Tr (A'B)

Soit

est un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Ms (R)

2. Montrer que F' =Vect{A, B},ou A= {(1) (1)} et B = [ 0
par Aet B)

3. Déterminet F*.

4. Soit

-1 0

1 } , c-a~d ( F engendré
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10 0
V:Vect{[o _1], [1

4.1 Déterminer une base orthonormée de V.

] } un sous-espace vectoriel de F.

O =

4.2 Calculer la projection de D = [ } } } sur V.
Exercice 2:(6 pts)
Soit I*° = {z = (zn),cy» @n € R/ (x,) bornée}, muni de la norme ||z| = sup |z,
neN
On considére 'application
T:1*° —R,
+oo 1
rr—T(x)=> —x,
n=0 2n
+o0o
1. Montrer que T" est bien définie, ¢’est-a-dire que la série ) Q%wn est convergente.
n=0

2. Montrer que T est linéaire et continue

3. Montrer que ||T|| = 2.

+o0o
Soit F' = {x = (@n)peny €1/ Y 52, =0 }
n=0

4. Montrer que F' est un fermé de [*°.
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Examens final 3™ Année LMD Maths 2024/2023 (UNIVERSITE 20 AOUT 1955-
SKIKDA )

MODULE: Espaces Vectoriels Normés

Exercice 1

Soient l'espace E = C* ([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme |||, défini

par,

sup |f ()|, Vfe€E,

z€[0,1]

et le produit scalaire

(f,9) = Jy f(z)g(z)dx pour f,g € C*([0,1],R).

Considérons 'application N : E — R définie par

Pour f € FE, on pose

1
2

v = (R (1 @) o)
1. Démontrer que N est une norme sur F.

2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que

fgf’@)dt) <Vzf? (f/(t))th, Vo e [0,1], Vf € C1([0,1],R).

3. Démontrer que, pour tout f € E, || f |o< V2N (f).
4. Démontrer qu'il n’existe pas de constante ¢ > 0 telle que N(f) < ¢ || f ||, €t les deux
normes N et .|| € £ ne sont pas équivalentes.

sin(nmz)

Utiliser la suite des fonctions (f,),cy. définie par: f, (z) = =

Exercice 2

Soit £ = C'(]0,1] ,R) que 'on munit de la norme

£l = fil |f ()| dz, f € E.
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Soit T' 'endomorphisme de E défini par

T:(E|ll,) — (E].I,)

T(f) ()= [y f () dt

1. Montrer que T est linéaire et continue.

2. Déterminer || T .

Utilisez la suite de fonction (f,,), définie par f(z) =ne ™", z € [0, 1].

Exercice 3

Soit H = C' ([—1,1],R) muni du produit scalaire

1

<f,g>=/ (1-42) f(@)g(x)de, figeC(~1,1],R)

1
Soit

F={g(@x)=a®+bx+c |/ abceR}
1. Montrer que F' est fermé.

2. Déterminer la projection Pr (f) de la fonction f sur F, ou f (z) = z°.
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Examens final L3 Maths 2025/2024 (UNIVERSITE 20 AOUT 1955-SKIKDA )
MODULE: Espaces Vectoriels Normés

Exercice 1

+o00o
I) Soit l'espace £ = ¢4 (N) = {:B = (Zn)peny €ERY / Z |z, < —1—00} , muni de la norme

n=0

Vo = (Tn) ey € B, N () = [lzfl; + (2]l
+oo
ot [z, = 3 kol » el = ma|a |
n=0
1. L’identité du parallélogramme est-elle vérifiée pour la norme N 7
(Prendre: = = (1,0,0,...,0), y=(0,1,0,...,0) )
2. Donner la définition d’un espace de Hilbert.
3. Est -ce-que l'espace (E, N) est un espace préhilbertien? Est-il un espace de Hilbert?
IT) Soit £ = C([0,1],R) muni du produit scalaire

(f. ) = / £ () g () dt

On considére la suite (f,,)nen+ définie par

1. Calculer ||f, — f,l
2. Déduire que (f,)nen+ est de Cauchy dans E.

3. Etudier la convergence de (f,,)nen+ dans E. Que peut-on déduire 7

Exercice 2

1
Soit £ = {f :[0,1] — R/ / |f (2))? dx < oo} muni du produit scalaire et norme
0

e (o= [ f@e@dr, Ifl= [/01|f<:c>|2d:c]é
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Soit T" une application définie par

T: F—R

1
f—10) = [ Fod
0
1. Trouver une fonction g € E telle que T (f) = (f, g).
2. Montrer que T est une application linéaire, continue et calculer ||7T||.
1
Soit F' un sous espace de F défini par : F' = {f ek |/ / f(t)dt=0 }
0
3. Montrer que F' est fermé.
4. Veérifier que F = {g}".
Exercice 3

Soit £ = L2 ([0, 7], R) muni du produit scalaire

(f.g) = / f (@) g (@) de
Soit
F={aX+0b / abeR} =Ry [X]

1. Montrer que F' est fermé.

2. Determiner la projection Pr (f) de la fonction f sur F, ou f (z) = cos ().
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