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RESUME

On va aborder dans ce mémoire quelques modeles de régression savoir: la régression
linéaire simple et multiple, nous aborderons également I'application des techniques
de régression linéaire multiple en utilisant logiciel R dans notre tentative d'étudier la
relation entre I'économie nationale (PIB) et I'agriculture, I'industrie ainsi que le
commerce, pour voir I'effet des trois variables citées sur I'économie nationale.

Mots clés : régression linéaire simple, régression linéaire multiple, application
numérique, logiciel R, I'économie national (PIB), agriculture, I'industrie, le
commerce.

ABSTRACT

We will in this graduation note approach sonne regressions models: simple and
multiple regression. We will also discuss the application of multiple linear regression
techniques using the R software, in our attepmt to study the relationship between
national economy (gross dometice product) and the commerce, the agricultural as
will as the industrial, to see the effect of the three variables mentioned on the national
economy.

Key words : simple linear regression, multiple linear regression, digital application,
R software, national economy(GDP), the agricultural, the industial, the commerce
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INTRODUCTION GENERALE

L’objectif de la régression linéaire est comment analyser un phénomene quelconque on
utilisant des méthodes statistiques dites économétriques. Elle est appliquée dans plusieurs
domaines, tels que la physique, la biologie, la chimie, I’économie...etc.

La régression linéaire est une modélisation linéaire qui permet d’établir des estimations dans
le futur a partir d’informations provenant du passé. Dans ce modele de régression linéaire,
on a plusieurs variables dont une qui est une variable explicative (quantitative, exogene
ou dépendante) et les autres qui sont des variables expliquées (quantitatives, endogeénes ou
indépendantes). Elle est souvent calculée avec la méthode des moindres carrés qui permet
de réduire les erreurs en ajoutant de l'information. A titre d’exemples, on peut citer : la
relation entre la variable Investissement et la variable Croissance économique, il s’agit de la
régression linéaire simple et d’apres la théorie économique, la demande d’un produit peut
étre expliquée par les grandeurs Prix, Revenu et Publicité, il s’agit de la régression linéaire
multiple.

La régression linéaire simple et multiple est un outil d’analyse qui fait appel a trois domaines
scientifique, a savoir :

* La théorie économique .

* L’analyse statistique .

* La modélisation mathématique.

Ce mémoire est organisé comme suit :
Le premier chapitre est consacré aux rappels sur les notions fondamentales concernant les
formules du modele de la régression linéaire simple et les estimations des parametres par la
méthode des moindres carrés ordinaire, ainsi que ’estimation par intervalle de confiance du

ce modele et de tester la signification des parametres et la signification globale.

Dans le deuxieme chapitre on introduit les principales notions et propriétés du modele

de la régression linéaire multiple avec plusieurs variables explicatives. Dans ce chapitre, la



TABLE DES MATIERES

différence essentielle réside dans le formalisme qui passe par des écritures matricielles des
estimateurs et de leurs variances. On teste aussi la signification des parametres et la signifi-

cation globale du modele.

Le troisieme chapitre est réservé a 'application du modele de régression linéaire multiple,
traité théoriquement dans le chapitre deux ou on cherche a établir une relation entre le
produit intérieur de brut (PIB) de l'activité économie nationale et I'agriculture, I'industrie
et le commerce.

Les données utilisées dans ce mémoire ont été recueille du Cercle d’action et de Réflexion

autour de 'Entreprise CARE. Tous les calculs sont effectués a I'aide du logiciel R.




CHAPITRE 1

REGRESSION LINEAIRE SIMPLE

Le présent chapitre trait la modélisation linéaire par le modele le plus élémentaire, la
régression linéaire simple (RLS) ot une variable Y est expliquée, modélisée par une fonc-
tion affine d'une autre variable X. Apres avoir explicite les hypotheses fondamentales et les
notions d’estimations des parametres du modele par la méthode de moindres carrés ordi-
naire, l’estimation par intervalle de confiance. Enfin, tester la signification de parametres et

la signification globale du modéle.

1.1 Modele de la RLS (Régression linéaire simple)

1.1.1 Définition

La RLS est un acronyme pour le modele de la régression linéaire simple est défini par :

Yi = Bo+ Pixi+e;5 Vi=1,n

ol Bo et By sont des parametres réels inconnus, le €; est 'erreur du modele, y est une va-
riable de réponse et le & est une régresseur ou variable "explicative".

1.1.1 Remarque

1. Le coefficient Bg est appelé aussi I'ordonné a l'origine (intercept ou constant). C’est la
valeur prédite de y quand x = 0 et le coefficient 1 est appelé la pente. C’est le changement
sur y lorsque @ change d’une unité.

2. Le terme aléatoire € tient un role tres important dans la régression. Il permet de résumer
toute I'information qui n’est pas prise en compte dans la relation linéaire que 'on cherche

établir entre Y et X c.a.d. résumer le role des variables explicatives absentes.



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

1.1.2 Hypotheses fondamentales du modele RLS

Les hypotheses relatives du modele de RLS sont les suivantes :
H1 : En moyenne les erreurs s’annulent c.a.d le modele est bien spécifié et de homoscédas-

ticité (variance constante) :
E(e;)) =0;Var(e;)) =02, Vi=1,n

H?2 : Les erreurs relatives a deux observations sont indépendantes :

cov(e;;e5) =0, Vi,g =1,n

H3 : Les g; sont indépendants et identiquement distribués (iid) suivent la loi normale de

moyenne nulle et de variance o2, on écrit €; ~ N (0, o?).

1.2 Moindres carrés ordinaires :(MCO)

Pour déterminer le type de liaison pouvant exister entre @ et y , la premiere de chose
faire la dessination du nuage des points (x;,y;) Vi = 1,n , par exemple celles présentées
dans la FIGIRE(1.1) :

Rolation iénéaire Rolation non Iénéaire en x pas de rolation apparente

FIGURE 1.1 : Exemple de différentes relation possibles entre x et y

1.2.1 Définition

On appelle estimateurs des moindres carrés ordinaires g et 81 qui réalisent min (3 |&;]) :

S(Bo, B1) = Yoer=> (v — (Bo + Brxi))?
=1

i=1

10



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

ou
Yi = Bo + BPix;

alors

S(Bmﬁﬂ = ng = Z(yz - @)2
=1 =1

* valeur observée

@ valeur ajustée

’ x [certaine)

FI1GURE 1.2 : Droite et résidu de la régression

1.2.2 Calcul des estimateurs de (B, et (£,

La fonction de deux variables S (BB, B\l) est une fonction quadratique et sa minimisation

ne pose aucun probléme, comme on va le voir maintenant.

Proposition 1.2.1(Estimateurs de MCO)

Les estimateurs Bg et 81 ont pour expressions :

B\l . > TY; — NTY . Yo (yi —9)(x; — )
= = = ,

imqy x} — nx? Yy (T — )2

et nous avons

— —

Bo =Y — B1T.

preuve (voir[l1],[10],[3] et[15] )
La valeur de la fonction S (B\O, B;) et minimum lorsque les derivées de S par rapport a BI)

et B\l s’annulent

2580, B) _,
8B, ’
et P
98 (B0, B1) _
9B

11



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

Les dérivées par rapport a ,é;] et B\l sont :

dS(Bo, B1 n _ _
8/60 =1
<~ —2 Zyi—é\lZwi—n@ =0
=1 =1

WZO@—2§:€E’L‘(%_B\1$¢_BB):0

0B
n P n Py n
= —2[> wiy; — B1 >z — Bo Y x;] = 0.

=1 =1 =1
On pose :
T = % ST La moyenne empirique des x;.
Y= % S LY La moyenne empirique des y;.
S2 = % (s —T,)? = % S LT — T La variance empirique des ;.
S =1y (Y —Ua)? = - Ui — TUn® La variance empirique des y;.
82, = Xt (® — %) (Yi — Un) La covariance empirique entre
= %Z?:l T;Y; = TpYn les x; et y;.

En multipliant ’équation(1.2) par —% , on obtient :

n

1 ~1 ™7 e
;;yi—ﬁlggmi—ﬂozo-

Alors
Bo =Y — BiT

En substituant 1’équation(1.3) dans(1.2) ,on a :

n n n n
—2 (Zwiyi_ﬂlzaj? —yzwi+ﬂ1wz$i> =0.
=1 =1 =1 =1

En multipliant(1.4) par %, on trouve :

Y wyi — f1(D x? — nE?) — nTy = 0,
=1

=1
donc " o
~ Y1 TiYi — NTY
Br= " 5
21 T — NT
_ Y (i —Y) (2 — )

iy (xi — )2

(1.2)

(1.3)

(1.4)

12



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

1.2.1 Remarque

1. Le B\l il peut étre écrit sous la forme :

2. L’erreur de la régression € est donnée par :

—~

Ei=Yi—Yi

3. La somme des erreur est nulle dans une régression avec constante :
n n _ _
Z €; = Z[yz — (Bo + B1zi)]

:ny—n,é;)—né\lf
=ny — n(y — Bi%) — npiT
=0,
donc

n
Y g =0.
=1

4. La droite de régression avec constante passe forcément pour le centre de gravité du nuage

de point (Z,y).Pour le vérifier simplement réalise la projection pour le point & :
y(T) = Bo + Paizi

= (¥ — Bi%) + Bz

Yy

5. le 82 est 'encodage de Pestimateur de la variance de Uerreur, est donné comme suit :

1 n
&

S? =
T on—24

1 o N
= ——> (i — )’
n — =1

Le (n — 2) peut s’expliquer par la regle : (n) le nombre de données moins (2) le nombre de

parametres du modele.

13



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

1.2.3 Propriétés des estimateurs

Théoréme 1.2.1(Estimateurs sans biais)

Les estimateurs sans biais de B¢ et 81 sont ,[/3;) et B\l :
E[Bo] = Bo et
E [,BAI] = b1
preuve
Soit le modele de la RLS
Yi = Bo + Bix; + &

On peut calculer :

n

12 1 1 12
gizzlyz‘ = ,31(; Zil?z) + —(nBo) + ;izzlai-

=1 n

Alors

<
I
=
[y
8|
_|_
|

En soustraction on trouve

Yi — Y = Pi(x; — ) + (e — ©).

Et
o G — Zim W —y) (@i —7)
1 o @—mE
Ainsi i B B .
g, = i@ = D)[B@i — B)(ei ~ 9)]
ZzT'L:1(fBi —T)?
_ B (@i —2) + T (2 — @) (e — ©)
Yy (xi — ®)?
_ Yo (i —x)(e; —€)
=B+ S (@i — )2 .
On a )
€Y (z—x) =0.
=1
Donc
3. _ gy (x; — )
161 - /81 + Z?Zl(mi —f)2 .
Alors

E(B:) = E(B1) + [Z?ﬂ(*’”i ~ w)si]

ZZT'L=1 (w’L - j)z




CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

x (La variable exogene) n’est pas aléatoire.

Donc :

D’apres 'hypothese que E(g;) = 0 on obtient

E(B) = B + [ x E(g;).

E(IBI) - Bl’
pour B\O, Nnous avons
Bo =Y — BT,

don Ton tire E[Be] = Ely] — ZE[B1]
= E[Bo + 1T + €] — fE[BAl]

= Bo + 61T + E[g] — T/
= Po+€— (81— B1)T.

Donc

E(Bo) = Bo,

on peut aussi exprimer la variance et la covariance entre ces estimateurs.

Théoréme 1.2.2 (variances)

Les variances des estimateurs sont :

— s2y " x?
var[By] = sZA — E =17 ~
0 n Z’L'=1 (mz - w)

et )
2 _ Se

verlBl = = S
1=1\""1

Théoréme 1.2.3 (covariance)

Le covariance vaut : )
Sgi

iy (zi — )2 .

cov(Bo, B1) = —

15



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

1.3 Reégions de confiance
Proposition 1.3.1 (Régions de confiance et intervalles)

1/ IC(Bo) : L'intervalle de confiance pour By est :
a tl_% A tl_% -
/80 - Yn—-2 Sﬂoa BO + n—2 S,@O
ou t,l;? le quantile de niveau (1 — 3) d’une loi de student T}, _»
2/ TC(B1) : L'intervalle de confiance pour By est :
1-<2 — 1-<
g Bt ti s

[

3/ RC(B) : Une région de confiance simultanée pour By et B ,au niveau (1 — ) est :

1

242 [n(B:) — Bo) — 2nE(Bo — Bo)(B1 — B1) + > 3312(3\1 — B1)
€ =1

< B2
le quantile de niveau (1 — &) d'un loi Fy 2

ou F) %,
4/ Un intervalle de confiance de o2 est donné par

[(n —2)s? (n —2)s?

S
Cn—2 n—2

1:2% est la quantile de niveau (1 — 5) d'un loi Chi-2 X2,

ou C,,
1.4 Analyse de la variance et coefficient de détermina-

tion
1.4.1 Décomposition de la variance et tableau d’ANOVA
On décompose 1'écart entre y; et la moyenne des y; en un point d’observation (x;, y;),

en ajoutant puis retranchant y la valeur estimée de y par la droite de régression. Cette

procédure fait apparaitre une somme de deux écarts

Yvi—y=wi—9)+ (U —7)
: un écart entre

Ainsi 'écart total (y; — y) peut étre vu comme la somme de deux écarts
y; observé et y; la valeur estimée par le modele et un écart entre y; la valeur estimé par le

modele et la moyenne y.
16




CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

On éleve les deux membres au carré et on somme sur les observations i :

> (w— 9 = 3 s — 5 + @i — )P

= Lé(@—y) +ar

Sw—-9)*+ Y & +2> (v — y)e
=1 =1 =1

Dans la régression avec constante et uniquement dans ce cas, on montre que :
n
i=1

A Torigine, on a :

Z(@z —Y)&i = Z(Bﬂ?z + Bo — Y)Ei
=1 =1

n n n
=B1Y xEi+Pod Ei—TYY &
=1 i=1

i=1
ona Y. & = 0,donc on obtient que Y1 (y; — Y)&; = 0.

on obtient enfin a 1'égalité fondamentale (I’équation d’analyse de la variance ) :
Z(yi —y)? = Z('gz —y)* + Z(yz — )2
i=1 i=1 i=1

Alors " . .
Ywi—vP=) (n—9)*+ > &.
=1 =1 =1

D’ou :
SCT = SCFE + SCR

35 (yi —7)? - est la somme des carré totaux ot elle indique la variabilité totale de y
c.a.d l'information disponible dans les données(noté par SCT)

3" (Ui — g)? : est la somme des carrés expliquées, cette quantité, est la variabilité ex-
pliquée par le modele c.a.d la variation de Y expliquée par X (noté par SCE)

k50 €2 est la somme des carrés résiduels. Elle écrite la variabilité non expliquée (rési-
duelle) par le modele (I’écart entre y et y)(noté par SCR )

1.4.1 Remarque

Deux situations extrémes peuvent survenir :

- Dans le meilleur des cas, SCR = 0 et donc SCT = SCE : les variations de Y sont com-
pletement expliquées par celles de X. On a un modele parfait, la droite de régression passe

exactement par tous les points du nuage (g; = ;).

17



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

- Dans le pire des cas, SCE = 0 : X n’apporte aucune information sur Y .
On produire du tableau danalyse de variance (voir TABLE(1.1)) a partir de la décomposition

de la variance, comme suit :

Source de variation ddl | Somme des carrées carrées moyens
Expliquée 1 SCE CME = g
Résiduelle n — 2 | SCR CMR = %
Totale n—1|SCT

TABLE 1.1 : Tableau danalyse de variance de la régression linéaire simple

1.4.2 Coefficient de détermination R2

Le coefficient de détermination, noté R? donné par :

R2
SCT Y, (yi—Y)?
Théoréme 1.4.1
2 SCE i1 &
RR=1-"=1- — —
SCT Y1 (Y — 9)?

preuve

d’apres ’équation, on a :
SCT SCE SCR

scT — scr ' sor
Y (Y — Y)? _ D (T 7)2 S (g — e
a9 T wi—9)? Ty —9)?

La quantité
R2 _ Z?:l(yl - y)z
- — 9
Z?:l(yi - y)2

est appelée la coefficient de détermination, alors :

Z?:l (@\z - y)Z

1=R?+
Z?:l(yi - g)2
noo(~ 25\2 n =2
R2:1_ZZZ1(?JZ y)zzl— _ 1215272
> (yi — ) Yy (yi — 9)

- Relation entre les degrés de liberté I'additivité des degrés de liberté nous donne la relation

suivante :

dlpour SCT = dlpour SCE + dlpourSCR

18



CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

(n—1)=1+ (n+2)

1.4.2 Remarque

1. Ce coefficient R? qui varie entre 0 et 1, mesure la proportion de variation totale de Y
autour de la moyenne expliquée par la régression, c.a.d. prise en compte par le modele.

2. Plus R? se rapproche de la valeur 1, meilleure est 'adéquation du modéle aux données et

un R? faible (proche de 0) signifie que le modeéle a un faible pouvoir explicatif.

1.5 Test de signification

1.5.1 Test de signification globale du modele

Ce test permet de connaitre 'apport globale de la variable X a la détermination de Y .

On veut tester I’hypothese :

H,: =0
0:b1 (15)
H,:8,#0
pour tester cette hypothese, on a basé sur la statistique de Fisher, notée par F' :
SCE
—or (1.6)
(n—2)

Cette statistique indique si la variance expliquée est significativement supérieure la variance
résiduelle. Dans ce cas, on peut considérer que l'explication emmenée par la régression tra-
duit une relation qui existe réellement dans la population.

Sous Hy, SCE est distribué selon un x?(1) et SCR selon x?(n — 2), de fait pour F, on a :

x*(1)
— -«
F = xz(i—Z) — 1,n—2 (17)
(n—2)

Alors, sous Hy, F est donc distribué selon une loi de Fisher a (1,n-2) degrés de liberté, ou
on rejette Hy si :
F Z -«

1,n—2

avec F' > f¢, est le quantile d’ordre 1 — a d’un loi de Fisher a (1,n-2)
1.5.1 Remarque

*/ On peut réécrire la statistique F en fonction de R? comme suit :

R? 2
- R

F=1'%=(Mn- 2)1_71%2
n—2

*/ Dans la plupart des logiciels statistique, on fournit directement la probabilité critique.

Elle correspond a la probabilité que la loi de Fisher dépasse la statistique calculée F'. Ainsi,
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CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

la regle de décision (rejette Hp) au risque devient :

P —value < o

1.5.2 Test de signification des parametres

Test de signification de 3q
On veut tester I’hypothese :

Hoi,BOIO
H,:B0#0

pour tester cette hypothese, on forme la statistique de test :
B
Bo — §-°
° 6/30
on rejette Hg si 'observation de la statistique de test notée TﬁA0 , est telle que :

1—-2
TG | > t.-3,

o

ol t,l;g est le quantile d’ordre 1 — § d’une loi Student a (n — 2) ddl.
Test de signification de 3;
Le test de significativité de la pente consiste a vérifier I'exogene X sur 'endogene Y, ’hy-
pothese a confronter s’écrive :
Ho:p8.=0
H,:B1#0

pour tester cette hypothese, on forme la statistique de test :

. = P

A o
95,

on rejette Hy si I'observation de la statistique de teste, notée TﬁA1 , est telle que :

1—-2
|TB\1| > tn—% )

ou t,l;g est le quantile d’ordre 1 — § d’une loi Student a (n — 2) ddl.
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CHAPITRE 1. RECGRESSION LINEAIRE SIMPLE

1.6 Prévision

Les buts de la régression est de faire la prévision, c.a.d. de prévoir la variable expliquer
y en présence d'une nouvelle valeur de la variable explicative y.
Soit x,41 une nouvelle valeur, pour laquelle on veut prédire y,41. Le modele est toujours
le méme :

Yn+1 = Bo + B1Tn+1 + Enta.

Avec Elepy1] = 0; Var(ent1) = o2 et Cov(ept1,€;) = 0 pour Vi = 1, n.

Il est naturel de prédire la valeur correspondante via le modele ajusté :

Yn+1 = Bo + B1Tn+1-

En matiere de prévision dans la cas d’erreurs gaussiennes, les résultats obtenus c¢’est pour
I'espérance et la variance sont toujours valables. De plus, puisque y,41 est linéaire en Bg est

B1, Ent1 ON peut préciser sa loi :

~ ~ (wn—f—l _5)2

s2(n—2)
A 2 9 . 2 ~
on ne connait pas o2, on I’estime par 8% Comme (Yn+1—Yn+1) €t = p

sont indépendants,
on peut énoncer un résultat donnant des intervalles de confiance pour y,,+1. Avec les notation

et hypothese précédentes, on a :

Yn+1 —( Yn+1 - ~ Ty s,
R Qtln_;,_]_ x
s \/ + Z, l(mz_m)z

d’ou I'on déduit l'intervalle de confiance suivant pour y,+1

U 1-3 1 (mn"’l — m)z ~ 1 (wn-i-l - E)z
Ynt1 — 380\ — + =5 Ynt1 +tn 3 SA —+ = —
[ : e\l no X (w — )2, § n o 3L, (w —T)?
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CHAPITRE 2

REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE (RLM)

Ce chapitre traite le modele de la régression linéaire multiple (RLM) qui est une des
méthodes statistique les plus habituellement mise en ocuvre pour I'étude des données mul-
tidimensionnelles, ou c¢’est expliqué les valeurs prises par la variable endogene Y a l'aide de
p variables exogenes (X1, ..., X,). Comme nous trouvons dans ce chapitre la plupart des
éléments de basé présentés dans le précédent et la justification de certains d’entre eux : hypo-
theses du modele, la forme matricielle de la régression linéaire par la méthode des moindres
carrés ordinaire, ’estimation par intervalle de confiance et aussi on teste la signification des

parametres et enfin la signification globale du modele la prévision.

2.1 Modéle de la RLM (Régression linéaire multiple)

2.1.1 Définition (modele de la RLM)

La RLM est un acronyme pour le modele de régression linéaire multiple est défini par :

Yi = Bo + Bizir + .. + Bpxip + €5 Vi=1,n (2.1)

ou Bo, B1,+++ , Bp sont des coeflicients réels inconnus, €; est 'erreur du modele (bruit), y;

est la i-éme observation de la variable y et le x;; est la j-eme observation de la i-eme variable.
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CHAPITRE 2. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE (RLM)

2.2 Notation matricielle

La forme matricielle de cet modele est :

Y1 1 v . . . x| (Bo €1

1 x . . . T €
Y2 _ 21 2p B1 4 2 ( 9 2)
Yn 1 0 o . . Ty Bp En

on écrit de facon équivalente :
Y=X3+e¢

il est tiré de la forme des équations suivants :

Y1 = Bo + B1T11 + P21z + ... + BpT1p + €1
Y2 = Bo + Bixar + P22z + ... + BpT2p + €2

Yn = /gO + /Blwnl + 62wn2 + eee + Bpwnp + €n

Avec :

*Y est le vecteur & expliquer de taille (n X 1)

* X est la matrice de taille n X (p+1) qui contient I'ensemble de observation sur les exogenes
* ¢ le vecteur des erreurs de taille (n X 1)

Remarque peur X : la premiere colonne formée par la valeur 1 indiquant que 'on integre
la constante B¢ dans ’équation en pétant le nombre des variables explicatives réelles.

2.2.1 Remarque

1/ Le coefficient Bg est un parametre appelé intercepte qui représente la moyenne des y;
lorsque la valeur de chaque variable explicative est égale a 0.

2/ Les coefficients B;, Vj = 1, p représentent le changement subi par E(y;) correspondant
a un changement unitaire dans la valeur de la j-eme variable explicative, lorsque les autres

variables explicatives demeurent inchangées.

2.3 Hypotheses relatives du modele de la RLM

le modeéle existe principalement deux catégories d’hypotheses (voir Bourbonnais[1], Labrousse[19]).
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CHAPITRE 2. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE (RLM)

2.3.1 Hypotheses stochastiques

)
*H,: E(e;) =0) Vi=1,n:1ensemble des déterminants de y qui sont pas été retenus
dans le modele est d’espérance nulle .

* Hj : les valeurs x;; sont observées sans erreurs.

* Hs : E(e;) = var(e;) = 02, Vi=1,n: lavariance des erreurs est constante.

* Hy : cov(e;,ej) =0 Vi # j:onditn'y apas de corrélation sérielle et les erreurs
relatives termes aléatoires ne sont pas corrélés.

* Hs : e; ~ N(0,02) : les erreurs suivent une loi normale multidimensionnelle.

* Hg implique les hypotheses Hy, Hz et Hy

2.4 Estimateur par MCO

2.4.1 L’estimation par MCO de 3

Proposition 2.4.1

L’estimation de parametre 8 est donnée par :
B=(X'X)'X'Y

preuve
On voit que SCR est une fonction de Bg. On le choisira de facon a minimise SCR. Le

minimum de SCR est atteint lorsque la dérivée de SCR par rapport a B s’annule, donc :

B = argmin zn: é?
i=1
= argmin(é'é)
= (Y - XB)")(Y — Xp)
= (Y' = B'X")(Y - XP),
car : (XpB)! = BX*

= Y'Y —Y'XB — X'BY + X!3! X3

=YY — 2X!B'Y + X3! XA,

car : X!BtY est un scalaire, il est égal a sa transposée

= Y'Y — 2X!8'Y + X!B' X3,
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CHAPITRE 2. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE (RLM)

pour déterminer le minimum de SCR, on réalise la dérivation matricielle :

dSCR _ 0
a3

2.4.2 Propriétés des estimateurs MCO

Nous présentons quelques propriétés des estimateurs :
Estimateur sans biais
Théoréme(Propriétés des estimateurs MCO)
L’estimateur 8 des moindres carrés ordinaires est sans biais, ¢.a.d E(B) = B et sa matrice

de variance covariance, notée par varcov(,@) ou par s2 (,HA), est :
A\ 20 yty)—1
varcov(f) = o2 (X' X)

Remarque 2.4.1

La matrice de la variance-covariance (varcov()) est symétrique sur sa diagonale principale
on observe les variance des coefficients estimés (var(Bo), ..., var(Bo))

preuve (voir[l])

Montre que E(8) = B et varcov(8) = o2(X*X)™ ! :

1/ E(B) =8

soit :

B=(X'X)"'X"'Y
= (X'X)'X'XB + €]
= (X'X) H(X'X)B + (X'X) ' X'e
=B+ (X'X)' X",

alors, I'espérance mathématique de B est :
E(B) = E[B + (X'X) "' X'e]

=B+ E[(X'X) 'X"]
=B+ (X'X) ' X'E[e],

car X est non aléatoire

et sous 'hypothese que E(e) = 0, il vient que :

E(B) =B
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CHAPITRE 2. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE (RLM)

2/ varcov(B) = o2(XtX)™!
on procéde de méme, on a B = B + (X*X)~1X* donc :

varcov(B) = var(8 + (X' X) 1 X"e

= (X'X) ' X'var(e) X (X'X)!
= (X'X) X', X (X'X)"!
— 2(X'X) XX (X'X) !
=o2(X'X) 1,

on trouve :
varcov(f) = e2(XtX)™?

Estimateur convergent

Théoréme(Gauss-Markov)

L’estimateure @ = (X’X)~' X'Y des moindres carrés est qualifié de Best Linear Unbiaised
Estimator (BLUE), car il s’agit du meilleur estimateur linéaire sans biais (au sens qu'’il

fournit les variance les plus faibles pour les estimateurs).

2.5 L’intervalle de confiance

Proposition 2.5.1 (Régions de confiance et intervalles )

1/ Un intervalle de confiance de niveau (1 — ) pour B; Vj = 1, p est :

— 1—-< — 1—-2
[/BJ - tn—;—lsﬁjd /BJ + tn—;—lsﬁj] 9

ol t,ll;%,_l est le quantile d’ordre (1 — ) d'une loi Student T}, ;.

2/ Un intervalle de confiance de niveau (1 — ) pour o2 est :

A 9 =3
1 2

{(n —p—1)s2 (n—p— 1)s3]
Cn—p2—1 n—p—1

ol CTIL:E_l est le quantile d’ordre 1 — § d’une loi Xp—p—1.

3/ Soit R une matrice de taille ¢ X (p + 1) de rang ¢*(q < (p + 1)) alors :
(gn—p—1)’

qiz(R(B — B)[R(X'X) R R(X'X) " FLe

ou Fql_fp_l est le quantile d’ordre (1 — a) d’une loi de Fisher a (g, — p — 1) ddl

5T
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CHAPITRE 2. REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE (RLM)

2.6 Analyse de la variance et coefficient de détermina-

tion

2.6.1 Décomposition de la variance et tableau d’ANOVA

Nous pouvons facilement vérifier cette décomposition d’une maniere similaire a celle
effectuée pour la régression linéaire simple, ’écart entre y; et la moyenne des y; en ajoutant
puis retranchant y la valeur estimée de y par la droit de régression. Cette équation fait

apparaitre une somme de deux écarts :
vi— 9= (¥ —¥i) + U —Y),

on peut obtenir la décomposition :

S~ =Y G -9+ X i~ )

=> @Wi-9’+X &
=1 =1
SCT = SCE + SCR,

ol

3" (yi —y)? : désigne la somme de carrés totaux (centrés)(noté par SCT)
3" (¥i —7)? : la somme des carré expliquée(centrés) (noté par SCE)
3P (Y —9i)? (X0, &) la somme des carrés des résidus (noté par SCR)

Le tableau "d’analyse de la variance " se présenté sous la forme suivante (voir TABLE(2.1))

Source de variation ddl somme des carrés carrés moyens
Expliquée p SCE CME = %
Résiduelle n—p—1]|SCR CMR = niifl
Totale n—1 SCT

TABLE 2.1 : tableau d’analyse de la variance de la régression linéaire multiple

2.6.1 Remarque

On peut récrire 'équation d’ANOVA matricielle comme suit
(v—9)'(y -9 =@-9)'G-9y +es
SCT : (y —9)'(y — 9)

SCE: (g —9)(y — V)
SCR : ete
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ou Y le vecteur de R™ contenant n fois la moyenne de la variable y, c.a.d
7= (7))

2.6.2 Coefficient de détermination R?

Le coefficient de détermination est un rapport entre SCE et SCT, noté par R? (voir[12])

SCE i, (M — 9)?
SCT !  (y; — overliney)?

R? =

n SCR

— =1 - —.
Y (v —79)? SCT

Ce coefficient R? est compris entre 0 et 1 : plus il est proche de 1 et plus grande est la part

expliquée, autrement dit meilleure est la régression. Inversement, un coefficient R? proche
de 0 indique que la quantité SCR est élevée.

2.6.2 Remarque

Le R? ne permet de comparer que des modeéles ayant le méme nombre de variables explica-
tives, le méme nombre d’observation et la méme forme (on ne peut pas comparer un modele

simple avec un modele en log).

2.6.3 Coefficient de détermination ajusté dej

Le coefficient R? est un indicateur de la qualité de l’ajustement des valeurs observées
par le modele mais il a le défaut de ne pas tenir compte du nombre de variables explicatives
utilisés dans le modele.

On ne peut pas 'utiliser pour comparer plusieurs modeles entre eux car, si on ajoute une
variable explicative a un modele, la part des erreurs diminue forcément et donc le coefficient
R? augmente : cela signifie que plus il y a de variables explicatives et plus le R? est élevé.

Or un modele n’est pas nécessairement meilleur parce qu’il a plus de variables explicatives.
On définit donc un coefficient R? ajusté qui tient compte des degrés de liberté. Ce coefficient,
noté par R? 4> st définie comme suit :

SCR

2 (n—p-1) (n—1)
R, =1— "5z =1

(n—1) ('I’L - P— 1)

(1 — R?). (2.3)

On a R? 4 ©st toujours inférieur & R2, et ceci d’autant plus que le modéle contient un grand

nombre de prédicateurs (variables explicatives).
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2.7 Test de signification

2.7.1 Test de signification globale du modele

L’objectif du test global de Fisher est d’étudier la liaison globale entre Y et les variables

explicatives X; Vj = 1,p (voir[l1]). On considere les hypotheses :

Hoiﬁozﬁlz---zﬁpzo
H,:3B; #0,(Vj =1,p)

(2.4)

Pour tester 'hypothese, on a vu que I'on peut utiliser la statistique de Fisher F' :

SCE CME
F = P ==
SCR CMR

(n—p-1)

ou F suit une loi de Fisher avec p et (n — p — 1) dégrée de liberté, on rejette Hyg si :

F > -«

= Jp,n—p—1

avec f; -
b

,_1 est le quantile d’ordre (1 — ) d’un loi de Fisher a (p, n —p — 1) ddl (voir[2])
2.7.1 Remarque :
Il existe une relation mathématique entre le R? et la statistique de test de signification

globale (du F' de Fisher) comme suit :

_(n—p-1) R

F p (1 — R?)

2.7.2 Test T de signification du parameétre du modeéle (Test de
Student)

L’objectif du test de Student est d’évaluer l'influence de la variable X; sur Y (j =

1,...,p) on considére les hypothéses :

HO:IBJ'ZO
Hliﬁ]¢0

ou ; est le parametre associé a la variable explicative X;.
* L’hypothese Hy de nullité d'un parametre du modele peut étre testée au moyen de la

statistique du Student : ~
r B o5

J S~

Bj
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«@
1-3

a comparer t,,_2_ ol t,l;f,_l est le quantile d’ordre (1 — ) d’une loi Student a (n —p —1)

ddl.
1*Si|T5 ] > t,ll:f,_l, on rejette Hy .
J

2% 8i|T5 | < t,l;g_l, on ne peut pas rejeter Hy .
J

2.8 Prévision

Comme dans le cadre du modele de régression linéaire multiple, le but de la régression est

de proposer des prédictions pour la variable a expliquer Y lorsque on a de nouvelles valeurs

(voir[9])

— t
mn—l—l - (mn—i—l,l’ °°7mn—|—1,p) .

Soit donc @p41 = (Tnt1,15-++s Tnt1,p)’ une nouvelle valeur pour laquelle, on veut prédire
Yn+1 qui est définie par :

t
Yn+1 — wn+116 + En+41s

avec €41 ~ N (0, 02) indépendant des (€;)(1<i<n)
A partir des n observations précédentes, on a pu calculer un estimateur B de B, donc, il est

naturel de prédire la valeur correspondante via le modele ajusté ¥y, 1 définie par :

~ ~t o)
Ynt1 = .’Bn+1,6-

Pour quantifier 'erreur de prévision (yn+1 — Yns1), on utilise la décomposition :

Ynt+1 — gn-l—l = wfﬂ_l(ﬁ - B\) + €n+41s

(Ynt1—Un1) st une variable gaussienne, dont moyenne 0 et variance o2 (14}, , , (X*X) @y 11)
ce qui donne :
Yn+1 — Unt1 ~ N(0,02(1 + @, (X' X) @0t1)).

Comme dans le cas de la régression linéaire simple, on obtient que :

Ynt+1 — Ynt1
32\/$Z+1(XtX)1wn+1

~ Tn—p—la

ce qui permet de construire l'intervalle de confiance y,y1 :

1-5

N -3 . ~
Yn+1 — tn_;—135\/w%+1(XtX)lwn+1, Ynt1 T tn_p—155\/wfl+1 (XX ) ' Tpya| -
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CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA RLM SUR L'ECONOMIE NATIONALE

Dans ce chapitre, on cherche a établir une relation entre 1’économie nationale et ’agri-
culture, I'industrie ainsi que la commerce. on mentionne que tous les travaux, présentés dans

ce chapitre, sont traités a l'aide du logiciel R.

3.1 Définitions

3.1.1 Economie nationale

L’économie algérienne est devenue I'une des économies les plus importantes du monde
parce que 1’Algérie est riches en richesses telles que le pétrole, le gaz, les minéraux et d’autres
ressources naturelles indépendamment d’étre rentier, il dépend en grande partie des hydro-
carbures. La valeur totale annuelle de 1’économie nationale est déterminée en calculant le
produit intérieur brut en attribuant les valeurs de ’agriculture, I'industrie, le commerce et

d’autres ressources.

3.1.2 PIB : Produit intérieur brut

Le produit intérieur brut est I'indicateur économique qui permet de quantifier la valeur de
la "production de richesse" annuelle effectuée par les agents économiques résidant a 'intérieur

d’un territoire.

3.1.3 Agriculture

L’agriculture ou 'élevage est le processus de production d’aliment, de fourrage de fibre
et d’autre produits grace a la culture systématique de plante. L’activité du secteur agricole

algérien est également importante dans 1I’économie.
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3.1.4 Industrie

C’est le processus de transformation de la forme des matiéres dans la nature pour aug-
menter leur valeur, le secteur industriel est un pilier important du développement long terme
de I’économie. C’est 1'un des secteurs les plus importants pour diversifier les sources de revenu

national.

3.1.5 Commerce

C’est un ensemble d’opérations commerciales qui comprennent ’achat et la vente de
services et de biens. Le commerce est défini comme 1’échange d’une transaction commerciale
basée sur la vente ou I'achat des produits ou matériaux spécifiques. La balance commerciale
est un indicateur économique important c’est 'une des entrées du PIB (le produit intérieur

brut) des pays.

3.2 Présentation des données

On souhaite expliquer une variable quantitative Y (PIB) en fonction de 3 autres variables
X (X1, X2, X3) dans lequel X; (Agriculture), Xo (Industrie) et X3 (Commerce).
On dispose 22 données relevées durant la période (de 2000 a 2021), concernant 1’économie
algérienne. Ces données sont présentées sous forme d'un tableau des données (voir TABLE
3.1).

32



CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA RLM SUR L’ECONOMIE NATIONALE

année | agriculture | industrie | commerce PIB

2000 | 346171.4 290749.6 | 436292.1 | 3698683.6
2001 412119.5 315230.5 | 476208.7 | 3754870.7
2002 417225.2 | 33755602 | 509285.7 | 4023413.8
2003 515281.7 | 355370.6 | 552179.9 | 4700040.5
2004 580505.6 388193.4 | 607052.6 | 5545851.4
2005 581615.8 418294.9 | 668130.0 | 6930153.4
2006 | 641285.0 | 449581.0 | 728366.7 | 7823794.6
2007 | 708072.5 479791.1 | 863197.3 | 8554266.0
2008 727413.1 519631.6 | 1003199.4 | 9968908.7
2009 | 931349.1 570673.2 | 1160160.0 | 8770806.4
2010 | 1015258.8 | 617404.9 | 1283227.7 | 10404470.8
2011 | 1183216.1 | 664194.5 | 1446331.4 | 12211018.0
2012 | 1421693.3 | 729514.8 | 1649969.8 | 13561457.2
2013 | 1640006.1 | 771787.4 | 1870581.0 | 14096723.4
2014 | 1772202.4 | 837716.8 | 2067543.0 | 13597697.5
2015 | 1935113.0 | 919370.4 | 2259343.2 | 13812762.7
2016 | 2140304.7 | 979303.0 | 2341306.0 | 14455022.2
2017 | 2219064.4 | 1044920.1 | 2116090.1 | 15503775.1
2018 | 2426906.9 | 1127981.6 | 2349598.7 | 17252567.0
2019 | 2529100.0 | 1198400.0 | 2481200.0 | 17267700.0
2020 | 2598511.9 | 1153521.0 | 1987214.2 | 15024828.8
2021 | 2869600.0 | 1272599.0 | 2301500.0 | 18549099.0

TABLE 3.1 : PIB en Millions de Dinars Courants

3.3 Modéele de la RLM

L’objectif principal est d’expliquer ’économie nationale en 1’Algérie (PIB) en fonction
des variables explicatives : agriculture en DA (X3), 'industrie en DA (X3) et le commerce
en DA (X3).

Alors, le modele de la RLM avec 3 variables explicatives est :

Yi = Bo + B1xir + B2Tiz + Baxiz + €;

ol

* Bo, B1, B2 et B3 sont des coefficients du cette modele.

* X1, iz et x;3 les i-éme valeurs de les variables X5, X5 et X3 successivement ( X7 (Agri-
culture), Xo (Industrie), X3 (Commerce)).

* q; : la i-éme valeur de la variable Y (Economie nationale).

* g; + Perreur du modéele.

notre but ici va étre de déterminer :

33



CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA RLM SUR L’ECONOMIE NATIONALE

1 * La valeur de la constante B¢ et des différents coefficients B, B2, et B3 qui permettent

de minimiser ’erreur entre la droite de régression linéaire estimée et les valeurs réelles de Y.

2 * Les variables significative, c.a.d voir si ces différents coefficient sont différents de 0 ou

non et la précision de notre modele, en utilisant entre autre, le coefficient de détermination

"R-squared".

Donc : on modélise, sous R, le modele de RLM par la fonction suivante :

| > Reg < —Ilm(Y ~ X1+ X2+ X3) |

3.4 Hypotheses relatives de modele

Résidus
On appelle i-eme résidu pour tout ¢ € {1,22}. La réalisation g; de :

~

€ =& =Y — Y

Sous R, avec la commande suivante :

| > residuals(Reg) |

On obtient, le résultat suivant (voir FIGURE 3.1 )

= residuals(Reg)
1 2 3 4 5 6

-333754.51 -762191.09 -1133810.55 -356723.14 -62773.92 358370.65
7 8 8 10 11 12

679818.57 649354.50 7T05355.01 -875757.88 -252172.58 999210.27
13 14 15 16 17 18

1689088.91 1935874.28 26094.34 -1323641.94 -1009969.54 -236481.92
19 20 21 22

82843.18 -1404677.73 -265632.44 1090737.53

FIGURE 3.1 : Résidus de la RLM

3.4.1 Remarque ces résidus vont nous permettre de valider ou non les hypotheses

initiales du modele de la RLM.
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3.4.1 Indépendance de &q,...,&,

Pour étudier I'indépendance de €1, ..., €,, on calcule I'intervalle de confiance pour (h). Si
les batons sont de taille et de signes alternés et qu’aucun d’entre eux ne dépassent les bornes
de l'intervalle de confiance, on admet 'indépendance de €1, ..., &,.

Sous R, (voir FIGURE(3.2))

R’ IR R Graphics: Device 2 (ACTIVE) [

> actf (reziduals (Beg) ,lag=22

> | Series residuals(Reg)

D —
L =+ E_ e mm ]
o o ]
=L [ 11y
. |
S e A B E—
0 5 10 15 20
Lag

FIGURE 3.2 : Fonction acf des résidus

D’apres, cette figure(voir la FIGURE(3.2)) on observe que €1, ..., &, sont indépendants.

Test Ljung-Box

La statistique de Ljung-Box permet de tester I’hypothese que les n coefficients d’auto-
corrélation sont nuls. Elle est basée sur la somme des autocorrélations de la série et elle est
distribuée selon une loi Chi-carrée avec n degrés de liberté.

Alors, on considere les hypotheses :

Hy:p(1l)=...=p(n)=0

contre

H, : au moins une corrélation n’est pas nulle.

On peut utiliser le teste de Ljung-Box partant des résidus €14 ..., &, : si p — value > a =
0.05, on admet que Hy : p(1) = ... = p(n) = 0, donc que &y, ..., &, sont indépendants.

Sous R, on écrit les commandes :

>library (lawstat) :
>Box.test(residuals(Reg), type="Ljung")

Box-Ljung test
data : residuals(Reg)
X-squared = 5.6451, df = 1, p-value = 0.0175
p-value = 0.0175 < a = 0.05, on accepte H; : ou moins une corrélation n’est pas nulle,

donc les résidusey, ..., €, sent corrélés(c.a.d ils ne sont pas indépendants).
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3.4.2 Test de normalité des erreurs

pour étudier la normalité de €4,...,€,, on admet d’abord que e, ..., €&, soient indé-
pendantes et o2(g1), ..., 02(€,), on trace le nuage de points QQ plot(Quantile-Quantile)
associé. Si le nuage de points est bien ajusté par la droite y = « alors an admet la normalité
de €14 .eeyEn.

Sous R, écrire :

> qqnorm(residuals(Reg))
> qqgline(residuals(Reg))

(voir la FIGURE(3.3))

' R 5 Normal Q-Q Plot
8 S
> ggnorm(residuals (Eeqg) ) = o
> ggline (residuals=s (Eeqg) ) % 8 :
3 o
> | 3 -
© O
z g
E o ol
M = [ [ [ [
i) L
2 -1 0 1
Theoretical Quantiles

FIGURE 3.3 : Normalité des résidus

D’apres cette figure, nous pouvons affiner le nuage de points par la ligne y = , alors on

admet la normalité de €4, ..., &,

3.5 Estimation de parametres par MCO

On va estimer d’abord le vecteur des estimateurs ,@ défini par :

B = (1309 Bl? B2733)t = (XtX)_l(XtY)' (31)

Sous R, les estimateurs Bg, B1, B2, B3 sont donnés directement par la commande :

[ >Im(Y ~ X1+ X2+ X3) |

ou
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> Reg < —lm(Y ~ X1+ X2+ X3)
> Reg .

(voir la FIGURE(3.4))
¥ lm(Y=-X1+X2+X3)

Call:
Im{formula = ¥ =~ X1 + X2 + X3)

Coefficianta:

[Intercept) X1 X2 X3
-2.130a+06 -T7.131=+00 2.501a+01 3.572a+00
» Reg<-1m(¥-~X1+X2+X3

Call:

lm(formula = ¥ ~ X1 + X2 + X3)

Coefficients:
{Intercept) X1 x2 X3
-2.130&+06 -T7.131=+00 2.501e+01 3.572=+00

~

FIGURE 3.4 : Estimation des parametres 3

Ou une autre facon d’entrer, sous R, les étapes suivantes :

1 * La matrice X est écrite par la commande :

| > X < -matix(c(rep(1,22),X1,X2,X3,ncol=4)) | (voir la FIGURE(3.5))
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> X<-matrix(c(rep(l,22),X1,X2,X3),ncol=4)
> K
[-1] [-2] -3 [-4]1
1,1 1 346171.4 29074%.6 436282.1
(2.1 1 412119.5 315230.5 476208.7
[3,1 1 417225.2 337556.2 509285.7
[4.1 1 515281.7 355370.6 552179.%9
[5:] 1 580505.6 388193.4 607052.6
[, 1 1 S81615.8 418294.5 E£68130.0
(7,1 1 641285.0 449581.0 728366.7
s, 1 T708072.5 479791.1 B863187.3
3,1 1 727413.1 519631.6 1003199.4
[10,1 1 931349.1 570673.2 1160160.0
[11,] 1 1015258.8 617404.9 1283227.7
[12,1] 1 1183216.1 EE64194.5 1448331.4
[13,] 1 1421693.3 729514.8 1649969.8
[14,] 1 1640006.1 771787.4 1870581.0
[15,] 1 1772202.4 B837716.8 2067543.0
[16,] 1 1935113,0 919370.4 2259343.2
(17,1 1 2140304.7 979303.0 2341306.0
[18;] 1 2219064.4 1044920.1 2116090.1
[19,1] 1 24368906.9 1137981.6 2349588.7
(20,1 1 2529100.0 1198400.0 2481200.0
(21,1 1 25958511.9 1153521.0 1987214.2
(2k.1 1 2869600.0 1272599.0 2301500.0

FI1GURE 3.5 : Matrice des variables explicatives

2 * on calcule (X*X) et (X*X)™! par :

S XX < —t(X)% * %X
> (XtX)™! < —solve(XtX)

(voir la FIGURE(3.6))
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E%I%Cmﬁoh LElJLEthgaj

> XtX<-t (X) 2%3X

> Xt¥

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,1] 22 2.961202e+07 1.54417%e+07 3.115798e+07
[2,] 29612016 5.451888e+13 2.637237e2+13 5.439017e+13
[3,] 15441786 2.637237e+13 1.298453e2+413 2.664364e+13
[4,] 311578978 5.439017e+13 2.6643642+13 5.564615e+13
> zolve (KtX)

[,1] [,2] [,3] [,4]

[1,] 2.358067=+00
[2,] 4.30867%2-08
[3,] -1.167563e-05 -
[4,] &.051874e-08 -
> |

L3066789e-06 -1.167563e-05 6.051874e-08
LO005525e-12 -2.2597852e-11 -2.114828e-13
.297852e-11 &£.460876e-11 -1.937566e-12
.114828e-13 -1.537566e-12 1.118510e-12

| S T s T

FIGURE 3.6 : Matrices des (X*X) et (X*X)™!

3 * on calcule (X*Y") par :

> XY < —t(X)% * %Y | ( voir la FIGURE(3.7) )

A
L
=
L
£
;o
-
s
1]
+
'
B

FIGURE 3.7 : Vecteur des XY

4 * Ainsi on écrit 'équation(3.1) par :
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| > Hatbeta < —solve(X'X)™ )% * %(X'Y) |

( voir la FIGURE(3.8) )

R R Console | = ” = ”ﬁ|

> Hatbeta <-solwve [t (X)3F*3TX) F*F(C(X) F73Y )
> Hatbeta
[, 1]
[1,] -2.129T76T7e=+06
[2,] -7.131133e+00
[3,] 2.501310e+01
[4,] 3.571577e=+00
> |

~

FIGURE 3.8 : Estimation des parametres (3

Dongc, I’équation de 'hyperplan des moindres carrés est donc donnée par :

Y; = —2130000 — 7.131x;; + 2501x;2 + 3.572x;3.

Le signe du coefficient nous indique le sens de sens de la relation. D’apres cette équation, on

remarque que les coefficient de régression estimer (82 et B3), associée a les variables des in-

dustrie et commerce, sont positifs cela signifie que 'augmentation des industrie et commerce

ce influe positivement sur I’économie nationale car leur coefficient B; est négatif.

3.6 Evaluation

3.6.1 Estimation de la matrice de variance-covariance de
La matrice de variance-covariance est défini par :
varcov(B) = s* = o?(X'X)"
ol les estimateur sans biais de la variance des résidus sg donnée par :

) SCR n &2

s2 — — 1=1 "1
T on—(p—-1) mn—-(p—-1)

ou p : est le nombre des variables explicatives.

On peut alors calculer la matrice de variance-covariance, sous R, directement par la com-

mande :
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| > veov(Reg) |

Ou en calculant s2, sous R, écrire par :

> SCR < —sum(residuals(Reg)?)
> Hatsigma2 — eps < —SCR/(n —

p—l).

ou p=3 et n=22 .

Donc, on obtient la résultat suivent : (voir la FIGURE(3.9))

Hatsigma2 eps <-3CR/ (n-p-1)
Hatsigmal eps

[1] 1.016l62e+l2

> |

WONOY WY

L= [ e

FIGURE 3.9 : L’estimation sans biais de la variance des résidus sz

Alors :

s = 1.016162 x 10",

On peut alors calculer la matrice de variance-covariance, sous R, comme suit :
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| > varcov < -Hatsigma2 — eps * solve(t(X)% * %X) |

On obtient le résultat suivant ( voir la FIGURE(3.10)) :

> |

FIGURE 3.10 : La matrice varcov

RRCDHSD'E
> weocov (Reg)

[{Intercept) X1 X2
(Intercept) 2.336178e+12 4.376283es+406 -1.186433=+07 £1493&.
X1 4,376283=+06 9.151072e+400 -2.334898%=+01 -0
x2 -1.186433=4+07 -2.33498%=4+01 6.5652%6=+01 -1
X3 6.149684=4+04 -2.149008e-01 -1.968881=+00 1
> warcov <- Hatsigmal eps*solwve (t (X)3*%X)
> Varcowv

[-1] [-2] [-3] [r4]
[1,] 2.3%96178e+12 4.376283e+406 -1.18264332+407 6£1496.8363408
[2,] 4.376283e+06 9.151072e+400 -2.334988%=+01 -0.2149008
[3,] -1.1864332+407 -2.33498%=+4+01 6.5652%96=2+01 -1.9688812
[4,]1 6.149624e=+404 -2.149008e-01 -1.968881e=+00 1.1365871

X3
28363408

.2149008
.9688812

1385871

En suit, nous calculons les écart-types s(8;) sont alors donnés par les racines carrées des

éléments diagonaux de cette matrice (var cov), sous R, on a :

| > Hatsigmabetas <- sqrt(diag(vcov(Reg))) |

On obtient (voir la FIGURE(3.11))
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R R Console | = ” (=) ||i3-|
» hatsigmabetaszs <- =dgrt(diag(vcov(Reg)))
> hatsigmabetas

[(Intercept) X1 X2

X3
1.547958e+06 3.025074e+00 B.102652e+00 1.066108=+00

FIGURE 3.11 : Les écart-types S(Bj)

3.6.2 Estimation de 8; par intervalle de confiance
L’intervalle de confiance pour estimer Bg, 81, B2 et B3 est donnée par :
Bi — tiﬁS@., Bi + tingj Vj =103
On calcule les intervalles de confiance au niveau 100(1 — )% (95%) pour les parametres

Bo, B1, B2 et Bs.

Sous R on écrit la commande suivant :

| > confint (Reg,conf level=0.95) |

On obtient :
Bo € [—5381908, 1122375]
B1 € [—13.48658, —0.7756890]
B2 € [7.990060, 42.03614)]

B3 € [1.331766,5.811387]

3.7 Evaluation globale de la régression

3.7.1 Tableau d’analyse de la variance

Pour donner le tableau d’analyse de variance.ll s’agit de calculer les quantités suivant :

SCT = Y'Y — ng?

SCR=Y (y;— ;) = Y. &

i=1
SCE = SCT — SCR

L’écriture sous R :
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> SCT < —t(y)% * %Y — n * (mean(Y)’)
> SCR < —sum(residuals(Reg)?)
> SCE < —SCT — SCR

On obtient les résultats suivants :
SCT = 4.787144 x 104

SCR = 1.829091 x 10'3
SCE = 4.604235 x 104

Donc le tableau d’analyse de la variance est donnée par le tableau (3.2) :

source de variation ddl somme des carrés carrés moyens Fo
Expliquée 3 4604235 x 108 1534745 x 1083 151.0335
Résiduelle 18 1829091 x 107 1016161667 x 103

Totale 21 4787144 x 108

TABLE 3.2 : Tableau d’analyse de la variance .

3.7.2 coefficient de détermination

La proportion de variabilité par les trois régresseurs est calculé par le coefficient de

détermination R? qui est donnée par la relation suivante :

SCE 1 SCR

RP=—" " =1— ———
SCT SCT

Sous R, on a :

[> R2< —SCE/SCT |

On obtient R? = 96.2% ce qui montre un ajustement treés fort. Ce coefficient ne prend
pas en compte le nombre de variables explicatives. Il est nécessaire de s’intéresser au coeffi-

cient de détermination ajusté R? g qui est donnée par la relation suivante :

n—1
R, =1— ——(1 - R?) =9557%
n—p-—1

qui reste un ajustement tres fort.
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3.8 Tests de signification

3.8.1 Test de Student sur le parametre 3

Pour j € {0,1, 2,3}, on considere les hypotheses :
H, : B; = OcontreH, : B; # 0

On calcul la statistique de test Typs -

) _ Bo __ —2129767 __

, pour Bg : Tpps = S(ﬂ"o = Tirose — —1.376
) _ B1 _ —7.131133 __

: pour B : Tovps = [ 3~ = Goasora — — 2357
. _ B2 __ 25.01310 __

) pour /62 . Tobs — 5(5\2 = 81.02652 0.309

3.571577
) pour 63 : Tobs - 3?5\3 = 1.066108 — 3.350

Sous R, on écrire par :

> Tobs < —Hatbeta/Hatsigmabetas
>T —tab < —qt(p=1—-0.05/2,df =n—p—1) .
> ifelse(abs(tobs) > T — tab’rejetHO0”, ”nonrejet HO

On obtient le résultat suivant :
R
| "non rejet HO"
] 'rejet HO"
| 'rejet HO"
| 'rejet HO"

Regle de décision

Comme la valeur critique est donnée par t97 = 2.100922, on décide 'accepter 1'hy-

pothese nulle Hy au seuil de significativité ¢ = 0.05 pour j=0 et on la rejette pour j=1,j=2
et j=3 pour respectivement.

Alors, cela veut dine que les variables X7, X5 et X3 (agriculture, industrie, Commerce) ont
des influences tres important sur I’économie nationale. Cela montre que 1’économie nationale

globale de I’Algérie est basée essentiellement sur I'agriculture,l’industrie et le commerce.

3.8.2 Test globale de Fisher

Est ce que la liaison globale entre les X; et Y est-elle significative ?
Nous répondrons de cette question par le test de Fisher.

On veut tester les hypotheses suivantes : * I'hypothese nulle : Hg : B = B2 = 83 =0
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contre
* I'hypothese alternative : Hy : 35 € {1,2,3} tel que B; # 0 (Y dépend d’au moins une
variable X;.

on calcule :
R2

Fops = = 151.0335

__p
(1-R?)
(n—p—1)

Sous R, on a :

> R2 < —SCE/SCT
> Fabs < —(R2/p)/((1 — R2)/(n —p — 1)) :
> Fiab < —qf(p =1 —0.05,df1 = p,df2=n—p—1)

Regle de décision

La statistique Flps = 151.0335 est supérieure i la valeur critique fi5e® = 3.159908,

on conclut que le test est significatif, on rejette I’hypothese nulle Hy au seuil de significativité
a = 0.05. Ce résultat montre qu’au moins une des variables contribue a expliquer I’économie

nationale.
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CONCLURSION

Dans ce mémoire, on a présenté des modeles de la régression linéaire simple et multiple,
ainsi qu’'une application faite dans le domaine économique pour le modele multiple. Ces
modeles sont des solutions qui existent pour observer et expliquer les liens entre une variable
a explicative et d’autre variables indépendants. Enfin, une attention particuliere est accordée

a la prospective.

47



BIBLIOGRAPHIE

[9]

Arnauad Guyader. Régression linéaire. Université Rennes 2 Master de statis-
tique(2012=2013).

Bo Régis économétrie, Cours et exercices corrigés, Dunod, (2015).

Bertrand F. Compléments sur la régression linéaire simple Anova et inférence sur les
parameétres. Master 1, IRMA, Université de Strasbourg, Strasbourg, France(02/06/2010).

Bourbonnais, R. Econométrie, Manuel et exercices corrigés. Dunod, 2-éme édition.(1998).

Chesneau  (16/03/2016). Modeles de  régression.  Université de  Caen

(http ://www.math.unicaen.fr/~chesneau/).
CARE. TABLEAU DE BORD DE L’ECONOMIE NATIONALE, https ://tbn.care.dz/.

Desgraupes, M. (2014/2015) : Le modele linéaire. UNIVERSITE PARIS OUEST
NANTERRE LA DEFENSE U.F.R. MIASHS L3.

Dominok Salvatore. économie et statistique appliquée ; série SHAUM, M C GAW-HILL,
NEWYORK, USA ;1982.

Dodge, Y, Rousson, V. (2004). Analyse de régression appliquée, Dunod, 2-éme édition

[10] Francis Galton Régression toward mediocrity in herditary stature, journal of the

Anthropological Institute 15 : 246-1886

48



BIBLIOGRAPHIE

[11] Frédéric Bestrand, Myriam Maumy-Bertrand Initiation a la statistique avec R. Du-
nod.(2010).

[12] Fourcassié V. et Jost C. Inroduction aux modele linéaire génénraux (General Linear

model -GLM )

[13] Frédéric Bestrand & Myriam Maumy-Bertrand (08/03/2012). Régression linéaire
multiple, IRMA juniver-de Strasbourg France.

[14] Francis Galton, «Regression Towards Mediocrity in Hereditary stature», Journal of the
Anthropological Institute, vol. 15, 1886, p. 246-263.

[15] Giorgio Russolillo (2016). La Régression Linéaire Multiple, Département IMATHC-
NAM, giorgio.russolillo@com.fr.

[16] Thaka, R. and Gentleman, R. (1996). R : A Language for Data Analysis and Graphics.
Journal of Computational and Graphical Statistics 5 : 299 314.

[17] Kalbeichj. probabilité and statistical , Springer-verlage, NEW YORK USA ;1986.

[18] Kmenta, J. (1986). Elements of Econometrics, 2nd. Edit., Macmillan Publishing CO

[19] Labrousse, C. (1983) . Introduction a léconométrie. Maitrise déconométrie, Dunod

[20] Mémoire de master de I’étudiant BERKANI F, intitulé :Application de la Régression

Linéaire Multiples sur la Balance Commerciale Algérienne.mai/2016.

[21] R Palm et A.F. lemma, «Quelques alternatives a la régression classique dans le cadre

de la colinéarité», Revue de statistique appliquée, vol. 43,n° 2, 1995, p. 5-33.

[22] Yadolah Dodge. analyse de régression appliquée, Dunod, PARIS ;1999.

[23] Yadolah Dodge, The Concise Encyclopaedia of Statistics, New York, Springer, 2010,
622 p. ISBN 978-0-387-31742-7.

49



TABLEAU DES ABREVIATION

Symbole Description
ANOVA Analyse de la variance.
c,ll;l% quantile d’ordre 1 — ¢ d’'une loi de X3 a (npl) ddl
c.a.d C’est a dire.
CME carrée moyenne expliquée par le modele
CMR carrée moyenne résiduelle.
cov(x,y) covariance entre x et y
ddl degrés de liberté.
E[X] espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.
f((;:;g quantile d’ordre (1) d’une loi de Fisher a (p,q) ddl.
iid indépendantes et identiquement distribuées.
r matrice de variance covariance.
MCO Moindres Carrés Ordinaires.
R ensemble des valeurs réelles.
R4 ensemble des valeurs réelles positives.
X5 Loi de x? a p ddl
N(0,1) loi normale standard (centrée réduite).
PIB Produit intérieur brut
R? coefficient de détermination.
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R? 4 coefficient de détermination ajusté
RC région de confiance
resp respectivement.
RLS régression linéaire simple.
RLM régression linéaire multiple.
Ji variance d’une v.a. X
sfj La variance empirique de la v.a 'Y
siy covariance empirique entre les variables X et Y
si variance empirique de la v.a. X
SCE somme des carrés expliquée par le modele.
SCR somme des carrés résiduelle.
SCT somme des carrés totale.
:,lf,l quantile d’ordre de la loi de Student & (npl) ddl.
Tr(A) trace de matrice A
v.a variable aléatoire.
var(X) variance mathématique du v.a. X.
Xt transposée de X

échantillon de taille n de X.
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ANNEXE : B

Tableau de la loi de Student

p P =050 08 [ 070 ) 060 | o900 [ 040 | 030 ] 0.0 ] 00 01,105 (2 0.0l

1 0158 | 0325 [ 0510 | 00727 | 1,000 [ 1376 | 1963 | 3078 | 6314 | 12, TG | 31821 | 63657
2 0,142 | 00250 | 00445 | OGET | 0816 [ 161 | LASG | 1S86 | 2920 | 4303 | G965 | 9925
3 0037 | 0277 | O 424 f ouisd | OGS [ 08978 | 1250 | D638 | 2353 | 3,052 | 4.1 | 581
4 0,134 0,271 | AL | 056D | OFL ) 0841 | 1190 | LA%3 | 2082 | 2700 | 377 | 4.06M
i 0,132 | 0267 | 0408 | 0650 | 0727 [ 0930 | LIGG | LATS | 2015 | 2571 | 3365 | 4,m@2
L] 0,131 0,065 | a0 J OS5S | o718 [ 0506 | LIS | 1440 | 153 | 2847 | 3143 3m7
7 0,130 | OGGEE | 0402 | 00549 ) 0711 | 0806 | 1119 | L4015 | 1805 | 2365 | 29098 | 3499
L] 0,130 | 0,262 | 0390 | 0646 | 0,706 | 0&s0 | 1LI0B | 1397 | 1560 | 2306 | 2806 | 3,350
9 0,12 0,061 | 00308 | 0543 | 0,3 | 0885 | LI00D | 1383 | 1533 | 2062 2821 3,250
10 0129 |00 (0397 | M2 | 000 | 087 | 1093 | 1372 ) 1812 | 2226 | 2764 | 3,169

11 0029 | 0260 | 0396 | 050 | 067 [ 0876 | LOSE | 1363 | 176 | 2301 | 2718 | 3106
12 002 ) 0 [ 0355 | R | 05 | 08TE | L0 | 1356 | 172 | 2170 | 2681 | 3055
13| 0128 | 0,100 (0394 | O5E | 0604 |08 | 1079 | 1350 | 1771 | 2,060 | 2G50 | 3012
14 0,028 | 0258 | 0303 | 0537 | 0602 [ 0=68 | 1076 | L35 | 1761 | 2M5 | 2624 | 2977

G| 0027 | OV2EG | O350 | 0631 | OGS4 | 0EGG6 | LOGE | 1316 | 1708 | 2060 | 248G

| D2 | 0256 (D353 | ORG | 0] | 0866 | 1074 | 1341 | 1.3 | 2B1 | 2602 | 237
16 | 0I2E ) 0258 (0392 | 0535 | 0600 | 0865 | LOTL | 1337 | LHG6 | 2120 | 2583 | 2021
17| 0028 ) 0257 [ 00392 | 068 | 0630 | 0=6S | 1060 | 1333 | 170 | 2110 | 2667 | 2808
I8 [ 0027 0,257 [ 392 | 053 | 06RE | 0862 | LOGT | 1330 | 1784 | 2,1 2,552 | 1878
19 0127 | 0257 (0391 | 0533 | 0688 | O8GL | LOGG | 1328 | 1.720 | 2000 | 2539 | 2,851
W 00127 | 0257 | 0390 | OELS | 06T | 0860 | DLOGE | 1325 | 1726 | 2086 | 2618 | 2846
11 0127 | 0257 | 0390 | 00532 | 0GRG | DEXE | LOG3 | 1323 | 1.721 | 2080 | 2518 | 2831
0127 | 0066 | O350 | 062 | 06RG | 0R5R | LOGL | 1321 | 1717 | 2004 | 208 | 281D
3 0,127 O, 2056 | o300 | OS2 | oass [ 0858 | D60 | 1319 | 1714 | 2064 2500 2E07
M 0127 | 0256 | 0390 | 00530 | 0685 [ DBLT | LOGD | L3108 | 1711 | 2064 | 2492 | 2707
-

a2
6 0,027 | o5 | oam0 | oss | ossd | 0&5 | L0sE | 1315 ] LwE | 2056 | 247 | @
7 0,127 0200 | D30 ) 053] | 064 | 08 | LOGT | L3014 | 1703 | 2062 2473 2
b 0127 | 0256 | 0380 | 0530 | 0GEY | 0856 | 105G | 1313 | 1.701 | 2048 2467 13
M| 0,027 (026 | 030 joso | 063 | 085 | 1055 | L3l | 1@e | 2ms | 2462 | 2
ao | 0,027 (025 | oasa | os | oass | 0Rs | Loss | L | 1T | 22 | 2457 | 2

oo 0,036 | 0 25% | 0385 | 0624 | 0670 [ 0842 | 10386 | L2823 | 16156 1,96 231 | 2576
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Table de la loi de Fisher-Seconder a = 0.05

ANNEXE :C

num den 1 2 3 4 B 6 7 5 9 10
1 161.4476 185128 10.1280 7.7086 6.6079 G.0874 G.5014 5.3177 G6.1174 4.9646
2 1905000 190000 05521 6.9443 57861 51433 47374 4.4500 4.9565 41028
3 2157073 19.1643 0.2766 6.5014 54005 47571 4.3468 4.0662 38625 3.7083
4 2245832 192468 0.117T2 6.3882 5.1922 45337 4.1203 38379 36331 3.4780
5 2301619 192964 9.0135 6.2561 5.0503 4.3874 30716 3.6875 3.4817 3.3258
6 2339860 193295 S.9406 6.1631 49503 4.2839 38660 35806 33738 3.2172
7 2367684 103532  B.8867 6.0042 48750 42067 37870 35005 32027 3.1355
8 92388827 193710 B.R452 60410 48183 41468 37257 3.4381 32206 30717
9 2405433 103848 B.R123 LOOBR 47725 4.0000 36767 33881 31780  3.0204

10 241.8817 19.3050 S.7855 50644 4.7351 4.0600 36365 33472 3.1373 20782
11 2429835 194050 S.7633 659358 4.7040 4.0274 36030 3.3130 3.1025 2.9430
12 2439060 194125 B.7446 59117 46777 3.9999 3.5747 3.2839 3.0729 2.9130
12 2446808 104180 R.T2RT 5.8011 46552 39764 35503 3.2500 30475 2.8872
14 2453640 19.4244 B.7140 58733 4.6358 30550 35202 3.2374 30255 2.8647
15 2459499 19,4291 87020 58578 46188 39381 35107 3.2184 30061 2.8450
16 246.4639 194333 56923 65658441 46038 3.9223 34944 32016 29890 2.58276
17 2469184 19.4370 B.6820 5.8320 4.5004 39083 3.4799 3.1867 29737 2.8120
18  247.3232 194402 S.6745 658211 45785 3.8057 34660 31733 29600 2.7980
19 2476861 104431 86670 58114 45678 38844 34551 31613 29477 2.7854
20 2480131 194458 86602 5.8025 45581 3.8742 34445 31503 29365 2.7740
21 2483004 194481 B6540 57045 45403 38649 34340 31404 29263 27636
22 2485791 194503 8.6484 G5.7872 45413 3.8564 3.4260 3.1313 29169 2.7541
23 2488256 194523 B.6432 5.7805 4.5330 38486 34179 3.1229 29084 2.7453
24 2400518 194541 B.6385 G5.7T44 4.5272 3.84156 3.4106 3.1152 29005 2.7372
25 2402601 194558 S.6341 57687  4.5200 328348 3.4036 311081 28032 27008
26 2404525 194573  R.6301 57635 4.5151 3.8287 33072 3.1015 2.8864 27220
27 2496300 194587 R.6263 G.7586 4.5007 3.8230 3.3013 30054 2.8801 2.T164
28 2407966 104600 86229 57541 4.5047 38177 33858 1.0807 28743 27104
20 2499510 194613 S.6196 57408 45001 3.8128 3.3806 3.0844 28688 27048
30 2500051 194624  B.6166 57450 44957 3.8082 33758 30794 28637 2.6096
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T den 11 12 13 14 16 16 17 18 19 20
1 48443 4.7472 46672 46001 4.5431 4.4940 4.4513 44139 4.3807 43512
2 30823 38853 18056 3.7380 2.6823 36337 3.5015 15546 35219 2.4928
3 35874 34903 34105 33439 392874 32380 30968 21500 31274 20984
4 33567 32502 31791 31122 3.0656 30069 2.09647 29277 28951 2.8661
5 3.2039 31059 3.0254 29582 29013 28524 28100 27729 27401 2.7109
6 30046 29961 29153 28477 2.7005 2.7413 2.6987 2.6613 26283 2.5990
T 30123 29134 28321 27642 2.7066 26572 2.6143 25767 25435 2.5140
8 20480 28486 27669 26087 26408 25011 25480 25102 24768 24471
9 28062 27064 27144 26458 25876 25377  2.4043 24563 24227 23028

10 28536 27534 26710 26022 25437 24935 24400 24117 2.3TT9  2.3479
11 28179 27173 2.6347 25655 25068 24564 24126 2.3742 23402 2.3100
12 27876 2.6866 206037 25342 24753 24247 2.3807 2.3421 2.3080 2.2776
13 27614 26602 25760 25073 24481 239731 23831 23143 22800 2.2495
14 27386 26371 25536 24837 24244 23733 23200 2.2900 22556 2.2250
14 27186 26160 25331 24630 24034 23522 23077 22686 22341 2.2033
16 27009 25080 25149 24446 23840 23335 22888 2.2496 22149 2.1840
17 26851 2GS 24087 24282 23683 23167 22719 22325 21977 21667
18 26700 25684 24841 24134 23633 23016 2.2567 22172 21823 21511
19 2.6581 25554 24709 24000 23398 22880 22420 22033 21683 21370
20 26464 25436 24580 23870 23275 22756 2.2304 2.1006 21555 21242
21 26358 25328 24470 23768 23163 22642 22180 2.1791 21438 21124
22 26261 25220 24379 23667 23060 22538 22084 2.1685 21331 2.1016
23 26172 25139 24287 23573 2.2066 22443 2.1987 2.1587 21233 2.0017
24 26000 25065 24202 23487 22878 22354 21898 2.1497 21141 2.0825
25 26014 24977 24123 23407 22797 22272 21815 2.1413 21057 20730
26 25043 24905 24050 23333 20722 22106 21738 21335 20978 2.0660
a7 25877 24838 23082 23264 22652 22125 21666 2.1262 20905 2.0586
25 25816 24776 2.3018 23199 22587 22050 21500 21195 20836 2.0517
249 25760  24TIE 23850 23139 22525 21997 2.1536 21131 20772 204520 W)
30 25705 24663 23803 23082 22468 2.1938 21477 21071 20712 2.030L-
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