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Avant-propos

Ce cours est un document de base pour les étudiants de 2ème année licence
de mathématique. Il peut aussi être utilisé par les étudiants d'autre paliers
aussi bien en sciences, sciences et techniques que ceux de biologie ou autres.
Pour suivre ce cours, l'étudiant a besoin de connaître les notions de base
de l'algébre vues aux semestres précédents de la formation (Algébre 1,2,3),
en particulier, les notions d'espaces vectoriels, d'applications linéaires, de
polynômes et de matrices.
Ce polycopie est basé sur trois parties

1. Formes linéaires et dualité

2. Formes bilinéaires et formes quadratiques

3. Groupe orthogonal. Formes hermitiennes.
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CHAPITRE 1

Formes linéaires. Dualité

Soit E un K−espace vectoriel K = Q,R,C, . . .

1.1 Dé�nitions

� Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans
K.

� L'espace des formes linéaires sur E est un K−espace vectoriel, noté
E∗, on le nomme dual de E.

� Exemple :

1. Les applications f, g : K[X] → K telles que , ∀P ∈ K[X] f(P ) =

P (0) et g(P ) =

∫ 1

−1

P (t)dt, sont des formes linéaires.

2. Soit a1, a2, . . . an ∈ K, l'application f : Kn → K telle que pour
tout (x1, x2, . . . xn) ∈ Kn,

f(x1, x2, . . . xn) = a1x1 + a2x2 . . .+ anxn,

est une formes linéaire sur Kn. Toute les formes linéaires sur Kn

sont de cette forme.
En e�et, soit {e1, e2, . . . en} une base canonique de Kn, si f est
une forme liéaire sur Kn, alors pour tout (x1, x2, . . . xn) ∈ Kn on
a

f(x1, x2, . . . xn) = f(e1)x1 + f(e2)x2 . . .+ f(en)xn.
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1.2 Base duale

Supposons que E est de dimension �nie n, soit B = {e1, e2, . . . en} une
base de E, on dé�nit n formes linéaires sur E, {f1, f2, . . . fn}, de la maniére
suivante : ∀j de 1 à n, il existe une forme linéaire et une seul fj de E

∗ telle
que

fj(ej) = δij =

{
1, i = j
0, i ̸= j

, δij symbole de Kronecker.

On obtient ainsi une base {f1, f2, . . . fn} de E∗ que l'on nomme base duale
de B, on a donc dimE = dimE∗. Les formes linéaires sur E on le note par
une lettre surmontée d'une étoile : x∗ ∈ E∗.
Pour la base B = {e1, e2, . . . en} de E, la base duale de B se notera B∗ =
{e∗1, e∗2, . . . e∗n}, elle est dé�nie par

e∗j(ej) = δij =

{
1, i = j
0, i ̸= j

.

Exemple : E = Rn[X], B = {e0 = 1, e1 = X, e2 = X2, . . . en = Xn} a pour

base duale {f0, f1, . . . fn}, òu fi(P ) =
P (i)(0)

i!
pour tout P ∈ E.

En e�et, pour P (X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . . a1X + a0, on a d'après le

développement de taylor P (0) = a0,
P ′(0)

1!
= a1,

P 2(0)

2!
= a2, . . .

P n(0)

n!
=

an, donc fj(P )(X) = fj(anX
n + an−1X

n−1 + . . . a1X + a0) = fj(anen +

an−1en−1 + . . . a1e1 + a0e0) = aj =
P (j)(0)

j!
, alors fj(P ) =

P (j)(0)

j!
pour tout

j de 1 à n.

Proposition 1.1. Soit Λ, Γ deux bases de E et Λ∗, Γ∗ les bases duales
respectives. Alors on a

PΛ, Γ = (P−1
Λ∗, Γ∗)t,

où PΛ, Γ la matrice de passage de la base Λ vers Γ dans E et PΛ∗, Γ∗ la matrice
de passage de la base Λ∗ vers Γ∗ dans E∗.

Exemple. E = R3, Λ = {e1, e2, e3} la base canonique de E, Γ =
{b1, b2, b3} une bese de E, b1 = (3, 2, 7), b2 = (3, 1, 5), b3 = (1, 3, 0). Donner
la base duale de Γ.

Puisque PΛ, Γ = (P−1
Λ∗, Γ∗)t, alors PΛ, Γ =

 3 3 1
2 1 3
7 5 0

 et P−1
Λ, Γ =

 15 5 8
21 7 11
17 6 9

,

alors (P−1
Λ, Γ)

t =

 15 21 17
5 7 6
8 11 9

. On alors b∗1 = 15e∗1 + 5e∗2 + 8e∗3, b
∗
2 =

21e∗1 + 7e∗2 + 11e∗3, b
∗
3 = 17e∗1 + 6e∗2 + 9e∗3

6 S.Boudjema
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1.3 Bidual

Dé�nition 1.1. On appelle bidual de E, on le note E∗∗, l'espace dual de E∗.
Si dimE <∞, on a dimE = dimE∗ = dimE∗∗.

Fixons x ∈ E. Pour tout forme linéaire f de E∗, f(x) est un scalaire dans
K unique. On dé�nit ainsi une application de E∗ dans K, notée x̃ :

x̃ : E∗ −→ K
f 7−→ x̃(f) = f(x).

Puisque x̃ ∈ E∗∗, on dé�nie une application

φ : E −→ E∗∗

x 7−→ x̃,

telle que pour tout f ∈ E∗

φ(x)(f) = x̃(f) = f(x).

Théoréme 1.1. A tout x ∈ E, associons l'élément x̃ ∈ E∗∗ dé�ni par

x̃(f) = f(x), ∀f ∈ E∗.

Alors l'application φ : x 7−→ x̃ de E dans E∗∗ est linéaire.
Si E est de dimension �nie n, alors φ est un isomorphisme.

Démonstration

1. Montrant que ∀x, y ∈ E, φ(x + y) = φ(x) + φ(y) et ∀x ∈ E ∀α ∈
K, φ(αx) = αφ(x)

En e�et On a φ(x + y) = ˜(x+ y) ∈ E∗∗, donc c'est une application
linéaire de E∗ dans K.
∀f ∈ E∗ ˜(x+ y)(f) = f(x + y) = f(x) + f(y) = x̃(f) + ỹ(f) =
(x̃+ ỹ)(f), donc φ(x+ y) = φ(x) + φ(y).

φ(αx) = (̃αx) ∈ E∗∗ , donc c'est une application linéaire de E∗ dans
K.
∀f ∈ E∗ (̃αx)(f) = f(αx) = αf(x) = αx̃(f), donc φ(αx) = αφ(x).

2. Pour la dimension �nie et puisque dimE = dimE∗∗, pour montrer
que φ est bijectif, il su�t de prouver que φ est injectif. (∀x, y ∈
E, φ(x) = φ(y) ⇒ x = y)
∀x, y ∈ E, φ(x) = φ(y) =⇒ x̃ = ỹ alors ∀f ∈ E∗, f(x) = f(y)

7 S.Boudjema
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donc on a f(x − y) = 0. Soit B = {e1, e2, . . . en} une base de E et
B∗ = {e∗1, e∗2, . . . e∗n} la base duale de B, donc pour f = e∗i , on a

e∗i (x− y) = 0 ∀1 ≤ i ≤ n. (∗)

D'autre part
x− y = λ1e1 + λ2e2 + . . .+ λnen,

donc
e∗i (x− y) = λi ∀1 ≤ i ≤ n. (∗∗)

De (∗) et (∗∗)
λi = 0 ∀1 ≤ i ≤ n,

d'où x− y = 0.

Dé�nition 1.2. L'application φ se nomme morphisme canonique de E dans
E∗∗.

Remarque 1.1. Dans le cas où la dimension de E est �nie et a cause de
l'isomorphisme φ, on identi�e E et E∗∗, c-à-d

∀x ∈ E x̃ = x et E∗∗ = E

1.4 Orthogonalité

Dé�nition 1.3. Soit E un K−espace vectoriel, E∗ son dual. On dit qu'un
vecteur x ∈ E est orthogonal à une forme linéaire y∗ de E∗ si y∗(x) = 0. On
dit aussi que y∗ est orthogonale à x, ou bien que x et y∗ sont orthogonaux.

Exemple Soit E = R2 et considèrons la y∗ de E∗ dé�nie par

y∗(x) = ax1 + bx2,

(x1, x2) étant les coordonnées de x dans la base canonique de E, a et b deux
nombres donnés. Pour tout α ∈ R, les vecteurs (αb,−αa) est orthogonale à
y∗.

Propriété 1.1. Soit E un K−espace vectoriel et A une partie �nie de E. Si
y∗ une forme linéaire orthogonale à tout vecteur de A, alors y∗ est orthogonal
à tout vecteur du < A > de E.

En e�et : soit A = {x1, x2, . . . , xp} une famille �nie de E. Par hypothèse,

y∗(x1) = 0 y∗(x2) = 0 . . .; y
∗(xp) = 0.

Alors, pour tous scalaires α1, α2, . . . , αp ∈ K,
y∗(α1x1 + α2x2, . . .+ αpxp) = α1y

∗(x1) + α2y
∗(x2), . . .+ αpy

∗(xp) = 0

8 S.Boudjema
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Propriété 1.2. Soit E un K−espace vectoriel et B une partie �nie de E∗.
Si x ∈ E soit orthogonale à tout forme linéaire de B, alors x est orthogonal
à tout forme linéaire du < B > de E∗.

En e�et : soit B = {y∗1, y∗2, . . . , y∗q} une famille �nie de E∗. Par hypothèse,

y∗1(x) = 0 y∗2(x) = 0 . . .; y
∗
q (x) = 0.

Alors, pour tous scalaires α1, α2, . . . , αq ∈ K,
(α1y

∗
1 + α2y

∗
2 + . . . + αqy

∗
q )(x) = α1y

∗
1(x) + α2y

∗
2(x) + . . . + αqy

∗
q (x) = 0.

Remarque D'après les proposition précédentes on a

Dé�nition 1.4. Soit E un K−espace vectoriel. Pour tout partie A de E, la
partie de E∗ :

A◦ = {y∗ ∈ E∗ | (∀x ∈ A) y∗(x) = 0},

se nomme sous-espace orthogonal à la partie A de E .

Dé�nition 1.5. Soit E un K−espace vectoriel. Pour tout partie B de E∗,
la partie de E :

◦B = {x ∈ E | (∀y∗ ∈ B) y∗(x) = 0},

se nomme sous-espace orthogonal à la partie B de E∗ .

Propriété 1.3. Soit E un K−espace vectoriel. Soit A et B deux partie de
E et E∗ respectives.

1. A◦ est un sous-espace vectoriel de E∗.

2. ◦B est un sous-espace vectoriel de E.

En e�et :

1. ∀α1, α2 ∈ K et ∀y∗1, y∗2 ∈ A◦, on a

(∀x ∈ A) (α1y
∗
1 + α2y

∗
2)(x) = α1y

∗
1(x) + α2y

∗
2(x) = 0.

donc α1y
∗
1(x) + α2y

∗
2 ∈ A◦.

2. ∀α1, α2 ∈ K et ∀x1, x2 ∈ ◦B, on a

(∀y∗ ∈ B) y∗(α1x1 + α2x2) = α1y
∗(x1) + α2y

∗(x2) = 0.

donc α1x1 + α2x2 ∈ ◦B.

Remarque : D'après les propositions 1.1 et 1.2 on a

A◦ ⊂ (< A >)◦ et ◦B ⊂ ◦(< B >).

9 S.Boudjema
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Propriété 1.4.

1. Pour toutes parties A1 et A2 de E. on a si A1 ⊂ A2 alors A◦
2 ⊂ A◦

1.

2. Pour tout partie A �nie de E on a A◦ = (< A >)◦.

En e�et :

1. Si y∗ ∈ A◦
2 alors ∀x ∈ A2 on a y∗(x) = 0, en particulier x ∈ A1 ⊂ A2

on a y∗(x) = 0 donc y∗ ∈ A◦
1.

2. Puisque A ⊂ (< A >) d'après 1 on a (< A >)◦ ⊂ A◦ et d'après la
remarque précédente on a A◦ ⊂ (< A >)◦ d'où (< A >)◦ = A◦.

Propriété 1.5.

1. Pour toutes parties B1 et B2 de E
∗. on a si B1 ⊂ B2 alors

◦B2 ⊂ ◦B1.

2. Pour tout partie B de E∗ on a ◦B = ◦(< B >).

Propriété 1.6. Soit E un K− espace vectoriel de dimension �nie. Alors
on a, 0(E∗) = {0}.

Théoréme 1.2. Soit E un K−espace vectoriel de dimension �nie. Pour
toute base B∗ de E∗, il existe une base et une seule B de E dont la duale est
B∗.

Démonstration :

Existence.
On rappelle que l'isomorphisme canonique φ : x 7→ x̃ véri�e, pour tout x ∈ E
et y∗ ∈ E∗,

x̃(y∗) = y∗(x).

Soit B∗ = {e∗1, e∗2, . . . e∗n} une base de E∗ et B∗∗ = {e∗∗1 , e∗∗2 , . . . e∗∗n } sa base
duale dans le bidual E∗∗. Posons φ−1(e∗∗i = ei (1 ≤ i ≥ n). Alors la relation
précédente donne, pour tous indicei et j :

e∗∗i (e∗j) = e∗j(ei).

Comme le premier membre vaut δij, le second aussi et par conséquent B =
{e1, e2, . . . en} est une base de E dont la duale est B∗.

Unicité.
Supposons qu'il existe une autre base C = {u1, u2, . . . un} de E telle que

e∗j(ui) = δij.

10 S.Boudjema
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Alors, on aura, pour tous i et j :

e∗j(ei − ui) = 0,

d'où
ei − ui ∈ ◦(B∗) = ◦(< B∗ >) = ◦(E∗) = {0}.

On obtient donc
ei − ui = 0, (0 ≤ i ≥ n).

Conséquence. L'applicationqui, à toute base de E associe sa base duale, est
une bijection de l'ensemble des bases de E sur l'ensemble des bases sur E∗.

1.5 Transposée d'une application linéaire.

Dé�nition 1.6. Soit E et F deux K−espaces vectoriels, E∗ et F ∗ leurs
duaux et considérons une application linéaire f de E dans F. On dé�nit
ainsi une application : tf : F ∗ → E∗ telle que pour tout y∗ ∈ F ∗ on a
tf(y∗) = y∗ ◦ f, que l'on nomme transposée de f .

Propriété 1.7. Pour tout f application linéaire de E vers F , on a tf est
linéaire de F ∗ vers E∗.

Théoréme 1.3. Soit E et F deux K−espaces vectoriels de dimension �nies,
B et C des bases de E et F respectivement, B∗ et C∗ leurs duales dans E∗

et F ∗.
Pour toute f linéaire de E vers F, soit Mf sa matrice relative à B et C, et
soit M tf la matrice de tf relative à C∗ et B∗, alors

tMf =M tf .

Exemple. Soit f : R3 → R2 dé�nie comme suit f(x, y, z) = (x + 2y +
5z, 6x− 3y + z). La matrice de f par rapport à les bases canoniques B et Γ

de R3 et R2 est Mf =

(
−1 2 5
6 −3 1

)
, donc la matrice de tf par rapport à

Γ∗ et B∗ et tMf =

 −1 6
2 −3
5 1

 .

1.6 Hyperplan

Soit E un K−espace vectoriel.

11 S.Boudjema
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Dé�nition 1.7. H un sous-espace de E est un hyperplan si ∃x0 /∈ H tel que
E = H ⊕Kx0

Dé�nition 1.8. Pour E un K−espace vectoriel de dimension �nie. On ap-
pelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E, véri�ant dimH =
dimE − 1

Théoréme 1.4. Pour H un sous-espace vectoriel de E on a : H un hyperplan
sur E si, et seulement s'il existe y∗ ∈ E∗\{0} tel que Kery∗ = H

Théoréme 1.5. Si φ et ψ sont deux formes linéaires non nulles sur E. Alors
on a kerφ = kerψ si, et seulement si ∃λ ̸= 0 tel que φ = λψ.

1.7 Exercices

Exercice 1 : Soit E un K−espace vectoriel de dimension �nie, n. B =
{e1, e2, . . . en} une base de E et B∗ = {e∗1, e∗2, . . . e∗n} sa base duale. Montrer
que

1. ∀x ∈ E, on a x = e∗1(x)e1 + e∗2(x)e2 + . . . e∗n(x)en.

2. ∀y∗ ∈ E∗, on a y∗ = y∗(e1)e
∗
1 + y∗(e2)e

∗
2 + . . . y∗(en)e

∗
n.

3. Pour E = R2[X] et a0, a1, a2 ∈ R.
� Montrer que la famille des polynômes L = (Li)i=0...n, dé�nis par

Li(X) =
n∏

j=0, j ̸=i

X − aj
ai − aj

, ∀i 0 ≤ i ≤ n, est une base de E.

� Déterminer la base duale de L.
� On suppose que K = R et que ai ∈ [a, b], ∀0 ≤ i ≤ n. Montrer

qu'il existe α0, α1, · · · αn ∈ R telles que

∀P ∈ Rn[X];

∫ b

a

P (t)dt =
n∑

i=0

αiP (ai).

12 S.Boudjema
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Solution :

1. ∀x ∈ E, on a x = λ1e1 + λ2e2 + . . . λnen, donc

e∗i (λ1e1+λ2e2+. . . λiei . . . λnen) = λ1e
∗
i (e1)+λ2e

∗
i (e2)+. . . λie

∗
i (ei)+. . . λne

∗
i (en).

Puisque e∗i (ei) = 1 et e∗i (ej) = 0 pour i ̸= j alors

e∗i (x) = e∗i (λ1e1 + λ2e2 + . . . λiei . . . λnen) = λi, λ ∀i,

d'où

x = e∗1(x)e1 + e∗2(x)e2 + . . . e∗n(x)en.

2. ∀y∗ ∈ E∗, on a y∗ = b1e
∗
1 + b2e

∗
2 + . . . bne

∗
n, donc

∀x ∈ E,∀ y∗(x) = b1e
∗
1(x) + b2e

∗
2(x) + . . . bie

∗
i (x) . . . bne

∗
n(x),

pour x = ei on a y∗(ei) = bi donc

y∗ = y∗(e1)e
∗
1 + y∗(e2)e

∗
2 + . . . y∗(en)e

∗
n

3. Pour Li(X) =
n∏

j=0, j ̸=i

X − aj
ai − aj

, a0, a1, . . . , an ∈ K on a

Li(ak) =

{
1, si k = j
0, si k ̸= j

� On a CardL = n + 1 = dimE, il su�t de montrer qu'il est libre.

Pour
n∑

j=0

λjLj = 0, l'evaluation en ak pour 0 ≤ k ≤ n, donne

λk = 0.

� Soit P ∈ E, alors E =
n∑

j=0

λjLj, et on a L∗
j(P ) = λj d'après la

première question. D'autre part on a P (aj) = λj donc

L∗
j(P ) = P (aj) ∀P ∈ E.

� Pour K = R, et soit φ ∈ E∗ telle que

φ : E −→ R

P 7−→
∫ b

a

P (t)dt

13 S.Boudjema
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On a d'après la question 2

φ = Σn
i=0φ(Li)L

∗
i ,

et donc pour P ∈ E

φ(P ) = Σn
i=0φ(Li)L

∗
i (P ) = Σn

i=0αiP (ai), avec αi =

∫ b

a

Li(t)dt.

Exercice 2 :

1. Soit A ∈ Mn(K). Montrer que l'application φA de Mn(K) vers K,
dé�nie par
φA(X) = tr(AX) pour tout X ∈ Mn(K), est une forme linéaire sur
Mn(K).

2. On note f l'application deMn(K) vers (Mn(K))∗, dé�nie par f(A) =
φA.
� Justi�er la linéarité de f . Montrer que Kerf = {0Mn(K)} .
� En déduire que f est un isomorphisme, puis conclure (Mn(K))∗.

[Indication pour partie 2 : Calculer φA(Eij), pour tout i, j. Les matrices
Eij sont les matrices de la base canonique de Mn(K) dé�nies comme suit :
la colonne k ̸= j de Eij est nulle et la colonne j a tous ses termes nuls sauf
celui en ligne i qui vaut 1]

Solution :

1. L'application φA est une forme linéaire surMn(K) : ∀X, Y ∈ Mn(K)
et ∀α ∈ K on a

φA(X+αY ) = tr(A(X+αY )) = tr(A(X))+αtr(A(Y )) = φA(X)+φA(Y ).

2. On note f l'application deMn(K) vers (Mn(K))∗, dé�nie par f(A) =
φA.
� la linéarité de f : ∀A, B ∈ Mn(K) et ∀α ∈ K

f(A+ αB)(X) = φA+αB(X),

d'où

tr(A+ αB(X)) = tr(A(X)) + αtr(B(X)) ∀X ∈ Mn(K),

et donc

f(A+ αB) = φA + αφB = f(A) + αf(B).
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Soit A ∈ Kerf , donc f(A) = 0 d'où φA(X) = 0 pour tout X ∈
Mn(K). Pour X = Eij, donc AX est la matrice dont toutes les
colonnes sont nulles a part la jième colonne qui égale à la iième

colonne de A d'où

φA(Eij) = tr(AEij) = tr


0 0 . . . a1i . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . . . . aji . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . ani . . . 0

 = 0, ∀i, j

donc Kerf = {0Mn(K)}.
� Puisque f est injective de Mn(K) vers (Mn(K))∗ et

dimMn(K) = dimMn(K)∗,

donc f est bijective d'où f est un isomorphisme.
On a ∀ψ ∈ (Mn(K))∗, ∃A ∈ Mn(K) unique telles que ψ = f(A) =
φA, d'où

Mn(K))∗ = {φA, A ∈ Mn(K)}.

Exercice 3 : Soit E = R2[X] et Γ = {e1 = 1, e2 = X, e3 = X2} et
Γ∗ = {e∗1, e∗2, e∗3} sa base duale. Soit Λ∗ = {f ∗

1 , f
∗
2 , f

∗
3} les formes linéaires

sur E dé�nies par

f ∗
1 (P ) = P (0), f ∗

2 (P ) = P ′(0), f ∗
3 (P ) = P (1), ∀P ∈ E.

1. Déterminer Γ∗. Déterminer les coordonnées de f ∗
1 , f

∗
2 , f

∗
3 dans la base

Γ∗.

2. Montrer que Λ∗ est une base de E∗.

3. Déterminer Λ = {f1, f2, f3} une base de E , dont Λ∗ = {f ∗
1 , f

∗
2 , f

∗
3}

est sa base duale.

4. Soit le sous-espace F = {P ∈ E, P (0) + P ′(0) + P (1) = 0}.
� Motrer que F est un hyperplan.
� Donner la dimension de F.

Solution :

1. Γ∗{e∗1, e∗2, e∗3} sont des formes linéaires donc on cherche e∗i , i = 1, 3
telle que

e∗i : R2[X] −→ R
P 7−→ e∗i =?

15 S.Boudjema
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Pour P ∈ E on a P (X) = a+ bX + cX2, donc

e∗i (P )(X) = e∗i (a+ bX + cX2) = ae∗i (1) + be∗i (X) + ce∗i (X
2),

d'où
e∗1(P )(X) = ae∗1(e1) + be∗1(e2) + ce∗1(e3) = a
e∗2(P )(X) = ae∗2(e1) + be∗2(e2) + ce∗2(e3) = b
e∗3(P )(X) = ae∗3(e1) + be∗3(e2) + ce∗3(e3) = c

Les coordonnées de f ∗
1 , f

∗
2 , f

∗
3 dans la base Γ∗ sont :

f ∗
1 (P )(X) = P (0) = a = e∗1(P )(X),

f ∗
2 (P )(X) = P ′(0) = b = e∗2(P )(X),

et
f ∗
3 (P )(X) = P (1) = a+ b+ c = (e∗1 + e∗2 + e∗3)(P )(X)

2. Λ∗ est une base de E∗ : On a CardΛ∗ = 3 = dimE∗, donc il su�t de
montrer que Λ∗ est libre.

λ1f
∗
1 + λ2f

∗
2 + λ3f

∗
3 = 0 ⇒ λ1e

∗
1 + λ2e

∗
2 + λ3(e

∗
1 + e∗2 + e∗3) = 0,

d'où
(λ1 + λ3)e

∗
1 + (λ2 + λ3)e

∗
2 + λ3e

∗
3 = 0.

Puisque Γ∗{e∗1, e∗2, e∗3} est libre donc
λ1 + λ3 = 0
λ2 + λ3 = 0
λ3 = 0

=⇒


λ1 = 0
λ2 = 0
λ3 = 0

3. Λ = {f1, f2, f3} est une base de E dont Λ∗ = {f ∗
1 , f

∗
2 , f

∗
3} est sa

base duale, donc on a

PΓΛ = tP−1
Γ∗Λ∗ ,

où PΓΛ est la matrice de passage de Γ vers Λ, et PΓ∗Λ∗ est la matrice
de passage de Γ∗ vers Λ∗. Donc

PΓ∗Λ∗ =

 1 0 1
0 1 1
0 0 1

 , P−1
Γ∗Λ∗ =

 1 0 −1
0 1 −1
0 0 1


d'où

tP−1
Γ∗Λ∗ =

 1 0 0
0 1 0
−1 −1 1

 ,
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alors
f1(X) = (1.e1 + 0.e2 − e3)(X) = 1−X2

f2(X) = (0.e1 + 1.e2 − e3)(X) = X −X2

f2(X) = (0.e1 + 0.e2 + e3)(X) = X2

4. Soit le sous-espace F = {P ∈ E, P (0) + P ′(0) + P (1) = 0}.
� Si on pose ψ(X) = (f1 + f2 + f3)(X), donc on a ψ est une forme

linéaire non nulle de E vers R alors

F = kerψ = {P ∈ E, ψ(P ) = 0}

est un hyperplan.
� DimF = DimR2[X]− 1 = 2..

Exercice 4 :

� Montrer que pour toute partieB non vide de E∗, on a ◦B =
⋂
y∗∈B

Kery∗.

� SoitA1 A2 deux un sous-espaces vectoriels de E unK−espace vectoriel
et B1, B2 un sous-espaces vectoriels de E∗ Montrer que :

1. Si A1 ⊂ A2 alors A
◦
2 ⊂ A◦

1. Si B1 ⊂ B2 alors
◦B2 ⊂ ◦B1.

2. A1 ⊂ ◦(A◦
1). B1 ⊂ (◦B1)

◦.

3. (A◦
1 + A◦

2) ⊂ (A1 ∩ A2)
◦. (◦B1 +

◦ B2) ⊂◦ (B1 ∩B2).

4. (A◦
1 ∩ A◦

2) = (A1 + A2)
◦. (◦B1 ∩◦ B2) =

◦ (B1 +B2).

5. {0E}◦ = E∗, E◦ = {0E∗}
6. Si dimE est �ni, ◦{E∗} = {0E}.

Solution :

� Pour x ∈ ◦B on a

∀y∗ ∈ B, y∗(x) = 0 ⇐⇒ ∀y∗ ∈ B x ∈ kery∗ ⇐⇒ x ∈
⋂
y∗∈B

Kery∗,

d'où on a ◦B =
⋂
y∗∈B

Kery∗.

� SoitA1 A2 deux un sous-espaces vectoriels de E unK−espace vectoriel
et B1, B2 un sous-espaces vectoriels de E∗ Montrer que :

1. Soit ◦B2 = {x ∈ E, ∀y∗ ∈ B2, y∗(x) = 0} on a pour x ∈◦ B2,
∀y∗ ∈ B2, y∗(x) = 0 et puisque B1 ⊂ B2, donc ∀y∗ ∈ B1, y∗(x) =
0 d'où x ∈◦ B1 = {x ∈ E, ∀y∗ ∈ B1, y∗(x) = 0}. Alors on a
◦B2 ⊂ ◦B1.
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2. On a

A◦
1 = {y∗ ∈ E∗, ∀x ∈ A1 y∗(x) = 0}

et donc
◦(A◦

1) = {x ∈ E, ∀y∗ ∈ A◦
1, y∗(x) = 0},

d'où ∀x ∈ A1, et ∀y∗ ∈ A◦
1 on a y∗(x) = 0, alors x ∈ ◦(A◦

1), et
donc A1 ⊂ ◦(A◦

1).
On a

◦(B1) = {x ∈ E, ∀y∗ ∈ B1, y∗(x) = 0}

et donc

(◦B1)
◦ = {y∗ ∈ E∗, ∀x ∈◦ B1 y∗(x) = 0},

d'où ∀y∗ ∈ B1, et ∀x ∈◦ B1 on a y∗(x) = 0, alors y∗ ∈ (◦B1)
◦, et

donc B1 ⊂ (◦B1)
◦.

3. Comme A1 ∩ A2 ⊂ Ak pour k = 1, 2 on a donc

A◦
k ⊂ (A1 ∩ A2)

◦,

et

(A◦
1 + A◦

2) ⊂ (A1 ∩ A2)
◦.

4. Comme Ak ⊂ A1 + A2 pour k = 1, 2 on a donc

(A1 + A2)
◦ ⊂ A◦

k,

et donc

(A1 + A2)
◦ ⊂ A◦

1 ∩ A◦
2.

D'autre part on a ∀y∗ ∈ A◦
1 ∩ A◦

2 on a ∀x ∈ A1 y∗(x) = 0 et
∀x ∈ A2∀ y∗(x) = 0 donc pour x1+x2 ∈ A1+A2 on a y∗(x1+x2) =
y∗(x1) + y∗(x2) = 0, d'où y∗ ∈ (A1 + A2)

◦. d'où (A◦
1 ∩ A◦

2) =
(A1 + A2)

◦.

5. On a {0E}◦ = {y∗ ∈ E∗, y∗(0) = 0}, puisque ∀y∗ ∈ E∗ forme
linéaire on a y∗(0) = y∗(x− x) = y∗(x)− y∗(x) = 0,

{0E}◦ = {y∗ ∈ E∗, y∗(0) = 0} = E∗.

On a E◦ = {y∗ ∈ E∗, ∀x ∈ E y∗(x) = 0}} d'où y∗ = 0 alors

E◦ = {0E∗}.
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6. Soit B = {b1, b2 . . . bn} est une base de E et B∗ = {b∗1, b∗2 . . . b∗n}
est sa base duale. Donc on a

x = x1b1 + x2b2 + . . . xnbn,

avec xi = b∗i (x), pour tout i = 1, n.

∀x ∈◦ {E∗}, on a y∗(x) = 0 pour tout y∗ ∈ E∗, donc pour y∗ = b∗i
pour tout i = 1, n, on a

b∗i (x) = 0, d'où x = 0 et ◦{E∗} = {0E}.
Exercice 5 : Soit E et F deux K−espaces vectoriels, E∗ et F ∗ leurs duaux
et considérons une application linéaire f de E dans F. Soit l'application :
tf : F ∗ → E∗ telle que pour tout y∗ ∈ F ∗ on a tf(y∗) = y∗ ◦ f. Montrer que

1. tf est linéaire de F ∗ vers E∗.

2. Pour G un K−espace vectoriel et g application linéaire de F dans G,
on a t(g ◦ f) =t f ◦t g.

3. Pour E = F on a tIdE = Id∗E. Si f est bijective alors tf est bijective
et on a
(tf)−1 =t (f−1).

4. Si dimE <∞ et dimF <∞ on a Ker(tf) = (Imf)◦ .

Solution :

1. tf est linéaire de F ∗ vers E∗ : ∀y∗1; y∗2 ∈ F ∗, ∀λ ∈ K, on a

tf(y∗1 + λy∗2) = (y∗1 + λy∗2) ◦ f = y∗1 ◦ f + λy∗2 ◦ f = tf(y∗1) + λtf(y∗2).

2. Pour z∗ ∈ G∗ on a t(g◦f)(z∗) = z∗◦(g◦f) = (z∗◦g)◦f = tf(z∗◦g) =
tf(tg(z∗)) = tf ◦t g(z∗).

3. Pour E = F on a ∀y∗ ∈ E∗

tIdE(y
∗) = y∗ ◦ IdE = y∗ = IdE∗ .

Si f est bijective, donc il existe f−1 bijective tel que

f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = IdE,

donc
t(f ◦ f−1) = t(f−1 ◦ f) = tIdE,

alors
tf−1 ◦ tf = tf ◦ tf−1 = tIdE = IdE∗ .

Par co,sequent tf est bijective et on a

t(f−1) = (tf)−1.
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4. Si dimE < ∞ et dimF < ∞ on a Ker(tf) = {z∗ ∈ F ∗, tf(z∗) = 0}
et Imf ◦ = {z∗ ∈ F ∗, ∀y ∈ Imf z∗(y) = 0}.

Soit z∗ ∈ Ker(tf) ⇐⇒ tf(z∗) = 0 et donc z∗ ◦ f = 0 ⇐⇒ ∀x ∈
E on a z∗(f(x)) = 0 ⇐⇒ z∗ ∈ Imf ◦. alors on aKer(tf) = (Imf)◦.
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CHAPITRE 2

Formes bilinéaires et formes quadratiques

2.1 Forme bilinéaire

Soit E, F, G trois espaces vectoriels sur un même corps K.

Dé�nition 2.1. On dit que f est une application bilinèaire de E × F
dans G si elle véri�e les axiomes suivants :

� ∀x, x′ ∈ E et ∀y, y′ ∈ F :

f(x+ x′, y) = f(x, y) + f(x′ + y),

f(x, y + y′) = f(x, y) + f(x+ y′).

� ∀x ∈ E et ∀y ∈ F ∀λ ∈ K :

f(λx, y) = λf(x, y),

f(x, λy) = λf(x, y).

En d'autre termes, f est bilinéaire si, et seulement si, pour tout y �xé
dans F, l'application partielle fy : x 7→ f(x, y) de E dans G est linéaire, et
pour tout x �xé dans E, l'application partielle fx : y 7→ f(x, y) de F dans
G est linéaire. L'ensemble des applications bilinéaires de E × F dans G se
notra L(E,F ;G).
Lorsque G = K, toute application bilinéaire se nomme forme bilinéaire.
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Exemple 2.1. Soit E le R−espace vectoriel des fonctions continues sur un
intervalle fermé borné [ a , b ]

E = C0
(
[ a , b ] , R

)
.

On dé�nit la relation b sur E par

∀ f , g ∈ E : b( f , g ) =

∫ b

a

f ( t ) g( t ) dt .

Il est claire que cette relation est bien une application car

∀ f , g ∈ E : | b( f , g ) | < + ∞ .

De plus pour tout f , f1, f2, g , g1 et g2 éléments de E et pour tout λ et µ deux
éléments de R, le calcul fournit

b( λ f1 + µ f2 , g ) = λ b( f1 , g ) + µ b( f2 , g ) .

donc b est linéaire par rapport à la première variable.

b( f , λ g1 + µ g2 ) = λ b( f , g1 ) + µ b( f , g2 ) .

donc b est linéaire par rapport à la seconde variable.

Exemple 2.2. Soit E un K−espace vectoriel et E∗ son dual, l'application
f : E × E∗ −→ K, telle que f(x, y∗) = y∗(x) est une forme bilinéaire pour
tout (x, y∗) ∈ E × E∗.

Théoréme 2.1. L'ensemble L(E,F ;G), muni de deux lois

� ∀f, g ∈ L(E,F ;G),

(f + g)(x, y) = f(x, y) + g(x, y), ∀(x, y) ∈ E × F,

� ∀f ∈ L(E,F ;G), ∀α ∈ K

(αf)(x, y) = αf(x, y), ∀(x, y) ∈ E × F,

possède une structure d'espace vectoriel sur K.
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2.2 Matrice d'une forme bilinéaire

Soient E et F deux K− espaces vectoriels de dimensions �nie n et p, f
une forme bilinéaire dé�nie sur E × F . B = { e1 , · · · , en } une base de
E et C = { u1 , · · · , up } une base de F, donc pour touts x ∈ E et y ∈ F
on a

x =
n∑

i=1

xiei y =

p∑
j=1

yjuj.

Pour f ∈ L(E,F ;K) et à cause de la bilinéarité,

f(x, y) = f(
n∑

i=1

xiei,

p∑
j=1

yjuj) =
n∑

i=1

p∑
j=1

f(ei, uj).

On pose
aij = f(ei, uj), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p.

Dé�nition 2.2. La matrice A = (aij) de Mnp(K), se nomme matrice de la
forme bilinéaire f relative aux base B et C.

, Réciproquement à toute matrice A = (aij) de Mnp(K) correspond une

forme bilinéaire f , par f(x, y) =
n∑

i=1

p∑
j=1

aij.

Exemple 2.3. Soient E = R3 vu comme étant un R− espace vectoriel, { ei }
la base canonique de R3 et f une forme bilinéaire dé�nie sur E par

∀ X =

 x1
x2
x3

 , Y =

 y1
y2
y3

 ∈ E : b( X , Y ) = x1 y2 + x2 y1 + 2 x3 y3 − x1 y3 .

La base canonique vaut

e1 =

 1
0
0

 , e2 =

 0
1
0

 , e3 =

 0
0
1

 ,

et le calcul fournit

b( e1 , e1 ) = 0 , b( e1 , e2 ) = 1 , b( e1 , e3 ) = − 1 ,

b( e2 , e1 ) = 1 , b( e2 , e2 ) = 0 , b( e2 , e3 ) = 0 ,

b( e3 , e1 ) = 0 , b( e3 , e2 ) = 0 , b( e3 , e3 ) = 2 ,

ainsi

M =

 0 1 − 1
1 0 0
0 0 2

 .
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Propriété 2.1. Soit f ∈ L(E,F ;K) Soit X et Y les matrices colonnes des
coordonnées de x ∈ E et y ∈ F dans

les bases B et C, alors on a

f(x, y) =t X.A.Y.

Propriété 2.2 ( Formule de changement des bases ). Soit f ∈ L(E,F ;K),
B et B′ deux base de E et C et C ′ deux base de F . Soit M la matrice de f
relative à B et C et M ′ la matrice de f relative à B′ et C ′ Alors

M ′ = tP M Q , (2.1)

avec P c'est la matrice de passage de la base B vers B′ et Q c'est la matrice
de passage de la base C vers C ′.

Exemple 2.4. On considère la forme bilinéaire de l'exemple 2.3 page 23. On
veut déterminer la matrice associée à cette forme dans la base B′ formée par
les vecteurs

ε1 =

 1
1
1

 , ε2 =

 1
0
1

 , ε3 =

 0
1
1

 ,

on a déja la matrice associée à f dans la base canonique de R3, de plus la
matrice de passage de la base canonique à la base B′ vaut

P =

 1 1 0
1 0 1
1 1 1

 ,

ce qui donne

tP =

 1 1 1
1 0 1
0 1 1

 ,

il su�t d�utiliser la formule (2.1 page 24 pour avoir la matrice associée dans
la base B′

M ′ = tP M P =

 1 1 1
1 0 1
0 1 1

  0 1 − 1
1 0 0
0 0 2

  1 1 0
1 0 1
1 1 1

 .

�nalement

M ′ =

 3 2 2
2 1 2
3 3 2

 .
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2.3 Formes bilinéaires symétriques, antisymé-

triques

Dé�nition 2.3. Soit f ∈ L(E;K). On dit que

1. La forme f est une forme symétrique si

∀ X, Y ∈ E : f( X , Y ) = f( Y , X ) .

2. La forme f est une forme anti - symétrique si

∀ X, Y ∈ E : f( X , Y ) = − f( Y , X ) .

Exemple 2.5. Vu la forme bilinéaire donnée par l'Exemple 2.1 page 22 et
vu le fait que

∀ f , g ∈ E :

∫ b

a

f ( t ) g( t ) dt =

∫ b

a

g( t ) f ( t ) dt ,

on conclut que

∀ f , g ∈ E : b( f , g ) = b( g , f ) ,

donc cette forme est bien une forme symétrique.

Exemple 2.6. La forme f de K2×K2 vers K dé�nie par f((x1, y1), (x1, y1)) =
x1y2 − x2y1 est une forme antisymétrique.

On note par Ls(E;K), l'espace des formes bilinéaires symétrique et La(E;K),
l'espace des formes bilinéaires antisymétrique.

Propriété 2.3. On a :

1. Ls(E;K) et La(E;K) sont des sous-espaces vectoriels sur L(E;K).

2. Pour K n'est pas de caractéristique 2, on a
� L(E;K) = Ls(E;K)⊕ La(E;K).
� ∀(x, y) ∈ E2, f(x, y) = −f(y, x) ⇐⇒ ∀x ∈ E, f(x, x) = 0.

3. Si E est de dimension �nie on a
� f ∈ Ls(E;K) si, et seulement si la matrice A de f par rapport à

n'importe quelle base est une matrice symétrique (A =t A).
� f ∈ La(E;K) si, et seulement si la matrice A de f par rapport à

n'importe quelle base est une matrice antisymétrique (A = −tA).
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2.4 Forme quadratique

Dé�nition 2.4 ( Forme quadratique, Forme pôlaire ). Soit E un K−espace
vectoriel et soit Q une application de E dans K. On dit que Q est une forme
quadratique sur E s' il existe une forme bilinéaire symétrique S dé�nie sur
E telle que

∀ X ∈ E : Q( X ) = S( X , X ) .

La forme bilinéaire symétrique S s'appelle la forme pôlaire associée à la forme
quadratique Q.

Propriété 2.4 ( Unicité et détermination de la forme pôlaire ). Soit E un
K−espace vectoriel et Q une forme quadratique sur E. Alors il existe une
unique forme bilinéaire symétrique S dé�nie sur E telle que

∀ X ∈ E : Q( X ) = S( X , X ) ,

de plus la forme S est dé�nie par l'expression

∀ X, Y ∈ E : S( X , Y ) =
1

2

[
Q( X + Y ) − Q( X ) − Q( Y )

]
.

(2.2)

Dé�nition 2.5. Pour E un K−espace vectoriel de dimension �nie. On ap-
pelle une matrice de la forme quadratique Q relative à une base B de E, la
matrice de la forme polaire de Q par rapport à la base B.

2.5 Noyau et forme non dégénérée. Orthogona-

lité

Dans le cadre des formes bilinéaire symétrique, les application

Gf : E −→ E∗

y 7−→ f(., y)
,

Df : E −→ E∗

x 7−→ f(x, .)
,

sont éguaux et linéaire, et on note f̃ = Df = Gf

Dé�nition 2.6. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E.

1. Le noyau de f est le noyau de Df ou Gf , c'est-à-dire

Ker( f ) = { X ∈ E / ∀Y ∈ E : f(X, Y ) = 0 } .

Ou
Ker( f ) = { Y ∈ E / ∀X ∈ E : f(X, Y ) = 0 } .
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2. La forme f est non dégénérée si et seulement si

Ker( f ) = { 0 } .

Dé�nition 2.7. Soit Q une forme quadratique sur E un K−espace vectoriel.
On appelle noyau de Q, le noyau de sa forme pôlaire.

Exemple 2.7. On veut déterminer le noyau de la forme bilinéaire b dé�nit
sur E = C( R , R ) par

∀ f , g ∈ E : b( f , g ) = f ( 0 ) g( 0 ) .

Par dé�nition

Ker( b ) = { g ∈ E / ∀ f ∈ E : b( f , g ) = 0 } ,

donc si g est un élément du noyau de b alors

∀ f ∈ E : f ( 0 ) g( 0 ) = 0 ,

ce qui donne que
g( 0 ) = 0 ,

�nalement
Ker( b ) = { g ∈ E : g( 0 ) = 0 } ,

on remarque que Ker( b ) ̸= {0}, donc b est dégénérée.

Dé�nition 2.8 ( Orthogonalité ). Soit f une forme bilinéaire symétrique sur
un K−espace vectoriel E, et x, y deux vecteurs de E et A un sous ensemble
non vide de E. Alors

1. On dit que les deux vecteurs x et y sont orthogonaux relative à f si

f( x , y ) = 0 .

2. On appelle l'orthogonal de A relativeà f , et on le note A⊥, le sous
ensemble de E dé�nit par

A⊥ = { y ∈ E / ∀ x ∈ A : f( x , y ) = 0 } .

Exemple 2.8. Soit E = R3[ X ] vu comme étant un R−espace vectoriel, et
soit l'application bilinéaire symétrique f dé�nie sur E par

∀ P, Q ∈ E : f( P , Q ) =

∫ + 1

− 1

P ( t ) Q( t ) dt ,
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et soit F le sous ensemble de E dé�nit par

F =
{
Q ∈ E : ∀ x ∈ R , Q( x ) = α x2 + β x , α, β ∈ R

}
,

on veut déterminer l'orthogonal de F par rapport à la forme f . Alors pour
Q ∈ F⊥, on a

∀ P ∈ F : f(P , Q ) = 0 ⇒ ∀ α, β ∈ R : f( α X2 + β X , Q ) = 0 ,

on utilise la bilinéairité de f , en particulier sa linéairité par rapport à sa
première variable on a ∀ α, β ∈ R

α f( X2 , Q ) + β f( X , Q ) = 0 ⇒ f( X2 , Q ) = 0, f( X , Q ) = 0 ,

or Q ∈ R3[ X ] donc

∃ a, b, c, d ∈ R : Q( X ) = a X3 + b X2 + c X + d ,

ce qui donne

a f( X2 , X3 ) + b f( X2 , X2 ) + c f( X2 , X ) + d f( X2 , 1 ) = 0 ,

a f( X , X3 ) + b f( X , X2 ) + c f( X , X ) + d f( X , 1 ) = 0 ,

alors le calcul fournit

3 b + 5 d = 0 , 3 a + 5 c = 0 ,

donc

Q( X ) = a
(
X3 − 3

5
X
)
+ b

(
X2 − 3

5

)
, a, b ∈ R ,

ainsi

A⊥ = < X3 − 3

5
X , X2 − 3

5
> .

Lemme 2.1. Soient E un K−espace vectoriel, f une forme bilinéaire symé-
trique dé�nie sur E et F un sous espace vectoriel de E de dimenssion �nie.
Alors le vecteur w ∈ F⊥ si et seulement si il est orthogonal à une base de F .

Exemple 2.9. On considère l'exemple 2.8 page 27 dans lequel on à determiné
l'orthogonal de l'ensemble

F =
{
Q ∈ E : ∀ x ∈ R , Q( x ) = α x2 + β x , α, β ∈ R

}
,

il est clair que cet ensemble est un sous espace vectoriel de E = R3[ X ] et
que la famille

B =
{
X2 , X

}
,

est une base de F , ainsi l'orthogonale de F est dé�nit par

F⊥ =
{
w ∈ E : f( X2 , w ) = f( X , w ) = 0

}
,

et le calcule conduit au même résultat que dans l'exemple 2.8.
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Proposition 2.1. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur un K−espace
vectoriel E et A un sous ensemble non vide de E. Alors l'orthogonal de A
est un sous espace vectoriel de E.

Proposition 2.2. Soit E un K−espace vectoriel de dimension quelconque
et soit f une forme bilinéaire symétrique dé�nie sur E, alors les assertions
suivantes sont vraies.

1. { 0 }⊥ = E .

2. E⊥ = Ker( f ) .

3. ∀ B ⊂ E , B ̸= ∅ : Ker( f ) ⊂ B⊥ .

Proposition 2.3. Soient E un K−espace vectoriel de dimension �nie, f
une forme bilinéaire symétrique dé�nie sur E et F un sous espace vectoriel
de E. Alors

1. dim E = dim F + dim F⊥ − dim
(
F ∩ Ker( f )

)
.

2. F⊥ ⊥ = F + Ker( f ) .

Dé�nition 2.9 ( Orthogonalité par rapport à une forme quadratique ). On
dit que deux vecteurs sont orthogononaux par rapport à une forme quadratique
Q, s'ils sont orthogonaux par rapport à sa forme pôlaire S.

Dé�nition 2.10 ( Vecteur isotrope ). Soit E un K - espace vectoriel et Q
une forme quadratique sur E, on dit que v est un vecteur isotrope si

Q( v ) = 0 .

L'ensemble des vecteurs isotropes de Q est appellé le cône isotrope, est noté

I( Q ) = { X ∈ E : Q( X ) = 0 } .

Exemple 2.10. Soit E = R [ X ] vu comme étant un R−espace vectoriel
et soit la forme quadratique Q dé�nie sur E par

∀ p ∈ E : Q( p ) = p′( 0 ) p( 0 ) ,

et on veut déterminer le cône isotrope de cette forme, alors soit Q( p ) = 0
donc

p′( 0 ) p( 0 ) = 0 ,

or p est un polynôme donc

p( x ) =
m∑

k = 0

ak x
k , p′( x ) =

m∑
k = 1

k ak x
k − 1 ,
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alors il est simple de voir que

p′( 0 ) p( 0 ) = a1 a0

donc

p ∈ I( Q ) ⇐⇒ p( x ) =
m∑

k = 1

ak x
k et a1 a0 = 0 .

Remarque 2.1 ( Importante ). Contrairement au noyau dans le cas général
le cône isotrope n'est pas un sous espace vectoriel.

Lemme 2.2. Soit E un K−espace vectoriel et Q une forme quadratique sur
E. Alors

Ker( Q ) ⊂ I( Q ) .

En e�et, pour f la forme polaire de Q, alors

Ker( Q ) = {x ∈ E ∀y ∈ E f(x, y) = 0}.

Soit x ∈ KerQ alors
∀y ∈ E f(x, y) = 0.

Pour x = y, alors f(x, x) = Q(x) = 0 donc x ∈ I(x).

Exemple 2.11. Soit E = C2 et f ∈ L(E;K) tels que

f((x1, x2), (y1, y2)) = x1y1 + x2y2, ∀((x1, x2), (y1, y2)) ∈ E2.

Alors on a
Q(x1, x2) = x21 + x22.

Kerf = {(x1, x2) ∈ C2 ∀(y1, y2) ∈ C2 f((x1, x2), (y1, y2)) = 0},
alors on a

x1y1 + x2y2 = 0, ∀(y1, y2) ∈ C2,

donc
x1 = 0 x2 = 0.

D'où
KerQ = Kerf = {(0, 0)}, alors f est non dégénérée.

Soit

I( Q ) = { (x1, x2) ∈ E : Q(x1, x2) = 0 } =
{
(x1, x2) ∈ E : x21 + x22 = 0

}
= { x1(1, i) ou x1(1,−i), x1 ∈ C } .

Donc on a pas toujour
I( Q ) ⊂ Ker( Q ) .
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Dé�nition 2.11 ( Sous espaces isotropes ). Soient E un K− espace vectoriel,
F un sous espace vectoriel de E et Q une forme quadratique de�nie sur E.
On dit que F est un sous espace isotrope de E si

F ∩ F⊥ ̸= { 0 } . (2.3)

2.6 Bases orthogonales

Dé�nition 2.12 ( Base orthogonale ). Soient E un K−espace vectoriel de
dimension �nie n, f une forme bilinéaire symétrique et B une base de E avec

B = { e1 , · · · , en } .

Alors

1. On dit que B est une base orthogonale de E si

∀ i, j = 1 · · · n , i ̸= j : f( ei , ej ) = 0 .

2. On dit que B est normalisée si

∀ i = 1 · · · n : f( ei , ej ) = 1 .

3. On dit que B est orthonormée si elle est à la fois orthogonale et nor-
malisée

∀ i, j = 1 · · · n : f( ei , ej ) =


1 Si i = j ,

0 Si i ̸= j .

Remarque 2.2 ( Utile ). Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E un
K−espace vectoriel de dimension �nie n et B une base de E. M une matrice
de f relative à B, alors

1. M est diagonale si et seulement si B est orthogonale.

2. M admet que des 1 sur son diagonale si et seulement si B est norma-
lisée.

3. M = In si et seulement si B est orthonormée.

Théoréme 2.2 ( Existence des bases orhtogonales ). Soit E un K - espace
vectoriel de dimension �nie n et soit f une forme bilinéaire symétrique sur
E. Alors E admet des bases orthogonales par rapport à la forme f .
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2.7 Recherche des bases orthogonales

2.7.1 Méthode de Gauss.

Cette méthode s'applique uniquement lorsque la forme quadratqiue admet
dans son expression au moins un terme carrée. Soit R3 vu comme étant un
R−espace vectoriel et Q une forme quadratique dé�nie sur R3 par

∀ x ∈ R3 : Q( x ) = x21 + 2 x22 + 5 x23 + 2 x1 x2 − 4 x2 x3 .

On considère un terme carré quelconque par exemple x21
1. On ordone suivant le paramètre x1

Q( x ) = x21 + 2 x1 x2︸ ︷︷ ︸
Termes en x1

+ 2 x22 + 5 x23 − 4 x2 x3 .

2. On écrit les termes en x1 comme le début d'un carré

Q( x ) = ( x1 + x2 )
2 − x22︸ ︷︷ ︸

Termes en x1

+ 2 x22 + 5 x23 − 4 x2 x3 .

3. On obtient le carré d'une forme linéaire et des termes qui ne contiennt
pas x1

Q( x ) = ( x1 + x2 )
2 + x22 + 5 x23 − 4 x2 x3︸ ︷︷ ︸

Terme ne contient pas x1

.

4. On refait le même travail sur les termes qui ne contiennent pas x1 par
exemple sur le terme en x2

Q( x ) = ( x1 + x2 )
2 + x22 − 4 x2 x3︸ ︷︷ ︸

Terme en x2

+ 5 x23

= ( x1 + x2 )
2 + ( x2 − 2 x3 )

2 − 4 x23︸ ︷︷ ︸
Terme en x2

+ 5 x23

5. On continu l'opération jusqu' à la disparition de tous les termes sous
la forme xixj, pour i ̸= j

Q( x ) = ( x1 + x2 )
2 + ( x2 − 2 x3 )

2 + x23 .

Cette méthode est util par contre elle ne peut être utilisée que si dans toute
les étapes il y a au moins un terme carré dans le cas contraire il faut utiliser
la méthode qui sera traitée dans la prochaine sous section.
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2.7.2 Méthode des dérivées partielles.

Cette méthode s'applique lorsque la forme quadratqiue n'admet aucun terme
carré dans son expression. Soit E = R3 vu comme étant un R - espace
vectoriel et soit la forme quadratique Q dé�nie sur R3 par

∀ x ∈ R3 : Q( x ) = 5 x1 x2 + 6 x1 x3 + 3 x2 x3 .

1. On choisit un terme sous la forme K xk xl avec K ̸= 0. Dans notre
cas on prend

5 x1 x2 .

2. On calcule les dérivées partielles

ℓ1(x) = ∂xk
Q(x) , ℓ2(x) = ∂xl

Q(x) .

Dans notre cas on a

ℓ1(x) = ∂x1Q( x ) = 5 x2 + 6 x3 , ℓ2(x) = ∂x2Q( x ) = 5 x1 + 3 x3 .

3. On écrit Q sous la forme

∀ x ∈ E : Q( x ) =
1

K
∂xk

Q( x ) ∂xl
Q( x ) + Terme Correctife .

Dans notre cas on a

∀ x ∈ E : Q( x ) =
1

5
( 5 x2 + 6 x3 ) ( 5 x1 + 3 x3 ) − 18

5
x23 .

4. On aura une écriture de la forme

∀ x ∈ E : Q( x ) =
1

K
ℓ1( x ) ℓ2( x ) + Terme Correctife ,

puisque

(ℓ1 + ℓ2)
2 = ℓ21 + 2ℓ1ℓ2 + ℓ22, (ℓ1 − ℓ2)

2 = ℓ21 − 2ℓ1ℓ2 + ℓ22,

alors
4ℓ1ℓ2 = (ℓ1 + ℓ2)

2 − (ℓ1 − ℓ2)
2.

ℓ1 ≡ ∂k Q , ℓ2 ≡ ∂lQ ,

pour avoir la forme �nale

∀ x ∈ E : Q( x ) =
1

4 K
( ℓ1 + ℓ2 )

2 − 1

4 K
( ℓ1 − ℓ2 )

2 + Terme Correctif .

Dans notre cas on aura

∀ x ∈ E : Q( x ) =
1

20
( 5 x1 + 5 x2 + 9 x3 )

2 − 1

20
( 5 x1 − 5 x2 − 3 x3 )

2 − 18

5
x33 .
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5. Si dans le terme correctif on a un terme sou la forme xixj avec i ̸= j,
on refait les mêmes étapes au niveau de ce terme, si on a un mélange
des termes carrés et des termes sou la forme xixj avec i ̸= j on refait
la méthode de Gauss au niveau de ce terme. Lorsqu'il ne reste que des
termes carré la procédure s'achève.

Proposition 2.4. Soit E un K−espace vectoriel de dimension �nie n et Q
une forme quadratique de�nie sur E satisafaisant les deux méthodes (Gauss+
des dérivées partielles) donc elle peut être écrite sous la forme

p∑
k = 1

ak Pk( x )2 , p ≤ n ,

avec Pk des applications linéaires. Alors la famille

P1 , · · · , Pp ,

est libre.

2.7.3 Résultat des deux méthodes.

Dans les deux méthodes précédentes la forme �nale de l'application Q c'était

a1 x̃
2
1 + · · · + ap x̃

2
p , (2.4)

telle que dans le cas général

p ≤ dim E .

Alors on peut écrire un système qui transforme xi en x̃j, en e�et x̃1
...
x̃p

 = A

 x1
...
xp

 , (2.5)

alors soit la matrice

A′ =


A 0

1
. . .

0 1


,
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ainsi on a  x̃1
...
x̃n

 = A′

 x1
...
xn

 ,

d'où le résultat suivant.

Proposition 2.5. La matrice A′ est une matrice inversible et A′− 1 = P est
la matrice de passage entre la base { ei } de E dans laquelle la forme Q est
initialement dé�nie et la base { vi } dans laquelle cette forme s'ecrit comme
la somme des carrées, telle que le vecteur vi c'est la i émé colonne de la
matrice P si la base { ei } est la base canonique de E , de plus { vi } est une
base est orthogonale.

2.8 Classi�cation des formes quadratiques

Dé�nition 2.13. Soit f ∈ L(E;K) et Q une forme quadratique de f. On
appelle rg f ou rg Q la dimension du sous-espace image de f̃

rg(f) = rg(Q) = dimImf̃ = dimImDf = dimImGf .

Théoréme 2.3 ( Sylvester ). Soit E un R - espace vectoriel de dimenssion
�nie n et Q une forme quadratique sur E. Alors il existe une base { vi } de
E telle que

x =
n∑

k = 1

xk vk ,

et

Q( x ) =

p∑
k = 1

x2k −
r∑

k = p + 1

x2r . (2.6)

C'est à dire la matrice de Q par rapport à la base { vi } est

M =



1
. . .

1

− 1
. . .

− 1

0
. . .

0


. (2.7)
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Tel que
r = rg ( Q )

et p est un entier qui ne dépend que de la forme de Q et non de la base.

Dé�nition 2.14 ( Signature d'une forme quadratique ). Soit E un R -
espace vectoriel de dimenssion �nie n et soit Q une forme quadratique sur E
telle que sa réduction de Sylvester est donnée par l'équation (2.6). On appelle
signature de la forme Q et on la note sign( Q ) le couple

sign ( Q ) = ( p , r − p ) .

Lemme 2.3. Soit Q une forme quadratique sur un R−espace vectoriel E de
dimenssion n. Alors on a les assertions suivantes

1. Q est dé�nie positive si et seulement si

sign ( Q ) = ( n , 0 ) .

2. Q est non dégénérée si et seulement si

sign ( Q ) = ( p , n − p ) .

Remarque 2.3 ( Importante ). La détermination de la réduction de Sylvester
d'une forme quadratique ce fait en utilisant un mélange de la méthode de
Gauss et de la méthode des dérivées partielles.

Pour la frome Q( X ) = x21 + x22 − x1 x2 sur E = R3. Elle se réduit
en (

x1 − 1

2
x2

)2

+

( √
3

2
x2

)2

,

dans la base  1
0
0

 ,

√
3

3

 1
2
0

 ,

 0
0
1

 .

elle est de signature
sign ( Q ) = ( 2 , 0 ) ,

2.9 Endomorphisme orthogonal. Matrice ortho-

gonale. Endomorphisme adjoint

Soit E un espace vectoriel sur le corps K de caractéristique di�érente de
2.
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Dé�nition 2.15. Soit f ∈ Ls(E;K) et u ∈ L(E). On dit que u est un
endomorphisme f−orthogonal (ou orthogonal relativementà f) si

∀∀(x, y) ∈ E2 f(u(x), u(y)) = f(x, y).

Dé�nition 2.16. Soit f ∈ Ls(E;K) non dégénérée, soit G l'ensemble des
endomorphisme f−orthogonal, alors (G, ◦) est appellé le groupe f−orthoginal
(ou le groupe orthogonal relativement à f).

Théoréme et Dé�nition 2.1. Soit E un K−espace vectoriel de dimen-
sion �nie f ∈ Ls(E;K). Pour tout endomorphisme u sur E, il existe un
endomorphisme unique u∗ sur E tel que

1. ∀(x, y) ∈ E2 f(u(x), y) = f(x, u∗(y))

2. ∀u, v ∈ L(E), ∀α β; ∈ K
� (αu+ βv)∗ = αu∗ + βv∗

� (u ◦ v)∗ = v∗ + u∗

� (u∗)∗ = u, rgu = rgu∗, detu = detu∗

� Si u inversible, u∗ est inversible et on a (u∗)−1 = (u−1)∗.

u∗ se nomme endomorphisme adjoint de u relativement à f. Si u = u∗

on dit que u∗ endomorphisme auto-adjoint de u .

Théoréme et Dé�nition 2.2. Soit A ∈ Mn(K), alors on a l'équivalence
des propriétés suivantes

1. tA.A = In.

2. A. tA = In.

3. A−1 =t A.

La matrice A se nomme matrice orthogonale.

Théoréme 2.4. Soit E un K−espace vectoriel de dimension �nie f ∈
Ls(E;K) non dégénérée. Soit u ∈ L(E) et B = {a1, a2 . . . an} une base
orthonormale de E, alors on a l'équivalence des propriétés suivantes

1. u est un endomorphisme f−orthogonal.

2. La matrice de u par rapport à la base B est une matrice orthogonal.

Propriété 2.5. Soit E un K−espace vectoriel de dimension �nie f ∈ Ls(E;K)
non dégénérée. Soit u ∈ L(E). Soit ϕ la forme quadratique de f. Alors on a

1. u est un endomorphisme f−orthogonal ⇒ u est un automorphisme

2. u∗ ◦ u = IdE ⇔ u ◦ u∗ = IdE ⇔ u inversible et u∗ = u−1.

3. u est un endomorphisme f−orthogonal ⇔ u∗ ◦ u = IdE ⇔ ϕ(u(x)) =
ϕ(x).

4. u est un endomorphisme f−orthogonal ⇒ detu = ±1.
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2.10 Exercices

Exercice 1 : Soit l'espace Soit l'application f de R2[X] × R2[X] vers R,
donnée par :

f(P ,Q) = P(1)Q′(1), ∀(P ,Q) ∈ R2[X]2.

1. Montrer que f est une forme bilinéaire.

2. Donner la matrice B de f par rapport à la base canonique de R2[X].
f est-elle symétrique ? Anti-symétrique ?

3. Déterminer la forme quadratique, ϕ de R2[X] vers R telle que ϕ(P) =
f(P ,P).

4. Donner la forme pôlaire,S, de ϕ.
5. Donner la décomposition de Sylvester de ϕ et la signature de ϕ.

6. ϕ est-elle dé�nie positive ? ϕ est-elle non dégénérée ?

7. Déterminer l'orhogonal du sous espace vectoriel de R2[ X ] dé�ni par

F :=
{
P ∈ R2[ X ] / P( X ) = a X2 + b , telque a, b ∈ R

}
,

relativement à ϕ.

8. Résoudre l'équation suivante dans R2[ X ]

∀ λ ∈ R : S
(
λ X2 + 1 , ( X − 1 ) P( X )

)
= 0

Solution :
Soit l'application f de R2[X]× R2[X] vers R, donnée par :

f(P ,Q) = P(1)Q′(1), ∀(P ,Q) ∈ R2[X]2.

1. f est une forme bilinéaire. pour tout , P1, P2, Q1, Q2, éléments de
R2[X] et pour tout λ élément de R, le calcul fournit

f( P1 + λP2 , Q1 ) = f( P1 , Q1 ) + λ f( P2 , Q1 ) .

donc f est linéaire par rapport à la première variable.

f( P1 , Q1 + λ Q2 ) = f( P1 , Q1 ) + λ f( P1 , Q2 ) .

donc f est linéaire par rapport à la seconde variable.
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2. La matrice B de f par rapport à la base canonique de R2[X]. Dans la
base canonique de R2[X] qui vaut

{
1 , X , X2

}
, la matrice associée

à f vaut  0 1 2
0 1 2
0 1 2


3. Pour voir si elle est symétrique ou anti-symétrique, on remarque que

la matrice associée n'est pas symétrique et n'es t pas anti-symétrique
donc f elle ne peut être symétrique ni anti-symétrique.

4. La forme quadratique, ϕ de R2[X] vers R telles que ϕ(P) = f(P ,P).
Vue que P ∈ R2[ X ] donc il exite a, b et c dans R telle que
P( X ) = a X2 + b X + c ,

ce qui donne

Φ( P ) = 2 a2 + b2 + 3 a b + 2 a c + b c ,

5. La forme pôlaire,S, de ϕ.

S( P ,Q ) =
1

2

[
Φ( P + Q ) − Φ( P ) − Φ( Q )

]
,

ce qui donne

∀ P , Q ∈ R2[ X ] : S( P ,Q ) =
1

2

[
P( 1 ) Q( 1 )( 1 ) + Q( 1 ) P( 1 )( 1 )

]
.

6. La forme réduite de Sylvester(
b +

3

2
a +

1

2
c
)2

−
( 1

2
a − 1

2
c
)2
.

La signature de ϕ est (1, 1).

7. ϕ n'est pas dé�nie positive et elle est dégénérée.

8. L'orhtogonale de sous espaces vectoriel

F :=
{
P ∈ R2[ X ] / P ( X ) = a X2 + b , telque a, b ∈ R

}
,

relativement à ϕ est

F ⊥ = {Q ∈ R2[ X ] / ∀ P ∈ F : S( P ,Q) = 0 } ,

Donc pour P ∈ F :, on a

S( aX2 + b,Q) = 0 , ∀ a, b ∈ R
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donc , ∀ a, b ∈ R : S( a X2 + b ,Q) = 0 ,

alors

∀Q ∈ F ⊥ ⇒
{

S( X2,Q) = 0
S( 1, Q ) = 0 ,

⇒
{

Q′( 1 ) + 2 Q( 1 ) = 0
Q′( 1 ) = 0.,

⇒
{

Q( 1 ) = 0
Q′( 1 ) = 0.,

Pour Q( X ) = α X2 + β X + γ

On a {
α + β + γ = 0 ,
2 α + β = 0 .

⇒
{

γ = α ,
β = − 2 α

Donc
F ⊥ = Vect < X2 − 2 X + 1 > .

9. On veut résoudre l'équation

∀ λ ∈ R : S
(
λ X2 + 1 , ( X − 1 ) P( X )

)
= 0 ,

ce qui revient à dire que

∀ λ ∈ R : λ S
(
X2 , ( X − 1 ) P( X )

)
+ S( 1, ( X − 1 ) P( X )

)
= 0 ,

donc

S
(
X2 , ( X − 1 ) P( X )

)
= 0, S( 1, ( X − 1 ) P( X )

)
= 0 ,

en conclusion
( X − 1 ) P( X ) ∈ F ⊥

ce qui donne que pour certain γ ∈ R et P( X ) = aX2 + bX + c

( X − 1 ) P( X ) = γ ( X2 − 2 X + 1 ) ,⇐⇒ a = 0, b = γ c = −γ

alors
P( X ) = γ ( X − 1 ) .

Exercice 2 Soient E un K - espace vectoriel, φ une forme bilinéaire symé-
trique sur E, etA ⊂ E. On désigne parA⊥ l'horthogonale deA relativement
à la forme φ.

1. Montrer que

∀ A, B ⊂ E , ( A ∪ B )⊥ ⊂ ( A + B )⊥ .
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2. Montrer que si φ est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive
alors

∀ A, B ⊂ E , ( A+ B )⊥ ⊂ ( A ∪ B )⊥ .

Solution

1. On Veut montrer que

∀ A, B ⊂ E , ( A ∪ B )⊥ ⊂ ( A + B )⊥ ,

donc

y ∈ ( A ∪ B )⊥ =⇒ ∀ x ∈ A ∪ B : φ( x, y ) = 0 ,

=⇒ [∀ x ∈ A : φ( x, y ) = 0 ] , [∀x′ ∈ B : φ(x′, y) = 0] ,

=⇒ ∀ x + x′ ∈ A + B : φ( x+ x′, y ) = 0 ,

=⇒ y ∈ ( A+ B )⊥ .

2. On veut montrer que si φ est une forme bilinéaire symétrique dé�nie
positive alors

∀ A, B ⊂ E , ( A+ B )⊥ ⊂ ( A ∪ B )⊥ ,

donc

y ∈ ( A+ B )⊥ =⇒ ∀ x ∈ A+ B : φ( x, y ) = 0 ,

=⇒ ∀ xa ∈ A , ∀xb ∈ B : φ(xa + xb, y) = 0 ,

=⇒ ∀ xa ∈ A , ∀xb ∈ B :

≥0︷ ︸︸ ︷
φ(xa, y) +

≥0︷ ︸︸ ︷
φ(xb, y) = 0 ,

=⇒ ∀ xa ∈ A : φ(xa, y) = 0 , ∀ xb ∈ B : φ( xb, y ) = 0 ,

=⇒ ∀ x ∈ A ∪ B : φ( x, y ) = 0 ,

=⇒ y ∈ ( A ∪ B )⊥ .

Exercice 3 : Soit E un K−espace vectoriel, soit f ∈ Ls(E;K) et ϕ la forme
quadratique associée à f, alors on a

1. ∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x+ y) + ϕ(x− y) = 2ϕ(x) + 2ϕ(y).

2. ∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x+ y)− ϕ(x− y) = 4f(x, y).

3. ∀x ∈ E,∀λ ∈ K ϕ(λx) = λ2ϕ(x).

Solution : ∀(x, y) ∈ E2

On a{
ϕ(x+ y) = f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y)
ϕ(x− y) = f(x− y, x− y) = f(x, x)− f(x, y)− f(y, x) + f(y, y)
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Donc on a {
ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) + 2f(x, y) . . . (1)
ϕ(x− y) = ϕ(x) + ϕ(y)− 2f(x, y) . . . (2)

1. (1) + (2) ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x+ y) + ϕ(x− y) = 2ϕ(x) + 2ϕ(y).

2. (1)− (2) ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x+ y)− ϕ(x− y) = 4f(x, y).

3. ∀x ∈ E,∀λ ∈ K ϕ(λx) = f(λx, λx) = λ2f(x, x) = λ2ϕ(x).

Exercice 4 : Soit l'espace V = {
(
a b
c d

)
, a − d = 0} et la matrice

J =

(
1 1
1 −1

)
. Soit la forme bilinéaire f de V × V vers R par f(M,N) =

tr(MJN) pour tout (M,N) ∈ V × V.

1. Calculer f
(( 0 1

0 0

)
,

(
0 0
1 0

))
et f

(( 0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

))
f
(( 0 1

0 0

)
,

(
1 0
0 1

))
et f

(( 1 0
0 1

)
,

(
0 1
0 0

))
.

f est-elle symétrique, antisymétrique ?

2. Montrer que B = {
(

1 0
0 1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
} est une base de

V.

3. Trouver la matrice de f par rapport à la base B.

4. Déterminer la forme quadratique, ϕ de f.

5. Donner la décomposition de Sylvester de ϕ.

6. Soit le sous-espace vectoriel F = {
(
a 0
0 b

)
, a− b = 0} de V . Déter-

miner F⊥ relativement à ϕ.

7. Calculer F ∩ F⊥. F est-elle isotrope.

Solution :

1. On a

f
(( 0 1

0 0

)
,

(
0 0
1 0

))
= tr(MJN) = tr

(
−1 0
0 0

))
= −1

et

f
(( 0 0

1 0

)
,

(
0 1
0 0

))
= tr

(
0 0
0 1

)
= 1.

f
(( 0 1

0 0

)
,

(
1 0
0 1

))
= 1, f

(( 1 0
0 1

)
,

(
0 1
0 0

))
= 1.
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f elle n'est pas symétrique Puisque il existe deux éléments X =(
0 1
0 0

)
, et Y =

(
0 0
1 0

)
et f(X, Y ) ̸= f(Y,X). et elle n'est pas

antisymétrique puisque il existe deux éléments X1 =

(
0 1
0 0

)
, et

Y1 =

(
1 0
0 1

)
et f(X1, Y1) ̸= −f(Y1, X1).

2. La matrice de f par rapport à la base B = {b1 =

(
1 0
0 1

)
, b2 =(

0 1
0 0

)
, b3 =

(
0 0
1 0

)
} :

f(b1, b1) = 0 f(b1, b2) = 1 f(b1, b3) = 1
f(b2, b1) = 1 f(b2, b2) = 0 f(b2, b3) = −1
f(b3, b1) = 1 f(b3, b2) = 1 f(b3, b3) = 0

d'où

A =

 0 1 1
1 0 −1
1 1 0


3. La forme quadratique, ϕ de f : On a ϕ(M) = f(M,M) = tr(MJM)

pour tout M ∈ V, donc

f(M,M) = tr
(( x1 x2

x3 x4

)
.

(
1 1
1 −1

)
.

(
x1 x2
x3 x4

)
) = 2x1x2+2x1x3.

4. La décomposition de Sylvester de ϕ :On a pour toutM =

(
x1 x2
x3 x4

)
,

ϕ(M) = 2x1x2+2x1x3. On applique la méthode des dérivées partielles
on obtient,

ϕ(M) =
1

2
[[
∂ϕ

∂x1
(x)].[

∂ϕ

∂x2
(x)]]+terme correctif =

1

2
(2x2+2x3)(2x1)+0,

ϕ(M) =
1

2
[
1

4
(ℓ1+ℓ2)

2−1

4
(ℓ1−ℓ2)2] =

1

8
(2x1+2x2+2x3)

2−1

8
(−2x1+2x2+2x3)

2.

donc

ϕ(M) = (
1

2
√
2
(2x1+2x2+2x3))

2−(
1

2
√
2
(−2x1+2x2+2x3))

2 = x̃1
2−x̃22.
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5. On a F = {
(
a 0
0 b

)
, a− b = 0} = ⟨

(
1 0
0 1

)
⟩, donc

F⊥ = {N ∈ V, ∀M ∈ F, S(M,N) =
f(M,N) + f(N,M)

2
= 0},

d'où

S(α

(
1 0
0 1

)
, N) = 0 ⇐⇒ αS(

(
1 0
0 1

)
, N) = 0, ∀α ∈ R

donc S(

(
1 0
0 1

)
, N) = 0, on cherche N =

(
α β
γ α

)
, on trouve

N = α

(
1 0
0 1

)
+ β

(
0 1
−1 0

)
.

6. Soit N =

(
a b
c a

)
∈ F ∩ F⊥ alors on a

{
b = c = 0
c −b ⇐⇒ b = c = 0,

donc

F ∩ F⊥ = ⟨
(

1 0
0 1

)
⟩

d'où

F ∩ F⊥ ̸= {
(

0 0
0 0

)
},

alors F est isotrope.

Exercice 6 : Soit E un K−espace vectoriel, soit f ∈ Ls(E;K) et u une
application de E vers E. On suppose que x = 0 est le seul vecteur isotrope
de f et on suppose qu'on a : ∀(x, y) ∈ E2, f(u(x), u(y)) = f(x, y).

1. Montrer que u est un endomorphisme sur E.

2. Montrer que u est injective.
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CHAPITRE 3

Groupe orthogonal. Formes Hermitiennes

3.1 Groupe orthogonal

E un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique di�érente de 2.

3.1.1 Endomorphisme orthogonal

Dé�nition 3.1. Soit f ∈ Ls(E;K) et u ∈ L(E). On dira que u est un
endomorphisme f− orthogonal (ou othogonal relativement à f) si

∀(x, y) ∈ E2, f(u(x), u(y)) = f(x, y).

Dé�nition 3.2. Soit f ∈ Ls(E;K) non dégénérée, soit G l'ensemble des
endomorphismes f− orthogonanaux, alors (G, ◦) est appellé le groupe f−
orthogonal (ou le groupe othogonal relativement à f)

Théoréme et Dé�nition 3.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K
de dimension �nie. Pour tout endomorphisme u de E, il existe un endomor-
phisme unique u∗ sur E tel que

1. ∀(x, y) ∈ E2, f(u(x), y) = f(x, u∗(y)).

2. ∀u, v ∈ L(E), ∀α, β ∈ K

a) (αu+ βv)∗ = αu∗ + βv∗.

b) (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗.
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c) (u∗)∗ = u, detu = detu∗. Si u inversible, alors u∗ est inversible et
on a

(u∗)−1 = (u−1)∗.

u∗ se nomme endomorphisme adjoint de u.

Théoréme et Dé�nition 3.2. Soit A ∈ Mn(K), alors on a l'équivalence
des propriétés suivantes

1. tA.A = In.

2. A.tA = In.

3. A−1 = tA.

Une matrice qui véri�e les propriétés précédentes se nomme matrice ortho-

gonal.

Théoréme 3.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K de dimension
�nie. f ∈ Ls(E;K) non dégénérée et u ∈ L(E). soit {a1, a2, . . . an} une
base orthogonale de E, alors on a
u est un endomorphisme f−orthogonal ⇐⇒ La matrice A de u par rapport à la base
{a1, a2, . . . an} est une matrice orthogonal.

3.2 Formes hermitiennes

3.2.1 Généralités

Soit E et F deux espaces vectoriels sur C.

Dé�nition 3.3. f une application de E vers F. On dit que f est une appli-
cation semi-linéaire si on a

1. ∀x ∈ E, ∀y ∈ E, f(x+ y) = f(x) + f(y).

2. ∀x ∈ E, ∀λ ∈ C, f(λx) = λf(x).

Si F = C on dit que f est une forme semi-linéaire.

Dé�nition 3.4. Soit une application de E×F vers C. On dit que f est une
forme sesquilinéaire si ∀x, x′ ∈ E, ∀y, y′ ∈ F, ∀λ ∈ C, on a :

1. f(x+ x′, y) = f(x, y) + f(x′, y).

2. f(λx, y) = λf(x, y)

3. f(x, y + y′) = f(x, y) + f(x, y′).

4. f(x, λy) = λf(x, y).

Remarque 3.1. Une forme sesquilinéaire si, et seulement si
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1. f(x, ·) est une forme semi-linéaire, pour x �xé.

2. f(·, y) est une forme linéaire, pour y �xé.

Dé�nition 3.5. soit f une forme sesquilinéaire de E×E vers C. On dit que
f est une forme hermitienne sur E si

∀(x, y) ∈ E2, f(x, y) = f(y, x).

Une conséquence immédiate de la dé�nition est la suivante :

∀x ∈ E, f(x, x) = f(x, x) ∈ R.

Dé�nition 3.6. On appelle forme quadratique hermitienne associée à
la forme hermitienne f , l'application ϕ de E dans R dé�nie par

∀x ∈ E, ϕ(x) = f(x, x).

Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n, f une forme hermitienne
sur E et B = {a1, a2, . . . an} une base de E. Soit A = (αij) la matrice de f
par rapport à B est donnée par

αij = f(ai, aj), ∀1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Puisque

αji = f(aj, ai) = f(ai, aj) = αij,

donc
tA = A, où A = αij.

Dé�nition 3.7. On dit que une matrice A ∈ Mn(K) est une matrice her-

mitienne si tA = A.

Soit f une forme hermicienne, A la matrice de f dans une base B de E,
on a

f(x, y) = tX.A.Y ,

où X est le vecteur colonne des coordonnées de x dans la base B et Y est le
vecteur colonne des coordonnées de y dans la base B.

Théoréme 3.2. f est une forme hermitienne si, et seulement si sa matrice
par rapport à une base de E est hermitienne
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3.2.2 Orthogonalité. Noyau. Isotropes

De nombreux résultats de l'étude des formes bilinéaires symétriques faites
au chapitre 2 vont appliquer aux formes hermitiennes avec trés peu ou quelque
fois pas de changement.
f forme hermitienne sur E un C−espace vectoriel de dimension �nie n.

∀(x, y) ∈ E2, f(x, y) = 0 ⇐⇒ f(y, x) = f(x, y) = 0.

1. Si l'une des conditions f(x, y) = 0 ou f(y, x) = 0, on dit que x, y sont
orthogonaux.

2. Le sous-espace orthogonal à F, un sous-espace de E, est donné par

F⊥ = {x ∈ E, ∀y ∈ F, f(x, y) = 0}.

3. Un vecteur x ∈ E est isotrope relativement à f si f(x, x) = 0

4. F un sous-espace isotrope si F ∩ F⊥ ̸= {0}.
5. On appelle base orthogonale de E par rapport à f toute base {e1, e2, . . . , en}

de E telle que
f(ei, ej) = 0, ∀1 ≤ i < j ≤ n.

Par rapport à une telle base, la matrice A = (aij) de f est diagonale,
et on a

f(x, y) =
n∑

i=1

aiixiyi, ∀(x, y) ∈ E2.

et la forme quadratique associée,

ϕ(x) =
n∑

i=1

aii|xi|2.

6. On appelle base orthogonale de E par rapport à f toute base {e1, e2, . . . , en}
de E telle que {

f(ei, ej) = 0 pour 1 ≤ i < j ≤ n
f(ei, ei) = 1 pour 1 ≤ i ≤ n

Par rapport à une telle base, la matrice A = (aij) de f est la matrice
unitè, et on a

f(x, y) =
n∑

i=1

xiyi, ∀(x, y) ∈ E2,

et la forme quadratique associèe est

ϕ(x) =
n∑

i=1

|xi|2.
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7. Puisque x 7→ f(·, x) est semi-linéaire de E dans E∗, on peut associe
à E les deux lois, une interne (addition) et un externe noté * dé�nie
comme suit :

C× E −→ E

(λ, x) 7−→ λ ∗ x = λ · x

Alors (E,+, ∗) est un C espace vectoriel. On le nomme sous-espace
conjugué de E et on le note E.

8. L'application

f̂ : E −→ E∗

x 7−→ f̂(x) = f(·, x),

est une application linéaire.

9. On appelle noyau de la forme hermitienne f, le noyau de f̂ . La forme
hermitienne f est non dégénérée si

Kerf = Kerf̂ = {x ∈ E, ∀y ∈ E, f(x, y) = 0} = {0}.

10. Pour E un C−espace vectoriel de dimension �nie n, et pour f une
forme hermitienne sur E et A la matrice de f par rapport à n'importe
quelle base de E, On a l'équivalence des propriétés suivantes

a) f non dégénérée.

b) ∀x ∈ E, f(x, y) = 0 =⇒ y = 0

c) ∀y ∈ E, f(x, y) = 0 =⇒ x = 0

d) L'application f̂ : E −→ E∗, dé�nie par f̂(x) = f(·, x) pour tout
x ∈ E, est un isomorphisme.

e) detA ̸= 0.

11. Le rang d'une forme hermitienne f sur un C−espace vectoriel de di-
mension �nie E est le rang de l'application linéaire f̂ .

12. Pour ϕ la forme quadratique hermitienne associée à f une forme her-
mitienne du rang r, s'il existe deux bases orthogonales relativement à
f par rapport à lesquelle

ϕ(x) = Σq
i=1|xi|2 − Σr

i=q+1|xi|2,

et
ϕ(x) = Σq′

i=1|x′i|2 − Σr
i=q′+1|x′i|2,

on a alors q = q′.
(q, r − q) est la signature de la forme hermitienne.
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3.2.3 Formes hermitiennes positives non dégénérée.

E un C−espace vectoriel de dimension �nie n.

Dé�nition 3.8. Une forme hermitienne f sur E est dite positive si

∀x ∈ E, f(x, x) ≥ 0.

On dit dans ce cas aussi que la forme quadratique hermitienne ϕ associée à
f est positive

Théoréme 3.3. Soit f une forme hermitienne positive sur E alors on a

|f(x, y)|2 ≤ f(x, x).f(y, y), Inégalité de Schwartz.

3.3 Exercices

Exercice 1 : Soit E := Mn( C ) le C - espace vectoriel des matrices
carrées et soit

l'application L dé�nie par

∀ A, B ∈ E : L( A,B ) = Tr
(
A tB

)
.

� Montrer que L est une forme hermitienne sur E.
[En utilisant les propriétés suivantes : ∀C, D ∈ Mn( C ), on a

tr(CD) = tr(DC) t(CD) = tD tC
]

Solution :
Soit E := Mn( C ) le C - esapce vectoriel des matrices carrées, et soit

l'application L dé�nie par

∀ A, B ∈ E : L( A,B ) = Tr
(
A tB

)
.

� L représente une forme hermitienne sur E.

On utilise les proritées de la trace, produit et la transopsé des matrices
on peut conclure que ∀ λ , µ ∈ C
et ∀ A , B , C ∈ E les propriétées suivante sont vrai

( 1 - a ) Linéairité par rapport à la premi�re variable

L( A + λB , C ) = L( A , C ) + λ L( B , C ) .

( 1 - b ) Semi-linéairité par rapport à la deuxième variable

L( A , B + λ C ) = λ L( A , B ) + λ L( A , C ) .

( 1 - c ) L( A , B ) = L( B , A ) .
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