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Avant-propos

Ce cours est un document de base pour les étudiants de 2°™° année licence
de mathématique. Il peut aussi étre utilisé par les étudiants d’autre paliers
aussi bien en sciences, sciences et techniques que ceux de biologie ou autres.
Pour suivre ce cours, ’étudiant a besoin de connaitre les notions de base
de lalgébre vues aux semestres précédents de la formation (Algébre 1,2,3),
en particulier, les notions d’espaces vectoriels, d’applications linéaires, de
polynomes et de matrices.

Ce polycopie est basé sur trois parties

1. Formes linéaires et dualité
2. Formes bilinéaires et formes quadratiques

3. Groupe orthogonal. Formes hermitiennes.



CHAPITRE 1

Formes linéaires. Dualité

Soit F un K —espace vectoriel K = Q,R,C, ...

1.1 Deéfinitions

— Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans
K.

— L’espace des formes linéaires sur E est un K —espace vectoriel, noté
E*, on le nomme dual de E.

— Exemple :

1. Les applications f, g : K[X]| — K telles que , VP € K[X] f(P) =
1
P(0) et g(P) = / P(t)dt, sont des formes linéaires.

-1
2. Soit ay, asg,...a, € K, application f : K" — K telle que pour
tout (z1, xa,...2,) € K",

f(z1, xa, ... xp) = @121 + asy . .. + apy,

est une formes linéaire sur K". Toute les formes linéaires sur K™
sont de cette forme.

En effet, soit {e;, es,...e,} une base canonique de K", si f est
une forme liéaire sur K", alors pour tout (x;, zo,...x,) € K" on
a

flzy, zo,...xy) = fler)m + flex)xa. .. + flen)xy.

3
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1.2 Base duale

Supposons que E est de dimension finie n, soit B = {e1, es,...e,} une
base de F, on définit n formes linéaires sur E, {f1, fo,... fu}, de la maniére
suivante : Vj de 1 & n, il existe une forme linéaire et une seul f; de E* telle
que

1, 1=
file;) = 0i5 = { 0 itj d;; symbole de Kronecker.

On obtient ainsi une base {fi, f2,...f,} de E* que I'on nomme base duale
de B, on a donc dimE = dimFE™. Les formes linéaires sur E on le note par
une lettre surmontée d’une étoile : z* € E*.

Pour la base B = {e1, €s,...e,} de E, la base duale de B se notera B* =
{el, e5,...e}, elle est définie par

ej(ej) = 0y = { é’ z#i :

Exemple : £ =R,[X], B={ey=1,e; = X,e5 = X? ... e, = X"} a pour

base duale {fo, f1,... fn}, Ou fi(P) = P(;)'(O) pour tout P € E.

En effet, pour P(X) = @, X" + an1 X" ' +...a1X + ag, on a d’aprés le
développement de taylor P(0) = ao, P’l('O) = ay, P22<'O) = as,... P”('O) =
an, donc f;(P)(X) = fi(a, X" + an,lanfl +oa X+ ao) = fj((Z;en +
An—1€n—1 + ... @161 + apep) = a; = P(J]_)'(O), alors f;(P) = P(;)‘(O) pour tout

7 delan.
Proposition 1.1. Soit A, T’ deux bases de E et A*, T les bases duales
respectives. Alors on a

Py r = (Pgl ),
ot, Py 1 la matrice de passage de la base A vers ' dans E et Py« p+ la matrice
de passage de la base N* vers I'* dans E*.

Exemple. £ = R*, A = {ej, ey, e3} la base canonique de E, ' =
{b1, ba, b3} une bese de E, by = (3,2,7), by = (3,1,5), bs = (1,3,0). Donner
la base duale de I'.

3 3 1 15 5 8
PuisquePAm:(P,Ql’r*)t,alorsPA,p: 2 1 3 etP/;IF: 21 7 11
7 5 0 17 6 9
15 21 17
alors (Py )" = 5 7 6 |.On alors b] = 15e] + 5e; + 8¢, b; =
8 11 9

21e] + Tes + 1ley, by = 17¢] + 6e5 + 9¢ej
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1.3 Bidual

Définition 1.1. On appelle bidual de E, on le note E**, l’espace dual de E*.
Si dimE < 0o, on a dimE = dimE* = dimE™".

Fixons x € E. Pour tout forme linéaire f de E*, f(x) est un scalaire dans
K unique. On définit ainsi une application de E* dans K, notée 7 :

z: " — K

[ a(f) = fla).
Puisque = € E**, on définie une application

p: E— E™
r — oz,

telle que pour tout f € E*

p()(f) = 2(f) = f(2).

Théoréme 1.1. A tout x € E, associons ’élément T € E** défini par

(f) = f(z), VfeE".

Alors Uapplication ¢ : x — & de E dans E™* est linéaire.
Si1 E est de dimension finie n, alors ¢ est un isomorphisme.

Démonstration

1. Montrant que Vz, y € E, p(z+y) = ¢(x) + ¢(y) et Vo € E Va €
K, p(az) = ap(z)
En effet On a p(z +y) = (r+y) € E*, donc ¢’est une application
linéaire de E* dans K.
Vi€ E (@+y)f) = fle+y) = fla) + fly) = 2(f) + 9(f) =
( +9)(f), donc p(z +y) = () + (y).
p(az) = (ax) € E™ | donc c¢’est une application linéaire de E* dans
K.
Vf e E" (ax)(f) = flax) = af (x) = ai(f), donc p(azr) = ap(z).

2. Pour la dimension finie et puisque dimFE = dimFE™", pour montrer
que ¢ est bijectif, il suffit de prouver que ¢ est injectif. (Vz,y €
E, o(@)=¢y) ==y o
Vo,y € B, p(z) = ¢y) = & = g alors Vf € E%, f(z) = [(y)

7 S.Boudjema
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donc on a f(z —y) = 0. Soit B = {ey, eg, ...e,} une base de E et
B* ={e], €5, ...e} la base duale de B, donc pour f = e, on a
ef(r—y)=0 VI<i<n. (%)
D’autre part
T —y=Aer+ Xes+ ...+ \ep,

donc
e(r—y)=XN VI<i<n. (*x)

De () et ()
AN=0 Vi<i<n,

doux —y=0.
Définition 1.2. L’application ¢ se nomme morphisme canonique de E dans
E™.
Remarque 1.1. Dans le cas ou la dimension de E est finie et a cause de

l’isomorphisme @, on identifie E et E™, c-a-d

VxeF IT=xz e E™=F

1.4 Orthogonalité

Définition 1.3. Soit E un K—espace vectoriel, E* son dual. On dit qu’un
vecteur x € E est orthogonal & une forme linéaire y* de E* si y*(x) = 0. On
dit aussi que y* est orthogonale a x, ou bien que x et y* sont orthogonauz.

Exemple Soit £ = R? et considérons la y* de E* définie par
y*(x) = axq + bxa,

(21, z2) étant les coordonnées de x dans la base canonique de E, a et b deux
nombres donnés. Pour tout a € R, les vecteurs (ab, —aa) est orthogonale a

*

Y.

Propriété 1.1. Soit £ un K—espace vectoriel et A une partie finie de E. Si
y* une forme linéaire orthogonale a tout vecteur de A, alors y* est orthogonal
a tout vecteur du < A > de E.

En effet : soit A = {1, z,...,2,} une famille finie de E. Par hypothese,
Y (1) =0 y"(z2) =0 ....y"(z,) =0.

Alors, pour tous scalaires oy, ao,...,0p € K,
Yy (aqzy + oo, . .. + apry) = a1y’ (x1) + agy(x2),. .. + oy (z,) =0

8 S.Boudjema
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Propriété 1.2. Soit E un K—espace vectoriel et B une partie finie de E*.
St x € E soit orthogonale a tout forme linéaire de B, alors x est orthogonal
a tout forme linéaire du < B > de E*.

En effet : soit B = {y;, ¥3,...,¥,} une famille finie de E*. Par hypotheése,

vi(r) =0 y(2) =0 . yi(x) = 0.

Alors, pour tous scalaires aq, as,..., a4 € K,
(yy + s + ... + agyy)(x) = ayy(r) + aeys(z) + .. + agy,(x) = 0.
Remarque D’aprés les proposition précédentes on a

Définition 1.4. Soit E un K—espace vectoriel. Pour tout partie A de E, la
partie de E* :
A°={y e E*| (VzeA) y*(x) =0},

se nomme sous-espace orthogonal & la partie A de E .

Définition 1.5. Soit E un K—espace vectoriel. Pour tout partie B de E*,
la partie de E -

‘B={zeFE| (Vy" €B) y(zr)=0},
se nomme sous-espace orthogonal a la partie B de E* .

Propriété 1.3. Soit E un K—espace vectoriel. Soit A et B deuz partie de
E et E* respectives.

1. A° est un sous-espace vectoriel de E*.

2. °B est un sous-espace vectoriel de E.

En effet :
1. Vag, ag € K et Vyy, y; € A%, on a

(Vo e A) (any] + aoys)(z) = aqyy () + agys (v) = 0.

donc oy (z) + any; € A°.
2. Yoy, ag € K et Vaq, 9 € °B, on a

Vy* € B) y*(oqz1 + apwe) = any™(21) + agy™(z2) = 0.

donc a1z + asze € °B.
Remarque : D’aprés les propositions et on a

A° C(<A>)° et°BC °(<B>).

9 S.Boudjema
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Propriété 1.4.
1. Pour toutes parties Ay et Ay de E. on a si Ay C Ay alors A5 C Aj.
2. Pour tout partie A finie de E on a A° = (< A >)°.

En effet :
1. Siy* € Aj alors Vo € Ay on a y*(z) = 0, en particulier x € A; C Ay
on a y*(z) = 0 donc y* € Aj.
2. Puisque A C (< A >) d’aprés 1 on a (< A >)° C A° et d’aprés la
remarque précédente on a A° C (< A >)° d’ou (< A >)° = A°.
Propriété 1.5.
1. Pour toutes parties By et By de E*. on a si By C By alors °By C °B;.
2. Pour tout partie B de E* on a °B = °(< B >).

Propriété 1.6. Soit E un K— espace vectoriel de dimension finie. Alors
on a, °(E*) = {0}.

Théoréme 1.2. Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie. Pour

toute base B* de E*, il existe une base et une seule B de E dont la duale est
B*.

Démonstration :

FExistence.
On rappelle que I'isomorphisme canonique ¢ : x +— ¥ vérifie, pour tout z € £
et y* € £,

I(y") =y ().
Soit B* = {e], €5,...¢e,} une base de E* et B™ = {¢e]", e3",...¢."} sa base
duale dans le bidual E**. Posons ¢ '(ef* = ¢; (1 < i > n). Alors la relation

précédente donne, pour tous indice: et j :
*kok * *
e;"(e7) = ej(eq).

Comme le premier membre vaut d;;, le second aussi et par conséquent B =
{e1, ea,...e,} est une base de E dont la duale est B*.

Unicité.
Supposons qu’il existe une autre base C' = {uy, us,...u,} de E telle que

10 S.Boudjema
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Alors, on aura, pour tous i et j :

d’ou
ei—u; € °(B*)= °(< B*>)= °(E") ={0}.
On obtient donc
e;—u; =0, (0<i>n).

Conséquence. L’applicationqui, a toute base de E associe sa base duale, est
une bijection de I’ensemble des bases de E sur I’ensemble des bases sur E*.

1.5 Transposée d’une application linéaire.

Définition 1.6. Soit E et F deur K—espaces vectoriels, E* et F* leurs
duauz et considérons une application linéaire f de E dans F. On définit
ainsi une application : 'f : F* — E* telle que pour tout y* € F* on a
"fy*) = y* o f, que 'on nomme transposée de f.

Propriété 1.7. Pour tout f application linéaire de E vers F, on a 'f est
linéaire de F* vers E*.

Théoréme 1.3. Soit E et F' deux K—espaces vectoriels de dimension finies,
B et C des bases de E et F respectivement, B* et C* leurs duales dans E*
et I,

Pour toute f linéaire de E vers F, soit My sa matrice relative a B et C, et
soit My la matrice de ' f relative a C* et B*, alors

‘My= M.

Exemple. Soit f : R* — R? définie comme suit f(z,y,2) = (z + 2y +
5z,6x — 3y + z). La matrice de f par rapport a les bases canoniques B et T’

de R3 et R? est My = ( _61 _23 i) > , donc la matrice de ' f par rapport a
-1 6

[ et B et 'M; = 2 -3
5 1

1.6 Hyperplan

Soit E un K —espace vectoriel.

11 S.Boudjema
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Définition 1.7. H un sous-espace de E est un hyperplan si Jxq ¢ H tel que
E=H®® Kz

Définition 1.8. Pour E un K—espace vectoriel de dimension finie. On ap-
pelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E, vérifiant dimH =
dimE — 1

Théoréme 1.4. Pour H un sous-espace vectoriel de E on a : H un hyperplan
sur E si, et seulement s’il existe y* € E*\{0} tel que Kery* = H

Théoréme 1.5. Si ¢ et ¢ sont deux formes linéaires non nulles sur E. Alors
on a kery = kery si, et seulement st 3N # 0 tel que ¢ = A\ib.

1.7 Exercices

Exercice 1 : Soit ¥ un K—espace vectoriel de dimension finie, n. B =
{e1, ey,...e,} une base de E et B* = {e], e5,...e} sa base duale. Montrer
que
1. Ve € E,onax=ej(x)e; +e3(x)ea+...e(x)e,.
2. Yy* € E*,onay" =y (e1)e] +y*(ea)es + ...y (en)e.
3. Pour E = Ry[X] et ag, a1, as € R.
— Montrer que la famille des polynémes £ = (L;);—o. n, définis par

X —aq;
Li(X) = ” aj, Vi 0 <i<mn, estune base de E.
a/,_a/.
j=0,j#i = Y

— Déterminer la base duale de L.

— On suppose que K = R et que a; € [a,b], V0 < i < n. Montrer
qu’il existe ag, aq,--- @, € R telles que

b n
VP € R,[X]; / P(t)dt = a;P(a;).

12 S.Boudjema
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Solution :
1. Vx € E,on ax = M\ep+ Xes+ ...\, donc
e;(Aert+Ageat. . A€ ... Apen) = A€l (e1)+hae] (e2)+. .. Ner(e;)+. .. Anel(en).
Puisque €] (e;) = 1 et €] (e;) = 0 pour i # j alors

6*([[‘) = 6:()\161 + /\262 + ... /\iei c. /\nen) = /\i7 A VZ,

2

d’ou
x=cej(x)e; +e5(x)es + ... e (x)ey,.

2. Vy* € E*, on a y* = bie] + byes + ... bye;, donc

Ve e BV y*(z) = bel(x) + bees(x) + ... bief (x) ... bye) (),

pour z = e; on a y*(e;) = b; donc
Y=y (er)e] +y (ex)es + ...y (en)ey,
- X — aj

3. Pour L;(X) = H , Qg, a1,...,0, € K on a
j=0, i 1T

|1, sik=y
Li(“k)—{o, Sik £

— On a C;Lardﬁ =n+1=dimkFE, il suffit de montrer qu’il est libre.
Pour Z)\ij = 0, l'evaluation en a; pour 0 < k£ < n, donne
=0, )

— Soit P € E, alors E = Z)\ij, et on a Li(P) = A\; d’aprés la

=0
premiére question. D’autre part on a P(a;) = A; donc

Li(P) = P(aj) VP € E.
— Pour K =R, et soit ¢ € E* telle que
v: EF — R

P — /:P(t)dt

13 S.Boudjema
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On a d’apreés la question 2
p = Niop(Li) L7,

et donc pour P € F

b
o(P) =X gp(L;) LI (P) = Xy P(a;), avec a; = / L;(t)dt.

)

Exercice 2 :

1. Soit A € M, (K). Montrer que I'application 4 de M, (K) vers K,
définie par
0a(X) = tr(AX) pour tout X € M, (K), est une forme linéaire sur
M, (K).

2. On note f 'application de M,,(K) vers (M,,(K))*, définie par f(A) =

PA-
— Justifier la linéarité de f. Montrer que Kerf = {On,(x)} -
— En déduire que f est un isomorphisme, puis conclure (M, (K))".

[Indication pour partie 2 : Calculer p4(E;;), pour tout ¢, j. Les matrices
E;j sont les matrices de la base canonique de M,,(K) définies comme suit :
la colonne k # j de E;; est nulle et la colonne j a tous ses termes nuls sauf
celui en ligne i qui vaut 1]

Solution :
1. L’application ¢4 est une forme linéaire sur M,,(K) : VX, Y € M, (K)
et Va € K on a

pa(X+aY) = tr(A(X+aY)) = tr(A(X))+atr(A(Y)) = oa(X)+ea(Y).
2. On note f Iapplication de M,,(K) vers (M,,(K))*, définie par f(A) =
T lingarité de f:VA Be M,(K)etVaeK
f(A+aB)(X) = parap(X),
doi
tr(A+ aB(X)) = tr(A(X)) + atr(B(X)) VX € M, (K),
et donc

f(A+aB) =9as+app = f(A) +af(B).

14 S.Boudjema
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Soit A € Kerf, donc f(A) = 0 d’oit p4(X) = 0 pour tout X €
M, (K). Pour X = E;;, donc AX est la matrice dont toutes les
colonnes sont nulles a part la j°™ colonne qui égale & la ™
colonne de A d’oul

0 0 ¢ S U 0
@A(Eij) = tT(AEZJ) =1ir 0o ... ... (TR 0 = O, \V/Z,j
0 0 ... ap ... 0

donc Kerf = {0pm,x)}-
— Puisque f est injective de M,,(K) vers (M,,(K))* et

dimM,(K) = dimM,,(K)*,

donc f est bijective d’oul f est un isomorphisme.
OnaVy € (M, (K))*, FA € M, (K) unique telles que ) = f(A) =
wa, d’ou

M (K))" ={pa, A€ My(K)}.

Exercice 3 : Soit £ = Ry[X] et I' = {e; = 1, ea = X, e3 = X?} et
'™ = {e], €5, e3} sa base duale. Soit A* = {f, f5, f3} les formes linéaires
sur F définies par

fi(P) = P(0), f3(P)=P'(0), fi(P)=P(1), YP€E.

1. Déterminer I'". Déterminer les coordonnées de f;, f5, f; dans la base
re.

2. Montrer que A* est une base de E*.

3. Déterminer A = {f1, f2, f3} une base de E , dont A* = {f;, f5, f3}
est sa base duale.

4. Soit le sous-espace F'={P € E, P(0)+ P'(0)+ P(1) = 0}.
— Motrer que F' est un hyperplan.
— Donner la dimension de F.

Solution :

L. T*{ef, €5, e} sont des formes linéaires donc on cherche ef, i =1,3
telle que
e;: Ro[X] — R
P — e =7

15 S.Boudjema
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Pour P € Eona P(X)=a+bX + cX?, donc
e (P)(X)=¢€i(a+bX + cX?) = ael(1) + be (X) + ce;k(XQ),

)

d’out
el (P)( aei(er) + bej(ez) + cei(es) =a
e5(P)( aes(er) + bey(ez) + ces(es) =
S(P)(X) = acj(er) + beilea) + cchles) —c

Les coordonnées de f;, f5, f; dans la base I'" sont :
Ji(P)(X) = P(0) = a=ei(P)(X),
f5(P)(X) = P'(0) = b= e5(P)(X),

X) =
X) =

et
[5(P)(X) =P(l) =a+b+c=(e]+e;+e3)(P)(X)

2. A" est une base de E* : On a Card\* = 3 = dimE™, donc il suffit de
montrer que A* est libre.

M4 X fs + Asfs = 0= el + Aaes + As(e] +e5+¢€5) =0,

d’ou
(/\1 + /\3)€>{ + ()\2 + /\3)65 + )\362; =0.

Puisque I'*{e], €3, €3} est libre donc

)\1+)\3 :0 )\1 :0
)\2+)\3 =0 = Ay =0
>\3 =0 )\3 =0

3. A ={f1, fo, fs} est une base de E dont A* = {f;, f5, f;} est sa
base duale, donc on a

tp—1
PFA = PF*A*7

ou Pry est la matrice de passage de I" vers A, et Pr«y« est la matrice
de passage de I'* vers A*. Donc

101 10 —1
Prp-=|01 1], PRl\u=|01 -1
001 00 1
d’ou
1 0 0
=1 0 1 0|,
-1 -1 1
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alors
f1(X)= (1.61+0,62—e3)<X): 1 - X2
fQ(X) = (0.61+1.62—e3)(X) - X — X2
fQ(X) = (0.61 + 0.62 —+ 63)(X) — X2

4. Soit le sous-espace F'={P € E, P(0)+ P'(0)+ P(1) = 0}.
— Si on pose ¥(X) = (f1 + f2 + f3)(X), donc on a ¢ est une forme
linéaire non nulle de £ vers R alors

F=kerp={PeE, ¢(P)=0}

est un hyperplan.
— DimF = DimRy[X]| — 1 =2..

Exercice 4 :
— Montrer que pour toute partie B non videde E*,ona°B = ﬂ Kery™.
y*eB
— Soit A; Ay deux un sous-espaces vectoriels de ' un K —espace vectoriel
et By, By un sous-espaces vectoriels de E* Montrer que :

1. Si A; C Ay alors A5 C A7. Si By C By alors °By C °B;.
2. Ay C °(A}). By C (°By)°.

3. (A7 + AY) C (A1 N A)°. (°By +° By) C° (B1 N By).

4. (AJNAY)) = (A1 + Ay)°. (°B1 N° By) =° (B + Ba).

5. {0p}° = E*, E° = {0p:}

6. Si dimFE est fini, °{E*} = {0g}.

Solution :
— Pourz € °Bon a

Vy* € B, y'(vr)=0<=VYy " €B z€kery" < z¢c ﬂ Kery*,
y*eB

d’ott on a °B = m Kery®.
y*eB
— Soit A; Ay deux un sous-espaces vectoriels de ' un K —espace vectoriel
et By, By un sous-espaces vectoriels de E* Montrer que :

1. Soit °By = {x € E, Yy* € By, y*(z) = 0} on a pour x €° By,
Yy* € By, y*(x) = 0et puisque By C By, donc Vy* € By, y*(x) =
0douz e’ By ={xe€FE Yy € By, y(r) =0} Alors on a
°By C °Bj.
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2.0na
Al ={y e £, YVee A y'(x)=0}

et donc
(A7) ={z € E, Vy" € A}, y"(z) =0},

d’ott Vo € Ay, et Vy* € A on a y*(z) = 0, alors z € °(AJ), et
donc A; C °(AJ).
On a

°(Bi) ={r € E, Vy" € By, y*(x) =0}

et donc
(°By)° = {y* € E*, Vx €° By y*(z) =0},

d’ou Vy* € By, et Vo €° By on a y*(x) = 0, alors y* € (°B;)°, et
donc By C (°By)°.

3. Comme A; N Ay C A pour k= 1,2 on a donc
A7 C (AN Ay)°,

et
(A7 + AY) C (A1 N Ay)°.
4. Comme A, C Ay + Ay pour k£ = 1,2 on a donc
(A1 + A2)° C A3,
et donc
(A1 + Ay)° C AT N AS.

D’autre part on a Vy* € AN A3 onaVe € Ay y*(z) = 0 et
Vo € AV y*(z) = 0 donc pour z1+x2 € A1+ Ay onay*(zy+x0) =
y (1) + y*(z2) = 0, dott y* € (A + Ap)°. d'ont (A7 N A3) =
(A1 + Ag)°.

5. On a {0g}° = {y* € E*, y*(0) = 0}, puisque Vy* € E* forme
linéaire on a y*(0) = y*(z — x) = y"(z) — y*(x) = 0,

{0g}° ={y" € E*, y*(0)=0} = E".
Ona E°={y" € E*, Ve € E y*(z) =0}} d’on y* = 0 alors

E° = {0p-}.
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6. Soit B = {by, by ...b,} est une base de E et B* = {b], b; ...b)}
est sa base duale. Donc on a

T = $1b1 + .TQbQ + ... anbn,

avec x; = b} (z), pour tout i = 1, n.

Vo €° {E"}, on a y*(x) = 0 pour tout y* € E*, donc pour y* = b}
pour tout 1 = 1,n, on a
bi(z) =0,douz=0et °{E"} = {0g}.
Exercice 5 : Soit F et F' deux K —espaces vectoriels, E* et F* leurs duaux
et considérons une application linéaire f de E dans F. Soit I'application :
'f: F* — E* telle que pour tout y* € F* on a 'f(y*) = y* o f. Montrer que
1. 'f est linéaire de F™* vers E*.
2. Pour G un K —espace vectoriel et g application linéaire de F' dans G,
ona‘(gof)="fo'g.
3. Pour E = F on a 'ldg = Id}. Si f est bijective alors 'f est bijective
et on a

CH=U.
4. Si dimE < oo et dimF < oo on a Ker("f) = (Imf)° .
Solution :
1. 'f est linéaire de F* vers E* : Vyi; y5 € F*, VA€ K, on a

i+ ) =i+ M) o f =yiof+Myzof = "fyl) + A f(y3)-
2. Pour 2* € G*ona’(gof)(z*) = 2"o(gof) = (z"og)of = 'f(z*og) =
() = "f o' g(27).
3. Pour E = F onaVy" € E*
Hdp(y*) =y o ldg = y* = Idp-.
Si f est bijective, donc il existe f~! bijective tel que
fof™=f"of=1Idg,
donc
(fof™)="(f"of)= "1dg,
alors
tfflo tf: tfo tffl — t[dE:IdE‘*

Par co,sequent ‘ f est bijective et on a
(Y =0H"
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4. Si dimE < oo et dimF < oo on a Ker('f) = {z* € F*, 'f(z*) =0}
et Imf°={z"€ F*, VyeImf 2*(y) =0}.

Soit z* € Ker("f) <= "f(z*) = 0 et donc 2z o f = 0 < Vx €
E ona z'(f(x)) =0 <= 2" € Imf°. alors on aKer("f) = (Imf)°.
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CHAPITRE 2

Formes bilinéaires et formes quadratiques

2.1 Forme bilinéaire
Soit E, F, G trois espaces vectoriels sur un méme corps K.

Définition 2.1. On dit que f est une application bilinéaire de E x F
dans G si elle vérifie les axiomes suivants :
— Vo, 2’ e EetVy, y € F :

fle+a'y) = flo,y) + f(2' +v),

flay+y) = fz,y) + flz+ ).
— VeeFEetVye FVYAe K :

fAz,y) = Af(2,y),

flz, Ay) = Af(z,y).

En d’autre termes, f est bilinéaire si, et seulement si, pour tout y fixé
dans F|, I'application partielle f, : x — f(z,y) de E dans G est linéaire, et
pour tout z fixé dans F, Papplication partielle f, : y — f(z,y) de F dans
G est linéaire. L’ensemble des applications bilinéaires de E x F dans G se
notra L(E, F;G).

Lorsque G = K, toute application bilinéaire se nomme forme bilinéaire.
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Exemple 2.1. Soit £ le R—espace vectoriel des fonctions continues sur un
intervalle fermé borné [a , b |

E =C(la,b],R).

On définit la relation b sur E par

b
VigeE: Wfg)= [ J(t)g(t)dt.
Il est claire que cette relation est bien une application car

Vfi,ge E: |bf,g9)|< +x.

De plus pour tout f, fi, fo, g, g1 et g, éléments de E et pour tout A et u deux
éléments de R, le calcul fournit

b(Af + pfoyg) = A0(fiog) + pbdlh,g).
donc b est linéaire par rapport a la premiére variable.
o(f, A + pg) =Ab(f, )+ pd(f, g).
donc b est linéaire par rapport a la seconde variable.
Exemple 2.2. Soit E un K—espace vectoriel et E* son dual, 'application
f+ExE — K, telle que f(z,y") = y*(z) est une forme bilinéaire pour

tout (z,y*) € E x E*.

Théoréme 2.1. L’ensemble L(E, F;G), muni de deuz lois
T vfa g€ ﬁ(E7F7G>7

(f+9)(z,y) = f(x,y) +g(z,y), V(v,y) € EXF,
— VfeL(E,F;G), YVae K
(af)(z,y) = af(x,y), Y(z,y) € ExF,

possede une structure d’espace vectoriel sur K.
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2.2 Matrice d’une forme bilinéaire

Soient E et F' deux K — espaces vectoriels de dimensions finie n et p, f

une forme bilinéaire définie sur £ x F. B = {e;, -+, e, } une base de
EetC = {u, -, u, } une base de F, donc pour touts z € Eet y € I
on a

n p
T = E Ti€; Y = E YjUy.
=1 j=1

Pour f € L(E, F; K) et a cause de la bilinéarité,

f@w%=ﬂ§:%%§:%%)=§:§:ﬂ@wﬂ

i=1 j=1

On pose
aij = flei,uy), 1<i<n, 1<5<p.

Définition 2.2. La matrice A = (a;;) de M,,(K), se nomme matrice de la
forme bilinéaire f relative auzx base B et C.
, Réciproquement a toute matrice A = (a;;) de M,,,(K) correspond une
n p
forme bilinéaire f, par f(x,y) = Z Z aij.
i=1 j=1

Exemple 2.3. Soient £ = R* vu comme étant un R— espace vectoriel, { e; }
la base canonique de R® et f une forme bilinéaire définie sur E par

T U1
VX = T2 |, Y = Y2 €eE: WX,Y)=a1yp+zy+2c3y5— 13-
€3 Ys

La base canonique vaut

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0 3
0 0 1

et le calcul fournit

b(€1,€1)20, b(61,62>:17 b(el,eg):—l,

b(eQ,el)zl, b(eg,eg):(), b(eg,eg,):(),
b(eg,el):O, b(€3,62>:0, b(63,€3)22,
ainsi
0 1 -1
M = 1 0 0
0 0 2
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Propriété 2.1. Soit f € L(E,F; K) Soit X et'Y les matrices colonnes des
coordonnées de x € E et y € F dans

les bases B et C alors on a
flz,y) =" X.AY.

Propriété 2.2 ( Formule de changement des bases ). Soit f € L(E, F; K),
B et B’ deux base de E et C et C' deux base de F. Soit M la matrice de f
relative a B et C et M’ la matrice de f relative a B’ et C' Alors

M ='PMQ, (2.1)

avec P c’est la matrice de passage de la base B vers B' et Q c’est la matrice
de passage de la base C' vers C'.

Exemple 2.4. On consideére la forme bilinéaire de ’exemple [2.3] page 23] On
veut déterminer la matrice associée a cette forme dans la base B’ formée par
les vecteurs

1 1 0
€1 = 1 , €2 = 0 , €3 = 1 )
1 1 1

on a déja la matrice associée & f dans la base canonique de R?, de plus la
matrice de passage de la base canonique a la base B’ vaut

110
P = 1 01 ,
111
ce qui donne
111
‘p = 1 01 ,
011

il suffit d”utiliser la formule page [24] pour avoir la matrice associée dans
la base B’

111 0 1 -1 110
M ='PMP = 1 01 1 0 0 1 0 1
01 1 0 2 111
finalement
3 2 2
M =121 2
33 2
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2.3 Formes bilinéaires symétriques, antisymé-
triques

Définition 2.3. Soit f € L(E; K). On dit que

1. La forme f est une forme symétrique si
VX, Y e E: f(X,Y)=f(Y,X).
2. La forme f est une forme anti - symétrique si
VX, Y e BE: f(X,Y)=-f(Y,X).

Exemple 2.5. Vu la forme bilinéaire donnée par I’'Exemple page [22] et
vu le fait que

b b
VfgeE: /f<t>g<t>dt=/ g(t) f(t)dt,
on conclut que

Vf,ge E: b(f,g9)=04g,f),

donc cette forme est bien une forme symétrique.

Exemple 2.6. La forme f de K*xK? vers K définie par f((z1,y1), (x1,11)) =
T1Y2 — Toyy est une forme antisymétrique.

On note par L,(E; K), I'espace des formes bilinéaires symétrique et £,(F; K),
I’espace des formes bilinéaires antisymétrique.

Propriété 2.3. On a :
1. LJ(E;K) et L,(F; K) sont des sous-espaces vectoriels sur L(E; K).

2. Pour K n’est pas de caractéristique 2, on a
— L(E;K) = LJ(E; K) ® Lo(E; K).
— Yz, y) € B, f(z, y) = —fly, v) &= Vo € E, f(x, x) = 0.

3. Si E est de dimension finie on a
— [ € LJ(E; K) si, et seulement si la matrice A de f par rapport a
n’importe quelle base est une matrice symétrique (A ="A).
— f € LJE;K) si, et seulement si la matrice A de f par rapport
n’importe quelle base est une matrice antisymétrique (A = —"A).
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2.4 Forme quadratique

Définition 2.4 ( Forme quadratique, Forme polaire ). Soit E un K—espace
vectoriel et soit () une application de E dans K. On dit que () est une forme
quadratique sur E s’ il existe une forme bilinéaire symétrique S définie sur
E telle que

VX e F:Q(X)=5X,X).

La forme bilinéaire symétrique S s appelle la forme pélaire associée a la forme
quadratique Q).

Propriété 2.4 ( Unicité et détermination de la forme polaire ). Soit E un
K —espace vectoriel et Q) une forme quadratique sur E. Alors il existe une
unique forme bilinéaire symétrique S définie sur E telle que

VX e F:Q(X)=S5X,X),
de plus la forme S est définie par 'expression
1
VX, Y e FE:S5(X,Y) = E[Q(X—I—Y) - Q(X) —Q(Y)].
(2.2)

Définition 2.5. Pour E un K—espace vectoriel de dimension finie. On ap-
pelle une matrice de la forme quadratique Q) relative ¢ une base B de E, la
matrice de la forme polaire de QQ par rapport a la base B.

2.5 Noyau et forme non dégénérée. Orthogona-
lité
Dans le cadre des formes bilinéaire symétrique, les application

Gfi EFE — E* Dfi F — E*
y — f(,y)’ r o f(x,.)’

sont éguaux et linéaire, et on note f = Dy = G

Définition 2.6. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E.

1. Le noyau de f est le noyau de Dy ou Gy, c’est-a-dire
Ker(f)={Xe E/VYWeE: @ f(X,Y)=0}.

Ou
Ker(f) ={Ye E/VXeE: @ f(X,Y)=0}.
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2. La forme [ est non dégénérée si et seulement si
Ker(f) ={{0}.

Définition 2.7. Soit () une forme quadratique sur E un K—espace vectoriel.
On appelle noyau de @, le noyau de sa forme podlaire.

Exemple 2.7. On veut déterminer le noyau de la forme bilinéaire b définit
sur E=C(R, R) par

ViigeE: b(f,g9)=/(0)g(0).
Par définition
Ker(b) = {g e E/YfeE: bf, g)=0},
donc si g est un élément du noyau de b alors
VfeE: f(0)g(0)=0,

ce qui donne que

finalement
Ker(b) = {ge E: g(0)=0},

on remarque que Ker(b) # {0}, donc b est dégénérée.

Définition 2.8 ( Orthogonalité ). Soit f une forme bilinéaire symétrique sur
un K —espace vectoriel E, et x, y deux vecteurs de E et A un sous ensemble
non vide de E. Alors

1. On dit que les deux vecteurs x et y sont orthogonauz relative & f si
fle,y) =0.

2. On appelle Uorthogonal de A relatived f, et on le note AL, le sous
ensemble de E définit par

At ={yeE/ Yz e A: flz,y)=0}.
Exemple 2.8. Soit £ = R3[ X | vu comme étant un R—espace vectoriel, et
soit 'application bilinéaire symétrique f définie sur E par
+1

VP.Q e E f(P,Q>=/ P(t)Q(t)dt.

-1
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et soit F' le sous ensemble de E définit par
F:{QEE: Vr e R, Q(m):ax2+6x,a,B€R},

on veut déterminer I'orthogonal de F' par rapport a la forme f. Alors pour
Q € Ft ona

VPeF: f(P,Q)=0 = VYa B eR: flaX’+8X,Q) =0,

on utilise la bilinéairité de f, en particulier sa linéairité par rapport a sa
premiére variableon aVa, f € R

af(X?,Q)+Bf(X,Q)=0 = f(X*,Q)=0 f(X,Q)=0,
or € R3] X ] donc

Ja, byc,d €R: Q(X)=aX* +bX*+cX +4d,
ce qui donne

af(X?, X3) +bf(X*, X*) +cf(X*, X)+df(X*,1) = 0,
af(X, X)) +bf(X,X*)+cf(X,X)+df(X,1) =0,

alors le calcul fournit

3b+5d =0, 3a+5c=0,

donc
3 3 2 3
QIX) =a(X —gX)+b(X —5), a,b € R,
ainsi 5 5
AL:<X3—5X,X2—5>.

Lemme 2.1. Soient E un K—espace vectoriel, f une forme bilinéaire symé-
trique définie sur E et F' un sous espace vectoriel de E/ de dimenssion finie.
Alors le vecteur w € F* si et seulement si il est orthogonal G une base de F.

Exemple 2.9. On considére exemple 2.8| page 27| dans lequel on a determiné
I’orthogonal de I’ensemble

F:{QEE: Vr € R, Q(x):aas2+ﬁx,a,5€R},

il est clair que cet ensemble est un sous espace vectoriel de F = R3[ X | et
que la famille
B={X* X},
est une base de F, ainsi 'orthogonale de F' est définit par
Fr={wekE: (X w)=f(X,w)=0},

et le calcule conduit au méme résultat que dans 'exemple [2.8
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Proposition 2.1. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur un K—espace
vectoriel E et A un sous ensemble non vide de E. Alors 'orthogonal de A
est un sous espace vectoriel de E.

Proposition 2.2. Soit £ un K—espace vectoriel de dimension quelconque
et soit f une forme bilinéaire symétrique définie sur E, alors les assertions
sutvantes sont vraies.

1. {0} = E.
2. B+ = Ker(f).
3. YBCFE, B#0: Ke(f)cC B-.

Proposition 2.3. Soient £ un K—espace vectoriel de dimension finie, f
une forme bilinéaire symétrique définie sur E et F' un sous espace vectoriel

de E. Alors
1. dim E = dim F + dim F* — dim (F N Ker(f)).
2. F*+ = F + Ker(f).

Définition 2.9 ( Orthogonalité par rapport a une forme quadratique ). On
dit que deuz vecteurs sont orthogononaux par rapport a une forme quadratique
Q, s’ils sont orthogonauz par rapport a sa forme polaire S.

Définition 2.10 ( Vecteur isotrope ). Soit E un K - espace vectoriel et Q)
une forme quadratique sur E, on dit que v est un vecteur isotrope si

Q(v) =0.
L’ensemble des vecteurs isotropes de () est appellé le cone isotrope, est noté
Q)= {XeE: QX)=0}.

Exemple 2.10. Soit £ = R [ X ] vu comme étant un R—espace vectoriel
et soit la forme quadratique () définie sur E par

Vpe E: Q(p)=7p(0)p(0),

et on veut déterminer le cone isotrope de cette forme, alors soit Q( p ) =0
donc

or p est un polynoéme donc

plz) = Z apz®, p(x) = Z kapa® ',
k=1

k=0
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alors il est simple de voir que

donc

peEL(Q) < plzx) = Z ap ¥ et ay a9 = 0.
k=1

Remarque 2.1 ( Importante ). Contrairement au noyau dans le cas général
le cone isotrope n’est pas un sous espace vectoriel.

Lemme 2.2. Soit E un K—espace vectoriel et () une forme quadratique sur
E. Alors

Ker(Q) C Z(Q) .
En effet, pour f la forme polaire de @), alors
Ker(Q)={re€ FE Yye E f(x,y) =0}

Soit x € Ker() alors
Vy e E f(z,y) =0.
Pour z = y, alors f(z,z) = Q(x) = 0 donc z € Z(x).

Exemple 2.11. Soit E = C? et f € L(E; K) tels que

f((xhx?}v (y1,y2)) = T1Y1 + TaYo, \V/((:L’l,l‘g), (ylayQ)) S EQ'

Alors on a
Q(J]l, Ig) = I% + ZE%
Kerf = {(9317352) € C? V(yhyz) eC? f((l“l,ﬂ?z)» (y17y2)) = O},
alors on a
T1y1 + Toya = 0, V(y1,12) € C?,

donc
T = 0 To = 0.
Dot
KerQ = Kerf ={(0,0)}, alors f est non dégénérée.
Soit

I(Q) = {(an,22) € B Qar,22) = 0} ={(v1,20) € E: af+a3=0}
={ x1(1,7) ouxi(1,—i), =z, €C}.

Donc on a pas toujour

I(Q) C Ker(Q).
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Définition 2.11 ( Sous espaces isotropes ). Soient E un K — espace vectoriel,
F un sous espace vectoriel de E et () une forme quadratique definie sur E.
On dit que I est un sous espace isotrope de E si

FNnF-#{0}. (2.3)

2.6 Bases orthogonales

Définition 2.12 ( Base orthogonale ). Soient E un K—espace vectoriel de
dimension finie n, f une forme bilinéaire symétrique et B une base de E avec

B:{el,---,en}.

Alors
1. On dit que B est une base orthogonale de E si

Vi,j=1-n,i#j: [f(e,e)=0.
2. On dit que B est normalisée si
Vi=1--n: f(e,e)=1.

3. On dit que B est orthonormée si elle est a la fois orthogonale et nor-
malisée

Vi,j=1---n: f(le,e) =
0 Si @ # 7.

Remarque 2.2 ( Utile ). Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E un
K —espace vectoriel de dimension finie n et B une base de . M une matrice
de f relative a B, alors

1. M est diagonale si et seulement st B est orthogonale.
2. M admet que des 1 sur son diagonale si et seulement si B est norma-
lisée.

3. M =1, si et seulement st B est orthonormée.

Théoréme 2.2 ( Existence des bases orhtogonales ). Soit E un K - espace
vectoriel de dimension finie n et soit f une forme bilinéaire symétrique sur
E. Alors E admet des bases orthogonales par rapport a la forme f.
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2.7 Recherche des bases orthogonales

2.7.1 Méthode de Gauss.

Cette méthode s’applique uniquement lorsque la forme quadratqiue admet
dans son expression au moins un terme carrée. Soit R? vu comme étant un
R—espace vectoriel et () une forme quadratique définie sur R® par

Ve € R®: Q(x) =2 + 225 + 525 + 23,290 — 42y 73

On considére un terme carré quelconque par exemple 7

1. On ordone suivant le paramétre x;
—
Termes en x1

2. On écrit les termes en x; comme le début d’un carré

Qla) = (x + x3)° —m%—i—Qx% + 5 — 4y as.

(.

-~

Termes en x1

3. On obtient le carré d’une forme linéaire et des termes qui ne contiennt
pas T

Qlz) = (1 +ZE2)2 + ZE% + 5x§ — 4 x9 x3

TV
Terme ne contient pas x;

4. On refait le méme travail sur les termes qui ne contiennent pas x; par
exemple sur le terme en x,

Q(x) = (o1 + 22)* + 25 — dag w3+ 5 5
—_——
Terme en xo

= (21 + 22)2 4 (29 — 213)% — 4x§+5x§

(.

~~

Terme en o

5. On continu 'opération jusqu’ a la disparition de tous les termes sous
la forme z;x;, pour i # j

Q(Z‘) = (1’1 +l’2)2 + (xz — 21’3)2 +ZE§

Cette méthode est util par contre elle ne peut étre utilisée que si dans toute
les étapes il y a au moins un terme carré dans le cas contraire il faut utiliser
la méthode qui sera traitée dans la prochaine sous section.
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2.7.2 Meéthode des dérivées partielles.

Cette méthode s’applique lorsque la forme quadratqiue n’admet aucun terme
carré dans son expression. Soit £ = R?® vu comme étant un R - espace
vectoriel et soit la forme quadratique @) définie sur R?® par

Ve e R®: Q(x) =5z 20 + 62,23 + 32523 .

1. On choisit un terme sous la forme K xp x; avec K # 0. Dans notre
cas on prend
5T Ty .

2. On calcule les dérivées partielles
l(z) = 05, Q(x) ,  ba(2) = 05, Q() -
Dans notre cas on a
((x) =0,Q(z) = baa+6x3, l(r)=0,Q(xr) =5z +3uz;3.

3. On écrit @) sous la forme
1

Ve e BE: Qlz) = Eaku(x)ale(x) + Terme Correctife .
Dans notre cas on a

1 18
Ve e E Q(i’f):g(5$2+6$3)(5$1+3x3)—€x3.

4. On aura une écriture de la forme
Ve e E: Q(z) = %El(x)fg(x) + Terme Correctife ,
puisque
(01 4 02)* = 07+ 20100 + 05, (01 — b2)* = (] — 2010y + 03,

alors
46182 — (61 + €2>2 - (61 — 82)2.
glzakQa 62581Q7

pour avoir la forme finale

Ve e E: Qlx) = ﬁ(€1+€2)2—ﬁ(61—52)2+TermeCorrectif.

Dans notre cas on aura

Ve € E Q(x):i(5x1+5x2+9$3)2—i(5x1—5x2—3x3)2—§x§.
20 20 )
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5. Si dans le terme correctif on a un terme sou la forme x;x; avec i # j,
on refait les mémes étapes au niveau de ce terme, si on a un mélange
des termes carrés et des termes sou la forme z;x; avec ¢ # j on refait
la méthode de Gauss au niveau de ce terme. Lorsqu’il ne reste que des
termes carré la procédure s’achéve.

Proposition 2.4. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n et ()
une forme quadratique definie sur E satisafaisant les deuz méthodes (Gauss+
des dérivées partielles) donc elle peut étre écrite sous la forme

p
Y. oah(z), p <o,

k=1

avec Py des applications linéaires. Alors la famille
Pl sy T Pp )

est libre.

2.7.3 Résultat des deux méthodes.

Dans les deux méthodes précédentes la forme finale de 'application @) ¢’était
ar @ + -+ ap I, (2.4)
telle que dans le cas général

p < dim F .

Alors on peut écrire un systéme qui transforme z; en 7, en effet

alors soit la matrice
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ainsi on a

d’ou le résultat suivant.

Proposition 2.5. La matrice A" est une matrice inversible et A~ = P est
la matrice de passage entre la base { e; } de E dans laquelle la forme Q) est
initialement définie et la base { v; } dans laquelle cette forme s’ecrit comme
la somme des carrées, telle que le vecteur v; c’est la © émé colonne de la
matrice P si la base { e; } est la base canonique de E | de plus { v; } est une
base est orthogonale.

2.8 Classification des formes quadratiques

Définition 2.13. Soit f € L(E; K) et Q une forme quadratique de f. On
appelle rg f ou rg QQ la dimension du sous-espace image de f

rg(f) = rg(Q) = dimImf = dimImD; = dimImG;.

Théoréme 2.3 ( Sylvester ). Soit E un R - espace vectoriel de dimenssion
finie n et Q une forme quadratique sur E. Alors il existe une base { v; } de

E telle que
r = Z T Vi,
k=1
et
p T
D D] 20
k=1 k=p+1
C’est & dire la matrice de Q) par rapport a la base { v; } est
1
1
-1
M = (2.7)
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Tel que
r=rg(Q)

et p est un entier qui ne dépend que de la forme de Q) et non de la base.

Définition 2.14 ( Signature d’une forme quadratique ). Soit E un R -
espace vectoriel de dimenssion finie n et soit () une forme quadratique sur E
telle que sa réduction de Sylvester est donnée par ’équation . On appelle
signature de la forme Q) et on la note sign( Q) le couple

sign (Q) = (p, 7 —p).

Lemme 2.3. Soit () une forme quadratique sur un R—espace vectoriel E de
dimenssion n. Alors on a les assertions suivantes

1. Q) est définie positive si et seulement si
sign (Q) = (n,0).
2. @ est non dégénérée si et seulement si
sign (Q) = (p,n —p).

Remarque 2.3 (Importante ). La détermination de la réduction de Sylvester
d’une forme quadratique ce fait en utilisant un mélange de la méthode de
Gauss et de la méthode des dérivées partielles.

Pour la frome Q( X ) = a7 + 25 — x; 75 sur E = R®. Elle se réduit
en

dans la base

elle est de signature

sign (@) = (2,0),

2.9 Endomorphisme orthogonal. Matrice ortho-
gonale. Endomorphisme adjoint

Soit E un espace vectoriel sur le corps K de caractéristique différente de
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Définition 2.15. Soit f € LJ(E;K) et w € L(E). On dit que u est un
endomorphisme f—orthogonal (ou orthogonal relativementa f) si

Wiz, y) € B> f(u(z),uy)) = f(z,y).

Définition 2.16. Soit f € L(E; K) non dégénérée, soit G l'ensemble des
endomorphisme f—orthogonal, alors (G, o) est appellé le groupe f—orthoginal
(ou le groupe orthogonal relativement a f).

Théoréme et Définition 2.1. Soit E un K—espace vectoriel de dimen-
sion finie f € L4(F; K). Pour tout endomorphisme u sur E, il existe un
endomorphisme unique u* sur E tel que

1. V(z.y) € E* f(u(x),y) = f(z,u"(y))
2. Yu, ve L(E), Vap. e K
— (au+ Bv)" = au” + pv*
— (uov)" =v" +u*
— (u")* =u, rgu = rgu*, detu = detu”
— Siu inversible, u* est inversible et on a (u*)"t = (u)*.
u* se nomme endomorphisme adjoint de u relativement a f. Siu = u”
on dit que u* endomorphisme auto-adjoint de u .

Théoréme et Définition 2.2. Soit A € M, (K), alors on a l’équivalence
des propriétés suivantes

1L'AA=1,.
2. A tA=1,.
3. At =t A,

La matrice A se nomme matrice orthogonale.

Théoréme 2.4. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie [ €
L(E; K) non dégénérée. Soit v € L(E) et B = {ay,as2...a,} une base
orthonormale de E, alors on a ’équivalence des propriétés suitvantes

1. u est un endomorphisme f—orthogonal.

2. La matrice de u par rapport a la base B est une matrice orthogonal.
Propriété 2.5. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie f € L(E; K)
non dégénérée. Soit u € L(E). Soit ¢ la forme quadratique de f. Alors on a

1. u est un endomorphisme f—orthogonal = u est un automorphisme

2. wou=Idg < uou* =Idg < u inversible et u* = u"'.

3. u est un endomorphisme f—orthogonal < u* ou = Idg < ¢(u(zx)) =

().

4. u est un endomorphisme f—orthogonal = detu = +1.

37 S.Boudjema



Licence Maths, Deuxiéme année: Algébre 4 2022-2023

2.10 Exercices

Exercice 1 : Soit 'espace Soit 'application f de Ry[X]| x Ry[X] vers R,
donnée par :

NS o e

f(P,Q)=P1)Q(1), V(P,Q) € Ry[X]”.

. Montrer que f est une forme bilinéaire.

Donner la matrice B de f par rapport & la base canonique de Ry[X].
f est-elle symétrique ? Anti-symétrique ?

Déterminer la forme quadratique, ¢ de Ry[X]| vers R telle que ¢(P) =
f(P,P).

Donner la forme polaire,S, de ¢.
Donner la décomposition de Sylvester de ¢ et la signature de ¢.
¢ est-elle définie positive ? ¢ est-elle non dégénérée ?

Déterminer ’orhogonal du sous espace vectoriel de Ry[ X | défini par
F:={PeR[X]/ P(X)=0aX"+Db, telquea, b € R},

relativement a ¢.

Résoudre I'équation suivante dans Ry[ X |

VA eR: S(AX?+1, (X -1)P(X)) =0

Solution :
Soit Papplication f de Ry[X] x Ry[X] vers R, donnée par :

1.

F(P,Q)=P(1)Q(1), Y(P,Q) e Ry[X]*

f est une forme bilinéaire. pour tout , Py, Po, O1, Os, éléments de
R5[X] et pour tout A élément de R, le calcul fournit

J(PL 4+ APy, Q1) =f(P1, Q1) + A f(P2, Q1)

donc f est linéaire par rapport a la premiére variable.

J(Pr, Q1+ XN Qy) = f(Pi, Q1)+ X f(P1, Q).

donc f est linéaire par rapport a la seconde variable.
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2. La matrice B de f par rapport a la base canonique de Ry[X]. Dans la
base canonique de Ry[X] qui vaut { 1, X, X? } , la matrice associée
a f vaut

o O O
— =
N DN DO

3. Pour voir si elle est symétrique ou anti-symétrique, on remarque que
la matrice associée n’est pas symétrique et n’es t pas anti-symétrique
donc f elle ne peut étre symétrique ni anti-symétrique.

4. La forme quadratique, ¢ de Ry[X] vers R telles que ¢(P) = f(P,P).
Vue que P € Ry[ X | donce il exite a, b et ¢ dans R telle que
P(X)=aX*+bX + c,
ce qui donne

®(P) =2a+b +3ab+ 2ac+ be,

5. La forme polaire,S, de ¢.

S(P.Q) = 3 [®(P + Q) — ®(P) — 2(Q)]

ce qui donne

VP, Qe Ro[X]: S(P,Q)=[P(1)Q"(1)+Q(1)P(1))].

N —

6. La forme réduite de Sylvester

(b+50+5¢) - (ga-5¢)
2@ 2C 2@ 2C .

La signature de ¢ est (1,1).
7. ¢ n’est pas définie positive et elle est dégénérée.

8. L’orhtogonale de sous espaces vectoriel
F:={PeR[X]/ P(X)=aX*+b, tlquea, b € R},
relativement & ¢ est
Fr={Q e R[X]/ VP e F: S(P,Q =0},
Donc pour P € F : on a

S(aX*+b,Q) =0, Va, b €R
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donc , Va,b € R: S(aX®>+10,9) =0,

alors

1 S(X*Q) =0 (1) +
VQ € F :>{S(1,Q):0,:>{Q _

Pour Q( X) = aX? + 83X + 1~
On a

a+tpf +9=0, ] v=a,
20+ 0 =0. g = -2«

Done
Ft =Vet< X? —-2X +1 > .

9. On veut résoudre ’équation
VAeR: S(AX*+1,(X-1)P(X)) =0,
ce qui revient a dire que
VA eER: AS(X?, (X —1)P(X))+S(L, (X-1)P(X)) =0,
donc
S(X?, (X -1)P(X)) =0, S(L(X-1)P(X)) =0,

en conclusion

(X —1)P(X) e F+
ce qui donne que pour certain v € Ret P( X )=aX?+bX +c¢
(X -1)P(X)=7(X*-2X+1),<=a=0b=7c=—v
alors

P(X)=7(X-1).

Exercice 2 Soient E un K - espace vectoriel, ¢ une forme bilinéaire symé-
trique sur E, et A C E. On désigne par A" horthogonale de A relativement
a la forme .

1. Montrer que
VA BCE, (AUB) c (A + B)*.
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2. Montrer que si ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive
alors

VA BCE, (A+B)- c (AU B)*.
Solution

1. On Veut montrer que
VA BCE, (AUB) c (A + B)*,
donc

y € (AUB)* Ve e AUB : o(z,y) = 0,
Ve e A: o(x,y) = 0],[Va' € B:p(x',y)=0],
Ve + 2 €e A+ B:olz+ay) =0,

y € (A+B)*.

I

2. On veut montrer que si ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie
positive alors

VA BCE, (A+B) c (AU B)*,
donc

y € (A+B)*t Ve e A+B: o(z,y) =0,

Va, € A, Vo, € B:p(x, +xp,y) =0,

Il

>0 >0

—— —
= Va, € A, Ve, € B: o(xa,y) + p(zp,y) = 0,
— Va, € A: oe,y) =0, Yo, € B: p(xp,y) = 0,
— Vz e AUB: ¢o(z,y) = 0,
— y € (AUB)*.

Exercice 3 : Soit F un K —espace vectoriel, soit f € L (E; K) et ¢ la forme
quadratique associée a f, alors on a

L Y(z, y) € E?, ¢(x +y) + oz — y) = 20(x) + 26(y).
2. Y(z, y) € E?, ¢(x +y) — oz —y) = 4f(x,y).
3. Vo € E,V\ € K ¢(\z) = \*o().
Solution : V(z, y) € E?
On a

{¢(x+y) =fle+y,x+y) = flx,2)+ flx,y)+ fly,2) + f(y,y)
f flx,x) = f(x,y) — fly,2) + f(y, y)
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Donc on a
{ dx+y) =)+ dy) +2f(z.y)...(1)
oz —y) =o(x)+oy) —2f(z,y)...(2)
L (1) +(2) <= V(z, y) € E?, ¢(z +y) + ¢z —y) = 26(z) + 26(y).
2. (1) = (2) = V(z, y) € B, bz +y) — oz —y) = 4f(2,y).
3. Vo € E,VA € K ¢(\v) = f(Ax, A1) = N2 f(x,2) = N ¢(x).
Exercice 4 : Soit 'espace V = {( Z 2) , a—d = 0} et la matrice
J = 1 _11 . Soit la forme bilinéaire f de V' x V vers R par f(M,N) =

tr(MJN) pour tout (M,N) eV x V.

1. Calculerf((g (1)) ((1) 8))etf((? 8) (8 (1)))

((o0) Lot Pert(on) (o)

f est-elle symétrique, antisymétrique ?
10 0 1 0 0
2. MontrerqueB—{(O 1),(0 O)’ (1 O)}estunebasede

3. Trouver la matrice de f par rapport a la base B.
4. Déterminer la forme quadratique, ¢ de f.

5. Donner la décomposition de Sylvester de ¢.

a 0

0 b ), a—b =0} de V. Déter-

6. Soit le sous-espace vectoriel F' = {(

miner F* relativement a ¢.
7. Calculer F N FL. F est-elle isotrope.

Solution :
1. On a

(o0) (ot )=r s(or) (oo)=r
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f elle n’est pas symétrique Puisque il existe deux éléments X =

(8 é),etY:((l) 8) et f(X,Y) # f(Y,X). et elle n'est pas

. . . oo 0 1
antisymeétrique puisque il existe deux éléments X; = ( 00 ) , et

vim (g ) ) e fen) £ s

2. La matrice de f par rapport a la base B = {b; = ( Lo ) , by =

01
(30)-(22)

f(b1,01) =0 f(bi,ba) =1 f(b1,b3) =1
f(b2,b1) =1 f(ba,02) =0 f(ba,b3) = —1
f(b3,b1) =1 f(bs,ba) =1  f(bs,b3) =0
d’ou
01 1
A= 1 0 —1
1 1 0

3. La forme quadratique, ¢ de f: On a ¢(M) = f(M, M) = tr(MJM)
pour tout M € V, donc

- r1 To 1 1 T X2 _
FM, M) = tr( ( T3 T4 ) ' ( 1 -1 ) ' ( T3 Ty >) = 2012220123,

4. La décomposition de Sylvester de ¢ : On a pour tout M = ( T ) ,

T3 T4

d(M) = 2x1x9+2x123. On applique la méthode des dérivées partielles
on obtient,

1 1
(M) = 5[[5—2 x)]. g—;’i(x)]]—f—terme correctif = 5(2x2—|—2x3)(2x1)+0,

1.1 , 1 5 1 , 1 ,
¢(M) = §[Z(€1+£2) —Z(El—fg) } = §<2$1+2I2+2$3) —g(—2$1+21’2+2$3) .
donc
S(M) = (— (21 429+ 208) P (—m (= 214+ 2094 205))? = 22—

2v/2 2v/2 '
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5. OnaF:{(g 2),@—()20}:((3 ?)),donc

f(M,N)+ f(N, M)
2

Ft={NeV, VM eF, S(M,N)= =0},

d’ou

10 10
S(a(o 1>,N)—0<:>a5(<0 1),N)—O, Va e R

dOIlCS((é 1),N):0,0nchercheN:(?; g),ontrouve

1 0 0 1
Nza(o 1>+B(_1 0).

6. SoitN:(CcL Z)GFﬂFialorsona

{ =c =0 < b=c=0,
—b
donc
1 10
FNF —((0 1 )
d’ou

i 0 0
alors F' est isotrope.

Exercice 6 : Soit F un K —espace vectoriel, soit f € L (E;K) et u une
application de E vers E. On suppose que z = 0 est le seul vecteur isotrope
de f et on suppose qu'on a : ¥(z, y) € E?, f(u(z),u(y)) = f(z,vy).

1. Montrer que u est un endomorphisme sur F.

2. Montrer que u est injective.
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CHAPITRE 3

Groupe orthogonal. Formes Hermitiennes

3.1 Groupe orthogonal

E un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique différente de 2.

3.1.1 Endomorphisme orthogonal

Définition 3.1. Soit f € LJ(E;K) et u € L(F). On dira que u est un
endomorphisme f— orthogonal (ou othogonal relativement a f) si

Y(z,y) € E?, flu(z),uly)) = f(z,y).

Définition 3.2. Soit f € L (F; K) non dégénérée, soit G l'ensemble des
endomorphismes f— orthogonanauz, alors (G,o) est appellé le groupe f—
orthogonal (ou le groupe othogonal relativement a f)

Théoréme et Définition 3.1. Soit £ un espace vectoriel sur un corps K
de dimension finie. Pour tout endomorphisme u de E, il existe un endomor-
phisme unique u* sur E tel que

1 V(wy) € B f(u(x),y) = f(z,u"(y))-
2. Yu, ve L(E), Va, € K
a) (au+ fv)" = au™ + po*.

b) (uow)" =v"ou™

45



Licence Maths, Deuxiéme année: Algébre 4 2022-2023

c) (u)* = u, detu = detu*. Si u inversible, alors u* est inversible et
on a

(u*)—l — (U_l)*.
u* se nomme endomorphisme adjoint de u.

Théoréme et Définition 3.2. Soit A € M, (K), alors on a "équivalence
des propriétés suivantes

1.'AA=1,.
2. A'A=1,.
3. At=14.

Une matrice qui vérifie les propriétés précédentes se nomme matrice ortho-
gonal.

Théoréme 3.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K de dimension

finie. f € Ls(E; K) non dégénérée et uw € L(E). soit {a1, az, ...a,} une

base orthogonale de E, alors on a

u est un endomorphisme f—orthogonal <= La matrice A de u par rapport a la base
{a1, ag, ...a,} est une matrice orthogonal.

3.2 Formes hermitiennes

3.2.1 Généralités

Soit E et I’ deux espaces vectoriels sur C.

Définition 3.3. f une application de E vers F. On dit que f est une appli-
cation sema-linéaire si on a

1.NreE, VyeE, f(x+y)=/f(x)+f(y).

2.Vx e E, VA e C, f(A\x)=\f(z).
S1 F = C on dit que f est une forme sema-linéaire.
Définition 3.4. Soit une application de E X F vers C. On dit que [ est une
forme sesquilinéaire siVx, ¥’ € E, Yy, y € F, VA€ C, on a :

1 flz+a',y) = f(z,y) + f(,y).

2. fQAz,y) = Af(z,y)

5. [wy+y) = [flz,y)+ f(z,y)

4o f(x, Ay) = Af(2,9).

Remarque 3.1. Une forme sesquilinéaire si, et seulement si
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1. f(x,-) est une forme semi-linéaire, pour x fizé.

2. f(-,y) est une forme linéaire, pour y fixé.

Définition 3.5. soit f une forme sesquilinéaire de E x E vers C. On dit que
f est une forme hermaitienne sur E si

V(z,y) € E*, f(z,y) = f(y,x).

Une conséquence immédiate de la définition est la suivante :
Ve e E, f(r,x)= f(x,z) €R.

Définition 3.6. On appelle forme quadratique hermaitienne associée a
la forme hermitienne f, Uapplication ¢ de E dans R définie par

Ve e E, ¢(x) = f(z,x).

Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n, f une forme hermitienne
sur £ et B = {a1, as, ...a,} une base de E. Soit A = (w;;) la matrice de f
par rapport & B est donnée par

a;; = flai,a;), V1<i<n, 1<j<n.
Puisque
aj; = fla;,a;) = f(a;,a;) = o,

donc

tA=A, on A =ayj.

Définition 3.7. On dit que une matrice A € M, (K) est une matrice her-
mitienne si ‘A = A.

Soit f une forme hermicienne, A la matrice de f dans une base B de F,
on a

flz,y) = 'X.AY,

ol X est le vecteur colonne des coordonnées de x dans la base B et Y est le
vecteur colonne des coordonnées de y dans la base B.

Théoréme 3.2. f est une forme hermitienne si, et seulement si sa matrice
par rapport a une base de E est hermilienne
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3.2.2 Orthogonalité. Noyau. Isotropes

De nombreux résultats de ’étude des formes bilinéaires symétriques faites
au chapitre 2 vont appliquer aux formes hermitiennes avec trés peu ou quelque
fois pas de changement.

f forme hermitienne sur £ un C—espace vectoriel de dimension finie n.

V(z,y) € E?, f(z,y) =0+ f(y,2) = f(z,y) =0.

1. Sil’une des conditions f(x,y) = 0 ou f(y,z) = 0, on dit que z, y sont
orthogonaux.

2. Le sous-espace orthogonal & F, un sous-espace de E, est donné par
Fr={ecE, VyeF f(xy) =0}

3. Un vecteur = € E est isotrope relativement a f si f(z,z) =0
4. F un sous-espace isotrope si F'N F* #£ {0}.

5. On appelle base orthogonale de E par rapport a f toute base {ej, e, ..., e,}
de F telle que
flei,e;) =0, VI<i<j<n.

Par rapport a une telle base, la matrice A = (a;5) de f est diagonale,
et on a

flz,y) = Z%’%E, Y(z,y) € B2
i=1

et la forme quadratique associée,

n

dx) = ag|zi|*

=1

6. On appelle base orthogonale de E par rapport a f toute base {e1, ea,...,e,}
de F telle que

f(ez‘,ej):() pour 1 <i<j<n
flei,es) =1 pour 1<i<n

Par rapport a une telle base, la matrice A = (a;;) de f est la matrice
unite, et on a

fla,y) =D g, V(x,y) € B,
=1

et la forme quadratique associée est

o) = 3 laif*
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10.

11.

12.

Puisque z — f(-,x) est semi-linéaire de E dans E*, on peut associe
a E les deux lois, une interne (addition) et un externe noté * définie
comme suit, :

CxFE — E
(A\zx) — Axx=A-=x
Alors (E,+,*) est un C espace vectoriel. On le nomme sous-espace
conjugué de F et on le note F.
L’application
f: E — b
r — flx) = f( ),
est une application linéaire.

On appelle noyau de la forme hermitienne f, le noyau de ]/”\ La forme
hermitienne f est non dégénérée si

Kerf=Kerf={x € E, VycE, f(z,y)=0}={0}.

Pour E un C—espace vectoriel de dimension finie n, et pour f une
forme hermitienne sur F et A la matrice de f par rapport a n’importe
quelle base de F, On a ’équivalence des propriétés suivantes

a) f non dégénérée.
b) Ve € E, f(z,y) =0=1y =0
c) Vwe E, flz,y) =0=2=0

d) L’application J?: E — E*, définie par f(z) = f(-,z) pour tout
x € F, est un isomorphisme.

e) detA # 0.

Le rang d’une forme hermitienne f sur un C—espace vectoriel de di-
mension finie E est le rang de 'application linéaire f.

Pour ¢ la forme quadratique hermitienne associée a f une forme her-
mitienne du rang r, s’il existe deux bases orthogonales relativement a
f par rapport a lesquelle

¢(x) - Z;'Izllxi|2 - 2g:q—l—1|xi|27

et
!
¢(x) = 2L, |2° — Bi_gy 2],

on a alors ¢ = ¢.
(g, — q) est la signature de la forme hermitienne.
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3.2.3 Formes hermitiennes positives non dégénérée.
E un C—espace vectoriel de dimension finie n.
Définition 3.8. Une forme hermitienne [ sur E est dite positive si
Vee E, f(x,z)>0.

On dit dans ce cas aussi que la forme quadratique hermitienne ¢ associée a
f est positive

Théoréme 3.3. Soit f une forme hermitienne positive sur E alors on a

\f(z,y)] < f(z,2).f(y,y), Inégalité de Schwartz.

3.3 Exercices

Exercice 1 : Soit E := M,,( C) le C - espace vectoriel des matrices
carrées et soit
Iapplication £ définie par
VA B e E: L(AB) = Tr(AtE) )
— Montrer que L est une forme hermitienne sur E.
[En utilisant les propriétés suivantes : VC, D € M, (C ), on a
tr(CD) =tr(DC) “(CD)= 'D tC}

Solution :
Soit E := M, ( C ) le C - esapce vectoriel des matrices carrées, et soit
Iapplication £ définie par

VA BeE: L(AB)="T(AB).

— L représente une forme hermitienne sur E.

On utilise les proritées de la trace, produit et la transopsé des matrices
on peut conclure que VA, u € C
et VA, B, C € E les propriétées suivante sont vrai
( 1-a) Linéairité par rapport a la premiie variable

LA+ M,C)= L(A,C)+ NXL(B,C).
(1-Db ) Semi-linéairité par rapport a la deuxiéme variable

LA, B+ AC)=ML(A,B)+)ML(A,C).

(1-¢)L(A,B) =L(B, A).
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