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Abstract

In this work we are interested to study existence and unicity of solution to an age

strcutured system arising in population dynamics. In the first part we give a formulation of

our problem in some functional space. The solution is then obtained as a fixed point of some

operator by using the contraction maping Theorem. In the second part we prove regularity

of solution by proving that under some hypotheses on the parameters of the model the

solution obtained as a fixed point is C¹ with respect to time t and age a. Finaly in the last part

we give a numerical method to approximate the solution of our problem. By adapting the

method of finite difference schemes we propose a numerical scheme and we give the

convergence analysis of this scheme.



Résumé

Dans ce mémoire on s'intéresse à l'étude de l'existence et de l'unicité de la solution d'un

système structuré en âge intervenant en dynamique des populations. Dans le premier

chapitre on établit une formulation fonctionnelle du problème dans un certain espace

fonctionnel et on montre que la solution est un point fixe d'un certain opérateur. Le

Théorème de l'application contractante nous donne le point fixe recherché.

Dans le second chapitre on utilise la théorie des semi-groupe pour montrer que la solution

obtenue dans la première partie est de classe C¹ par rapport à au temps et à l'âge. Dans le

troisième et dernier chapitre on s'intéresse à la discrétisation de la solution. En s'inspirant de

la méthode des différences finis on propose un schéma numérique et on montre que ce

schéma et consistant. En introduisant la notion de stabilité de seuil Mh on montre que

schéma est stable. Enfin on montre que me schéma numérique proposé est convergent.
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Introduction
En dynamique des populations les modèles continue les plus simples ne

font intervenir que la densité de population (nombre d�individus par unité de
temps) ce qui suppose que ces individus sont ��interchangeables��. Pour con-
struire des modèles plus précis il est donc nécessaire de tenir compte d�autres
paramètres importants tel que la répartition spatiale de la population ou
l�âge de ces individus. Par exemple en épidémiologie les individus constitu-
ant la population infectée ont des taux de reproduction et des capacités de
survie di¤érentes selon leurs âges. Dans ce cas précis l�âge est un paramètre
important pour modéliser la dynamique d�une telle population, on dit alors
que cette population est structurée en âge.
La théorie mathématique des systèmes structurés en âge est une branche

importante de la théorie plus générale des systèmes dynamiques [15-16]. Ces
systèmes jouent un rôle majeur dans la modélisation en écologie, en démo-
graphie, épidémiologie etc. De nombreux modèles simpli�ent l�analyse math-
ématique en supposant que le taux de mortalité ainsi que tous les paramètres
du modèle qui dépendent de l�age sont bornés amenant automatiquement à
la possibilité de l�immortalité! D�autres modèles plus réalistes imposent un
âge maximum qui ne peut être atteint en supposant que le taux de mortalité
devient non borné à cet âge. Les premiers systèmes structurés en age linéaires
ont été proposés par Lotka [20, 21], Makendrick [23] et Malthus [22]. Gurtin
et MacCamy [14] ont proposés l�un des premier système structuré en age non
linéaire en supposant que le taux de fécondité et de mortalité dépendent de
la taille de la population totale, qui est elle meme une intégrale de la densité
de l�âge. Ils ont montré que la solution du système converge vers son point
d�équilibre non trivial.
Dans les modèles classiques des systèmes structurés en age on suppose que

la solution u est fonction du temps t et de l�age a des individus composant
la population. u(a; t) représente donc le nombre d�individus de la population
d�age a à l�instant t: La population totale à l�instant t d�age compris entre
a1 et a2 est donc Z a2

a1

u(a; t)da;

et la population totale à l�instant t estZ am

0

u(a; t)da;
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où on a supposé que am est l�age maximal de la population. En supposant
que le taux de mortalité m(a) de cette population est fonction de l�age a, le
terme de mortalité devient donc �m(a)u(a; t): A chaque instant t et pour les
individus d�age a la croissance de la population est donnée par le terme ut+ua
qui représente la somme des populations qui ont atteint le nombre ut par e¤et
de la croissance et celle qui ont atteint l�age a par e¤et du veillissement. Le
principe de conservation de la population nous permet d�écrire:

ut + ua = �m(a)u(a; t): (0.1)

Si on note par �(a) le taux de fertilité de la population d�age a, le nombre des
naissances à l�instant t prevenant de la population d�age a dépend linéaire-
ment de la population u(a; t) et est donnée par �(a)u(a; t): Le nombre total
des naissance c�est à dire de tous les individus d�age 0 à l�instant t est donc

u(0; t) =

Z am

0

�(a)u(a; t)da: (0.2)

De plus si on note par u0 la distribution initiale de la population on a alors
la donnée initiale:

u(a; 0) = u0(a); (0.3)

où u0 est une fonction non-négative et intégrable sur [0; am]: Le problème
(0.1)-(0.3) décrit donc la dynamique d�une population structurée age et a été
proposé pour la première fois par Makendrick [23].
Le système (0.1)-(0.2) est linéaire en u; la solution u de (0.1) converge

donc soit vers son point d�équilibre trivial 0 ou bien vers 1 ce qui n�est pas
une description réaliste de la croissance d�une population. D�un point de vu
mathématique il est nécéssaire de remplacer l�équation (0.1) par une équation
non linéaire. D�un point de vu biologique et par analogie avec les modèles
Malthusien on suppose que les taux de fertilité et de mortalité dépendent à

la fois de l�age a et également de la population totale P (t) =
Z am

0

u(a; t)da à

l�instant t: Gurtin et MacCamy [14] ont donc proposé le modèle suivant:

ut + ua = �m(a; P (t))u(a; t); a 2 [0; am]; t > 0;

u(0; t) =

Z am

0

�(a; P (t))u(a; t)da; t > 0

u(a; 0) = u0(a); a 2 [0; am]:
(0.4)

Gurtin et MacCamy ont montré que pour toute u0 2 L1(0; am) et u0 � 0
le problème (0.1)-(0.3) admet une solution positive unique et globale pour
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t > 0: Bien d�autres modèles ont été proposés généralisant le modèle (0.4) de
Gurtin et MacCamy tels par exemple ceux incorporant un terme de di¤usion
pour tenir compte de la répartition spatiale de la population (voir Iannelli
[15]).
Dans ce mémoire on s�intéresse à l�étude de l�existence et de l�unicité du

système structuré en age suivant:8>>>>>><>>>>>>:

ua + ut = �(m(a) + �(a; I�(t); t)u; 0 < a < am; t > 0;

u(0; t) =
amR
0

�(a; I�(t); t)u(a; t)da; t � 0;

u(a; 0) = u0(a) 0 � a � am;

Is(t) =
amR
0


s(a)u(a; t)da; t � 0; s = �; �:

(0.5)

Ce système a été proposé par Angulo et al. [5] pour décrire la dynamique
d�une population structuré age. Dans ce modèle les auteurs supposent que
le taux de mortalité est composé de la somme de deux termes: le premier
terme m(a) représente la mortalité dite "intrinséque" ou propre à la popula-
tion u et un deuxième terme �(a; I�(t); t) qui dépend de la population totale
à travers le terme I�(t) et du temps t a�n de tenir compte de la périodicité in-
duite par l�e¤et de changement des saisons. Les auteurs supposent également
que la mortalité m(a) est non bornée au voisinage de am en supposant que
amR
0

m(�)d� = +1 ceci a�n "d�empecher" la population u d�atteindre l�age

maximal am: De meme il est supposé que le taux de fertilité �(a; I�(t); t)
dépend de la population totale à travers le terme I�(t) et aussi du temps t:
Dans le premier chapitre du mémoire on établit des conditions portant

sur les paramètres du système sous lesquelles le problème (0.5) admet une so-
lution. La méthode consiste à donner une formulation intégrale du probème
dans un certain espace fonctionnel et d�utiliser le Théorème de l�application
contractante a�n d�obtenir la solution comme point �xe d�un certain opéra-
teur. Des conditions sont également établit pour avoir l�unicité ainsi que la
globalité de la solution.
Dans le second chapitre on utilise la théorie générale des semi-groupes

pour montrer la régularité de la solution. En e¤et on montre que la solution
obtenue dans le premièr chapitre comme étant un point �xe est de classe C1

par rapport à t et de classe C1 par rapport à a et véri�e le système (0.5).
Dans le troisième et dernier chapitre on détaille une schéma numérique

proposée par Angulo et al. [5] pour construire une solution approchée de la
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solution du probème (0.5). Ce schéma numérique est inspiré de la méthode
des di¤érences �nis adaptée au système (0.5). On montre dans un premier
temps que le schéma numérique est consistant. On introduit ensuite la notion
de stabilité de seuil Mh et on montre que le schéma numérique proposé et
stable. En�n on démontre la convergence du schéma numérique.
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Chapitre 1
Existence et Unicité

Dans ce chapitre on s�intérésse à l�étude de l�existence et l�unicité de la solu-
tion d�un système structuré en age intervenant en dynamique des populations.
L�approche consiste à donner une formulation fonctionnelle du problème dans
un espace fonctionnel adéquat puis de ramener la solution à un point �xe d�un
certain opérateur. On montre alors que l�opérateur en question est une ap-
plication contractante. L�unicité de la solution est également prouvé sous
certaines hypothèses sur les paramètres du système. En�n on donne un ré-
sultat assurant la globalité de la solution.

1.1 Existence
Notre objectif dans ce paragraphe est l�étude de l�existence et de l�unicité

de la solution du système structuré en âge suivant:8>>>>>><>>>>>>:

ua + ut = �(m(a) + �(a; I�(t); t)u; 0 < a < am; t > 0;

u(0; t) =
amR
0

�(a; I�(t); t)u(a; t)da; t � 0;

u(a; 0) = u0(a) 0 � a � am;

Is(t) =
amR
0


s(a)u(a; t)da; t � 0; s = �; �:

(P1)

où 
u; 
�; m; �; �; u0; satisfont les conditions suivantes

(H1) 
u; 
� 2 C2([0; am])

(H2) m 2 C2[0; am);m � 0;
amR
0

m(�)d� = +1

(H3) � 2 C2([0; am]� [�"; P (T )



�

1 + "]� [0; T ])

où P (T ) = P0 exp (t k�k1) ; � � 0

(H4) � 2 C2([0; am]� [�"; P (T ) k
�k1 + "]� [0; T ]); � � 0
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(H5) u0 2 C2([0; am]); u0 � 0; u0(0) =
amR
0

�(a; I�(0); 0)u0(a)da

et lim
a�!am

u0(a) exp
amR
0

m(s)ds < +1:

Ecrivons la solution sous la forme

u(a; t) = exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
v(a; t); (1.1)

on obtient alors

@u

@t
(a; t) = exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
@v

@t
(a; t) (1.2)

@u

@a
(a; t) = �m(a) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
v(a; t)

+ exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
@v

@a
(a; t); (1.3)

De (1.2) et (1.3) on déduit

@u
@t
(a; t) + @u

@a
(a; t) = exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
@v
@t
(a; t)

: +exp

�
�

aR
0

m(�)d�

��
�m(a)v(a; t) + @v

@a
(a; t)

�
D�autre part on a

@u

@t
(a; t) +

@u

@a
(a; t) = �(m(a) + �(a; I�(t); t))u(a; t);

alors

exp

�
�

aR
0

m(�)d�

��
@v
@t
(a; t)�m(a)v(a; t) + @v

@a
(a; t)

�
= �[m(a) + �(a; I�(t); t)] exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
v(a; t):

On obtient l�équation suivante en v

@v

@t
(a; t) +

@v

@a
(a; t) = ��(a; I�(t); t)v(a; t);
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avec la condition initiale en a = 0

u(0; t) =
amR
0

�(a; I�(t); t) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
v(a; t)da:

D�aprés (1.1), on a
u(0; t) = v(0; t);

il vient donc

v(0; t) =
amR
0

�(a; I�(t); t) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
v(a; t)da;

de plus la condition initiale donne

u(a; 0) = exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
v(a; 0) = u0(a);

d�où

v(a; 0) = exp

�
aR
0

m(�)d�

�
u0(a):

Remarquons que v(a; 0) est bornée car

lim
a�!am

u0(a) exp
amR
0

m(s)ds < +1:

Finalement, on obtient la nouvelle formulation du problème8>>>>>>>><>>>>>>>>:

ut + ua = �(�(a; I�(t); t))u; 0 < a < am; t > 0;

u(0; t) =
amR
0

�(a; I�(t); t) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; t)da; t � 0;

u(a; 0) = exp

�
aR
0

m(�)d�

�
u0(a); 0 � a � am;

Is(t) =
�mR
0


s(a) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; t)da; t � 0; s = �; �:

(P2)

Remarque 1.1. L�existence et l�unicité du probléme (P1) est ramené à
l�existence et l�unicité du problème (P2).
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Notre but est de donner une formulation intégrale du problème (P2).
Dé�nissons les deux fonctions suivantes:

F : L1 ([0; am]) ! R
u (:; t) 7! F (u (:; t));

G : L1 ([0; am]) ! L1 ([0; am])

u (:; t) 7! G(u (:; t)):

où
G(u (:; t))(a) = ��(a; I�(t); t)u (a; t) ;

F (u (:; t)) =
�mR
0

�(a; I�(t); t) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u (a; t) da: (1.4)

Il est clair que les deux fonctions F etG sont bien dé�nies. Le problème
(P2) est donc équivalent a le problème suivant:8<:

ut + ua = G(u(:; t))(a) 0 < a < am; t > 0;
u(0; t) = F (u(:; t)) t � 0;
u0(a; 0) = u0(a) 0 � a � am:

Lemme 1.1. La solution de (P2) est la solution de la formulation intégrale
suivante:

u(a; t) =

8>><>>:
F (u(:; t� a)) +

tR
t�a

G(u(:; s))(s+ a� t)ds; 0 � a < t;

u0(a� t) +
tR
0

G(u(:; s))(s+ a� t)ds; t � a < am:

((P3))

Preuve. Posons a� t = c; tc = max (0;�c) ; et wc (t) = u (t+ c; t) ;où c est
une constante. On a

d
dt
wc (t) = G (u (:; t)) (t+ c) ; t � tc;

en intégrant on obtient

tR
tc

d

dt
wc (t) dt =

tR
tc

G (u (:; s)) (s+ c) ds: (1.5)
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Si a < t; on a tc = �c; d�après (1.5) il vient

wc (t) = wc (�c) +
tR
�c
G (u (:; s)) (s+ c) ds: (1.6)

Si a � t; on a tc = 0; on a une seconde fois à partir de (1.13)

wc (t) = wc (0) +
tR
0

G (u (:; s)) (s+ c) ds: (1.7)

Les relations (1.6) et (1.7) nous donne

wc (t) =

8>><>>:
wc (�c) +

tR
�c
G (u (:; s)) (s+ c) ds 0 � a < t;

wc (0) +
tR
0

G (u (:; s)) (s+ c) ds t � a � am:

alors

u(a; t) =

8>><>>:
u(0; t� a) +

tR
t�a

G(u(:; s))(s+ a� t)ds; 0 � a < t;

u(a� t; 0) +
tR
0

G(u(:; s))(s+ a� t)ds; t � a < am:

puisque u(0; t� a) = F (u(:; t� a)) on obtient �nalement,

u(a; t) =

8>><>>:
F (u(:; t� a)) +

tR
t�a

G(u(:; s))(s+ a� t)ds; 0 � a < t;

u0(a� t) +
tR
0

G(u(:; s))(s+ a� t)ds; t � a < am:

1.2 Unicité
Dans ce paragraphe on va montrer l�unicité de la solution du problème

(P1). Dans tout la suite de ce paragraphe on fera l�hypothèse suivante:

(H6) Il existe deux fonctions continues et croissantes c1 : [0;+1[! [0;+1[;
et c2 : [0;+1[! [0;+1[; telles que pour tout t; s 2 [0; T ]; on a

jF (u(:; t))� F (u(:; s))jR � c1(r) ku(:; t)� u(:; s)kL1 ;

jG(u(:; t))�G(u(:; s))jR � c2(r) ku(:; t)� u(:; s)kL1 ;
où ku(:; t)kL1 � r et ku(:; s)kL1 � r pour tout t 2 [0; T ]:
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Lemme 1.2. Soit b 2 R+ et h 2 R alors l�opérateur de translation donné
par

Th : L1([0; b]) ! L1([0; b])

� 7! Th(�);

où

Th(�)(a) =

�
�(a+ h); max(0;�h) � a � b� h et h < b;
0 sinon,

est continue.

Preuve. Soit (�n)n2N une suite de L1([0; b]) telle que �n converge vers �:
Alors,

8� > 0; 9n0 2 N; n > n0 ) k�n � �kL1 =
bR
0

j�n(a)� �(a)j < ": (1.9)

D�autre part, on a

kTh(�n)� Th(�)kL1 =
b�hR

max(0;�h)
jTh(�n)(a)� Th(�)(a)j da

�
b�hR
�h
j�n(a+ h)� �(a+ h)j da

�
bR
0

j�n(a)� �(a)j da: (1.10)

En combinant (1.9) et (1.10) on déduit que

8� > 0; 9n0 2 N; n > n0 ) kTh(�n)� Th(�)kL1[0;am] < ";

c�est-à-dire Th est un opérateur continu. �

On aurra besoin a le lemme suivants dont la preuve est donnée dans [4].
Dé�nissons l�espace

LT = fu : [0; T ] 7�! L1 [0; am] telle que u est continue sur [0; T ]g

meuni de la norme kukLT = sup
0�t�T

ku(:; t)kL1

10



Lemme 1.3. Soient T > 0; et u 2 LT ; alors il existe un unique élément u
de L1((0; am)� (0; T );R; satisfaisant

8t 2 [0; T ]; u(a; t) = u(t)(a);

Pour tout a 2 [0; am]. De plus

TR
0

ku(t)kL1[0;am] dt =
TR
0

�
amR
0

ju(t)(a)j da
�
dt

=
TR
0

�
amR
0

ju(a; t)j da
�
dt

=
amR
0

�
TR
0

ju(a; t)j dt
�
da:

Soient T > 0; u 2 LT ; et �T = f(c; s) j �s < c < amg: Alors
(i) La fonction t 7! G(u(:; t)) 2 L1 prend ses valeurs dans LT ; c�est-à-
dire

8t 2 [0; T ]; G(u(:; t) 2 LT :

(ii) Il existe H 2 L1((0; am)� (0; T );R) telle que

8 2 [0; am] ; 8t 2 [0; T ]; H(a; t) = G(u(:; t))(a):

(iii) Il existe K 2 L1(�T ;R) telle que

K(c; s) = H(s+ c; s); 8(c; s) 2 �T :

De plus

TR
0

�
amR
�s
K(c; s)dc

�
ds =

amR
�T

"
TR

max(0;�c)
K(c; s)ds

#
dc;

C�est-à-dire

TR
0

�
amR
�s
G(u(:; s))(s+ c)dc

�
ds =

amR
�T

"
TR

max(0;�c)
G(u(:; s))(s+ c)ds

#
dc:

Le théorème suivant réduit l�étude l�unicité de la solution du problème
(P2) à celle de (P3).
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Théorème 1.1. (unicité) Si les deux fonctions, F et G associées au prob-
lème (P2), données par (1.4) satisfont (H6), et u0 2 L1[0; am]; alors il
existe T > 0; et u 2 LT ; tels que u est une solution unique du problème
(P3).

Preuve. Pour démontrer le Théorème 1.1 on va montrer l�unicité de la so-
lution puisque l�exisitence est déjà prouvé par le Lemme 1.1.
Puisque u0 2 L1[0; am] alors il existe r > 0; telle que ku0kL1[0;am] � r:

On choisit r > 1
2
; et T > 0; véri�ant

T

�
c1 (2r) + c2 (2r) +

jF (0)j+ kG (0)k
2r

�
+
1

2
� 1: (1.11)

Dé�nissons l�ensemble M par

M =
�
u 2 LT j u (:; 0) = u0 ; kukLT � 2r

	
:

Montrons que M est fermée. Soit (un)n2N ; une suite dans M telle que
un converge vers u simplement; quand n! +1: Montrons que u 2M:
On a 8n 2 N; un 2 LT ; 8a 2 [0; am]; un (a; 0) = u0 (a) ; et kunkLT � 2r:
Comme un ! u; quand n! +1; alors

u (a; 0) = u0 (a) 8a 2 [0; am]:

avec kukLT � 2r: Il reste à montrer la continuité de u sur [0; T ]; c�est-
à-dire que

8t 2 [0; T ]; 8" > 0; 9� > 0; 8s 2 [0; T ]; tels que
si jt� sj < �; alors ku (:; t)� u (:; s)kL1 < ":

Puisque un ! u; quand n! +1; alors

8" > 0; 9n0; n > n0; kun � ukLT <
"

3
;

c�est-à-dire que

8" > 0;9n0; n > n0; sup
t2[0;T ]

kun (:; t)� u (:; t)kL1 <
"

3
: (1.12)

La continuité de un sur [0; T ] entraine

8t 2 [0; T ]; 8" > 0; 9�n > 0; 8s 2 [0; T ] : 8s; t : jt� sj < �n
alors kun (:; t)� un (:; s)kL1 < "

3
:

(1.13)
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D�autre part

ku (:; t)� u (:; s)kL1 � ku (:; t)� un (:; t)kL1
+ kun (:; t)� un (:; s)kL1
+ kun (:; t)� u (:; s)kL1 ;

(1.14)

alors pour n > n0; prenons � = �n; tel que jt� sj < �: D�après
(1.12),(1.13) et (1.14) on obtient que ku (:; t)� u (:; s)kL1 < "; ce qui
nous donne la continuité de u sur [0; T ]:
Finalement, on déduit que u 2M: D�où M est un ensemble fermé.
Dé�nissons l�application K par

K :M !M
u 7! Ku;

tel que

Ku (a; t) =

8>><>>:
F (u (:; t� a)) +

tR
t�a

G (u (:; s)) (s+ a� t) ds 0 � a � t;

u0 (a� t) +
tR
0

G (u (:; s)) (s+ a� t) ds t � a � am:

Montrons que l�application K est strictement contractante.
1) Montrons que l�application K prend ses valeur dans M c-à-d pour
tout u 2M alors Ku 2M:
Soit u 2 M montrons que Ku est bornée par rapport a la norme de
LT : Soit t 2 [0; T ] ; d�aprés le Lemme 1.3 on obtient que

amR
0

jKu (a; t)j da �
tR
0

[jF (u (:; t� a))j

+
tR

t�a
jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds

�
da

+
amR
t

[ju0 (a� t)j

+
tR
0

jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds
�
da
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ceci implique que

amR
0

jKu (a; t)j da �
tR
0

jF (u (:; s))j ds+
amR
0

ju0 (a)j da

+
tR
0

�
tR

t�s
jG (u (:; s)) (s+ a� t)j da

�
ds

+
tR
0

�
amR
t

jG (u (:; s)) (s+ a� t)j da
�
ds

�
tR
0

jF (u (:; s))j ds+
amR
0

ju0 (a)j da

+
tR
0

�
amR
0

jG (u (:; s)) (a)j da
�
ds

�
tR
0

jF (u (:; s))� F (0)j ds+
tR
0

jF (0)j

+
tR
0

kG (u (:; s))�G (0)k ds

+
tR
0

kG (0)k ds+
amR
0

ju0 (a)j da;

d�autre part l�hypothèse H6 entraine

R am
0
jKu (a; t)j da � c1 (2r)

tR
0

ku (:; s)kL1 ds+
tR
0

jF (0)j ds+

ku0kL1 +
tR
0

kG (0)k ds+ c2 (2r)
tR
0

ku (:; s)kL1 ds

� c1 (2r) t2r + c2 (2r) t2r + t jF (0)j+ t kG (0)k+ r

� 2r
h
t
�
c1 (2r) + c2 (2r) +

jF (0)j+kG(0)k
2r

�
+ 1

2

i
;

(1.15)
d�après (1.11) on obtient que 8t 2 [0; T ] ; Ku (:; t) 2 L1 et kKu (:; t)kL1 �
2r; alors sup

0�t�T
kKu (:; t)kL1 � 2r: D�où kKukLT � 2r:

Dé�nissons l�application KuT ; par

KuT : [0; T ]! L1

t 7! Ku (:; t) :

Pour démontrer que Ku 2 M; il su¢ t de montrer que pour u 2 M;
KuT est continue.
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Soit u 2M; et 0 � t < t̂ � T; alors



Ku (:; t)�Ku
�
:; t̂
�



L1
�

tR
0

jF (u (:; t� a)) � F
�
u
�
:; t̂� a

��
+

tR
t�a

G (u (:; s)) (s+ a� t) ds

�
t̂R

t̂�a
G (u (:; s))

�
s+ a� t̂

�
ds

����� da
+

t̂R
t

ju0 (a� t) � F
�
u
�
:; t̂� a

��
+

tR
0

G (u (:; s)) (s+ a� t) ds

�
t̂R

t̂�a
G (u (:; s))

�
s+ a� t̂

�
ds

����� da
+

amR̂
t

ju0 (a� t) � u0
�
a� t̂

�
+

tR
0

G (u (:; s)) (s+ a� t) ds

�
t̂R
0

G (u (:; s))
�
s+ a� t̂

�
ds

����� da;
(1.16)

posons

j1 =
tR
0

����F (u(:; t� a)) +
tR

t�a
G(u(:; s))(s+ a� t)ds �

F (u(:; t̂� a)�
t̂R

t̂�a
G(u(:; s))(s+ a� t̂)ds

����� da;

j2 =
t̂R
t

����u0(a� t) +
tR
0

G(u(:; s))(s+ a� t)ds �

F (u(:; t̂� a))�
t̂R

t̂�a
G(u(:; s))(s+ a� t̂)ds

����� da;
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et

j3 =
amR̂
t

����u0(a� t) +
tR
0

G(u(:; s))(s+ a� t)ds �

u0(a� t̂)�
t̂R
0

G(u(:; s))(s+ a� t̂)ds

����� da:
Donc, il su¢ t de prouver que j1; j2; j3 ! 0 quand

��t� t̂
��! 0:On a,

j1 �
tR
0

��F (u(:; t� a))� F (u(:; t̂� a)
�� da+

tR
0

���� tR
t�a

G(u(:; s))(s+ a� t)ds

�
t̂R

t̂�a
G(u(:; s))(s+ a� t̂)ds

����� da; (1.17)

d�après l�hypothèse (H6), pour u 2 LT on obtient que
FT : [0; T ]! R

t 7! F (u (:; t)) ;

est uniformément continue. De plus l�ensemble fF (u (:; s)) ; 0 � s � Tg
est compact, donc si

��t� t̂
�� �! 0; on a

tR
0

��F (u(:; t� a))� F (u(:; t̂� a)
�� da 7�! 0: (1.18)

D�après les Lemmes 1.3 pour 0 < t̂� t < t; on a

tR
0

����� tR
t�a

G(u(:; s))(s+ a� t)ds�
t̂R

t̂�a
G(u(:; s))(s+ a� t̂)ds

����� da
�

t̂�tR
0

"
tR

t�a
jG(u(:; s))(s+ a� t)j ds+

t̂R
t̂�a

��G(u(:; s))(s+ a� t̂)
�� ds# da

+
tR

t̂�t

�����
"
t̂�aR
t�a
jG(u(:; s))(s+ a� t)j ds

+
tR

t̂�a

��G(u(:; s))(s+ a� t)�G(u(:; s))(s+ a� t̂)
�� ds

+
t̂R
t

��G(u(:; s))(s+ a� t̂)
�� ds# da
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on obtient donc

tR
0

����� tR
t�a

G(u(:; s))(s+ a� t)ds�
t̂R

t̂�a
G(u(:; s))(s+ a� t̂)ds

����� da
�

tR
t̂�t

"
t̂�tR
0

jG (u (:; s)) (b)j db
#
ds

+
t̂�tR
0

kG (u (:; s))kL1 ds+
t̂R
t

kG (u (:; s))kL1 ds

+
tR

t̂�t

"
sR

t̂�t

��G (u (:; s)) (b)�G (u (:; s))
�
b+ t� t̂

��� db# ds;
(1.19)

d�un autre coté on a d�après H6, pour u 2 LT ; on a

GT : [0; T ]! R
t 7! G (u (:; t))

est uniformément continue avec l�ensemble, fG (u (:; s)) ; 0 � s � Tg
est compacte d�ou8>>><>>>:

t̂�tR
0

kG (u (:; s))kL1 ds! 0 quand
��t� t̂

��! 0;

t̂R
t

kG (u (:; s))kL1 ds! 0 quand
��t� t̂

��! 0:

(1.20)

D�après H6 et le Lemme 1.2 on obtient que la translation est uniformé-
ment continue sur le compact fG (u (:; s)) ; 0 � s � Tg alors

tR
t̂�t

"
sR

t̂�t

��G (u (:; s)) (b)�G (u (:; s))
�
b+ t� t̂

��� db# ds! 0 (1.21)

quand
��t� t̂

�� ! 0 et d�après le Lemme 1.2 et le Théorème de la con-
vergence de lebesgue on a

t̂�tR
0

jG (u (:; s)) (b)j db! 0 quand
��t� t̂

��! 0; (1.22)

de (1.17)-(1.22) on déduit que

j1 ! 0 quand
��t� t̂

��! 0: (1.23)
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Montrons que j2 ! 0 quand
��t� t̂

��! 0: On a

j2 =
t̂R
t

����u0(a� t) +
tR
0

G(u(:; s))(s+ a� t)ds � (1.24)

F (u(:; t̂� a))�
t̂R

t̂�a
G(u(:; s))(s+ a� t̂)ds

����� da
�

t̂�tR
0

ju0 (a)j da+
t̂�tR
0

�
tR
0

jG(u(:; s))(s+ c)j ds
�
dc+

t̂�tR
0

jF (u(:; s))j ds+
0R

t�t̂

"
t̂R
�c
jG(u(:; s))(s+ c)j ds

#
dc;

d�après H6 on a

t̂�tR
0

jF (u(:; s))j ds! 0 quand jt� tj ! 0; (1.25)

et d�après le Lemme 1.3 on a
tR
0

jG(u(:; s))(s+ c)j ds et
t̂R
�c
jG(u(:; s))(s+ c)j ds

sont intégrables. paraport a c: Le théorème de la convergence de
lebesgue entraine,que si

��t� t̂
�� �! 0;

t̂�tR
0

�
tR
0

jG(u(:; s))(s+ c)j ds
�
dc =

tR
0

"
t̂�tR
0

jG(u(:; s))(s+ c)j ds
#
dc! 0;

(1.26)
et

0R
t�t̂

"
t̂R
�c
jG(u(:; s))(s+ c)j ds

#
dc �

t̂R
0

"
0R

t�t̂
jG(u(:; s))(s+ c)j ds

#
dc! 0;

(1.27)
Alors de (1.24)-(1.27) on déduit que

j2 ! 0 quand
��t� t̂

��! 0: (1.28)
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Montrons que j3 ! 0 quand
��t� t̂

��! 0: Des Lemmes 1.3 et 1.4 on a

j3 �
amR̂
t

��u0 (a� t)� u0
�
a� t̂

��� da
+
amR̂
t

�
tR
0

��G (u (:; s)) (s+ a� t)�G (u (:; s))
�
s+ a� t̂

��� ds� da
+
amR̂
t

"
t̂R
t

��G (u (:; s)) �s+ a� t̂
�
ds
��# da

�
amR
0

��u0 �a+ t̂� t
�
� u0 (a)

�� da
+

tR
0

"
amR̂
t

��G (u (:; s)) (s+ a� t)�G (u (:; s))
�
s+ a� t̂

��� ds# da
+

t̂R
t

kG (u (:; s))kL1 ds; (1.29)

D�après le Lemme 1.2 entraine

amR
0

��u0 �a+ t̂� t
�
� u0 (a)

�� da ! 0 quand
��t� t̂

��! 0; (1.30)

et d�après H6 il vient

tR
0

"
amR̂
t

��G (u (:; s)) (s+ a� t)�G (u (:; s))
�
s+ a� t̂

��� da# ds! 0;

(1.31)
et

t̂R
t

kG (u (:; s))kL1 ds! 0; (1.32)

quand
��t� t̂

��! 0: les relations (1.29)-(1.32) impliquent

j3 ! 0 quand
��t� t̂

��! 0: (1.33)

Les reations (1.23), (1.28) et (1.33) entrainent que l�applicationKuT est
continue, donc 8u 2M; Ku 2M: K est bien dé�ni.
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Montrons que l�application K est strictement contractante.
Soit t 2 [0:T ] ; on a

kKu1 (:; t)�Ku2 (:; t)kL1 �
tR
0

jF (u1 (:; t� a))

+
tR

t�a
G (u1 (:; s)) (s+ a� t) ds

� F (u2 (:; t� a))

�
tR

t�a
G (u2 (:; s)) (s+ a� t) ds

���� da
+

amR
t

ju0 (a� t) � u0 (a� t)

+
tR
0

G (u1 (:; s)) (s+ a� t) ds

�
tR
0

G (u2 (:; s)) (s+ a� t) ds

���� da;
ceci implique que

kKu1 (:; t)�Ku2 (:; t)kL1 �
tR
0

jF (u1 (:; t� a))� F (u2 (:; t� a))j da

+
tR
0

�
tR

t�a
jG (u1 (:; s)) (s+ a� t)

� G (u2 (:; s)) (s+ a� t) dsj] da

+
amR
t

�
tR
0

jG (u1 (:; s)) (s+ a� t)

� G (u2 (:; s)) (s+ a� t) dsj] da
donc

kKu1 (:; t)�Ku2 (:; t)kL1 �
tR
0

jF (u1 (:; s))� F (u2 (:; s))j ds

+
tR
0

�
amR
t�s
jG (u1 (:; s)) (s+ a� t)

� G (u2 (:; s)) (s+ a� t)j da] ds

� c1 (2r)
tR
0

ku1 (:; s)� u2 (:; s)kL1 ds

+c2 (2r)
tR
0

ku1 (:; s)� u2 (:; s)kL1 ds

� t(c1 (2r) + c2 (2r)) ku1 (:; s)� u2 (:; s)kLT :
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Comme
T (c1 (2r) + c2 (2r))

� T

�
c1 (2r) + c2 (2r) +

jF (0)j+ jjG (0)jj
2r

�
et de (1.11) on a

T

�
c1 (2r) + c2 (2r) +

jF (0)j+ jjG (0)jj
2r

�
� 1

2
; 8t 2 [0; t] ;

alors pour tout t 2 [0; T ] ;

kK (u1 (:; t))�K (u2 (:; t))kL1 �
1

2
ku1 � u2kLT ;

il en résulte que

kK (u1)�K (u2)kLT �
1

2
ku1 � u2kLT :

DoncK est strictement contractante deM versM:D�après le Théorème
de point �xe, il existe u 2 M et unique tel que Ku = u: Alors u est
une solution unique de (P3) sur [0; T ] : �

Théorème 1.2. Les deux fonctions F et G associées au problème (P2) sat-
isfont (H6). De plus il exist T > 0 et une unique fonction u 2 LT telle
que u est une solution du problème (P2).

Preuve. Montrons qu�il existe deux fonctions continues et croissantes

c1 : [0;+1[�! [0;+1[ et c2 : [0;+1[�! [0;+1[ telles que

jF (u(:; t))� F (u(:; s))j � c1(r) ku(:; t)� u(:; s)kL1 ;

et
kG(u(:; t))�G(u(:; s))k

L1
� c2(r) ku(:; t)� u(:; s)kL1

où ku(:; t)kL1 � r; ku(:; s)kL1 � r; 8t; s 2 [0; T ]:
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Soit t; s 2 [0; T ]; tel que ku(:; s)kL1 � r; ku(:; t)kL1 � r; alors

jF (u(:; t))� F (u(:; s))jR
=

����amR
0

�(a; I�(t); t) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; t)da

�
amR
0

�(a; I�(s); s) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; s)da

����
�

amR
0

j�(a; I�(t); t)u(a; t)da� �(a; I�(s); s)u(a; t)daj

+
amR
0

j�(a; I�(s); s)u(a; t)da� �(a; I�(s); s)u(a; s)daj

�
amR
0

j�(a; I�(t); t)� �(a; I�(s); s)j ju(a; t)j da

+
amR
0

j�(a; I�(s); s)j ju(a; t)� u(a; s)j da;

(1.34)

d�après la condition (H3) il existe c1 > 0 telle que

j�(a; I�(t); t)� �(a; I�(s); s)j � c1jI�(t)� I�(s)j; (1.35)

d�autre part, on a

jI�(t)� I�(s)j =
����amR
0


�(a)u(a; t)da�
amR
0


�(a)u(a; s)da

����
�

amR
0

j
�(a)j ju(a; t)� u(a; s)j da; (1.36)

donc de (H1) et (1.36) il existe c2 > 0 telle que

jI�(t)� I�(s)j � c2 ku(:; t)� u(:; s)kL1 ; (1.37)

En combinant (1.35),et (1.37) on obtient
amR
0

j�(a; I�(t); t)� �(a; I�(s); s)j ju(a; t)j da

�
amR
0

c1c2 ku(:; t)� u(:; s)kL1 ju(a; t)jda

� c1c2r ku(:; t)� u(:; s)kL1 :

(1.38)

D�après (H3) il existe c3 > 0; tel que j�(a; I�(s); s)j � c3; alors
amR
0

j�(a; I�(s); s)j ju(a; t)� u(a; s)j da � c3 ku(:; t)� u(:; s)kL1 ; (1.39)
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de (1.34),(1.38) et (1.39) on trouve

jF (:; t)� F (:; s)jR � (c1c2r + c3) ku(:; t)� u(:; s)kL1 :

Par conséquent, pour ku(:; t)kL1 � r et ku(:; s)kL1 � r il existe une
fonction continue et croissante

c1 : [0;1[�! [0;1[
r 7�! cr + c;

telle que

jF (:; t)� F (:; s)jR � c1(r) ku(:; t)� u(:; s)kL1 ;8t; s 2 [0; T ]:

Montrons maintenant qu�il existe c2(r); une fonction continue et
croissante de [0;1[�! [0;1[ telle que

kG(u(:; t))�G(u(:; s))kL1 � C2(r) ku(:; t)� u(:; s)kL1 8t; s 2 [0; T ]:

Pour ku(:; t)kL1 � r; ku(:; s)kL1 � r; on a

kG(u(:; t))�G(u(:; s))kL1 =
amR
0

j�(a; I�(t); t)u(a; t)

��(a; I�(s); s))u(a; s)jda:

De même ils existent c4; c5; c6 > 0 telles que

amR
0

j�(a; I�(t); t))u(a; t)� �(a; I�(s); s))u(a; s)jda

� (c4c5r + c6) ku(:; t)� u(:; s)kL1 ;

alors si ku(:; t)kL1 � r et ku(:; s)kL1 � r il existe une fonction continue
et croissante

c2 : [0;1[! [0;1[
r 7! cr + c;

telle que 8t; s 2 [0; T ]

kG(u(:; t))�G(u(:; s))kL1 � c2(r) ku(:; t)� u(:; s)kL1 :

Finalement on déduit que les deux fonctions F et G données par (1.4) sat-
isfont (H6). De plus d�après la condition (H5) il existe r > 0 telle que
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ku0kL1 � r: D�après le Théorème 1.1, ils existent T > 0 et une unique u 2 LT
solution du problème (P2). De plus d�après la Remarque 1.1, on déduit qu�il
existe T > 0; et une unique u 2 LT solution du problème (P1) telle que

u(a; t) = exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
v(a; t); où v(a; t) est la solution du problème

(P2).

1.3 Positivité de la solution
Notre but dans ce paragraghe est de montrer que la solution du (P1) est

positive. Dé�nissons
R+ = fx 2 R j x � 0g ;

L1+ [0; am] = f� 2 L1 j � (a) � 0 8a 2 [0; am]g;
LT+ [0; am] = fu 2 LT j u (:; t) 2 L1+ 8t 2 [0; T ]g:

Dans la suite du paragraphe on fera l�hypothèse suivantes

(H7). (i) Si u (:; t) 2 L1+ alors F (u (:; t)) ses valeurs sont dans R+
(ii) Il existe une fonction croissante c3 : [0;+1[! [0;+1[ telle que
8u (:; t) 2 L1+; ku (:; t)kL1+ � r; alors

G (u (:; t)) + c3 (r)u (:; t) 2 L1+:

Proposition 1.1. Soient T > 0; et u 2 LT ; si u est une solution de (P3)
sur [0; T ] ; alors u véri�e8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(i) lim
h!0

am�hZ
0

jh�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a)j da = 0;

(ii) lim
h!0

h�1
hZ
0

j(u(a; t+ h)� F (u(:; t))j da = 0;

(iii) u(a; 0) = u0(a):
(1.40)

sur [0; T ] :

Preuve. Soit u une solution de (P3), on va montrer que u véri�e (1.40).
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Pour t = 0; on a u (:; 0) = u0; 8a 2 [0; am] ; donc (iii) véri�ée.

Il reste à montrer que u véri�e (i) et (ii). Soit 0 < t < T; et 0 < h < T�t;
d�après les Lemmes 1.3 on a

am�hR
0

jh�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a)j da

=
am�hR
0

����h�1 t+hR
t

[G (u (:; s)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)] ds

���� da
� h�1

t+hR
t

�
am�hR
0

j(G (:; s)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)j da
�
ds

� h�1
t+hR
t

�
am�hR
0

j(G (:; s)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (s+ a� t)j da

+
am�hR
0

j(u (:; t)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)j da
�
da

� sup
t�s�t+h

�
amR
0

j(G (:; s)) (a)�G (u (:; t)) (a)j da

+
am�hR
0

j(u (:; t)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)j da
�
;

or quand h! 0; (s! t) on a

amR
0

j(G (:; s)) (a)�G (u (:; t)) (a)j da = kG (u (:; s))�G (u (:; t))kL1 ;

d�après le Théorème 1.2 on a

kG (u (:; s))�G (u (:; t))kL1 ! 0 quand h! 0; (1.41)

d�autre part, le Lemme 1.2 nous donne quand h! 0;

am�hR
0

jG(u (:; t))(s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)j da! 0: (1.42)

En combinant (1.41) et (1.42) on obtient

lim
h!0

am�hR
0

j[u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a)j da = 0;
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D�où (i)
Il reste à montrer (ii), c�est-à-dire

lim
h!0

h�1
hR
0

ju (a; t+ h)� F (u (:; t))j da = 0:

Soit 0 < t < T et 0 < h < T � t; on a

lim
h!0

h�1
hR
0

ju (a; t+ h)� F (u (:; t))j da

� lim
h!0

h�1
hR
0

jF (u (:; t+ h� a))� F (u (:; t))j da

+lim
h!0

h�1
hR
0

"
t+hR

t+h�a
jG (u (:; s)) (s+ a� t� h)j ds

#
da:

Posons

K1 = h�1
hR
0

jF (u (:; t+ h� a))� F (u (:; t))j da;

et

K2 = h�1
hR
0

"
t+hR

t+h�a
jG (u (:; s)) (s+ a� t� h)j ds

#
da:

Le Théorème 1.2 entraine que FT est uniformément continue sur [0; T ] ;
d�où

K1 = h�1
hR
0

jF (u (:; t+ h� a))� F (u (:; t))j da

� sup
0�a�h

jF (u (:; t+ h� a))� F (u (:; t))j ! 0;

quand h! 0;donc

K1 ! 0 quand h! 0: (1.43)

D�autre part

K2 = h�1
hR
0

"
t+hR

t+h�a
jG (u (:; s)) (s+ a� t� h)j ds

#
da

= h�1
t+hR
t

"
hR

t+h�s
jG (u (:; s)) (s+ a� t� h)j da

#
ds;
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alors

K2 � h�1
t+hR
t

�
s�tR
0

jG (u (:; s)) (a)j da
�
ds

� sup
t�s�t+h

s�tR
0

jG (u (:; s)) (a)j da;

et

lim
s!t

s�tR
0

jG (u (:; s)) (a)j da � lim
s!t
[kG (u (:; s))�G (u (:; t))kL1

+
s�tR
0

jG (u (:; t)) (a)j da
�
:

D�après le Théorème 1.2 il vient

kG (u (:; s))�G (u (:; t))kL1 ! 0 quand s! t;

et
s�tR
0

jG (u (:; t)) (a)j da! 0 quand s! t;

donc
K2 ! 0 quand h! 0; (1.44)

de (1.43) et (1.44) on déduit que

lim
h!0

h�1
hR
0

ju (a; t+ h)� F (u (:; t))j da = 0:

D�où (ii) il en resulte que u véri�e (1.40) sur [0; T ]:
Dans ce paragraphe on va montrer que si u véri�e (1.40) alors u est unique.

Proposition 1.2. Soient T > 0; r > 0 et u; û 2 LT satisfaisont (1.40), et

u (a:0) = u0 (a) ; û (a:0) = û0 (a) ; kukLT � r et kûkLT � r:

Alors 8t 2 [0; T ]

ku (:; t)� û (:; t)kL1 � exp ((c1 (2r) + c2 (2r)) t) ku0 � û0kL1 :
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Preuve. Soit 0 � t � T; on dé�nit v (t) par

v (t) =
am�hR
0

ju (a; t)� û (a; t)j da

=
am�t�hR
�t

ju (t+ c; t)� û (t+ c; t)j dc;

soit 0 < h < T � t; on a

h�1 [v (t+ h)� v (t)] � h�1
�tR

�t�h
ju (t+ h+ c; t+ h)� û (t+ h+ c; t+ h)j dc

+h�1
am�t�hR
�t

[ju (t+ h+ c; t+ h)� û (t+ h+ c; t+ h)j

� ju (t+ c; t)� û (t+ c; t)j] dc

� h�1
hR
0

ju (a; t+ h)� û (a; t+ h)j da

+h�1
am�hR
0

[ju (a+ h; t+ h)� û (a+ h; t+ h)j �

ju (a; :h)� û (a; :h)j] da;

ceci implique que

h�1 [v (t+ h)� v (t)] � h�1
hR
0

[ju (a; t+ h)� F (u (:; t))j

+ jF (u(:; t))� F (û (:; t)j
+ jF (û (:; t)� û (a; t+ h)j] da

+
am�hR
0

jh�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]

� G (u (:; t)) (a)j da
+

amR
0

jG (u (:; t)) (a)�G (û (:; t)) (a)j da

+
am�hR
0

jG (û (:; t)) (a)

� h�1 [û (a+ h; t+ h)� û (a; t)]j da;

(1.45)
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comme u; û satisfont (1.40) sur [0; T ] ; on obtient8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

lim
h!0

h�1
hR
0

ju (a; t+ h)� F (u(:; t))j da = 0;

lim
h!0

h�1
hR
0

jû (a; t+ h)� F (û(:; t))j da = 0;

lim
h!0

am�hR
0

jh�1[u (a+ h; t+ h)� u(a; t)]�G (u (:; t)) (a)j da = 0;

lim
h!0

am�hR
0

jG(û (:; t))(a)� h�1[û(a+ h; t+ h)� û (a; t)]j da = 0;

(1.46)

de (1.45) et (1.46) on déduit que

lim
h!0

suph�1 [v (t+ h)� v (t)] � jF (u(:; t))� F (û (:; t)j+
amR
0

jG(u (:; t))(a)�G(û(:; t) (a)j da:

D�après le théorème 1.1 on trouve

lim
h!0

suph�1 [v (t+ h)� v (t)] � [c1 (r) + c2 (r)] ku (:; t)� û (:; t)kL1 ;

alors d�après,([4], Proposition 2.3, page 38) on obtient 8t 2 [0; T ]

ku (:; t)� û (:; t)kL1 � exp(c1 (r) + c2 (r) t) ku0 � û0kL1 :

Théorème 1.3. Ils existent T > 0 et u 2 LT ; tels que u véri�e (1.40)
sur [0; T ] et u est unique

Preuve. D�après le Théorème 1.2, il existe T > 0 et u 2 LT solution unique
de (P3), de la Proposition 1.1 on a u satisfait (1.40), il su¢ t alors de
montrer que u est unique. Supposons qu�il existe deux solutions u1 et
u2; telles que u1(a:0) = u0(a) et u2(a:0) = u0(a); 8a 2 [0; am] ; d�après
la proposition 1.2 on a 8t 2 [0; T ] ;

ku1 (:; t)� u2 (:; t)kL1 � exp[(c1 (r) + c2 (r))t] ku0 � u0kL1 = 0;

alors
8t 2 [0; T ] ; u1 (:; t) = u2 (:; t) ; (u1 = u2) :

Donc u satisfait (1.40) et u est unique.
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Remarque 1.2. D�après la Proposition 1.2 et le Théorème 1.3, on déduit
que si u est une solution du (P2), alors u satisfait (1.40), et de plus u
est unique.

Proposition 1.3. Soit T > 0; u 2 LT ; tel que u est une solution de (P3) sur [0; T ] ;
et soit T̂ > 0; û 2 LT̂ ; tel que 8t 2

h
0; T̂

i
;

û (a:t) =

8>><>>:
F (û (:; t� a)) +

aR
0

G (û (:; s+ t� a)) (s) ds a 2 [0; t] ;

u (a� t; T ) +
aR

a�t
G (u (:; s+ t� a)) (s) ds a 2]t; am]:

(1.47)

On dé�nit l�extention de u(:; t) sur [0; T + T̂ ] par: u(:; t) = û(:; t� T );
T < t � T + T̂ ; alors u 2 LT+T̂ et u est une solution de ((P3))

sur
h
0; T + T̂

i
:

Preuve Montrons que u 2 LT+T̂ : On a u 2 LT et pour T < t � T + T̂ ;

u (:; t) = û (:; t� T ) : Comme û 2 LT̂ alors 8t 2
h
T; T + T̂

i
; û (:; t� T ) 2

LT̂ : D�où u 2 LT+T̂ :
Montrons que u est une solution de (P3) sur [0; T + T̂ ]: On a u est une
solution de (P3) sur [0; T ]; donc pour démontrer que u est une solution
de (P3) sur [0; T + T̂ ] il su¢ t de montrer que u est une solution de (P3)
sur [T; T + T̂ ]: Soit t 2 [T; T̂ + T ]; a 2 [0; t � T ] alors a � t � T; et
d�après (1.47) on trouve

u (a:t) = û (a; t� T )

= F (û (:; t� T � a)) +
aR
0

G (û (:; s+ t� T � a)) (s) ds

= F (u (:; t� a)) +
tR

t�a
G(u (:; s)) (s+ a� t) ds;

par suite

u est une solution de (P3) pour a 2 [0; t� T ] : (1.48)

Soit
a 2 (t� T:t] =) t� T < a � t;
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de (1.47) on a

u (a:t) = û (a:t� T ) = u (a� t+ T; T )

+
aR

a�t+T
G (û (:; s+ t� T � a)) (s) ds; (1.49)

et comme
a � t) a� t+ T � T;

alors

u (a� t+ T; T ) = F (u (:; t� a)) +
TR

t�a
G (u(:; s))(s+ a� t) ds; (1.50)

de (1.49) et (1.50) on obtient

u (a:t) = û (a:t� T ) = F (u (:; t� a))

+
TR

t�a
G (u(:; s))(s+ a� t) ds+

aR
a�t+T

G (u (:; s+ t� a)) (s) ds

= F (u (:; t� a)) +
TR

t�a
G (u(:; s))(s+ a� t) ds+

tR
T

G (u(:; s))(s+ a� t) ds

= F (u (:; t� a)) +
tR

t�a
G (u(:; s))(s+ a� t) ds;

donc pour a 2 (t� T:t ]; on a

u (a:t) = F (u (:; t� a)) +
tR

t�a
G (u(:; s))(s+ a� t) ds

alors
u est une solution de (P3) pour a 2 (t� T; t]: (1.51)

De (1.48) et (1.51) on déduit que

u est une solution de (P3) pour a 2 [0; t] : (1.52)
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Il reste à montrer que u est une solution de (P3) pour a 2 (t; am]:
Soit a 2 (t; am]; alors a > t; a > t� T; d�aprés (1.47) on a

u (a:t) = û (a; t� T ) = u (a� t+ T; T ) (1.53)

+
aR

a�t+T
G (u (:; s+ t� T � a)) (s) ds;

mais on a a� t+ T > T; alors

u (a� t+ T; T ) = u0 (a� t) +
TR
0

G (u(:; s))(s+ a� t) ds: (1.54)

De (1.53) et (1.54) on obtient

u (a:t) = û (a; t� T )

= u0(a� t) +
TR
0

G (u(:; s))(s+ a� t) ds

+
aR

a�t+T
G (u (:; s+ t� a)) (s) ds;

ceci implique que

u (a:t) = u0(a� t) +
TR
0

G (u(:; s))(s+ a� t) ds+

tR
T

G (u:; s))(s+ a� t) ds

= u0(a� t) +
tR
0

G (u(:; s))(s+ a� t) ds;

donc
u est une solution de (P3) pour a 2 (t; am]: (1.55)

De (1.52) et (1.55) on déduit que

u est une solution de (P3) pour a 2 [0; am] et t 2 [0; T + T̂ ]:

�

Théorème 1.4. Soient T > 0; u 2 LT ; si u satisfait (1.40).alors u est une
solution de (P3) sur [0; T ] :
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Preuve. Soit u véri�ant (1.40) sur [0; T ] alors d�après le Théorème 1.1 il
existe T̂ 2 [0; T ] et û 2 LT̂ solution de (P3) sur

h
0; T̂

i
: D�prés la

Proposition 1.1 on obtient que û véri�e (1.40) sur [0; T̂ ]: D�autre part
d�après le Théorème 1.3, û est la restriction de u sur [0; T̂ ]; car si u
véri�e (1.40), alors u est unique.Dé�nissons T1 = supA où

A =
n
T̂ 2 [0:T ]; tel que il existe û 2 LT̂ et û

est une solution de (P3) sur [0; T̂ ]
o
;

et u1 par
u1 : [0; T1[ ! L1

t 7! u1 (:; t) ;

pour t 2 [0; T1[; u1 (:; t) = û (:; t) où T̂ 2 A: D�après la Proposition
1.1 et le Théorème 1.3 u1 est une restriction de u sur [0; T1[; et comme
u est continue sur [0; T1]; alors u1 2 LT1 : D�autre part la continuité
de F et G entraine que u1 est une solution de (P3) sur [0; T1]: Donc
il reste à montrer que T1 = T: Supposons que T1 < T et posons v0 =
u1 (:; T1) ; alors d�après le Théorème 1.1 il existe T2 2 [0; T � T1] ; et v 2
LT2 ; solution de (P3) sur [0; T2]: D�après la Proposition 1.3, l�extention
de u1 sur [0; T1 + T2] donnée par u1 (:; t) = v (:; t� T2) ; pour T1 < t �
T 1 + T2 satisfait u1 2 LT1+T2 est une solution de (P3) sur [0; T1 +
T2]: D�après la Proposition 1.1 on a l�extention de u1 véri�e (1.40)
sur [0; T1 + T2]: Du Théorème 1.3 on déduit que l�extention de u1 est
une restriction de u sur [0; T1 + T2]; ceci est une contradiction avec la
dé�nition de T1: Alors T1 = T: D�où u est une solution de (P3) sur
[0; T ]: �

Remarque 1.3. D�après la proposition 1.1 et le Théorème 1.4 on remaque
que, u est une solution du problème (P2) si et selment si u satisfait
(1.40) sur [0; T ] de plus le théorème 1.4 reste vrai pour T = +1.

Notre but dans ce paragraphe est de montrer la positivité de la solution
local du problème (P2).

Théorème 1.5. Les deux fonctions F et G associeés au probème (P2) don-
nées par (1.4), satisfont (H7).
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Preuve. Soit u (:; t) 2 L1+; on a

F (u (:; t)) =
amR
0

�(a; I�(t); t) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u (a; t) da;

(H4), nous donne

8u (:; t) 2 L1+; F (u (:; t)) 2 R+: (1.56)

Soit u (:; t) 2 L1+; tel que ku(:; t)kL1 � r; on a

G(u (:; t)) (a) = ��(a; I�(t); t))u (a; t) ;

d�après (H3), on déduit qu�il existe c > 0 tel que
��(a; I�(t); t))u (a; t) � �c(u (a; t)): Prenons c3(r) = c+ 1;
alors 8a 2 [0; am]

G(u (:; t)) (a) + c3(r)u (a; t) = ��(a; I�(t); t))u (a; t)
+(c+ 1)u (a; t)
� u (a; t) 2 R+

donc il existe une fonction croissante

c3(r) : [0;+1[ �! [0;+1[
r 7�! c+ 1;

telle que 8u (:; t) 2 L1+; et ku(:; t)kL1 � r

G(u (:; t)) + c3(r)u (:; t) 2 L1+; (1.57)

de (1.56) et (1.57) on déduit que F et G satisfont (H7).

Théorème 1.6. Si l�hypothèse (H7) est satisfait et soient u0 2 L1+;(il existe
r > 0; ku0kL1 � r), et � = c3(2r): Alors il existe T > 0; et une unique
fonction u 2 LT+ ;véri�ant 8t 2 [0; T ] ;

u(a; t) =

8>>>>>><>>>>>>:

e��aF (u (:; t� a))

+
tR

t�a
e�(t�s)� (G+ �I) (u (:; s)) (s+ a� t) ds; a 2 [0; t] ;

e��au0 (a� t)

+
tR
0

e�(t�s)� (G+ �I) (u (:; s)) (s+ a� t) ds; a 2 [t; am] :

(1.58)
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Preuve. On a u0 2 L1+ alors il existe r > 0 tel que ku0k � r: Choisissons
T où

T

�
c1 (2r) + c2 (2r) + c3 (2r) +

�
jF (0)j+ kG (0)k

2r

��
+ 1=2 � 1;

prenons M sous ensemble de LT+ tel que

M =
�
u 2 LT+ j u(:; 0) = u0; kukLT � 2r

	
;

et dé�nissons la fonction K de M vers M par

Ku(a; t) =

8>>>>>><>>>>>>:

e��aF (u (:; t� a))

+
tR

t�a
e�(t�s)� (G+ �I) (u (:; s)) (s+ a� t) ds; a 2 [0; t] ;

e��au0 (a� t)

+
tR
0

e�(t�s)� (G+ �I) (u (:; s)) (s+ a� t) ds; a 2 [t; am] :

De la démonstration du Théorème 1.1, on peut déduire que M est
un sous ensemble fermé de LT+ et l�application K de M vers M est
strictement contractante. Alors, d�après le Théorème du point �xe, il
existe une fonction u et unique de M telle que Ku = u: Donc il existe
T > 0 et une unique fonction u 2 LT+ qui satisfait (1.58) sur l�intervalle
[0; T ] �

Proposition 1.4. Soient � > 0; T > 0 et u 2 LT+; où

u(a; t) =

8>>>>>><>>>>>>:

e��aF (u (:; t� a))

+
tR

t�a
e�(t�s)� (G+ �I) (u (:; s)) (s+ a� t) ds; a 2 [0; t] ;

e��au0 (a� t)

+
tR
0

e�(t�s)� (G+ �I) (u (:; s)) (s+ a� t) ds; a 2 [t; am] :

(1.59)

Alors u véri�e (ii) et (iii) de la relation (1.40) et de plus pour tout
t 2 [0; T ] et

lim
h!0+

am�hR
0

��h�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a) + �u (a; t) da
�� = 0:
(1.60)
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Preuve Il est cliar que u véri�e (ii) et (iii) (même démonstation de la Propo-
sition 1.1). Il reste à montere que u véri�e (1.60).

Soit t 2 [0; T ] et 0 < h < T � t; alors
am�hR
0

jh�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]

� G (u (:; t)) (a) + �u (a; t)j da

=
tR
0

jh�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]

� G (u (:; t)) (a) + �u (a; t)j da+

+
am�hR
t

jh�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]

� G (u (:; t)) (a) + �u (a; t)j da:
Posons

H1 =
tR
0

��h�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a) + �u (a; t)
�� da;

et

H2 =
am�hR
t

��h�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a) + �u (a; t)
�� da;

pour démontrer l�égalité (1.60) on va montre que H1 ! 0 et H2 ! 0
quand h! 0: On a

H1 =
tR
0

���[h�1(e��h � 1) + �]e��aF (u (:; t� a))

+ [h�1(e��h � 1) + �]
tR

t�a
e�(t�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t) ds

+ h�1
t+hR
t

e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t) ds�G (u (:; t)) (a)

����� da
�

��h�1(e��h � 1) + ��� � tR
0

e��a jF (u (:; t� a))j da

+
tR
0

�
tR

t�a
e�(t�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds

�
da

�
+h�1

t+hR
t

�
tR
0

��e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t) ds

�G (u (:; t)) (a)j da] ds;
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posons

K1 =
��h�1(e��h � 1) + ��� � tR

0

e��a jF (u (:; t� a))j da +

tR
0

�
tR

t�a
e�(t�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds

�
da

�
;

et

K2 = h�1
t+hR
t

�
tR
0

��e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t) ds

�G (u (:; t)) (a)j da] ds;

comme

tR
0

e��a jF (u (:; t� a))j da �
tR
0

jF (u (:; t� a))j da;

d�après le Théorme 1.2, il existe M > 0 tel que

tR
0

jF (u (:; t� a))j da �M: (1.61)

D�autre part, on a

tR
0

�
tR

t�a
e�(t�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds

�
da

�
tR
0

�
tR

t�s
jG (u (:; s)) (s+ a� t)j da

�
ds

�
tR
0

�
sR
0

jG (u (:; s)) (b)j db
�
ds;

d�apès le Théorème 1.2 il existe M
0
> 0 tel que

tR
0

�
sR
0

jG (u (:; s)) (b)j db
�
ds �M

0
: (1.62)

de plus on a

lim
h!0

h�1(e��h � 1) + � = 0 quand h! 0: (1.63)
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De (1.61)-(1.63) on déduit que

K1 ! 0 quand h! 0: (1.64)

De même

K2 = h�1
t+hR
t

�
tR
0

��e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)
�� da� ds

� sup
t�s�t+h

�
tR
0

��e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t)

� G (u (:; t)) (s+ a� t)j da

+
tR
0

e�(t+h�s)� jG (u (:; t)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)j da +

tR
0

��e�(t+h�s)� � 1�� jG (u (:; t)) (a)j da� ;
d�après le Théorème 1.2, le Lemme 1.2 on obtient

K2 ! 0 quand h! 0: (1.65)

Les relations (1.64) et (1.65) entrainent

H1 ! 0 quand h! 0: (1.66)

Il reste à montrer que

H2 ! 0 quand h! 0:

On a

H2 =
am�hR
t

��h�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a) + �u (a; t)
�� da

alors on obtient que

H2 =
am�hR
t

���h�1(e��h � 1) + �� e�atu0(a� t)

+
�
h�1(e��h � 1) + �

� tR
0

e�(t�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t) ds

+h�1
t+hR
t

e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t) ds�G (u (:; t)) (a)

���� da;
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d�après le lemme 1.3 on trouve

H2 �
��h�1(e��h � 1) + ��� am�hR

t

��e�atu0(a� t)
�� da

+
��h�1(e��h � 1) + ��� am�hR

t

�
tR
0

e�(t�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds
�

+h�1
t+hR
t

�
am�hR
t

��e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t)

� G (u (:; t)) (a)j] dads;

posons

K1 =
��h�1(e��h � 1) + ��� am�hR

t

��e�atu0(a� t)
�� da;

K2 =
��h�1(e��h � 1) + ��� am�hR

t

�
tR
0

e�(t�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds
�
;

K3 = h�1
t+hR
t

�
am�hR
t

��e�(t+h�s)�G (u (:; s)) (s+ a� t)

� G (u (:; t)) (a)j da] ds;

comme u0 2 L1 et

lim
h!0

��h�1(e��h � 1) + ��� = 0; (1.67)

et
am�hR
t

e�at ju0(a� t)j da �
amR
0

ju0(a)j da = ku0kL1 ;

alors il existe M > 0 tel que

amR
t

e�at juo(a� t)j da �M:

Donc
K1 ! 0 quand h! 0: (1.68)
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D�après les Lemmes 1.3, on a

am�hR
t

�
tR
0

e�(t�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds
�

�
am�hR
t

�
tR
0

jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds
�
da

�
tR
0

�
amR
t

jG (u (:; s)) (b)j db
�
ds;

et du Théorème 1.2 il existe M
0
> 0 tel que

am�hR
t

�
tR
0

e�(t�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)j ds
�
da �M

0
: (1.69)

(1.66) et (1.68) entrainent

K2 ! 0 quand h! 0: (1.70)

D�autre part on a

K3 = h�1
t+hR
t

�
am�hR
t

e�(t+h�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)

� G (u (:; t)) (a) daj] ds

� sup
t�s�t+h

am�hR
t

e�(t+h�s)� jG (u (:; s)) (s+ a� t)

� G (u (:; t)) (s+ a� t)j da

+
am�hR
t

e�(t+h�s)� jG (u (:; t)) (s+ a� t)�G (u (:; t)) (a)j da

+
am�hR
t

��(e�(t+h�s)� � 1)�� jG (u (:; t)) (a)j da;
de nouveau, du Théorème 1.2, le Lemme 1.2 donnent

K3 ! 0 quand h! 0: (1.71)

De (1.68), (1.70) et (1.71) on déduit que

H2 ! 0 quand h! 0: (1.72)
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Finalment de (1.66) et (1.72) impliqaent

lim
h!0+

am�hR
0

��h�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a) + �u (a; t)
�� da = 0:

La proposition suivante réduit l�étude la positivité local de la solution du
problème (P2) à celle de (P3).

Proposition 1.5. Il existe T > 0; et une fonction u 2 LT+ ; satisfait la
relation (1.40) où bien u solution de (P3).

preuve. D�après le Théorème 1.6 il existe T > 0 et u 2 LT+ donnée par (1.58)
pour tout t 2 [0:T ] : On prend G = G+�I dans (1.59), on obtient que
u satisfait (ii) et (iii). De plus si on prend G = G+ �I dans (1.60) on
obtient u satisfait (i). Par conséquent, il existe T > 0 et u 2 LT+ tels
que u satisfait (1.40) où bien u est une solution du problème (P3).

Remarque 1.4. D�après la proposition 1.5, nous remarquons qu�il existe
T > 0 et u 2 LT+; tels que u est une solution du problème (P2).

Dé�nition 1.3. On dit que l�intervalle [0; Tu0 [ est un intervalle maximal de
l�éxistence de la solution du problème (P3), si et selment si pour tout
T > 0; u 2 LT telle que u est une solution du problème (P3) sur
[0; T ]; alors T < Tu0 :

Notre but dans ce théorème est de montrer la positivité de la solution du
(P2)

Théorème 1.7. (positivité) Soit u une solution de (P3) sur [0; Tu0 [: Alors
pour tout t 2 [0:Tu0 [; u (:; t) 2 LT+ :

Preuve Supposons qu�il existe t0 2 [0; Tu0 [; tel que u (:; t0) =2 L1+; alors, de la
Proposition 1.5, il existe T > 0 et u 2 LT+ telle que u véri�e (1.40), donc
pour tout t 2 [0; T ] ; u (:; t) 2 L1+:Mais d�après les Propositions 1.3, 1.5
et le Théorème 1.3, on obtient que il existe T̂ > 0; tel que u 2 L(T+T̂ )+;
véri�e (1.40), ceci est une contraduction avec u (:; t0) =2 L1+:

1.3 Globalité de la solution
Notre but dans ce paragraphe est de montrer la globalité de la solution

du problème (P1). Dans la suite du chapitre on fera l�hypothèse suivante
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(H9). Soit T > 0 et t 2 [0; T ] ; il existe wT 2 R tel que

F (u (:; t)) +
amR
t

G (u (:; t)) (a) da � wT
amR
t

u (a; t) da;

Théorème 1.8. Soient u une solution de (P3) sur [0; Tu0 [ et Tu0 < +1; alors

lim
t!Tu0

sup ku (:; t)kL1 = +1:

Preuve. Soit Tu0 < +1: Supposons que il existe r > 0 tel que pour tout
t 2 [0; Tu0 [; ku (:; t)kL1 � r: D�autre part, pour T < Tu0 on a u 2
LTu0�T=2 et u est une solution de (P3),donc d�après la proposition 1 1.
on obtient que u véri�e (1.40) sur [0; Tu0 � T=2] : Du Théorème 1.1 et
ku (:; Tu0 � T=2)kL1 � r il existe û 2 LT̂ telle que pour tout t 2 [0; T̂ ];

û (a:t) =

8>><>>:
F (û (:; t� a)) +

aR
0

G (û (:; s+ t� a)) (s) ds a 2 [0; t] ;

u (a� t; Tu0 � T=2) +
aR

a�t
G (û (:; s+ t� a)) (s) ds a 2]t; am]:

Dé�nisons prolongement de u par

u (:; t) = u (:; t) pour t 2 [0; Tu0 � T=2] ;

et

u (:; t) = û (:; t� Tu0 + T=2) pour t 2 [Tu0 � T=2; Tu0 + T=2] :

De la Proposition 1.3 on obtient que u 2 LTu0+T=2 et u est une solution
de (P3) sur l�intervalle [0:Tu0 + T=2] ; ce qui est une contraduction avec
la maximalité de Tu0 :

Théorème 1.9. Les deux fonctions F et G associées au problème (P2) sat-
isfont (H9).

Soit T > 0; pour tout t 2 [0; T ] on a

F (u(:; t)) +
amR
0

G(u(:; t))(a)da

=
amR
0

�(a; I�(t); t) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; t)da

+
amR
0

��(a; I�(t); t)u(a; t)da
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d�après (H3) et (H4) il existe c > 0; tel que

F (u(:; t)) +
amR
0

G(u(:; t))(a)da � c
amR
0

u(a; t)da:

Prenons wT = c;alors pour tout T > 0 et t 2 [0:T ] il existe wT 2 R
tel que

F (u (:; t)) +
amR
0

G (u (:; t)) (a) da � wT
amR
0

u (a; t) da:

Donc les deux fonctions F et G associées au problème (P2) satisfont (H9).
Le théorème suivante réduit l�étude la globalité de la solution du problème
(P2) à celle de (P3).

théorème 1.10. Soit u est une solution du problème (P3) sur [0:Tu0 [: Alors

ku (:; t)kL1 � ewT t ku0kL1 et Tu0 = +1:

Preuve. Soit T 2 [0:Tu0 [; on dé�nit v(t) par v(t) = ku (:; t)kL1[0;am�h] pour
tout t 2 [0:T ] ; alors

h�1 [v(t+ h)� v(t)]

� h�1
�
amR
0

ju (a; t+ h)j da�
am�hR
0

ju (a; t)j da
�

� h�1

"
am�t�hR
�t�h

ju (t+ h+ c; t+ h)j dc�
am�t�hR
�t

ju (t+ c; t)j dc
#

� h�1
�tR

�t�h
ju (t+ h+ c; t+ h)j dc

+h�1
am�t�hR
�t

ju (t+ h+ c; t+ h)j dc� h�1
am�t�hR
�t

ju (t+ c; t)j dc

� h�1
�tR

�t�h
ju (t+ h+ c; t+ h)j dc

+
am�t�hR
�t

j[u (t+ h+ c; t+ h)� u (t+ c; t)]j dc

� h�1
hR
0

ju (a; t+ h)� F (u (:; t))j da+ jF (u (:; t))j

+
am�hR
0

jh�1 [u (a+ h; t+ h)� u (a; t)]�G (u (:; t)) (a)j da

+
amR
0

jG (u (:; t)) (a)j da:
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Comme u est une solution de (P3), on obtient

lim
h!0

suph�1 [v(t+ h)� v(t)] � F (u (:; t)) +
R am
0
G (u (:; t)) (a) da;

d�après le Théorème 1.9 on a

lim
h!0

suph�1 [v(t+ h)� v(t)] � wTv(t);

donc d�après weeb ([4] Théorème(2.5), page 49), pour tout t 2 [0; T ] on
déduit que

ku (:; t)kL1 � ewT t ku0kL1 :
Montrons que Tu0 = +1;. Supposons que Tu0 < +1; alors il existewTu0 =
w 2 R tel que pour tout t 2 [0; Tu0 ]

F (u (:; t)) +
amR
0

G (u (:; t)) (a) da � w
amR
0

u (a; t) da;

de plus pour tout t 2 [0; Tu0 ]

ku (:; t)kL1 � ewt ku0kL1 :

Comme Tu0 < +1; alors il existe M > 0 tel que pour tout t 2
[0:Tu0 ] ; e

wt jju0jjL1+ �M: Donc

lim
t!Tu0

ku (:; t)kL1 �M:

Ce qui est une contraduction avec le Théorème 1.8.�

Remarque 1.4. D�après le théorème (1.7) et (1.10), la solution du prob-
lème (P2) est positive et globale.Ceci entraine donc que la solution du
problème (P1) est positive et globale
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Chapitre 2
Régularité de la Solution

Dans ce chapitre on montre en utilisant la théorie des semi-groupes que
la solution obtenue dans le chapitre précédent est de classe C1 par rapport à
t et a.

2.1 Notios de Semi Groupe
Soient X un espace de Banach et C une sous ensemble fermée de X:

On dit que la famille fS(t)gt�0 est un semi-groupe fortement continue non
linéaire si et selment si fS(t)gt�0 satisfait les conditions suivantes:

(C1) S(t) : C ! C est continue pour t � 0:

(C2) S(0) = I (I est l�application identité de C vers C).

(C3) pour tout t1; t2 � 0; S(t1 + t2) = S(t1)oS(t2)

(C4) pour tout x 2 C l�application t! S(t)x est continue sur [0;+1[ :

Proposition 2.1. Soient � 2 L1+ et u(:; t) la solution du problème (P2);dé�ni
sur [0;+1[ tel que u(:; 0) = �: Soit fS(t)gt�0 une famille dé�née sur
L1+ par, pour tout t � 0; S(t)� = u(:; t): Alors fS(t)gt�0 est une semi-
groupe non linéaire fortement continue sur L1+:

Montrons que fS(t)gt�0 est un semi-groupe non linéaire fortement con-
tinue, sur L1+:D�après le chapitre(1) les conditions (C2) et (C4) sont satis-
faites. Montrons la condition (C1), c�est à dire que S(t) est continue de L1+
vers L1+: Soient t > 0; � 2 L1+;d�après la Proposition 1.2 on obtient que
8t � 0; �; �̂ 2 L1+; 


S(t)�� S(t)�̂





L1

�



�� �̂





L1
ect:

Alors S(t) est continue de L1+ vers L1+ pour tout t � 0: Ce qui montre
(C1). Il reste à montrer la condition (C3). Soit � 2 L1+ et t1 > 0; on a
u(:; t) = S(t)�; et soit �̂ = S(t2)�; tel que pour tout t � 0; û(:; t) = S(t)�̂:
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De la Proposition 1.3 et le Théorème 1.4 on a u(:; t1 + t2) = û(:; t1); alors
S(t1 + t2)� = S(t1)S(t2)�: Donc la condition (C3) est véri�ée. Finalement,
on déduit que fS(t)gt�0 est un non linéaire semi-groupe fortement continue.

2.2 Générateur d�un Semi Groupe
Dé�nition 2.2. Soient X un espace de Banach, C un sous ensemble fermée

de X et fS(t)gt�0 est un semi-groupe non linéaire fortement continue
sur C: On dit que l�opérateur B

B : D(B) ! C
x ! Bx

est un générateur d�un semi-groupe fS(t)gt�0 si et seulment si
D(B) = fx 2 C tel que lim

t!0
S(t)x�x

t
existeg et

Bx = lim
t!0

S(t)x� x

t
;

Dé�nition 2.3. Soient F;G deux fonctions associées au problème (P2) don-
née par (1.4) .Dé�nissons l�opérateur A par

A : L1+ ! L1+
� 7! A�

où D(A) = f� 2 L1+ tel que � est continue sur [0; am]; �
0 2 L1 et

�(0) = F (�)g; pour tout � 2 D(A); A� = �0 �G(�):

Théorème 2.1. Soient A l�opérateur donné par la Dé�nition 2.3, et fS(t)gt�0
le semi-groupe non linéaire fortement continue sur L1+ associée a la so-
lution du problème (P2). Alors �A est un générateur de fS(t)gt�0 :

Preuve. Soit B est un générateur de fS(t)gt�0 ; il su¢ t de montrer que
B = �A:
1. Montrons que �A � B: Soit � 2 D(A) et t > 0; on a

kt�1(S(t)�� �) + A�kL1 =
amR
0

jt�1[(S(t)�)(a)� �(a)]

+ �0(a)�G(�)(a)j da
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alors

kt�1(S(t)�� �) + A�kL1 =
tR
0

jt�1[F (S(t� a)�)

+
tR

t�a
G(S(s)�)(s+ a� t)ds� �(a)]

+ �0(a)�G(�)(a)j da
+

amR
t

jt�1�(a� t) + �0(a)�G(�)(a)

+ t�1
�
tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds� �(a)

����� da:
(2.1)

Posons

K1 =
tR
0

����t�1[F (S(t� a)�) +
tR

t�a
G(S(s)�(s+ a� t)ds� �(a)]

+ �0(a)�G(�)(a)j da

et

K2 =
tR
0

��t�1�(a� t) + �0(a)�G(�)(a)

+ t�1
�
tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds� �(a)

����� da
Comme �(0) = F (0); alors

K1 � t�1
tR
0

jF (S(t� a)�)� F (�)j da

+
tR
0

���0(a)� t�1[�(a)� �(0)]
�� da

+t�1
tR
0

���� tR
t�a

G(S(s)�(s+ a� t)ds�G(�)(a)

���� da:
Posons

H1 = t�1
tR
0

jF (S(t� a)�)� F (�)j da;

H2 =
tR
0

���0(a)� t�1[�(a)� �(0)]
�� da;
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et

H3 = t�1
tR
0

���� tR
t�a

G(S(s)�(s+ a� t)ds�G(�)(a)

���� da:
La continuité de F entraîne que

H1 = t�1
tR
0

jF (S(t� a)�)� F (�)j da

� sup
0�s�t

jF (S(s)�)� F (�)j ! 0; (2.2)

quand t! 0: Comme � est continue sur [0; am] et �
0 2 L1 alors

H2 =
tR
0

���0(a)� t�1[�(a)� �(0)]
�� da

�
tR
0

j�0(a)j da+ sup
0�a�t

R a
0
j�0(b)j da! 0; (2.3)

quand t! 0: On a G est continue et G(�) 2 L1; alors

H3 =
tR
0

���t�1R tt�aG(S(s)�)(s+ a� t)ds�G(�)(a)
��� da

� t�1
tR
0

tR
t�s
jG(S(s)�)(s+ a� t)daj ds+

tR
0

jG(�)(a)j da

� t�1
tR
0

�
sR
0

[jG(S(s)�)(a)�G(�)(a)j+ jG(�)(a)j]da
�
ds

+
tR
0

jG(�)(a)j da

� sup
0�s�t

kG(S(s)�)�G(�)kL1 + 2
tR
0

jG(�)(a)j da

ce qui nous donne
H3 ! 0 quand t! 0: (2.4)

En combinant (2.2), (2.3) et (2.4) on déduit que

K1 ! 0 quand t! 0: (2.5)
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D�autre part, on a

K2 =
amR
t

t�1
�
�(a� t) +

tR
0

[G(S(s)�)(s+ a� t)ds� �(a)]

�
+ �0(a)�G(�)(a)j da

�
amR
t

��t�1[�(a� t)� �(a)] + �0(a)]
�� da

+
amR
t

����t�1 tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds�G(�)(a)

���� da:
Posons

J1 =
amR
t

��t�1[�(a� t)� �(a)] + �0(a)]
�� da

et

J2 =
amR
t

����t�1 tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds�G(�)(a)

���� da
comme � est continue et �0 2 L1 et d�après le Lemme 1.2 on obtient

J1 =
amR
t

��t�1[�(a� t)� �(a)] + �0(a)
�� da

=
amR
t

���t�1R t0 [�0(a� �)� �0(a)]d�
��� da

� t�1
tR
0

�
amR
t

j�0(a� �)� �0(a)j da
�
d�

� sup
0���t

amR
t

j�0(a� �)� �0(a)j da:

ce qui implique
J1 ! 0 quand t! 0: (2.6)

D�autre part comme G est continue et G(�) 2 L1 alors

J2 =
amR
t

����t�1 tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds�G(�)(a)

���� da
� t�1

tR
0

�
amR
t

jG(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(s+ a� t)j da

+
amR
t

jG(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(a)j da
�
ds;
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d�ou

J2 � sup
0�s�t

[kG(S(s)�)�G(�)kL1

+
amR
t

jG(�)(s+ a� t)�G(�)(a)j da
�
;

D�après le Lemme 1.2 et le Théorème 1.2 on obtient que

J2 ! 0 quand t! 0: (2.7)

De (2.6) et (2.7) on trouve

K2 ! 0 quand t! 0: (2.8)

D�autre par on a d�après (2.5) et (2.8)

lim
t!0

t�1[s(t)�� �] = �A�:

D�après la dé�nition du générateur on obtient � 2 D(B) et B(�) =
�A�: C�est-à-dire que

�A � B: (2.9)

2. Il reste à montrer que B � �A:
Soit t > 0; dé�nissons les deux fonctions suivantes Xt 2 L1 et 't 2 L1
par:

Xt(a) =

8<:
0 a < t;

t�1
tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)da a > t;

et

't(a) =

�
0 a < t;
t�1[�(a� t)� �(a)] a > t:

On a

kXt �G(�)kL1 �
tR
0

jG(�)(a)j da+
amR
t

����t�1 tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds�G(�)(a)

���� da;
(2.10)
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comme G(�) 2 L1 alors
tR
0

jG(�)(a)j da! 0 quand t! 0: (2.11)

le Lemmes 1.3 entraine

amR
t

����t�1 tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds�G(�)(a)

���� da
� t�1

tR
0

�
amR
t

[jG(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(s+ a� t)j

+ jG(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(a)j]da] ds
� sup

0�s�t
[kG(S(s)�)�G(�)kL1

+
amR
t

jG(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(a)j da
�
;

d�après le Lemme 1.2, G est continue et G (�) 2 L1;on obtient que

sup
0�s�t

kG(S(s)�)�G(�)kL1 ! 0 quand t! 0; (2.12)

et

sup
0�s�t

amR
t

jG(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(a)j da! 0 quand t! 0: (2.13)

En combinant (2.10)-(2.13), on déduit que

kXt �G(B)kL1 ! 0 quand t! 0: (2.14)

D�autre part, on a

k't +Xt �B�kL1 �
tR
0

jB�(a)j da

+
amR
t

jt�1[�(a� t)

+
tR
0

G(S(s)�)(s+ a� t)ds� �(a)

�
�B�(a)

���� da
�

tR
0

jB�(a)j da+ kt�1(s(t)�� �)�B�kL1 ;

(2.15)
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comme B est un générateur de fS(t)gt�0 ; et � 2 D(B); alors
tR
0

jB�(a)j da+


t�1(S(t)�� �)�B�




L1
! 0; quand t! 0; (2.16)

de (2.15) et (2.16) on obtient

k�t + xt �B�kL1 ! 0 quand t! 0: (2.17)

De (2.14) et (2.17) on déduit que�
k't + xt �B�kL1 ! 0 quand t! 0;
kxt �G(�)kL1 ! 0 quand t! 0;

donc
lim
t!0

't = B��G(�): (2.18)

D�aprés ([4] théorème 3.2 page 80) alors si 0 < t < u < v on a

t�1
uR

u�t
�(a)da� t�1

vR
v�t

�(a)da

=
vR
u

[�(a� t)� �(a)]da =
vR
u

't(a)da;

quand t! 0 on obtient �(u)� �(v) =
R v
u
[B�(a)�G(�)(a)]da; donc �

est continue, �
0 2 L1 et pour tout a � 0;

�0(a) = �B�(a) +G(�)(a): (2.19)

Il reste à montrer que �(0) = F (�): On a

kt�1[S(t)�� �]�B(�)kL1

�
tR
0

jt�1 [F (S(t� a)�)� �(0) + �(0)

+
tR

t�a
G(S(s)�)(s+ a� t)ds� �(a)

�
+ �0(a)�G(�)(a)

���� da
� t�1

tR
0

jF (S(t� a)�)� �(0)j da

�
tR
0

j�0(a)� t�1[�(a)� �(0)]j da

�t�1
tR
0

���� tR
t�a

G(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(a)

���� da;

(2.20)
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En prenant t! 0 on obtient8><>:
R t
0
j�0(a)� t�1[�(a)� �(0)]j da! 0;R t

0
t�1
���R tt�aG(S(s)�)(s+ a� t)�G(�)(a)

��� da! 0;

t�1
R t
0
jF (S(t� a)�)� �(0)j da! jF (�)� �(0)j :

(2.21)

(2.20) et (2.21) impliquent

F (�) = �(0): (2.22)

De (2.19) et (2.22) on déduit que � 2 D(A) et �A� = B�; c�est-à-dire

B � �A: (2.23)

Finalement, de (2.9) et (2.23) on a B = �A: D�où le résultat.

3.2 Régularité de la Solution
considérons l�hypothèse:

(H9). Soit G : L1 �! L1 telle que 8u (:; t) 2 L1; 8a 2 [0; am]

G(u (:; t)) (a) = ��(a; u (:; t))u (:; t) (a) ;

où �(a; u (:; t)) 2 � (R;R) l�espace des opérateurs linéaires bornées,
alors
1) Il existe une fonction croissante c4 : [0;+1[ �! [0;+1[ telle que
8a; â 2 [0; am] et u (:; t) 2 L1;

j�(a; u (:; t))� �(â:u (:; t))j � c4 (ku (:; t)kL1) ja� âj :

2) Il existe une fonction croissante c5 : [0;+1[ �! [0;+1[ telle que
8a 2 [0; am] et u (:; t) 2 L1;

j�(a; u (:; t))j � c5 ku (:; t)kL1 :

3) Il existe une fonction croissante c6 : [0;+1[ �! [0;+1[ telle que
8a 2 [0; am] ; u (:; t) et u (:; s) 2 L1 où ku (:; t)k � r; ku (:; s)k � r;

ju(a; u (:; t))� u(a; u (:; s))j � c6(r) ku (:; t)� u (:; s)kL1 :

53



Proposition 2.2. Si les hypothéses de la Proposition 2.1 et (H9) sont sat-
isfaites, alors

S(t)[D(B)] � D(B);

8t > 0; � 2 D(B)

d

dt
S(t)� = BS(t)� = S(t)B�:

Preuve. D�après weeb ([4] proposition (3.6) page87). On a S(t)[D(B)] �
D(B): Montrons que 8t > 0; � 2 D(B)

d�

dt
S(t)� =

d+

dt
S(t)� = BS(t)� = S(t)B�;

soit � 2 D(B); t > 0 et h > 0 on a

lim
h!0

S(t+ h)�� S(t)�

h
= lim

h!0
S(t)

�
S(h)� I

h

�
�

= lim
h!0

�
S(h)� I

h

�
S(t)�;

ceci implique

d+

dt
S(t)� = lim

h!0

S(t+ h)�� S(t)�

h

= lim
h!0

S(t)

�
S(h)� I

h

�
� = S(t)B�

= lim
h!0

�
S(h)� I

h

�
S(t)� = BS(t)�;

donc 8� 2 D(B); 8t > 0

d+

dt
S(t)� = BS(t)� = S(t)B�: (2.24)

Il reste à montrer que 8t > 0; � 2 D(B); d�
dt
S(t)� = BS(t)� = S(t)B�:

D�après ([4] théorème 2.10 page63) on a u (:; t) est di¤érentiable pour
tout t > 0: Alors de (2.24) on trouve

8t > 0;8� 2 D(B); d
�

dt
S(t)� = BS(t)� = S(t)B�; (2.25)
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de (2.24) et (2.25) on déduit que 8� 2 D(B); 8t � 0;

d

dt
S(t)� = BS(t)� = S(t)B�:

D�où le résultat. �

Théorème 2.2. La fonction G associeé au problème (P2) donnée par (1.4)
véri�e (H9).

Preuve. Montrons que la fonction G véri�e (H9). On a G(u (:; t)) (a) =

��(a; I�(t); t))u (a; t) où I�(t) =
�mR
0


s(a) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; t)da;

Donc l�opérateur �(a; u (:; t)) s�écrit sous la forme

�(a; u (:; t)) : R! R
x! �(a; u (:; t))x = �(a; I�(t); t)x:

(2.26)

(1) Montrons qu�il existe une fonction croissante
c4 : [0;+1[ �! [0;+1[ telle que 8a; â 2 [0; am] ; u (:; t) 2 L1;

j�(a; u (:; t))� �(â:u (:; t))j � c4 (ku (:; t)kL1) ja� âj :

Soit x 2 R; on a

j�(a; u (:; t))x� �(â:u (:; t))xj = j�(a; I�(t); t)x� �(â; I�(t); t)xj
� j�(a; I�(t); t)� �(â; I�(t); t)j jxj ;

d�après (H3) il existe c > 0 tel que

j�(a; u (:; t))x� �(â:u (:; t))xj � c ja� âj jxj ; (2.27)

de (2.26) et (2.27) on déduit

j�(a; u (:; t))� �(â:u (:; t))j � c ja� âj ;

donc il existe une fonction croissante (constante) c4 donnée par

c4 : [0;+1[ ! [0;+1[
r 7! c;

(2.28)

telle que pour tout a; â 2 [0; am] et u (:; t) 2 L1 on a

j�(a; u (:; t))� �(â; u (:; t))j � (c4 ku (:; t)kL1) ja� âj :
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(2) Montrons que il existe une fonction croissante
c5 : [0;+1[ �! [0;+1[ telle que 8u (:; t) 2 L1; 8a 2 [0:am] ;

j�(a; u (:; t))j � c5 (ku (:; t)kL1) :

Soit x 2 R; on a

j�(a; u (:; t))xj = j�(a; I�(t); t)xj ;

d�après (H3) il existe c > 0 tel que

j�(a; I�(t); t)xj � c;

donc il existe une fonction croissante (constante) c5

c5 : [0;+1[ ! [0;+1[
r 7! c;

(2.29)

telle que 8u (:; t) 2 L1 a 2 [0; am] ;

j�(a; u (:; t))j � c5(ku (:; t)kL1):

(3) Montrons que il existe une fonction croissante
c6 : [0;+1[ �! [0;+1[ telle que 8u (:; t) ; u (:; s) 2 L1 et ku (:; t)k �
r; ku (:; s)k � r; alors

j�(a; u (:; t))� �(a; u (:; s))j � c6(r) ku (:; t)� u (:; s)kL1 :

Soit x 2 R; on a

j�(a; u (:; t))x� �(a; u (:; s))xj � j�(a; I�(t); t)x� �(a; I�(s); s)xj
� j�(a; I�(t); t)� �(a; I�(s); s)j jxj ;

d�après (H3) il existe c1 > 0 tel que

j�(a; u (:; t))� �(a; u (:; t))j � c1 jI�(t)� I�(s)j ; (2.30)

mais on a

jI�(t)� I�(s)j =
����amR
0


s(a) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; t)da

�
amR
0


s(a) exp

�
�

aR
0

m(�)d�

�
u(a; s)da

����
�

amR
0

j
�(a)j ju (a; t)� u (a; s)j da;
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alors de (H1) il existe c2 > 0 tel que

jI�(t)� I�(s)j � c2 ku (:; t)� u (:; s)kL1 : (2.31)

(2.30) et (2.31) implique, qu�il existe une fonction croissante (constante)
c6;

c6 [0;+1[ ! [0;+1[
r ! c = c1 + c2;

(2.32)

telle que 8u (:; t) ; u (:; s) 2 L1; ku (:; t)k � r et ku (:; s)k � r alors

j�(a; u (:; t))� �(a; u (:; s))j � c6(r)jju (:; t)� u (:; s) jjL1 :

En combinant (2.38), (2.29) et (2.32) on déduit que la fonction G as-
socieé au problème (P2) véri�e (H9). �

.Le théorème suivante montrer que la solution du problème (P2) est déf-
férentiable

Théorème 2.3. La solution du problème (P2), notée u (:; t) = S (t)u0; et
u 2 C1 [0; am]� ]0;+1[

Preuve. D�après (H5) on a u0 2 D (A) et de la Proposition 2.2 et le
Théorème 2.2, on obtient que S (t)u0 2 D (A) et

d

dt
u (:; t) =

d

dt
S (t)u0 = �AS (t)u0 8t � 0:

Alors u satisfait le problème (P2), ce qui montre la régularité de la
solution du problème (P2). �
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Chapitre 3
Méthode Numérique

Dans ce chapitre on propose une méthode numérique pour calculer une
solution approchée du problème (P1). Cette méthode proposée par Angulo et
al. [5] est une adaptation de la méthode des di¤érences �nies. On construit
un schéma numérique puis on montre la consistance de ce schéma. L�analyse
de la convergence du schéma est également étudiée.
Considérons le système structuré âge suivant:

8>>>>>><>>>>>>:

ua + ut = �(m(a) + �(a; I�(t); t)u; 0 < a � am; t > 0;

u(0; t) =
amR
0

�(a; I�(t); t)u(a; t)da; t � 0;

u(a; 0) = u0(a); 0 � a � am;

Is(t) =
amR
0


s(a)u(a; t)da; t � 0; s = �; �:

où 
u; 
�; m; �; �; u0 satisfont les conditions suivantes:

(H1) 
u; 
� 2 C2([0; am])

(H2) m 2 C2[0; am);m � 0;
R am
0

m(�)d� = +1

(H3) � 2 C2([0; am]�[�"; P (T )



�

1+"]�[0; T ]) où P (T ) = P0 exp (t k�k1)

et � � 0

(H4) � 2 C2([0; am]� [�"; P (T ) k
�k1 + "]� [0; T ]); � � 0

(H5) u0 2 C2([0; am]); u0 � 0; u0(0) =
R am
0

�(a; I�(0); 0)u0(a)da

et lim
a�!am

u0(a) exp
R am
0

m(s)ds < +1

D�après le chapitre 1 le problème structuré en âge précédent admet une
solution unique. De plus d�après les Théorèmes de régularités (voir [15]), on
peut montrer que u 2 C2([0; am]� [0; T ]) et u(a; t) � 0;8a 2 [0; am];8t � 0:
Posons a� t = c; on obtient

d

dt
u(t+ c; t) = �(m(t+ c) + �(t+ c; I�(t); t))u(t+ c; t);
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alors on a pour 0 < �a < am; h > 0; et �a+ h < am

u(�a+h; t0+h) = u(�a; t0) exp(�
Z h

0

[m(�a+ �)+�(�a+ � ; I�(t0+ �); t0+ �)]d�):

Soit A� 2 (0; am) telle que m soit borné sur [0; A�] ; et dé�nissons la fonction
f par

f(a) =

Z a

0

m(s)ds;

il est claire que f(am) = +1:
On considère une discrétisation uniforme de l�intervalle [0; A�] de pas h = A�

J�

(avec J� un entier positif). Soient J =
�
am
h

�
le nombre de points de discriti-

sation de l�intervalle [0; am] ; et N =
�
T
h

�
le nombre de points de discritisation

de l�intervalle [0; T ] : On dé�nit les noeuds d�un maillage régulier (aj; tn) =
(jh; nh) pour j 2 f0; :::; Jg et n 2 f0; :::; Ng ; avec aj+ 1

2
= aj +

h
2
= (j+ 1

2
)h;

et tn+ 1
2
= tn +

h
2
= (n + 1

2
)h: On note Un = (Un0 ; U

n
1 ; U

n
2 ; :::; U

n
j ); U

0 =

(U00 ; U
0
1 ; U

0
2 ; :::; U

0
J); U0 = (U

1
0 ; U

2
0 ; U

3
0 ; :::; U

N
0 ) et U

n+ 1
2 =

h
U
n+ 1

2
1
2

; U
n+ 1

2
3
2

; :::; U
n+ 1

2

j� 1
2

i
tels que Unj est la valeur de la solution déscrète approchée au point (aj; tn)
Considérons le schéma numérique suivante pour 0 � n � N � 1:
Pour 0 � j � J� � 1;

Un+1j+1 = Unj exp(�h[m(aj+ 1
2
) + �(aj+ 1

2
; '�h(
�U

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)]);

pour J� � j � J � 1;

Un+1j+1 = Unj exp(f(aj)� f(aj+1)) exp(�h�(aj+ 1
2
; '�h(
�U

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
));

pour 0 � n � N � 1;

Un+10 = 'h(�(U
n+1)Un+1);

où
�(un)j = �(aj; 'h(


n
�U); tn); 0 � j � J;

et l�approximation des demi noeuds par: pour 0 � n � N � 1;
pour 0 � j � J� � 1;

U
n+ 1

2

j+ 1
2

= unj exp(�
h

2
[m(aj) + �(aj; 'h(
�U

n); tn)])
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et pour J� � j � J � 1;

U
n+ 1

2

j+ 1
2

= unj exp f(aj)� f(aj+1)) exp(�
h

2
�(aj; 'h(
�U

n); tn))

où on a posé

'h(v) = hv1 +
J�1X
j=1

h
2
(vj + vj+1) v = (v0;v1;:::; vJ);

'�h (v) =
J�1X
j=0

hvj+ 1
2

v = (v 1
2
;v 3

2
;:::; vJ� 1

2
):

Dé�nissons les deux espaces Xh et Yh tels que Xh = (RJ+1)N+1 et Yh =
RJ+1 �RN � (RJ)N munis des normes suivantes:

kv0; v1; :::; vnkXh = max0�n�N kv
nk1J+1 ; (v0; v

1; :::; vn) 2 Xh



P 0; P0; P 1; P 2; :::; PN

Yh = kP0k1J + kP 0k1N +
NX
N=1

h kP nk1J :

(P 0; P0; P
1; P 2; :::; PN) 2 Yh:

3.1 Consistence
Notre but dans ce paragraphe est de montrer que le schéma numérique

précédent est consistant. On aurra besoin du lemme suivant. Soit B1J+1
(unh; ")

la boule de centre unh et de rayon " où uh la solution exact du problème (P1),
unh = (u

n
1 ; u

n
2 ; :::; u

n
J) et u

n
j = u(aj; tn):

Lemme 3.1. (Angulo [5]) Soit vn 2 B1J+1(u
n
h; "); avec les hypothèses

(H1)-(H5). Alors, pour h su¢ samment petit on a

'h(
�v
n) 2

�
��"; P (T )




�

1 + �"� ; 0 � n � N;

et
'�h(
�v

n+ 1
2 ) 2

�
��"; P (T )




�

1 + �"� ; 0 � n � N � 1;
où � = �; �:
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Théorème 3.1. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) ont lieu et soient
vn; wn 2 B1 J+1(u

n
h; "). Alors, pour h su¢ samment petit et 0 � j �

J � 1 on a��'h(
�vn)� 'h(
�w
n)
�� � C kvn � wnk1J+1 ; 1 � n � N;

jvn+
1
2

j+ 1
2

� w
n+ 1

2

j+ 1
2

j �
��vnj � wnj

��+ Ch kvn � wnk1 J+1 ; 0 � n � N � 1;���'�h(
�vn+ 1
2 )� '�h(
�w

n+ 1
2 )
��� � C kvn � wnk1 J+1 ; 0 � n � N � 1;

j'h(�(vn)vn)� 'h(�(w
n)wn)j � C kvn � wnk1J+1 ; 1 < n < N;

où kvnk1J+1 =
JX
j=0

hjvjj; � = �; �:

Preuve. Montrons que pour tout 1 � n � N;��'h(
�vn)� 'h(
�w
n)
�� � C kvn � wnk1J+1 :

On a��'h(
�vn)� 'h(
�w
n)
�� �

��h �
�vn�1 � h(
�w
n)1

+
J�1X
j=1

h
2

�
(
�v

n)j + (
�w
n)j+1

�
�

J�1X
j=1

h
2
((
�w

n)j + (
�w
n)j+1)

�����
� hj(
�vn)1 � (
�wn)1j

+
J�1X
j=1

h
2
j(
�vn)j � (
�wn)jj

+
J�1X
j=1

h
2
j(
�vn)j+1 � (
�wn)j+1j;

(3.1)

mais ��(
�vn)j � (
�wn)j�� = ��
�(aj)vnj � 
�(aj)w
n
j

�� ;
d�après (H1) il existe C > 0; tel que pour 0 � j � J;��(
�vn)j � (
�wn)j�� � Cjvnj � wnj j: (3.2)
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De (3.1) et (3.2) on obtient

��'h(
�vn)� 'h(
�w
n)
�� � Chjvn1 � wn1 j+ C

J�1X
j=1

h
2
jvnj � wnj j

+C
J�1X
j=1

h
2
jvnj+1 � wnj+1j

� C kvn � wnk1 J+1 :

Montrons que pour 0 � j � J � 1 et 0 � n � N � 1;

jvn+
1
2

j+ 1
2

� w
n+ 1

2

j+ 1
2

j �
��vnj � wnj

��+ Ch kvn � wnk1 J+1 :

Pour 0 � j � J� � 1; on a

v
n+ 1

2

j+ 1
2

� w
n+ 1

2

j+ 1
2

= vj exp

�
�h
2
[m(aj) + �(aj; 'h(
�v

n); tn)]

�
(3.3)

�wj exp
�
�h
2

�
m(aj) + �(aj; 'h(
�w

n); tn)
��

= (vnj � wnj ) exp

�
�h
2

�
m(aj) + �(aj; 'h(
�v

n); tn)
��

+wnj exp

�
�h
2
m(aj)

��
exp

�
�h
2
�(aj; 'h(
�v

n); tn)

�
� exp

�
�h
2
�(aj; 'h(
�w

n); tn)

��
;

de la même manière, pour J� � j � J � 1 on obtient

v
n+ 1

2

j+ 1
2

� w
n+ 1

2

j+ 1
2

=

(vnj � wnj ) exp
�
f(aj)� f(aj+ 1

2
)
�
exp

�
�h
2
�(aj; 'h(
�v

n); tn)
�

+wnj exp
�
f(aj)� f(aj+ 1

2
)
� �
exp

�
�h
2
�(aj; 'h(
�v

n); tn)
�

� exp
�
�h
2
�(aj; 'h(
�w

n); tn)
��
:

(3.4)

D�après la première inégalité du Théorème 3.1, et comme kwnk1 J+1 <
C avec (3.3) et (3.4), alors pour 0 � j � J � 1 et 0 � n � N � 1 on a���vn+ 1

2

j+ 1
2

� w
n+ 1

2

j+ 1
2

��� �
��vnj � wnj

��+ Ch
��'h �
�vn�� 'h(
�w

n)
��

�
��vnj � wnj

��+ Ch kvn � wnk1 J+1 :
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Montrons que pour tout 0 � n � N � 1;���'�h �
�vn+ 1
2

�
� '�h

�

�w

n+ 1
2

���� � C kvn � wnk1 J+1 :

On a���'�h �
�vn+ 1
2

�
� '�h

�

�w

n+ 1
2

���� = ���'�h �
� hvn+ 1
2 � wn+

1
2

i���� ; (3.5)

De (H1) et le Lemme 3.1 on trouve���'�h �
�vn+ 1
2

�
� '�h

�

�w

n+ 1
2

���� � C

J�1X
i=1

h
���vn+ 1

2

i+ 1
2

� w
n+ 1

2

i+ 1
2

��� ; (3.6)

D�après la dexième inégalité du Théorème 3.1 on obtient���vn+ 1
2

i+ 1
2

� w
n+ 1

2

i+ 1
2

��� � C
��vnj � wnj

��+ Ch kvn � wnk1 J+1 ; (3.7)

(3.5)�(3.7) nous donne pour 0 � n � N � 1;���'�h �
�vn+ 1
2

�
� '�h

�

�w

n+ 1
2

���� � C
J�1X
i=1

h
��vnj � wnj

��
+C

J�1X
i=1

h2 kvn � wnk1 J+1

� C kvn � wnk1 J+1
Montrons que pour 1 < n < N;

j'h(�(vn)vn)� 'h(�(w
n)wn)j � C kvn � wnk1J+1 :

On a
j'h(�(vn)vn)� 'h(�(w

n)wn)j
= jh(�(vn)1vn)1 � h(�(wn)1w

n)1

+

J�1X
j=1

h=2
�
(�(vn)jv

n)j + (�(v
n)

j+1
vn)j+1)

�
�

+

J�1X
j=1

h=2[(�(wn)jw
n)j + (�(w

n)
j+1
wn)j+1]

�����
� h j(�(vn)1vn)1 � (�(wn)1wn)1j

+
J�1X
j=1

h=2
��(�((vn)

j
vn)j � (�(wn)jwn)j

��
+

J�1X
j=1

h=2
��(�((vn)

j+1
vn)j+1 � (�(wn)j+1wn)j+1

��

(3.8)
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mais ��(�(vn)
j
vn)j � (�(wn)jwn)j

��
=
���(aj;'h(
�vn); tn)vnj � �(aj; 'h(
�w

n); tn)w
n
j

��
� j�(aj;'h(
�vn); tn)j

��vnj � wnj
��

+
��wnj �� j�(aj;'h(
�vn); tn)� �(aj;'h(
�w

n); tn)j

(3.9)

alors le Lemme 3.1, (H4) et kwnk1 J+1 < C implique qu�il existe C > 0
tel que��(�(vn)

j
vn)j � (�(wn)jwn)j

�� � C
��vnj � wnj

��
+C j'h(
�vn)� 'h(
�w

n)j : (3.10)

La première inégalité du Théorème 3.1 et (3.10) entraînent qu�il existe
C > 0 tel que pour tout 1 � j � J��(�(vn)

j
vn)j � (�(wn)jwn)j

�� � C
��vnj � wnj

��+ C kvn � wnk1J+1 ;
(3.11)

les inégalités (1.8)-(1.11) entrainent qu�il existe C > 0; tel que

j'h(�(vn)vn)� 'h(�(w
n)wn)j

� Ch jvn1 � wn1 j+ Ch kvn � wnk1j+1

+C
J�1X
j=1

h=2
h
C
��vnj � wnj

��+ C kvn � wnk1j+1
i

+C
J�1X
j=1

h=2
h
C
��vnj+1 � wnj+1

��+ C kvn � wnk1j+1
i

alors

j'h(�(vn)vn)� 'h(�(w
n)wn)j � C kvn � wnk1;j+1 :

D�où le résultat. �

Proposition 3.1. Dé�nissons Ln+1j+1 par 80 � n � N � 1; 0 � j � J� � 1

Ln+1j+1 =
1

h

h
un+1j+1 � exp

�
m(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; '�h(
�u

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)
�i
;

et pour J� � j � J � 1

Ln+1j+1 =
1

h

h
un+1j+1 � exp (f (aj) f (aj+1)) exp�(aj+ 1

2
; '�h(
�u

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)
i
:
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Alors, il existe C > 0 tel que ��Ln+1j+1

�� � Ch2:

Preuve. Pour 0 � j � J� � 1; on a��Ln+1j+1

�� �
junj j
h

n���exp�� R h0 [m (aj + �) + � (aj + �; I� (tn + �) ; tn + �)] d�
�

� exp�h
h
m(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; '�h(
�u

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)
i���o

� junj j
h

n���exp(� R h0 (m (aj + �) + � (aj + �; I� (tn + �) ; tn + �))d�)

� exp
�
�h[m(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; I�(tn+ 1

2
); tn+ 1

2
)]
����

+
���exp��h hm(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; I�(tn+ 1

2
); tn+ 1

2
)
i�

� exp
�
�h[m

�
aj+ 1

2

�
+ �(aj+ 1

2
; '�h(
�u

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)]
����o ;

(3.12)
posons

K1 =

����exp(�Z h

0

(m (aj + �) + � (aj + �; I� (tn + �) ; tn + �))d�

� exp
�
�h
h
m(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; I�(tn+ 1

2
); tn+ 1

2
)
i����

et

K2 =
���exp��h hm(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; I�(tn+ 1

2
); tn+ 1

2
)
i�

� exp
�
�h[m

�
aj+ 1

2

�
+ �(aj+ 1

2
; '�h(
�u

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)]
����

comme la fonction exp est lipschitizienne, alors il existe C > 0 tel que

K1 � C

����Z h

0

m (aj + �) d� � hm(aj+ 1
2
)

����
+C

����Z h

0

�(aj + �; I� (tn + �) ; tn + �)d� (3.13)

� h[�(aj+ 1
2
; I�(tn+ 1

2
); tn+ 1

2
)]
��� ;
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d�autre part on a���R h0 m (aj + �) d� � hm(aj+ 1
2
)
���

�
����R h0 m (aj + �) d� � h

m(a
j+1

2
)+m(aj)

2

����
+
���hm(aj+1)+m(aj)2

� hm(aj+ 1
2
)
���

(3.14)

un développement de Taylor de m donne

m (aj + �) = m (aj) + �m0 (aj) +
�2

2
m00 ��j� ;

et

m (aj + �) = m (aj+1) + (� � h)m0 (aj+1)

+
(� � h) 2

2
m00(�0j)

= m (aj+1) + (� � h)m0 (aj)

+ (� � h) 2hm00(�00j ) +
(� � h) 2

2
m00 ��0j� ;

on obtient donc

m (aj + �) =
1

2
[m (aj) +m (aj+1) + (2� � h)m0 (aj) +

�2

2
m00 (�i) + (� � h)hm00 (�00i ) +

(� � h) 2

2
m00 (�0i)]:

En intégrant l�égalité précédente, on trouveR h
0
m (aj + �) d� = h

2
(m (aj)) +m (aj+1)

+1
2

R h
0
(2� � h)m0 (aj) d�

+1
2

R h
0

h
�2

2
m00 (�i) + (� � h)hm00 (�00i )

+ (��h)2
2

m00 (�0i)
i
d�:

(3.15)

De plusZ h

0

(2� � h)m0 (aj) d� = m0 (aj)

�
2� � h

2

�2�����
h

0

= 0; (3.16)
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����Z h

0

(� � h) 2

2
m00 (�0i)

���� d� � Ch3; (3.17)

����Z h

0

h (� � h)hm00 (�00i )

���� d� � Ch3; (3.18)

et ����Z h

0

(� � h) 2

2
m00 (�0i)

���� d� � Ch3: (3.19)

En combinant (3.15)-(3.19) on déduit que����Z h

0

m (aj + �) d� � h

�
m (aj) +m (aj+1)

2

����� � Ch3: (3.20)

D�autre part, on a

m (aj+1) = m(aj+ 1
2
) +

h

2
m0(aj+ 1

2
) +

h2

4
m00 (�i) ;

et

m (aj) = m(aj+ 1
2
)� h

2
m0(aj+ 1

2
) +

h2

4
m00 (�0i) ;

alors

h
m (aj) +m (aj+1)

2
= hm(aj+ 1

2
) +

h3

4
m00 (�i)

+h3

4
m00 (�0i) ;

d�après (H1) on trouve����h�m (aj+1)�m (aj)

2

�
� hm(aj+ 1

2
)

���� � Ch3: (3.21)

De (3.20) et (3.21) on déduit que����Z h

0

m (aj + �) d� � hm
�
aj+ 1

2

����� � Ch3: (3.22)

De même on peut montrer que����Z h

0

�(aj + �; I� (tn + �) ; tn + �)d� � h�(aj+ 1
2
; I�(tn+ 1

2
); tn+ 1

2
)

���� � Ch3:

(3.23)
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D�après les relations (3.13), (3.22) et (3.23) il existe C > 0; tel que

K1 � Ch3: (3.24)

D�autre part,
K2 � Ch

���I�(tn+ 1
2
)� '�h(
�u

n+ 1
2 )
���

et comme ���I� �tn+ 1
2

�
� '�h

�

�u

n+ 1
2

���� � Ch2;

on obtient donc
K2 � Ch3: (3.25)

Etant donné que
��unj �� est bornée, de (3.12), (3.24) et (3.25) on déduit

que ��Ln+1j+1

�� � Ch2; (3.26)

pour 0 � j � J� � 1: Le meme raisonnement nous donne pour J� �
j � J � 1; ��Ln+1j+1

�� � Ch2: (3.27)

De (3.26) et (3.27), pour 0 � j � J � 1et 0 � n � N � 1; on déduit
que ��Ln+1j+1

�� � Ch2:

�

Lemme 3.2. Soit BXh(uh;Mh) � Xh la boule ouverte de centre uh et rayon
Mh > 0: Dé�nissons la fonction  h par

 h : B(uh;Mh)! Yh;

où
 h(v

0; v1; v2; :::vn) = (p0; p0; p
1:::pn);

tel que
p0 = v0 � U0 2 Rj+1;

pn0 = vn0 � 'h(�(v
n)vn); n 2 f1; :::; Ng ;

où pour tout 1 � n � N � 1; 0 � j � J� � 1;

pn+1j+1 = vn+1j+1 � vnj exp
�
�h
h
m(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; '�h(
�v

n+1=2); tn+ 1
2
)
i�
;

68



et pour 1 � n � N � 1; 0 � j � J � 1;

pn+1j+1 = vn+1j+1�vnj exp(f(aj)�f(aj+1)) exp(�h�(aj+ 1
2
; '�h(
uv

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)):

Alors pour Mh � Ch la fonction  h est bien dé�ni.

Preuve. Soit (v0; v1; :::; vn); (w0; w1; :::; wn) 2 BXh(uh;Mh) tels que (v0; v1; :::; vn) =
(w0; w1; :::; wn); il est clair que

 h(v
0; v1; :::; vn) =  h(w

0; w1; :::; wn):

Il reste à montrer que quelque soit (v0; v1; :::; vn) 2 BXh(uh;Mh); alors
 h(v

0; v1; :::; vn) 2 Yh; c�est-à-dire montrons que k h(v0; v1; :::; vn)kYh < +1:

On a p0 = v0 � U0 2 RJ+1;
comme kv0k < +1 et kU0k < +1; alors

k p0 k1;J+1= max
0�j�J

��p0j �� = max
0�j�J

��v0j � U0j
�� < +1: (3.28)

D�autre part, pour tout n 2 f1; :::; Ng on a

pn0 = vn0 � 'h(�(v
n)vn);

d�ou
jpn0 j = jvn0 � h(�(vn)vn)1

+
J�1X
j=1

h
2
[(�(vn)vn)j + �((vn)vn)j+1]

�����
= jvn0 � h(�(a1; 'h(
�v

n); t1)v
n
1 )

+

J�1X
j=1

h
2

�
�(aj; 'h(
�v

n); tn)v
n
j )

+�(aj+1; 'h(
�v
n); tn)v

n
j+1)]

��
d�aprés le Lemme 3.1 et (H4) il existe C > 0 tel que

j�(aj; 'h(
�vn); tn)j < C:
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On obtient donc

jpn0 j � jvn0 j+ Ch jvn1 j+ C

J�1X
j=1

h=2
��vnj ��+ C

J�1X
j=1

h=2
��vnj+1�� ;

il en résulte que pour tout n 2 f1; :::; Ng on a

jpn0 j � C kvnk1J+1 ;

d�où
kp0k1N < +1: (3.29)

D�autre part,��pn+1j+1

�� = 1

h

���vn+1j+1 � vnj exp(�h[m(aj+ 1
2
) + �(aj+ 1

2
; 'h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)])
��� ;

alors��pn+1j+1

�� � 1

h

��vn+1j+1 � un+1j+1

��+ ��Ln+1j+1

��
+

����unjh exp(�h[m(aj+ 1
2
) + �(aj+ 1

2
; 'h(
�u

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)])

�
vnj
h
exp(�h[m(aj+ 1

2
) + �(aj+ 1

2
; 'h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)])

���� ;
le Lemme 3.1 et le Théorème 3.1 entrainent que��pn+1j+1

�� � 1

h

��vn+1j+1 � un+1j+1

��+ ��Ln+1j+1

��+ 1
h

��unj � vnj
��+ C kun � vnk1J :

D�après la Proposition 3.1 on a
��Ln+1j+1

�� � Ch2 et comme
��vn+1j+1 � un+1j+1

�� �
Mh;

��unj � vnj
�� �Mh; kun � vnk1J �Mh; et Mh � Ch; on obtient que��pn+1j+1

�� � C; (3.30)

De (3.28), (3.29) et (3.30) on déduit que

(p0; p0; p
1; :::; pn) 2 Yh:

Donc  h est bien dé�nie pour Mh � Ch: �
Dé�nissons maintenant l�erreur de consistance par

Eh =k  h(uh) kYh= kIh(uh)kYh :
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Dé�nition 3.1. On dit que le schéma numérique précédent est consistant,
si et seulement si l�erreur de consistance, Eh =k  h(uh) kYh! 0 quand
h! 0; où bien

lim
h!0

k  h(uh) kYh= lim
h!0

kIh(uh)kYh = 0:

Le théorème suivante nous donne une condition su¢ sante pour l�obtention
de la consistence du schéma numérique

Théorème 3.2. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) ont lieu et soit h
su¢ samment petit. Alors le schéma numérique précédent est consis-
tant, de plus

k h (uh)kYh �


u0 � U0




1J+1 + 0

�
h2
�
:

Preuve. On a  h (uh) =
�
L0; L0; L

1; L2; :::; LN
�
: D�après la proposition 3.1,

pour 0 � j � J � 1 et 0 � n � N � 1 on a��Ln+1j+1

�� � Ch2: (3.31)

De plus d�aprés la preuve de la Proposition 3.1 on déduit qu�il exist
C > 0 tel que

jLn0 j �
Z am

0

� (a; I�(tn); tn)u(a; tn)da� 'h(�(u
n)un)

� Ch2 +
��I�(tn)� 'h(
�u

n)
�� ;

d�après Angulo [5] on a l�inégalité suivante��I�(tn)� 'h(
�u
n)
�� � Ch2;

on obtient donc, pour 0 � n � N;

jLn0 j � Ch2: (3.32)

De (3.31) et (3.32) il existe C > 0 tel que

k h (uh)kYh =


L0

1J+1 + kL0k1N + n=NX

n=1

h kLnk1J

�


L0

1J+1 + Ch2;

d�ou
k h (uh)kYh �



u0 � U0


+ 0(h2):

�
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3.2 Stabilité du Schéma Numérique
Notre but dans ce paragraphe est de montrer que le schéma numérique

proposé est stable par rapport au seuil Mh: Dé�nissons l�ensembe H par

H = fh j h = A=J�; J� 2 N�g :

Dé�nition 3.2. On dit qu�une schéma numérique est stable par rapport au
seuilMh; s�il existe deux constantes positives h0 et S telles que quelque
soit h 2 H avec h < h0 et quelque soit Vh;Wh 2 B(uh;Mh) alors

kVh �WhkXh � S k h(Vh)�  h(Wh)kYh :

Le théorème suivant nous donne la stabilité du schéma numérique par
rapport au seuil Mh:

Théorème 3.3. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) ont lieu et soit h
su¢ samment petit, alors le schéma numérique précédent est stable par
rapport au seuil Mh = Ch; c�est à dire que 9h0; S > 0;8h < h0 et
8vh; wh 2 B(uh; Ch)

kvh � whkXh � S k h(vh)�  h(wh)kYh :

Preuve. Soit
�
v0; v1; :::; vN

�
;
�
w0; w1; :::; wN

�
2 BXh (uh;Mh) ; posons

En = vn � wn 2 RJ+1 0 � n � N;

 h
�
v0; v0; v

1; :::; vN
�
=
�
P 0; P0; P

1; :::; PN
�
;

et
 h
�
w0; w0; w

1; :::; wN
�
=
�
R0; R0; R

1; :::; RN
�
:

Pour 0 � j � J� � 1 on a

En+1j+1 = vnj � wnj

= vnj exp(�h[m(aj+ 1
2
) + �(aj+ 1

2
; '�h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)])

�wnj exp(�h[m(aj+ 1
2
) + �(aj+ 1

2
; '�h(
�w

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)])

+h(P n+1j+1 �Rn+1j+1 );
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alors

En+1j+1 = Enj exp(�h[m(aj+ 1
2
) + �(aj+ 1

2
; '�h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)])

+wnj exp(�hm(aj+ 1
2
))[exp(�h�(aj+ 1

2
; '�h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
))

� exp(�h�(aj+ 1
2
; '�h(
�w

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
))]

+h(P n+1j+1 �Rn+1j+1 );

de la même manière, pour J� � j � J � 1 on a

En+1j+1 = Enj exp(f(aj)� f(aj+1)) exp(�h�(aj+ 1
2
; '�h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
))

+wnj exp(f(aj)� f(aj+1))
h
exp

�
�h�(aj+ 1

2
; '�h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
)
�

� exp(�h�(aj+ 1
2
; '�h(
�w

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
))
i

+h(P n+1j+1 �Rn+1j+1 );

d�après (H3), le Théorème (3.1) et comme kwk1J+1 < +1 on déduit
que ��En+1j+1

�� �
��Enj ��+ Ch

���'�h(
�vn+ 1
2 )� '�h(
�w

n+ 1
2 )
���

+h
��P n+1j+1 �Rn+1j+1

�� (3.33)

�
��Enj ��+ Ch kEnk1J+1 + h

��P n+1j+1 �Rn+1j+1

�� :
Pour N � n > j � 1 on obtient par reccurence que

��Enj �� �
��En�j0

��+ Ch

jX
i=1



En�i


1J+1

+ h

j�1X
i=0

��P n�ij�i �Rn�ij�i
��

�
��En�j0

��+ Ch

n�1X
i=0



Ei


1J+1

+ h
nX
i=0



P i �Ri



1J

; (3.34)

et pour J � j � N � 1

��Enj �� �
��E0j�n��+ Ch

nX
i=1



En�i


1J+1

+ h
n�1X
i=0

��P n�ij�i �Rn�ij�i
��

�
��E0j�n��+ Ch

n�1X
i=0



Ei


1J+1

+ h

nX
i=1



P i �Ri



1j
: (3.35)
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D�autre part, on a

En0 = 'h (� (v
n) vn)� 'h (� (w

n)wn) + (P n0 �Rn0 )

= 'h (� (v
n)En) + 'h ([� (v

n)� � (wn)]wn) + (P n0 �Rn0 ) ;

d�aprés (H3), le Théorème 3.1, et puisque kwnk1J+1
< 1; alors pour

tout 0 � n � N on a

jEn0 j � C kEnk
1J+1

+ C j'h (
� (vn))� 'h (
� (w
n))j

+ jP n0 �Rn0 j
� C kEnk

1J+1
+ jP n0 �Rn0 j : (3.36)

En combinant (3.34), (3.35) et (3.36) on aura

kEnk1j+1 = h jEn0 j+
n�1X
j=1

h
��Enj ��+ jX

j=n

h
��Enj ��

� h
�
C kEnk1j+1 + jP

n
0 �Rn0 j

�
+

n�1X
j=1

h

 ��En�10

��+ Ch
n�1X
i=0



Ei


1J+1

+ h
nX
i=1



P i �Ri



1J

!

+
JX
j=n

h

 ��E0j�n��+ Ch
n�1X
i=0



Ei


1J+1

+ h
nX
i=1



P i �Ri



1J

!
;

ceci implique que

kEnk
1J+1

� C


E0



1J+1
+ h

�
C kEnk

1J+1
+ jP n0 �Rn0 j

�
+
n�1X
j=1

h
�
C


En�j



1J+1
+
��P n�j0 �Rn�j0

���+
Ch

n�1X
i=0



Ei


1J+1

+ Ch
nX
i=1



P i �Ri



1J

� C


E0

+ Ch

nX
i=0



Ei


1J+1

+C
nX
i=1

h
��P i0 �Ri0

��+ Ch
nX
i=1



P i �Ri



1J

;
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par récurence on obtient que

kEnk
1J+1

� C


E0



1J+1
+ C

nX
i=1

h
��P i0 �Ri0

��+ Ch

nX
i=1



P i �Ri



1J

� C

 

E0

1J+1
+ kP0 �R0k1N

+ h

nX
i=1



P i �Ri



1J

!
:

On a pour N � n > j � 1;

��Enj �� � ��En�j0

��+ Ch

n�1X
i=0



Ei


1J+1

+ h
nX
i=1



P i �Ri



1J

;

pour J � j � N � 1

��Enj �� � ��E0j�n��+ Ch
n�1X
i=0



Ei


1J+1

+ h
nX
i=1



P i �Ri



1J ;

et pour 0 � n � N

jEn0 j � C kEnk
1J+1

+ jP n0 �Rn0 j :

Alors pour tout 0 � n � N on déduit que

kEnk1J+1
� C

 

E0

1J+1
+ kP0 �R0k1N

+ h
nX
i=1



P i �Ri



1J

!
:

Finalement, prenons S = C alors quelque soit h0 2 H on obtient

kvh � whkXh � S k h (vh)�  h (wh)kYh :

Ce qui montre que le schéma numérique précédent est stable par rap-
port au seuil Mh �

Remarque 3.1. Le théorème précedent reste vrai pour vh etwh sont bornées.

Notre but dans ce paragraphe est de montrer que le schéma numérique
proposé est stable.

Dé�nition 3.3. On dit qu�un schéma numérique est stable si et selment si
la solution approchée est bornée, c-à-d s�il existe C > 0 tel que pour
tout 0 � n � N; kUnk1J+1

� C:
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On a le résultat suivant sur la stabilité du schéma numérique.

Théorème 3.4. le schéma numérique précédent est stable, c�est à dire qu�il
existe C > 0; tel que pour 0 � n � N; kUnk1J+1

� C:

Preuve. On a pour 0 � j � J� � 1;

Un+1j+1 = Unj exp
�
�h
h
m
�
aj+ 1

2

�
+ �

�
aj+ 1

2
; 'h

�

�U

n+1
2

�
; tn+ 1

2

�i�
;

et pour J� � j � J � 1;

Un+1j+1 = Unj exp (f (aj)� f (aj+1))

exp
h
�h�

�
aj+ 1

2
; 'h

�

�U

n+ 1
2

�
; tn+ 1

2

�i
;

avec 0 � n � N � 1;

Un+10 = 'h
�
�
�
Un+1

�
Un+1

�
: (3.37)

De (3.37), et 80 � j � J � 1 on obtient que��Un+1j+1

�� � ��Unj �� :
Pour n > j on a ��Unj �� � ��Un�j0

�� ;
et pour n � j on déduit que il existe C > 0 tel que��Unj �� � ��U0j�n�� � C:

Pour démontrer quekUnk1J+1
est bornée il su¢ t de montrer que jUn0 j

est bornée pour 1 � n � N: Si n = 1 on a

U10 = 'h
�
�
�
U1
�
U1
�
=

h
�
�
�
U1
�
U1
�
1
+

J�1X
i=1

h

2

h�
�
�
U1
�
U1
�
j
+
�
�
�
U1
�
U1
�
j+1

i
;

or on a pour 81 � j � J����� �U1�U1�
j

��� � ��� �aj; 'h �
1�U� :t1��� ��u1j �� � C
��U0j�1�� ;
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donc ��U10 �� = ��'h �� �U1�U1��� � C


U0

1J+1

: (3.38)

Supposons que
��Uk0 �� est bornée pour 2 � k � n; c�est-à-dire il existe

C > 0 tel que
��Uk0 �� � C et montrons que

��Un+10

�� est bornée. On a��Un+10

�� �
��h �� �Un+1�Un+1�

1
(3.39)

+
J�1X
i=1

h

2

h�
�
�
Un+1

�
Un+1

�
j
+
�
�
�
Un+1

�
Un+1

�
j+1

i����� ;
d�autre part d�après le Lemme 3.1 on obtient que���� �Un+1�Un+1�

1

�� �
��� �a1; 'h �
n+1� Un+1

�
; tn+1

��� ��Un+11

��
� C jUn0 j � C (3.40)

et pour 2 � j � J on a����� �Un+1�Un+1�
j

��� � ��� �aj; 'h �
�Un+1� ; tn+1��� ��Un+1j

�� ;
� C

��Unj�1�� � C (3.41)

Car
��Uk0 �� � C pour 2 � k � n: Alors d�aprés (3.38)-(3.41) il existe

C > 0 tel que ��Un+10

�� � C:

On déduit que 80 � j � J; 0 � n � N;��Unj �� � C;

d�ou 80 � n � N;
kUnk1J+1

< C:

D�où le résultat �

3.4 Convergence du Schéma Numérique
Notre but dans ce paragraphe est de montrer la convergence du schéma

numérique.
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Dé�nition 4.5. Dé�nissons l�erreur de convergence par kehkXh = kuh � UhkXh :
On dit qu�un schéma numérique est convergent si et seulement si l�erreur
de convergence kehkXh ! 0 quand h! 0:

On aurra besoin du théorème suivant (voir [19]).

Théorème 3.5 (cf. [19]). Si la fonction  h est continue sur B (uh;Mh) ;
et le schéma numérique précédent est consistant et stable par rapport
au seuil Mh; et kIhkyh = o (Mh) : Alors
1. il existe une unique solution approchée

�
U0; U1; :::UN

�
appartenant

à B (uh;Mh) telle que  h
�
U0; U1; :::; UN

�
= 0;

2. la solution
�
U0; U1; :::UN

�
est converge vers la solution exacte et

kehkXh � 0
�
kIhkYh

�
:

Le théorème suivant nous donne une condition su¢ sante pour avoir la
convergence du schéma numérique.

Théorème 3.6. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) ont lieu. Alors
si Mh � Ch; il existe une unique solution approchée

�
U0; U1; :::; UN

�
appartenant à B (uh;Mh) satisfaisant

k uh � Uh kXh� C


u0 � U0




1 + 0(h

2):

Preuve. D�aprés les Théorèmes 3.2 et 3.3 le schéma numérique est consistant
et stable par rapport au seuil Mh � Ch: Pour ku0 � U0k1 � h2;on a
kIhkXh = o(Mh): Alors pour démontrer le Théoreme 3.6, montrons que
la fonction  h; est continue sur B(uh;Mh): Comme la fonction  h est
bien dé�nie pour Mh � Ch; il reste à montrer que pour tout suite
((vh)m)m2N dans B(uh;Mh) qui converge vers vh; alors ( h(vh)m)m2N
converge vers  h(vh):
Soit (vh)m ! vh; simplement on a

 h(vh)m = (
�
P 0
�
m
; (P0)m ;

�
p1
�
m
; :::;

�
pN
�
m
);

 h(vh) = (R0; R0; R
1; R2; :::; RN);

et

k h(vh)m �  h(vh)kXh = k(P 0)m �R0k1j+1
+ k(P0)m �R0k1N

+

NX
n=1

h k(P n)m �Rnk1J :
(3.42)
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Mais

�P 0�
m
�R0




1j+1 =



(v0)m � v0



1j+1 � k(vh)m � vhkXh : (3.43)

Pour tout 0 � n � N il existe C > 0 tel que

jP n0 �Rn0 j = j[(vn0 )m � 'h(�((v
n)m (v

n)m)

� (vn0 � 'h(�(v
n)vn))]j

� j(vn0 )m � vn0 j+ C k(vn)m � vnk1j+1
� C k(vh)m � (vh)kXh ;

donc 

p0 �R0



1N � C k(vh)m � (vh)kXh : (3.44)

D�autre part, pour 0 � n � n� 1 et 0 � j � J� � 1 on a���pn+1i+1

�
m
�Rn+1i+1

�� =������
(vn+1i+1 )m � (vni )m exp

h
�h(mi+ 1

2
+ �(ai+ 1

2
; 'h(
�v

n+ 1
2 )m; tn+ 1

2
))
i

h
�

(vn+1i+1 )� (vni ) exp
h
�h(m(ai+ 1

2
) + �(ai+ 1

2
; 'h(
�v

n+ 1
2 ); tn+ 1

2
))
i

h

������
d�après le Théorème 3.1, le Lemme 1.1 et jvni j � C on obtient���pn+1i+1

�
m
�Rn+1i+1

�� � 1

h

��(vn+1i+1 )m � vn+1i+1

��+ 1
h
j(vni )m � vni j

+C k(vn)m � vnk1J+1
� 2

h
k(vh)m � (vh)kXh + C k(vh)m � vhkXh :

D�ou pour 0 � n � N � 1 et 0 � j � J� � 1

pn+1 �Rn+1



1J � 2

h
k(vh)m � (vh)kXh

+C k(vh)m � vhkXh : (3.45)

De la même maniére on obtient pour tout 0 � n � N � 1; et J� � j �
J � 1; 

pn+1 �Rn+1




1j � 2

h
k(vh)m � (vh)kXh

+C k(vh)m � vhkXh : (3.46)
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Puisque ((vh)m))m2N converge vers vh; alors

8" > 0; 9m0;m > m0; k(vh)m � (vh)kXh < "
0
; (3.47)

prenons

"0=min (
"

3
;
"

3C
;
"

6TC
;
"h

12T
) et m1 = m0: (3.48)

En combinant (3.43), (3.44), (3.45), (3.46), (3.47) et (3.48) on déduit
que quelque soit m > m0

P 0m �R0




1J+1 � k(vh)m � vhkXh <

"

3
:

k(P0)m �R0k1N � C k(vh)m � vhkXh <
"

3
:

et

k(P n)m �Rnk1J � 2

h
k(vh)m � vhkXh

+C k(vh)m + vhk
Xh

<
"

3T
;

on obtient que
NX
n=1

h k(Pn)m �Rnk1J <
"

3
;

donc 8" > 0; 9m1 = m0; m > m1

k( h(vh))m �  h(vh)kXh < ":

Finalement,
'h((vh))m ! 'h(vh):

Le Théoreme 3.5 entraîne qu�il existe une unique solution approchée�
U0; U1; :::UN

�
appartenant à B (uh;Mh) qui satisfait k uh � Uh kXh�

C ku0 � U0k1 + 0(h2):�

Autre théorème de la convergence
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Théorème 3.7. Supposons que les hypothèses (H1)-(H5) ont lieu. Alors
pour h su¢ samment petit, il existe une unique solution approchée

�
U0; U1; :::UN

�
appartenant à B (uh;Mh) satisfait

k uh � Uh kXh� C


u0 � U0




1 + 0(h

2):

Preuve. D�aprés le Théorème 3.4 la solution approchée est bornée. Choisis-
sons U0 telle que ku0 � U0k1 � h2: Du Théorème 3.2 on obtient que
kIhkXh = o(Mh); c�est-à-dire

lim
h!0

kIhkXh
Mh

= 0) 8" > 0; 9h0; h < h0; kIhkYh < "Mh;

prenons " = 1
S
; alors il existe h1 tel que pour h1 > h;

kIhkYh <
1

S
Mh;

où Ih =  h(u
0; u1; u2; :::; un): D�autre part on a  (Uh) = 0; par suite

kIhkYh = k h(Uh)�  h(uh)kYh <
1

S
Mh: (3.49)

D�aprés la remarque 3.1 et (3.49), le schéma numérique est stable par
rapport au seuil Mh; d�où

kuh � UhkXh � S k h(uh)�  h(Uh)kYh �Mh; (3.50)

donc
Uh 2 B(uh;Mh):

Montrons que Uh est unique. Supposons qu�ils existent deux solutions
Uh; U

0
h: De (3.50) on a

kUh � U 0hkXh � S k h(Uh)�  h(U
0
h)kYh = 0;

ce qui implique Uh = U 0h; la solution est alors unique. ll reste à montrer
que

k uh � Uh kXh� C


u0 � U0




1 + 0(h

2):

De (3.49) on a
kIhkYh = k h(Uh)�  h(uh)kYh ;
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le Théorème 3.3 entraine que

kIhkXh � C


u0 � U0




1 + 0(h

2): (3.51)

En combinant (3.50) et (3.51) on déduit que

k uh � Uh kXh� C


u0 � U0




1 + 0(h

2):

�
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