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Abstract

In this work we are interested to study existence and unicity of solution to an age
strcutured system arising in population dynamics. In the first part we give a formulation of
our problem in some functional space. The solution is then obtained as a fixed point of some
operator by using the contraction maping Theorem. In the second part we prove regularity
of solution by proving that under some hypotheses on the parameters of the model the
solution obtained as a fixed point is C' with respect to time t and age a. Finaly in the last part
we give a numerical method to approximate the solution of our problem. By adapting the
method of finite difference schemes we propose a numerical scheme and we give the
convergence analysis of this scheme.



Résumé

Dans ce mémoire on s'intéresse a I'étude de |'existence et de l'unicité de la solution d'un
systeme structuré en age intervenant en dynamique des populations. Dans le premier
chapitre on établit une formulation fonctionnelle du probleme dans un certain espace
fonctionnel et on montre que la solution est un point fixe d'un certain opérateur. Le
Théoréme de I'application contractante nous donne le point fixe recherché.

Dans le second chapitre on utilise la théorie des semi-groupe pour montrer que la solution
obtenue dans la premiére partie est de classe C' par rapport a au temps et a I'dge. Dans le
troisieme et dernier chapitre on s'intéresse a la discrétisation de la solution. En s'inspirant de
la méthode des différences finis on propose un schéma numérique et on montre que ce
schéma et consistant. En introduisant la notion de stabilité de seuil Mh on montre que
schéma est stable. Enfin on montre que me schéma numérique proposé est convergent.
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Introduction

En dynamique des populations les modeéles continue les plus simples ne
font intervenir que la densité de population (nombre d’individus par unité de
temps) ce qui suppose que ces individus sont <<interchangeables>>. Pour con-
struire des modeles plus précis il est donc nécessaire de tenir compte d’autres
parameétres importants tel que la répartition spatiale de la population ou
I’age de ces individus. Par exemple en épidémiologie les individus constitu-
ant la population infectée ont des taux de reproduction et des capacités de
survie différentes selon leurs 4ges. Dans ce cas précis ’age est un parametre
important pour modéliser la dynamique d’une telle population, on dit alors
que cette population est structurée en age.

La théorie mathématique des systémes structurés en dge est une branche
importante de la théorie plus générale des systémes dynamiques [15-16]. Ces
systémes jouent un roéle majeur dans la modélisation en écologie, en démo-
graphie, épidémiologie etc. De nombreux modeéles simplifient I’analyse math-
ématique en supposant que le taux de mortalité ainsi que tous les parameétres
du modele qui dépendent de I’age sont bornés amenant automatiquement a
la possibilité de 'immortalité! D’autres modeles plus réalistes imposent un
age maximum qui ne peut étre atteint en supposant que le taux de mortalité
devient non borné a cet age. Les premiers systémes structurés en age linéaires
ont été proposés par Lotka [20, 21|, Makendrick [23] et Malthus [22]. Gurtin
et MacCamy [14] ont proposés I'un des premier systéme structuré en age non
linéaire en supposant que le taux de fécondité et de mortalité dépendent de
la taille de la population totale, qui est elle meme une intégrale de la densité
de ’age. Ils ont montré que la solution du systéme converge vers son point
d’équilibre non trivial.

Dans les modeéles classiques des systémes structurés en age on suppose que
la solution u est fonction du temps ¢ et de 'age a des individus composant
la population. u(a,t) représente donc le nombre d’individus de la population
d’age a a l'instant ¢. La population totale a 'instant ¢ d’age compris entre

a1 et ae est donc
az
/ u(a, t)da,
ai

et la population totale a 'instant ¢ est

/ mu(a, t)da,
0
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oll on a supposé que a,, est 'age maximal de la population. En supposant
que le taux de mortalité m(a) de cette population est fonction de 1'age a, le
terme de mortalité devient donc —m(a)u(a,t). A chaque instant ¢ et pour les
individus d’age a la croissance de la population est donnée par le terme u;+u,
qui représente la somme des populations qui ont atteint le nombre u; par effet
de la croissance et celle qui ont atteint 'age a par effet du veillissement. Le
principe de conservation de la population nous permet d’écrire:

ur + ug = —m(a)ul(a,t). (0.1)

Si on note par a(a) le taux de fertilité de la population d’age a, le nombre des
naissances a l'instant ¢ prevenant de la population d’age a dépend linéaire-
ment de la population u(a,t) et est donnée par a(a)u(a,t). Le nombre total
des naissance c’est a dire de tous les individus d’age 0 a I'instant ¢ est donc

(0, 1) = /0 " a(a)u(a, t)da. 0.2)

De plus si on note par uq la distribution initiale de la population on a alors
la donnée initiale:

u(a,0) = up(a), (0.3)

ol uy est une fonction non-négative et intégrable sur [0, a,,]. Le probléme
(0.1)-(0.3) décrit donc la dynamique d’une population structurée age et a été
proposé pour la premiére fois par Makendrick [23].

Le systéme (0.1)-(0.2) est linéaire en wu, la solution u de (0.1) converge
donc soit vers son point d’équilibre trivial 0 ou bien vers oo ce qui n’est pas
une description réaliste de la croissance d’une population. D’un point de vu
mathématique il est nécéssaire de remplacer 1’équation (0.1) par une équation
non linéaire. D’un point de vu biologique et par analogie avec les modéles
Malthusien on suppose que les taux de fertilité et de mortalité dépendent a

la fois de l’age a et également de la population totale P(t) = / u(a,t)da a
0

I'instant ¢. Gurtin et MacCamy [14] ont donc proposé le modéle suivant:

Uy + Uy = —am(a, P(t))u(a,t), a€[0,a,], t>0,
(0, 1) = / " ala, P(O)u(a, )da, >0 (0.4)
w(a,0) = up(a), a € [0, anl.

Gurtin et MacCamy ont montré que pour toute ug € L'(0,a,,) et ug > 0
le probléme (0.1)-(0.3) admet une solution positive unique et globale pour
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t > 0. Bien d’autres modéles ont été proposés généralisant le modéle (0.4) de
Gurtin et MacCamy tels par exemple ceux incorporant un terme de diffusion
pour tenir compte de la répartition spatiale de la population (voir Iannelli
[15]).

Dans ce mémoire on s’intéresse a I’étude de I'existence et de I'unicité du
systéme structuré en age suivant:

(

Ug +up = —(m(a) + pla, 1,(t), )u, 0<a<ap, t>0,
w(0,t) = [ a(a, (1), yu(a, t)da, >0,
0 (0.5)
u(a,0) = up(a) 0<a<an,
I(t) = fmys(a)u(a,t)da, t>0,5s=pu,a.
\ 0

Ce systéme a été proposé par Angulo et al. [5] pour décrire la dynamique
d’une population structuré age. Dans ce modeéle les auteurs supposent que
le taux de mortalité est composé de la somme de deux termes: le premier
terme m(a) représente la mortalité dite "intrinséque" ou propre a la popula-
tion u et un deuxiéme terme fi(a, I,(t),t) qui dépend de la population totale
a travers le terme ,(t) et du temps ¢ afin de tenir compte de la périodicité in-
duite par I'effet de changement des saisons. Les auteurs supposent également

que la mortalité m(a) est non bornée au voisinage de a,, en supposant que
am

J m(6)dd = 400 ceci afin "d’empecher" la population u d’atteindre 1'age
0
maximal a,,. De meme il est supposé que le taux de fertilité a(a, I,(t),t)

dépend de la population totale a travers le terme I,(t) et aussi du temps ¢.

Dans le premier chapitre du mémoire on établit des conditions portant
sur les parametres du systéme sous lesquelles le probléme (0.5) admet une so-
lution. La méthode consiste & donner une formulation intégrale du probéme
dans un certain espace fonctionnel et d’utiliser le Théoréme de I'application
contractante afin d’obtenir la solution comme point fixe d’un certain opéra-
teur. Des conditions sont également établit pour avoir I'unicité ainsi que la
globalité de la solution.

Dans le second chapitre on utilise la théorie générale des semi-groupes
pour montrer la régularité de la solution. En effet on montre que la solution
obtenue dans le premiér chapitre comme étant un point fixe est de classe C*
par rapport a t et de classe C'' par rapport a a et vérifie le systéme (0.5).

Dans le troisiéme et dernier chapitre on détaille une schéma numérique
proposée par Angulo et al. [5] pour construire une solution approchée de la
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solution du probéme (0.5). Ce schéma numérique est inspiré de la méthode
des différences finis adaptée au systéme (0.5). On montre dans un premier
temps que le schéma numérique est consistant. On introduit ensuite la notion
de stabilité de seuil M), et on montre que le schéma numérique proposé et
stable. Enfin on démontre la convergence du schéma numérique.



Chapitre 1
Existence et Unicité

Dans ce chapitre on s’intérésse a I’étude de I’existence et 'unicité de la solu-
tion d’un systéme structuré en age intervenant en dynamique des populations.
I’approche consiste & donner une formulation fonctionnelle du probléme dans
un espace fonctionnel adéquat puis de ramener la solution & un point fixe d’un
certain opérateur. On montre alors que 'opérateur en question est une ap-
plication contractante. L’unicité de la solution est également prouvé sous
certaines hypotheses sur les parametres du systéme. Enfin on donne un ré-
sultat assurant la globalité de la solution.

1.1 Existence
Notre objectif dans ce paragraphe est ’étude de I'existence et de I'unicité
de la solution du systéme structuré en age suivant:

[y +uy = —(m(a) + p(a, (t),)u, 0<a<any, t>0,
w(0,t) = [ ala, I.(t), ula, t)da, ¢ >0,

. (P1)
u(a,0) = up(a) 0<a<ay,

I(t) = fnvs(a)u(a,t)da, t>0,s = p,a.
0

\

ol 7V, Vo, M, [, @, U, satisfont les conditions suivantes

(H1) v,, 7, € C*([0, a])

(H2) m € C?0,a,,),m >0, fnm(5)d5 = 400

(H3) 1€ C*([0,an) x [-5, P(T) |7, + & x [0,T])
ou P(T) = Pyexp (t|lef ), 1 >0

(H4) o € C*([0,am] x [, P(T) 1Yol + & x [0,T]), 0 2 0



am,

(H5) up € C*([0,a]), uo > 0, up(0) = [ a(a, I,(0),0)up(a)da

0

et lim wp(a)exp f s)ds < +o0.

a—ram

Ecrivons la solution sous la forme

u(a,t) = exp< fm ) a,t), (1.1)
on obtient alors
%(a,t) — exp <—O]Lm(a)da> %(a ) (1.2)

+exp (—fam((j)da) %(a, 0, (1.3)

De (1.2) et (1.3) on déduit

%(a,t) + 9 (a,t) = exp (—fm(a)da) 9 (a,t)

0

D’autre part on a

‘?;Z (a,1) + %(a £) = —(m(a) + pla, I, (), ))u(a, ©),

alors .
exp <— fm(a)do) [2¢(a,t) — m(a)v(a,t) + 2(a, t)]
0
= ~{m(a) + (e 1,0). O exp (- [ (oo ) vlat)
0
On obtient ’équation suivante en v

ov ov
n —(a,t) + %(a t) = —p(a, 1,(t), t)v(a,t),



avec la condition initiale en a =0

w(0,0) = [ala, I(¢), )exp( Ofam(a)da) o(a, t)da.

0

D’aprés (1.1), on a
u(0,t) = v(0,1),

il vient donc

0(0,8) = [ ala, Lu(t), )exp( bf (U)da) o(a, t)da,

0

de plus la condition initiale donne

u(a,0) —eXp< [m(o) ) (a,0) = uo(a),

v(a,0) = exp (Ofam(a)do> o(a).

Remarquons que v(a,0) est bornée car

am

lim wug(a expfm Yds < +00.

a *am

Finalement, on obtient la nouvelle formulation du probléme

(u+ug = —(p(a, 1,(t),t))u, 0<a<any t>0,
u(0,t) = fma(a,Ia( t)exp ( fm ) u(a,t)da, t >0,
0
u(a,0) = exp (fm o a) ug(a), 0<a<an,
I(t) = fm a) exp fm > u(a, t)da, t>0, S =,
\ 0
(P2)

Remarque 1.1. L’existence et l'unicité du probléme (P1) est ramené a
Pexistence et 'unicité du probléme (P2).



Notre but est de donner une formulation intégrale du probleme (P2).
Définissons les deux fonctions suivantes:

F: Ll([()?am]) — R
u(.,t) = F(U(,t)),

G: L'([0,a,])) — L'([0,a,))
u(,t) — Gu(.,t)).

ou

G(u (. t)(a) = —pla, (1), t)u(a, 1),

Qm

Fu(,t) = [afa,L(t exp( [m(o) ) (a, 1) da.

0
Il est clair que les deux fonctions F' et GG sont bien définies. Le probleme

(P2) est donc équivalent a le probléme suivant:

(1.4)

u +u, =Gu(.,t)(a) 0<a<a,, t>0,
u(0,t) = F(u(.,t)) t>0,
up(a,0) = up(a) 0<ac<a,,.

Lemme 1.1. La solution de (P2) est la solution de la formulation intégrale

sutvante:
t
Fu(,t—a))+ [Gu(.,s))(s+a—t)ds, 0<a<t,
u(a,t) = t e
uop(a —t) + [G(u(.,s))(s +a—t)ds, t<a<ap.
0
((P3))
Preuve. Posons a —t = ¢, t. = max (0, —c), et w, (t) = u (t + ¢, t) ,0u ¢ est

une constante. On a

L, (t) =G (u(., b)) (t+c), t>t.,
en intégrant on obtient

fiwc fG ) (s +¢)ds. (1.5)



Sia<t onat.=—c, dapres (1.5) il vient
t
w (t) =w. (=) + [ G (u(.,s))(s+c)ds. (1.6)

Sia >t onat.=0,on aune seconde fois a partir de (1.13)

we (t) = w. (0) + jG (u(.,s))(s+c)ds. (1.7)

Les relations (1.6) et (1.7) nous donne

—c)+jG(u(.,s))(s+c)ds 0<a<t,

we (t) = ¢
0)+ [G(u(.,9)(s+c)ds t<a<an.
alors 0
u(0,¢ — a) +tf: Glu(,s)(s +a—1t)ds, 0<a<t,
et = u(a —1,0) + jcm( Vs +a—1t)ds, t<a<an.

puisque u(0,t —a) = F(u(.,t — a)) on obtient finalement,

¢
Fu(,t—a))+ [ Gu(.,s))(s+a—t)ds, 0<a<t,
u(aat): t e
ola—1t)+ [G(u(.,s))(s +a—t)ds, t<a<ay.
0

1.2 Unicité

Dans ce paragraphe on va montrer 'unicité de la solution du probléeme
(P1). Dans tout la suite de ce paragraphe on fera ’hypothése suivante:

(H6) Il existe deux fonctions continues et croissantes ¢; : [0, +o00[— [0, +00],
et ¢ : [0, +00[— [0, +00], telles que pour tout ¢, s € [0,7], on a

[F(u(, 1) = F(u(, 8))lp < en(r) [Ju 1) —ul,8)ll
|G (ul. 1)) = Gul(, 8))|g < c2(r) [ul, 1) = uls )1

ou |lu(.,t)]|;: <7 et |lu(.,s)|| <r pour tout t € [0,T].

9



Lemme 1.2. Soit b € R, et h € R alors l'opérateur de translation donné
par

T, : LY([0,0]) — LY([0,b])
¢ — Tu(e),

ou

(a+h), max(0,—h) <a<b—heth<b,
sinon,

T ={ §
est continue.

Preuve. Soit (¢, )neny une suite de L1([0,5]) telle que ¢,, converge vers ¢.
Alors,

b
Ve>0, dng € N; n>ng = ||¢, — @||;1 = f |, (a) — p(a)] < e. (1.9)
0

D’autre part, on a

IT6) ~ Tl = [ |Ta(én)(a) — Th(@)(a)] da

max(0,—h)

b—h
< j;l|¢n(a+h)—¢(a+h)lda

sjmw—mwm. (1.10)

En combinant (1.9) et (1.10) on déduit que
Ve >0, dng € N; n > ng = HTh<¢n) — Th<¢)HL1[O,am} < g,
c’est-a-dire T}, est un opérateur continu. Ml

On aurra besoin a le lemme suivants dont la preuve est donnée dans [4].
Définissons 1’espace

Ly ={u:[0,T] — L'[0, a,,) telle que u est continue sur [0, 7]}

meuni de la norme |[ul|, = oiugf u(., )] 1
<t<

10



Lemme 1.3. Soient T > 0, et uw € Ly, alors il existe un unique élément u
de L*((0,am,) x (0,T),R, satisfaisant

Vt € [0,T], u(a,t) = u(t)(a),

(
(

(f|ua t) |dt) da.

Soient T >0, uw € Ly, et T'r ={(c,s) | —s <c<ay}. Alors
(i) La fonction t — G(u(.,t)) € L' prend ses valeurs dans Ly, c’est-a-

dire

Pour tout a € [0, a,]. De plus

f la()ll 10, dt = |u(t)(a)|da) ar

o%g)@ ogjé@

lu(a, t)| da) dt

3

1

I

vt € [0,T], G(u(.,t) € L.

(ii) 1l existe H € L*((0, a,) x (0,T),R) telle que
Ve 0,an], VE€0,T], H(at)=Gul,t)(a).
(iii) Il existe K € L*(T'p,R) telle que
K(e,s)=H(s+c¢,s), Y(es)eTlr.

De plus

liseon]amT[_f o] u

—5 =T
C’est-a-dire

am

f {fG 8+C)d0} ds = (T [ } G(u(.,8))(s + c)ds| dc.

=T (0,—c¢)

Le théoréeme suivant réduit I’étude 'unicité de la solution du probléme

(P2) a celle de (P3).
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Théoréme 1.1. (unicité) Si les deux fonctions, F' et G associées au prob-
léeme (P2), données par (1.4) satisfont (H6), et ug € L'(0, a,,), alors il
existe T' > 0, et u € L, tels que u est une solution unique du probléeme
(P3).

Preuve. Pour démontrer le Théoréme 1.1 on va montrer 'unicité de la so-
lution puisque 'exisitence est déja prouvé par le Lemme 1.1.
Puisque ug € L'[0,a,,] alors il existe r > 0, telle que |[ug| 1150, < 7-
On choisit r > %, et T' > 0, vérifiant

T (q (2) + 03 (2r) + |F (0)] ;HG(U)H) % <1 (1.11)

Définissons ’ensemble M par
M={ueLy|u(.,0)=u ullp, < 2r}.

Montrons que M est fermée. Soit (uy), oy, une suite dans M telle que
u, converge vers u simplement, quand n — +oo. Montrons que u € M.
OnaVn € N, u, € Ly, Va € [0, ay], u, (a,0) = ug (a) , et [[un|[,, < 2r.
Comme u,, — u, quand n — 400, alors

u(a,0) =ug(a) Ya € [0,a,).

avec |lul|, < 2r. Il reste & montrer la continuité de u sur [0, 77, c’est-
a~dire que

Vi € [0,T], Ve >0, o0 >0, Vs € [0,T], tels que
si |t —s| <o, alors |Ju(.,t) —u(.,s)|. <e.
Puisque u,, — u, quand n — +o0, alors
Ve >0, Ing; n>no, |lu, —ully, < g,
c’est-a-dire que
Ve > 0,3ng,n > ng, sup |u,(.,t) —u(,t)]. < =

(1.12)
te[0,7 3

La continuité de u, sur [0, 7] entraine
vVt € [0,7], Ye >0, o, >0, Vs € [0,T] : Vs, t: |t —s| <oy,

alors |[[up (.,t) — un (-, 8)|| 1 < 5

(1.13)
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D’autre part

“u("t)_u("s)HLl < Hu(‘vt)_un ('7t)||L1
+ ||un ('7t) - un( 7S)||L1 (1'14)
+“un ('7t) (as)HL

alors pour n > ng, prenons ¢ = o,, tel que |t —s| < o. D’aprés
(1.12),(1.13) et (1.14) on obtient que |ju(.,t) —u(.,s)||;: < €, ce qui
nous donne la continuité de u sur [0, 7.

Finalement, on déduit que u € M. D’ott M est un ensemble fermé.
Définissons ’application K par

K :M—M
u+— Ku,
tel que
t
Fu(,t—a)+ [ Gu(,s)(s+a—t)ds 0<a<t,
Ku(a,t) = f-a

¢
(a—t)+ [G(u(.,s)(s+a—t)ds t<a<an.
0

Montrons que 'application K est strictement contractante.

1) Montrons que l'application K prend ses valeur dans M c-a-d pour
tout u € M alors Ku € M.

Soit w € M montrons que Ku est bornée par rapport a la norme de
Ly. Soit t € [0,T], d’aprés le Lemme 1.3 on obtient que

Zf’"|m(a,t)|da goft[|F(u(.,t—a))|
—i—)j ]G(u(.,s))(s—l—a—tﬂds] da

+T[|U0(a—t)|

+0ft|G(U(-,s))(s+a—t)|ds} da
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ceci implique que
am, t
[ 1Ku(a,t)da < [|F(u(.,s))|ds+ f lug (a)] da
0

+ f|G(U(-7S))(S+a—t)|da}ds

J1G (u(.,s)) (s+a—t)|da} ds

Lt
am

|F (u(.,s)) |ds+f lug (a)] da

+

IN

fm|G (u(.,s)) a)|da} ds
0

IF (u () — F (0)]ds+ f I (0)

IN

+

+
O%“OHWO%“OH#O%ﬂO%WO%“O

1G (u (. ) = G(O)] ds

+ /G0 ||d8+f|uO )| da,

d’autre part I’hypothése H6 entraine

[ | Ku(a,t)|da < ci (2r) fHu des+f|F )| ds+

[[uoll .1 +f||G ) ds + c2 (2r) fllu $)p ds

< (2r) t2r+02 (27‘)t27“+t|F( N+ tI|G )| +r
<2r [t <01 (2r) + 2 (2r) + —lF(O)Pzri'G(O)”) + %] ,
(1.15)
d’apres (1.11) on obtient que V¢ € [0, 7], Ku(.,t) € L* et | Ku (., 1) .
2r, alors sup ||[Ku(.,t)|[; <2r. Dot [|[Kul|,, <2
0<t<T

IN

Définissons 'application Kur, par

Kur :[0,T] — L!
t— Ku(.,t).

Pour démontrer que Ku € M, il suffit de montrer que pour u € M,
Kur est continue.
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SoitueM,et0§t<f§T alors

1K (1) — Kou (9)]) goft|F(u(,t—a))—F(u(t—a))
—l—tj:aG(u(,s))(s—l—a—t)d
—jaG(u( s)) (s+a—1t)ds|da
(o=~ F (o (.- a))
+OfG(u( ) (s +a—t)d
—jaG(u( s)) (s+a—1)ds|da
+T!u0(a—t)—u0(a—t)
+J’G(u( s)) (s +a—t)ds
—jG(u( ) (s + a — 1) ds| da,
(1.16)
posons
g o= bfF(u(.,t—a))+t_ftaG(u(.,s))(s—l—a—t)ds—
F(u(.,t—a) fG ))(s +a — t)ds| da,
J2 = qu(a—t)+0ftG(u(. N(s+a—t)ds —
F(u(.,t —a)) - fG(u(.,s))(s+a—£)ds da,
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et

a1 < Oft|F( (.t —a)) = F(u(.,t —a)|da+
Oftt_ftG(u(.,s))(s—i-a—t)d
- fG ) (s +a—t)ds|da, (1.17)

d’apres ’hypothese (H6), pour u € Ly on obtient que

Fr: [0,T] - R
t— F(u(.,t)),
est uniformément continue. De plus 'ensemble {F' (u (., s)) ,0 < s < T}
est compact, donc si }t — ﬂ — 0, on a

Oft|F(u(.,t—a))—F(u(.,f—a)‘dav—>0. (1.18)

D’apres les Lemmes 1.3 pour 0 < £ —t < t, on a

Oftft s+a—tds—th .8)) (s +a —t)ds|da

gof t;fa’G 3+a—t\ds+tf G )><s+a_£)|ds]da
+tft tfa|G (s +a—t)| ds

+ ft |G u(,8))(s +a—1t) — Glu(.,s))(s +a—1)| ds

+tft’G(u(.,s))(s+a—f) da

16



on obtient donc

bft‘—f G(u(.,s))(s—ira—t)ds—j G(u(.,s))(s +a—t)ds| da
< J 16 0) <b>|db] ds
Lo . (1.19)
+ {|V?(u(w$DHL1d54—{WK;(U(wSDHL1ds
e 1| 16w 0 -6 i) (b+t—f)\db] s

d’un autre coté on a d’aprés H6, pour v € Ly, on a

GTI [O,T} — R
ts G(ul.,1)

est uniformément continue avec 'ensemble, {G (u(.,s)) ,0<s<T}

est compacte d’ou

f |G (u(.,s))|| ;1 ds — 0 quand |t — | — 0,
(1.20)

IHG s)|| ;1 ds — 0 quand ‘t—t| - 0.

D’aprés H6 et le Lemme 1.2 on obtient que la translation est uniformé-
ment continue sur le compact {G (u(.,s)) ,0 < s < T} alors

fS\G(U(-,S))(b)—G(u(.,s)) (b+t—1%)|db|ds—0 (1.21)

i—t |E—t

quand !t — f| — 0 et d’apres le Lemme 1.2 et le Théoréme de la con-
vergence de lebesgue on a

[ 1G (u(.,s)) (b)]db— 0 quand |t —t| — 0, (1.22)

de (1.17)-(1.22) on déduit que

j1 — 0 quand |t — & —o0. (1.23)
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Montrons que j, — 0 quand ‘t — ﬂ — 0. On a

i
jo = [
t

up(a —t) jG(u(.,s))(s+a—t)ds — (1.24)

F(u(,t—a))— [G(u(.,s))(s+a—1t)ds|da

< f|uo |da—|—t0ft[0ft|G ))(s—l—c)|ds]dc—|—

tLt 0
[ 1F(u(.,9)ds+ [ f|G ))(s+ )| ds| de,
0 t—t |—c¢
d’aprés H6 on a
i—t
J |F(u(.,s))|ds — 0 quand |t —t| — 0, (1.25)

t &
et d’apres le Lemme 1.3 on a [ |G(u(.,s))(s +¢)|dset [ |G(u(.,s))(s+ c)|ds
0

—c
sont intégrables. paraport a c. Le théoreme de la convergence de
lebesgue entraine,que si |t — t‘ — 0,

tﬂf\G )G+l s de = | f Gl s+c)!ds] s,
(1.26)

et

f ft’G 5+C|d3] bf f\G s—l—c)]ds]dc—>0

: (1.27)

Alors de (1.24)-(1.27) on déduit que

jo — 0 quand |t — ¢ — 0. (1.28)
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Montrons que j3 — 0 quand ‘t — ﬂ — 0. Des Lemmes 1.3 et 1.4 on a

A

Js < f}uo(a—t)—ug(a—t) da

~

(a+1—1t) —ug(a)| da

IN
OS
=
(=)

+0ft T’G(U(-,S))(S—l—a—t)—G(u(.,s)) (s—}—a—f)‘ds] da

i
+[ G (., 5))ll 1 ds, (1.29)
t
D’aprés le Lemme 1.2 entraine
fm|u0 (a+t—1t) —ug(a)] da — 0 quand [t—i| —0, (1.30)
0

et d’aprés H6 il vient

j; T|G(“(-75))(S+a—t)—G(u(‘,s))(s%—a—f){da ds — 0,
o (1.31)
et )
11G (0.5 s = (132
quand |t — | — 0. les relations (1.29)-(1.32) impliquent
J3 — 0 quand }t — ﬂ — 0. (1.33)

Les reations (1.23), (1.28) et (1.33) entrainent que I'application Kur est
continue, donc Yu € M, Ku € M. K est bien défini.
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Montrons que ’application K est strictement contractante.

Soit t € [0.7], on a

1Kur (1) — Kug (21)1 < Of|F<u1 (ot a)

ceci implique que

Ky (1) = Kug (5 0] s

donc

[ Kuy () — Kug (-, 1) 11

—i—_ft G(ui(.,9)(s+a—t)ds

=l (ot -a)
—t! G (ug(.,9)) (s+a—t)ds|da
+ Zf]uo(a—t)—uo(a—t)
+OftG(u1( s))(s+a—t)ds
—OftG(UQ(.,s))(s+a—t)ds da,
goft]F(ul(,t—a))—F(m(.,t—a))\da
+£Lft |G (uy (.,8)) (s+a—1)
— G(ug(.,8)) (s+a—t)ds||da

t
S & ZT) f ||U1 ('> S) — Uz ('7 S)HLl ds
0

e 20) [ s (59) = (5) s
<t(er (2r) +ea(2r)) Jlua (-,8) —ua (5 8)l,, -
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Comme
T (¢1 (2r) + ¢y (2r))

<T [cl (2r) 4+ co (2r) +

IF(0)|+||G(0)|I1
2r

et de (1.11) on a

[ (0)] + ]G (0)]]
2r

T (01 (2r) 4+ co (2r) + ) < %, vt € 0,1,

alors pour tout ¢ € [0, 7],

16 G (2)) = K (2 (s < 5 o = vl

il en résulte que

1
[ K (u1) — K (ug)][, < 3 Jur — gl -

Donc K est strictement contractante de M vers M. D’aprés le Théoréeme
de point fixe, il existe u € M et unique tel que Ku = u. Alors u est
une solution unique de (P3) sur [0,7]. W

Théoréme 1.2. Les deuz fonctions F et G associées au probléme (P2) sat-
isfont (H6). De plus il exist T > 0 et une unique fonction u € Ly telle
que u est une solution du probléme (P2).

Preuve. Montrons qu’il existe deux fonctions continues et croissantes
1 : [0, +00[— [0, 4+00] et ¢ : [0, +oo[— [0, +00] telles que

[E(u(., 1) = F(ul., )] < er(r) [lul, t) = ul, s)l 1 s

et
Gl 1) = Glu, )l |, < ca(r) lul,t) = ul., 8)ll
ou [lu(., t)|| 2 <7 flul., )|l <7 Vi, s€[0,T].
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Soit 1, s € [0,7), tel que ||u<., s <l Dl < 7, alors

[F(u(., 1)) = F(u(., 5))lg

Am

=]f< exp

0

O%Q

(o) ) ufa, 1o

—f s)exp | — [m(o)do | u(a,s)da
0

/\/\

< f la(a, I,(t), t)u(a, t)da — a(a, I,(s), s)u(a, t)dal
+ of la(a, 1,(s), s)u(a, t)da — a(a, I,(s), s)u(a, s)da|
< af|a(a, I,(t),t) — a(a, I,(s), s)| |u(a,t)| da

+ [ lala.Lo(s).)] Ju(a. ) = u(a. )| da

d’apres la condition (H3) il existe ¢; > 0 telle que

|Oé(CL, Ia(t)vt) - OJ(CL7 Ia(8)7 S)| < Cl|Ia(t) - Ia(8>’7
d’autre part, on a

am am

[I.(t) — I.(s)] = fva (a,t)da — fva u(a, s)da

< [ a(@)| |ua,t) = u(a, )| da,

0

donc de (H1) et (1.36) il existe co > 0 telle que

[1a(t) = La(s)] < c2flul.,t) —ul., s)l L,
En combinant (1.35),et (1.37) on obtient

(;f|a(a, I,(t),t) — ala, I,(s), s)| |u(a,t)| da

< [ aclu(,t) —ul., s)|p |u(a, t)|da
0
< creor fJu(., t) —ul., 9)|| .-

D’apres (H3) il existe c3 > 0, tel que |a(a, [,(s), s)| < c3, alors

am

[ leda, Ia(s), s)l [u(a, ) —u(a, s)[da < esllu(,t) —ul, )l

0
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de (1.34),(1.38) et (1.39) on trouve
|[F(.,t) — F(.,9)|r < (c1cor + c3) [Ju(., ) — ul(., )|l 1 -

Par conséquent, pour ||u(.,t)||;. <r et ||u(.,s)]|;. <r il existe une
fonction continue et croissante

G [07 OO[—) [07 OO[
rT—cr+c,

telle que
|F(7t> - F(‘78)|R < Cl<T) HU(,t) - U(.,S)||L1 7Vt78 S [O7T]

Montrons maintenant qu’il existe ca(r), une fonction continue et
croissante de [0, oo[— [0, o[ telle que

1G(u(, 1)) = Gul., 8)[[r < Co(r) lul ) —ul,8)ll VE, s €0, T].

Pour |lu(.,t)||: <7, Jlu(,s)lpn <7, ona

am

1G(u(.,t) = Gul, s)ll = bf (a, 1,(t), t)ula, t)
—u(a, 1,(s), s))u(a, s)|da.

De méme ils existent cy, c5, cg > 0 telles que

f
0
<

|1(a, 1u(t), t))ula, t) — pla; L(s), 5))ula, s)|da
(C4C5T +co) fJul 1) —uls )l

alors si ||u(.,t)]|;1 <7 et ||u(.,s)];1 <r il existe une fonction continue

et croissante
ca: [0, 00[— [0, 00]
T cr+c,

telle que Vt, s € [0, 7]

1G(ul 1)) = Guls s)l 0 < ea(r) [Jul t) = uls8)l

Finalement on déduit que les deux fonctions F' et G données par (1.4) sat-
isfont (H6). De plus d’aprés la condition (H5) il existe r > 0 telle que
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lluol| ;2 < r. D’apres le Théoreme 1.1, ils existent 7' > 0 et une unique v € Ly
solution du probleme (P2). De plus d’aprés la Remarque 1.1, on déduit qu'il
existe T" > 0, et une unique u € Lp solution du probléme (P1) telle que

u(a,t) = exp( fm > v(a,t), ot v(a,t) est la solution du probléme
(P2).

1.3 Positivité de la solution
Notre but dans ce paragraghe est de montrer que la solution du (P1) est
positive. Définissons
R, ={zxeR|z >0},

Ly [0,am] ={p € L' | ¢ (a) > 0Va € [0,an},
Ly, [0,am) ={u € Ly |u(.,t) € L1 vt € [0,T}.

Dans la suite du paragraphe on fera ’hypothése suivantes

(H7). (1) Siu(.,t) € L} alors F (u(.,t)) ses valeurs sont dans R
(i) Tl existe une fonctlon croissante c3 : [0, +oo[— [0, +oo] telle que
Vu(.,t) € L, lu (- 8)llpy <7, alors

Gu(,t)+es(r)u(.,t)eLl.

Proposition 1.1. Soient T' > 0, et u € Ly, si u est une solution de (P3)
sur [0,T), alors u vérifie
( am—nh
@) i [ G bt ) = u(a0) = G () @] da =

h—0
0

(i) }lig(l]hl/ |(u(a,t + h) — F(u(.,t))|da =0,
L (23i) u(a, O)O: up(a).

sur [0,7].

(1.40)

Preuve. Soit u une solution de (P3), on va montrer que u vérifie (1.40).
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Pour t =0, on a u(.,0) = up, Va € [0, a,,], donc (i) vérifiée.

Il reste & montrer que u vérifie (i) et (ii). Soit 0 <t < T,et 0 < h < T—t,

d’aprés les Lemmes 1.3 on a

a”;fhml w(atht+h) —uat)—Gu(,t)(a)da

:a”;f h- tfh N (s+a—1t) —Gul. 1) (a)ds
<nt t}h{ of (G J(s+a—t)— G(u(.,t))(a)|da} ds
< p! tfh{bf (C(.8) (s+a—t)—Gu(,t)(s+a—1b)da

+ [ ) (s+a—t)—G(u(.,t)(a) da| da

s#iggﬁ[7ﬁua<qs»<a>—<?uuwt»<anda

D) (s +a— 6) — G (1)) ()] da

0

or quand h — 0, (s — t) on a

am

J WG (9) (a) = G (u(, 1) (a)lda = |G (u(.s)) = G (u(,

0

d’apres le Théoréme 1.2 on a
G (u(.,s)) —G(u(.,t))];1 — 0quand h — 0,

d’autre part, le Lemme 1.2 nous donne quand A — 0,

am—nh

TG (. ))(s+a—1)—G(u(.,t) (a)da— 0.

0
En combinant (1.41) et (1.42) on obtient

am—nh

lim [ |[u(a+h,t+h)—u(a,t)]—Gu(.,t))(a)da=0,

h—0 0

25
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D’ou (i)
Il reste & montrer (ii), ¢’est-a-dire
h
}llin(l)h’lf |u(a,t+h)— F(u(.,t))|da=0.
- 0

Soit 0<t<TetO<h<T—t, ona

;llii]%h_l th lu(a,t +h) — F (u(.,t))|da
< ;lLii%h_l th |F (u(.,t+h—a))—F(u(.,t)|da

+limh ! f L t}h G (u(.,s))(s+a—1t—h) ds] da.

h—0 0 +h—a
Posons
h
K, = h_lf [F'(u(t+h—a)) = F(u(.t))|da,
0
et

Ky = hlofh [ t}h G (u(.,s)(s+a—1t— h)|d$] da.

t+h—a

Le Théoréme 1.2 entraine que Fr est uniformément continue sur [0,77],
d’ou

K = hlgh‘yF(u(.,Hh—a)) — F(u(.,t)|da

< sup |F(u(,t+h—a))—F(u(.,t)]—0,

0<a<h
quand h — 0,donc
Ky — 0 quand h — 0. (1.43)

D’autre part

W[ tth
Ky, = h_lof Lﬂ[_ |G(u(.,s))(s+a—t—h)|ds] da

t +h—s

= h_lt}h[tfh |G(u(.,s))(s+a—t—h)|da] ds,
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alors

t+h [s—t
K, < h_lf 6f|G(u(.,s))(a)|da ds
< sw [0l @lde

et

i 716 ) @l da < 160 5) - G )
+Sft|G(U(-,t)) (a)|da| .

0

D’aprés le Théoreme 1.2 il vient
G (u(.,s)) —G(u(.,t)];1 — 0 quand s — ¢,

et
s—t

{|G(U(-,t))(a)|da—>0 quand s — ¢,

donc
Ky — 0 quand h — 0, (1.44)

de (1.43) et (1.44) on déduit que

h—0

lim h’lfh |u(a,t+h)— F(u(.,t))|da=0.

D’ou (ii) il en resulte que u vérifie (1.40) sur [0, 7.
Dans ce paragraphe on va montrer que si u vérifie (1.40) alors u est unique.

Proposition 1.2. Soient T >0, r > 0 et u, € Ly satisfaisont (1.40), et
u(a.0) =ug (a), @(a.0) =1 (a), [[ull,, <r et [al,, <r
Alors ¥t € [0,T]

lu(t) =@ (Dl < exp((er (2r) + 2 (2r) 1) [luo — ol 1 -
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Preuve. Soit 0 <t < T, on définit v (t) par

am—h
v(t) = [ |u(a,t)—da(a,t)|da
0
am—t—h
= [ lu(+et)—a(t+et)de
¢

soit 0 <h<T —t, ona

—t
R to(t+h)—v(®t)] <h™t [ |Ju(t+h+c,t+h)—a(t+h+ct+h)|de
—t—h
am—t—h
+h™t [ lu(t+h+e,t+h)—a(t+h+ct+h)
—1
—‘U(t—i—c,t)—ﬁ(t—i—c,t)udC
h
<h ™! [|u(a,t+h) —a(at+h)|da
0
am—h
+h™t [ (lu(a+h,t+h)—d(a+ht+h)| -
0

lu(a,.h) — 0 (a,.h)|] da,

ceci implique que

W (t+h) —v(@®)] <h™ [{lula,t+h) = Fu(,1)

IF (u(. 1)) — F(a(.0)
+ |FE7;;L(,t) — 1t (a,t+ h)|] da

+ [ Wt u(a+ht+h)—u(a,t)
- Gl @) da
+ Of G (u(.,t) (a) =G (a(.,t)) (a)|da

(1.45)

am—nh

+ bf G (@ (1)) (a)
—h7 ! [a(a+ h,t+h) —1a(a,t)]]da,
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\

comme u, 4 satisfont (1.40) sur [0,7], on obtient

h
limh ™! [ |u(a,t+ h) — F (u(.,t))|da = 0,
0

h—0

h
limh™ [|a(a,t+ h) — F (a(.,t))|da = 0,
"0 (1.46)

}Liino aw;fh|h1[u (a+h,t+h)—u(a,t)] — G (u(.,t))(a)|da =0,
}llii% aw;fh|G(ﬂ (.,0))(a) — h=a(a + h,t +h) — 4 (a,t)]| da = 0,

de (1.45) et (1.46) on déduit que

}lbiir(l)suph_l v(t+h)—v(t)] < |F(u(.,t)—F(u(,t)]+

am

J 1G(u (1) (a) = G(a(.,t) (a)| da.

0

D’apres le théoréme 1.1 on trouve
limsup h™" v (t+h) = v ()] < [e1 (r) + e2 (N} u (1) =i ()]l
alors d’apres,([4], Proposition 2.3, page 38) on obtient V¢ € [0, T

lu (1) =@ (D)l < explen (r) +e2 (1) 1) [luo — doll -

Théoréme 1.3. Ils existent T > 0 et uw € Ly, tels que u vérifie (1.40)

Pr

sur [0,T] et u est unique

euve. D’apres le Théoreme 1.2, il existe T' > 0 et u € Ly solution unique
de (P3), de la Proposition 1.1 on a u satisfait (1.40), il suffit alors de
montrer que u est unique. Supposons qu’il existe deux solutions u; et
ug, telles que u(a.0) = ug(a) et uz(a.0) = up(a), VYa € [0, a,,), d’apres
la proposition 1.2 on a Vt € [0,T7],

Jur () — w2 ()| 1 < exp[(er (1) + ca (1))t] [Juo — uoll = 0,

alors
vVt € [O,T] , Uq (,t) = U2 (,t) s (u1 = UQ) .

Donc u satisfait (1.40) et u est unique.
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Remarque 1.2. D’apres la Proposition 1.2 et le Théoréme 1.3, on déduit
que si u est une solution du (P2), alors u satisfait (1.40), et de plus u
est unique.

Proposition 1.3. Soit T > 0, u € Ly, tel que u est une solution de (P3) sur [0,T],
et soit T > 0, 4 € Ly, tel que Vt € [O,T] ,
F(a(,t—a)+ [G(a(,s+t—a))(s)ds ac]0,1],
U (at) == aO
u(la—t,T)+ [ Gu(,s+t—a))(s)ds a€t,an).

w (1.47)

On définit l'extention de u(.,t) sur 0,7+ T par: u(.,t) =a(.,t—T),
T <t <T+T, alors u € Ly 4 et u est une solution de ((P3))

sur [O,T + T] )

Preuve Montrons que v € Ly, 5. Onau € Ly et pour T < t < T + T,
u(.,t)=u(.,t—T).Commed € L alors Vt € [T,T—l—T] Ju(Lt—=T) €
LT' Dot u € LT+T‘
Montrons que u est une solution de (P3) sur [0, 7 +T]. On a u est une
solution de (P3) sur [0, 77, donc pour démontrer que u est une solution
de (P3) sur [0, 7'+ 77 il suffit de montrer que u est une solution de (P3)
sur [T, T+ T). Soit t € [T, T+T],a€[0,t—T]alorsa < t—T, et
d’apres (1.47) on trouve

u(at) = a(a,t—T)

= F(ﬁ(.,t—T—a))—I—JG(Q(.,s—I—t—T—a))(s)dS

= Fu(,t—a))+ ftG(u(.,s))(s+a—t)ds,

t—a
par suite
u est une solution de (P3) pour a € [0,t —T7. (1.48)
Soit
ac(t—-Tt=t-T<a<t,
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de (1.47) on a

u(at) = u(at—T)=u(la—t+T,T)

+ [ G(a(,s+t—T—a)(s)ds,  (1.49)

a—t+T
et comme
a<t=a—t+T<T,
alors
T
u(la—t+T,T)=F(u(,t—a))+ [G(ul(.,s))(s+a—t)ds, (1.50)
t—a

de (1.49) et (1.50) on obtient
u(at) = u(at—T)=F(u(.,t—a))

—|—t! G(u(.,s))(s+a—t)ds+

[ Glul.s+t—a)(s)ds

= F(u(,t—a)) +t_}G(u(.,s))(s +a—t)ds+

= Flu(,t—a)+ [G(u(.,s))(s+a—t)ds,

donc pour @ € (t—T.t ], on a
u(at)=F(u(.,t—a)) —I—t_ft G (u(.,8))(s+a—t)ds

alors
u est une solution de (P3) pour a € (t —T,1]. (1.51)

De (1.48) et (1.51) on déduit que

u est une solution de (P3) pour a € [0,1]. (1.52)
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Il reste a montrer que u est une solution de (P3) pour a € (t, a,,).

Soit a € (t,an,), alorsa >t, a >t —T, d’aprés (1.47) on a
u(at) = u(a,t—T)=u(a—t+T,T)
+ [ Gu(,s+t—T—a))(s)ds,

a—t+T
maison aa—t+T > T, alors
T

u(a—t+T,T):uo(a—t)—I—{G(u(.,s))(s—l—a—t)ds.

De (1.53) et (1.54) on obtient
u(at) = a(a,t—T)

T

= wla—1t)+ [G(u(.,s))(s+a—1t)ds

ceci implique que

u(at) = upla—1t)+ [G(u(.,s))(s+a—t)ds+

donc
u est une solution de (P3) pour a € (t, a,].

De (1.52) et (1.55) on déduit que

(1.53)

(1.54)

(1.55)

u est une solution de (P3) pour a € [0, a,,] et t € [0, T + 7).

solution de (P3) sur [0,T].
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Preuve. Soit u vérifiant (1.40) sur [0,77] alors d’apres le Théoreme 1.1 il
existe T € [0,T] et & € Ly solution de (P3) sur [O,T] . D’prés la

Proposition 1.1 on obtient que @ vérifie (1.40) sur [0,7]. D’autre part
d’aprés le Théoréme 1.3, 4 est la restriction de w sur [0,7], car si u
vérifie (1.40), alors u est unique.Définissons 77 = sup A ou

A = {TE [0.7], tel que il existe @ € Ly et @

est une solution de (P3) sur |0, T]} :

et u; par

Uy - [O,Tl[ —
t — u(.,t),
pour t € [0,Ty[, w1 (.,t) = @(.,t) oa T € A. D’apres la Proposition
1.1 et le Théoreme 1.3 u; est une restriction de u sur [0, 73|, et comme
u est continue sur [0,77], alors u; € Lp. D’autre part la continuité
de F' et G entraine que u; est une solution de (P3) sur [0,7}]. Donc
il reste & montrer que 77 = T. Supposons que 77 < T et posons vy =
uy (., T1) , alors d’apres le Théoreme 1.1 il existe Ty € [0,7 — T3], et v €
Lr,, solution de (P3) sur [0, T3]. D’apres la Proposition 1.3, I'extention
de uy sur [0, 77 + T3] donnée par uy (.,t) = v (.,t —Ty), pour T} <t <
T 1 + Ty satisfait uy € Lp, 41, est une solution de (P3) sur [0,77 +
Ty]. D’aprés la Proposition 1.1 on a lextention de u; vérifie (1.40)
sur (0,77 4+ T3]. Du Théoréme 1.3 on déduit que l'extention de u; est
une restriction de u sur [0, 7} + T], ceci est une contradiction avec la
définition de 7. Alors 77 = T. D’ou u est une solution de (P3) sur
0,7]. ™

Remarque 1.3. D’apreés la proposition 1.1 et le Théoréme 1.4 on remaque
que, u est une solution du probléme (P2) si et selment si u satisfait
(1.40) sur [0, 7] de plus le théoreme 1.4 reste vrai pour 7" = +o0.

Notre but dans ce paragraphe est de montrer la positivité de la solution
local du probléme (P2).

Théoréme 1.5. Les deuz fonctions F' et G associeés au probéme (P2) don-
nées par (1.4), satisfont (H7).
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Preuve. Soit u (.,t) € L}, on a
Fu(.,t) = ?pa(a, I,(t),t)exp (—Ofam(a)d(j) u(a,t)da,
(H4), nous donne
Vu(.,t) € L, F(u(.,t)€Ry. (1.56)
Soit u (.,t) € L1, tel que ||u(.,t)|;. <7, ona
G(u(.,t)) (@) = —pla, L,(t),t))u(a,t),

d’apreés (H3), on déduit qu'’il existe ¢ > 0 tel que
—u(a, I,(t),t)u(a,t) > —c(u(a,t)). Prenons c3(r) = c+ 1,
alors Va € [0, a,]

Gu(, 1)) (a) +es(rjula,t) = —pla, [,(t),1))u(a,t)
+(c+ Du(a,t)
> u(a,t) € Ry

donc il existe une fonction croissante

03(7“) : [Oa +OO[ - [Oa +OO[
r——c+1,

telle que Vu (., t) € LL, et |Ju(.,t)||. <7
Gu(.,t) +cs(r)u(.,t) € L, (1.57)
de (1.56) et (1.57) on déduit que F' et G satisfont (HT).

Théoréme 1.6. Sil'hypothése (H7) est satisfait et soient ug € L1 (il existe
r >0, ||ugll,. <7), et o= c3(2r). Alors il existe T > 0, et une unique
fonction u € Ly, ,vérifiant ¥t € [0,T],

( e_o“;F (u(.,t —a))
+ [ e t9(G +al) (u(.,s)) (s +a—t)ds, a0,
u(a,t) = ej;‘fuo (a—1t)

—l—je_(t_s)“ (GH+al)(u(.,s))(s+a—t)ds, ac€lt ay.
’ (1.58)

\
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Preuve. On a uy € L} alors il existe 7 > 0 tel que |Jug|| < r. Choisissons
T ou

T | ey (20) + 05 (2) + 5 (20) + ('F(O)‘ ;”G(O)”)] L12<,

prenons M sous ensemble de Lz, tel que
M ={u€ Ly, | u(.,0) = up, ull, < 2r},
et définissons la fonction K de M vers M par
(e “F(u(.,t—a))
+ j e~ =9 (G +al) (u(.,s))(s+a—t)ds, a€cl0,t],
Ku(a,t) = ta

e “ugy (a —t)

—l—je_(t_s)a (G+al)(u(.,s))(s+a—t)ds, ac€lt ay.

\

De la démonstration du Théoréeme 1.1, on peut déduire que M est
un sous ensemble fermé de Ly, et I'application K de M vers M est
strictement contractante. Alors, d’aprés le Théoréme du point fixe, il
existe une fonction u et unique de M telle que Ku = u. Donc il existe
T > 0 et une unique fonction v € Ly, qui satisfait (1.58) sur 'intervalle

0,7 m
Proposition 1.4. Soient a« >0, T >0 et u € Ly, ot
(e “F(u(.,t—a))
+ j e~ (=92 (G +al) (u(.,s)) (s+a—t)ds, a€]l0,t],
ula,t) =9 Lo, (a—1)
+je’(t*5)a (G+al)(u(.,s)(s+a—t)ds, a€lt,an.
' (1.59)

\

Alors u vérifie (i) et (iii) de la relation (1.40) et de plus pour tout
t€[0,7] et

am—h

hlirﬁ of W u(a+ h,t+h) —u(a,t)] — G (u(.,t) (a) + au(a,t) da| = 0.
(1.60)
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Preuve 1l est cliar que u vérifie (4i) et (i) (méme démonstation de la Propo-
sition 1.1). Il reste a montere que u vérifie (1.60).

Soit t € [0,T] et 0 < h < T — t, alors

Am—h

f W u(a+ h,t+h)—u(a,t)
(a) + au(a,t)|da

G (u(.1))
—f|h [u(a+h,t+h)—u(a,t)]
am<h<,t>>< o)+ (o, )] dat
[

+ [ Wt u(a+ht+h)—u(a,t)]

t(u( 1) (a) + au (a,t)| da.

Posons
f’h u(a+h,t+h)—ulat))—Gu(.,t)(a)+ au(a,t)|da,

et
Am—h
Hy= [ |[h[u(a+ht+h)—u(at)] -G (1) (a)+aula,t)|da,
t
pour démontrer I’égalité (1.60) on va montre que H; — 0 et Hy — 0
quand A — 0. On a
t

H, = { H[h‘l(e_ah — 1) +ale“F(u(.,t—a))

+ e 1) +a] [ e G (u(.,8)) (s +a—t)ds

t—a

+ hilt}he’(wh’s)aG (u(.,8))(s+a—t)ds—G(u(.,t))(a)

t

W e = 1) + ¢ L)fe"‘“ |F(u(.,t —a))|da

J @

IN

+0f Lf:e—“—s)a G (u(.,s) (s+a—t) ds} da}

+h_17h V e UTh=0G (u (., 8)) (s +a—t)ds

t 0

—G (u(.,t)) (a)|da] ds
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posons

K, = ‘h_l(e_o‘h —1) + o L)fe_a“ |F(u(.,t—a))|da +

[ et s+ a-ojas ).

et

z
Il
>
iR
o~
—+
>
1
—
('b‘
T
>
5
Q
Q
S
IS
/.\
w
N~—
N—
—~
n
+
Q
|
~
N—
QL
)

{e‘a“|F(u(.,t—a))|da < b[€|F(u(.,t—a))]da,

d’apres le Théorme 1.2, il existe M > 0 tel que

j|F(U(.,t —a))|da < M. (1.61)

D’autre part, on a

d’apés le Théoréme 1.2 il existe M’ > 0 tel que
t s
[ { G (u(.,s))(b)| db} ds < M. (1.62)
0 Lo

de plus on a

limh (e ™ — 1)+ a =0 quand h — 0. (1.63)

h—0
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De (1.61)-(1.63) on déduit que
Ky — 0 quand h — 0. (1.64)

De méme

t+h

K, = h’ltf [Oft|e Hh=0G (u (., 8)) (s+a—1t) — G (u(.,t)) (a)|da| ds

< sup L)he (tHh=)aG (u (., 5)) (s +a —t)

t<s<t+h

- G( (,t)(s+a—t)|da
+f (t+h—s)a (u(,t)) (8+CL—t)—G(u(,,t)) (a)|da-|-

f"\ 411G (u (., 1)) (a)| da

0

d’apres le Théoréme 1.2, le Lemme 1.2 on obtient

Ky — 0 quand h — 0. (1.65)
Les relations (1.64) et (1.65) entrainent

H; — 0 quand h — 0. (1.66)
Il reste & montrer que

Hy — 0 quand h — 0.

am—h
Hy= [ | [u(a+ht+h)—u(at)] -G u(.,t)(a)+aula,t)|da
t
alors on obtient que
am—h

Hy = [ | [ (e — 1) + a] e “ug(a — t)

+ [N e ™" — 1) + o] fte_(t_s)o‘G (u(.,9))(s+a—t)ds

+ht ?he_(tJ’h_s)o‘G (u(,s)(s+a—t)ds—G(u(.,t))(a)|da,
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d’apres le lemme 1.3 on trouve

Hy < |W (e —1)+q aw] le™*ug(a — t)| da
¢

am—h [t
+ |h_1(€_ah - 1)+ Oé‘ f fe_(t_s)"‘ |G (u(.,s))(s+a—t)|ds
¢ Lo
t+h [am—nh
+h [ S |e’(t+h’S)aG (u(.,s))(s+a—t)
i ¢

— G (u(.,t))(a)|] dads,

posons
am—nh
Ky = |nie™ =1 +a| [ |e™uo(a—1)|da,
t
am—h [t
Ko = [h et —1)+a] T | [et0G (. 5)) (s +a— £)]ds|,
t Lo
t+h [am—h
Ky = nt[| [ ‘e_(tJ“h_S)aG(u(.,s))(s+a—t)
t t

— G (u(, 1)) (a)|da] ds,

comme ug € L' et

lim [h~ (e = 1) + o] =0, (1.67)
h—0
et
am—nh am
| e uola =)l da < [ fug(a)|da = ||uo]|
t 0

alors il existe M > 0 tel que

am

[e " uy(a—t)]da < M.
t

Donc
K; — 0 quand h — 0. (1.68)
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D’apres les Lemmes 1.3, on a

N L)f e~ 1G (u (., ) (s + a — 1) ds}

<7 J16 w9 s+ anlas) da
< [|fiewesnoia)

et du Théoréme 1.2 il existe M’ > 0 tel que

amfi L)fe_(t_s)a G (u(.,8))(s+a—t) ds] da < M. (1.69)

t

(1.66) et (1.68) entrainent

Ky — 0 quand h — 0. (1.70)
D’autre part on a
t+h [am—h
Ky = 7' [ | [ et G (u(,8)) (s +a—t)

— G (u(.,t))(a)dal]ds

Am —

< t<§1<1$+h }f e~ =G (u(,s)) (s +a—t)
—G(u(,t)(s+a—t)|da
am—h
+ { e = 1G (u (1) (s +a—1t) — G(u(.,1))(a)|da

Qm—

+ [ e = D[IG (u (1)) (a)] da,

t

de nouveau, du Théoréme 1.2, le Lemme 1.2 donnent
K3 — 0 quand h — 0. (1.71)
De (1.68), (1.70) et (1.71) on déduit que

Hy; — 0 quand h — 0. (1.72)
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Finalment de (1.66) et (1.72) impliqaent

am—nh
lim [ |h ' [u(a+ht+h)—u(a,t) —Gu(.,t)(a)+ aula,t)| da=0.
h—0t 0
La proposition suivante réduit I’étude la positivité local de la solution du
probleme (P2) a celle de (P3).

Proposition 1.5. Il existe T > 0, et une fonction u € Ly _, satisfait la
relation (1.40) ou bien u solution de (P3).

preuve. D’aprésle Théoréme 1.6l existe T' > 0 et u € Ly, donnée par (1.58)
pour tout ¢t € [0.7]. On prend G = G + o dans (1.59), on obtient que
u satisfait (ii) et (iii). De plus si on prend G = G + al dans (1.60) on
obtient u satisfait (i). Par conséquent, il existe " > 0 et u € Ly, tels
que u satisfait (1.40) ou bien u est une solution du probléme (P3).

Remarque 1.4. D’aprés la proposition 1.5, nous remarquons qu’il existe
T >0etu€ Lry, tels que u est une solution du probléeme (P2).

Définition 1.3. On dit que l'intervalle [0, 7,,[ est un intervalle maximal de
I’éxistence de la solution du probléme (P3), si et selment si pour tout
T > 0, u € Ly telle que u est une solution du probléme (P3) sur
0,77, alors T' < T,,.

Notre but dans ce théoréme est de montrer la positivité de la solution du
(P2)

Théoréme 1.7. (positivité) Soit u une solution de (P3) sur [0,T,,[. Alors
pour tout t € [0.T,,[, u(.,t) € Ly, .

Preuve Supposons qu'il existe ¢y € [0, Ty, [, tel que u (., ty) ¢ L, alors, de la
Proposition 1.5, il existe " > 0 et u € Ly, telle que u vérifie (1.40), donc
pour tout ¢ € [0, T, u(.,t) € L}.Mais d’apres les Propositions 1.3, 1.5
et le Théoreme 1.3, on obtient que il existe T' > 0, tel que u € L )4
vérifie (1.40), ceci est une contraduction avec u (., ty) ¢ L.

1.3 Globalité de la solution

Notre but dans ce paragraphe est de montrer la globalité de la solution
du probléme (P1). Dans la suite du chapitre on fera ’hypothése suivante
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(H9). Soit T'>0et t € [0,7], il existe wr € R tel que

F(u(.,t) + TG (u(.,t))(a)da < wT?nu (a,t) da,

Théoréme 1.8. Soient u une solution de (P3) sur [0,T,,| et T,,, < +0o0, alors

lim sup||u(.,t)]| ;1 = +o0.
—Tug
Preuve. Soit T,, < 4+00. Supposons que il existe » > 0 tel que pour tout
t € [0, Tyl; [[u(.,t)||,n < r. Dautre part, pour ' < T,, on a u €
Lz, -1/2 et u est une solution de (P3),donc d’apres la proposition 1 1.
on obtient que u vérifie (1.40) sur [0, T, — 7'/2]. Du Théoréme 1.1 et
lu(.,Tu —T/2)||;1 <ril existe & € Ly telle que pour tout ¢ € 0,77,

» Fi(st—a)+ [G(i(s+1t—a))(s)ds ac0,4,
u(a.t) = 0 a
ula—t,T,—T/2)+ [ Ga(,s+t—a))(s)ds a €]t ay)]

a—t
Définisons prolongement de u par
u(.,t)=wu(.,t) pourte|0,T,, —T/2],
et
u(,t)= a(,t =Ty +T/2) pourt € [T, —T/2,T,, +T/2].

De la Proposition 1.3 on obtient que u € LTuO +7/2 et u est une solution
de (P3) sur l'intervalle [0.T,, + T'/2], ce qui est une contraduction avec
la maximalité de T, .

Théoréme 1.9. Les deuz fonctions F' et G associées au probléme (P2) sat-
isfont (H9).

Soit T' > 0, pour tout ¢ € [0,7] on a
F(u(.,t)+ of G(u(.,t))(a)da

= ?La(a, I,(t),t) exp <_

Am

+ Of —p(a, I,(t), yu(a, t)da

C—n=0

m(a)da> u(a, t)da
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d’apres (H3) et (H4) il existe ¢ > 0, tel que
Flu(, )+ | Gu(.,t))(a)da < ¢ [ u(a,t)da.
0 0

Prenons wr = c,alors pour tout 7> 0 et ¢ € [0.77] il existe wy € R
tel que

F(u(.,t)+ C;fmG (u(.,t)) (a)da < wT?nu (a,t) da.

Donc les deux fonctions F' et G associées au probléme (P2) satisfont (H9).
Le théoréme suivante réduit ’étude la globalité de la solution du probleme
(P2) a celle de (P3).

théoréme 1.10. Soit u est une solution du probléme (P3) sur [0.T,,[. Alors

||U(-at)||L1 < et ||U0||L1 et Ty, = +00.

Preuve. Soit T" € [0.T,,[, on définit v(¢) par v(t) = [[u (., ?)[ 11,y POUr
tout t € [0.7], alors

h=t [v(t + h) —v(t)]

<o | Flutae mlda="T a0
0 0

am—t—h am—t—nh
Sh‘ll [ lut+h+ct+h)de— [ \U<t+cv’f)‘dcl
—t—h -t
—t
<h U [ Ju(t+h+ct+h)|de
ot am—t=h
+ht [ Jut+htet+h)de—hTt [ fu(t+ct)|de

—t —t
—t

<h™?t [ |lu(t+h+ct+h)|de
—t—h
am—t—h

+ [ Jut+h+ct+h)—u(t+ct)|de
< h10fh|u(a,t+h) — F(u(.,t)|da+|F (u(.1))|

+ of |h"u(a+h,t+h)—u(a,t) —Gu(.,t)(a)|da

+?|G(U(-,t))(a)|da.
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Comme u est une solution de (P3), on obtient
lim sup ™ [o(t + h) = v(t)] < F (u (1) + "G (u(.,1)) (a) da,
d’apres le Théoréeme 1.9 on a

}lLiL% suph [t + h) — v(t)] < wro(t),

donc d’aprés weeb ([4] Théoreme(2.5), page 49), pour tout ¢ € [0, 7] on
déduit que
()l < e Jluoll 1 -

Montrons que T;,, = +00,. Supposons que T;,, < 400, alors il existe wr, =
w € R tel que pour tout ¢ € [0, T,,]

Fu(,b)+ Zj"G (w(.,1)) (a)da < w?u (a,1) da,

de plus pour tout ¢ € [0,T,,]
GOl < € fluoll

Comme T,, < 400, alors il existe M > 0 tel que pour tout ¢t €
0.T%,], e HUUHLﬁr < M. Donc

lim fu (. 8)], < M.

t—>TuO

Ce qui est une contraduction avec le Théoréme 1.8.H

Remarque 1.4. D’aprés le théoreme (1.7) et (1.10), la solution du prob-
leme (P2) est positive et globale.Ceci entraine donc que la solution du
probléme (P1) est positive et globale
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Chapitre 2
Régularité de la Solution

Dans ce chapitre on montre en utilisant la théorie des semi-groupes que
la solution obtenue dans le chapitre précédent est de classe C* par rapport a
t et a.

2.1 Notios de Semi Groupe

Soient X un espace de Banach et C' une sous ensemble fermée de X.
On dit que la famille {S(¢)},., est un semi-groupe fortement continue non
linéaire si et selment si {S(¢)},., satisfait les conditions suivantes:

(C1) S(t) : C' — C est continue pour t > 0.

(C2) S(0) =TI (I est I'application identité de C vers C).

(C3) pour tout t1,ts >0, S(t1 + t2) = S(t1)oS(t2)

(C4) pour tout x € C l'application t — S(t)x est continue sur [0, +o0].

Proposition 2.1. Soient ¢ € L et u(.,t) la solution du probléme (P2);défini
sur [0, +oo[ tel que u(.,0) = ¢. Soit {S(t)},5, une famille définée sur
LY par, pour tout t >0, S(t)p = u(.,t). Alors {S(t)},5, est une semi-
groupe non linéaire fortement continue sur L1+.

Montrons que {S(t)},5, est un semi-groupe non linéaire fortement con-
tinue, sur L1 .D’aprés le chapitre(1) les conditions (C2) et (C4) sont satis-
faites. Montrons la condition (C1), c’est a dire que S(t) est continue de L%
vers L}r. Soient t > 0, ¢ € L}r,d’aprés la Proposition 1.2 on obtient que

Vt >0, ¢,¢ € Lt

|5t - st)s

ngqu—e%

e
It
Alors S(t) est continue de L} vers L} pour tout ¢ > 0. Ce qui montre
(C1). II reste & montrer la condition (C3). Soit ¢ € LY et t; > 0, on a
u(.,t) = S(t)o, et soit ¢ = S(ts)e, tel que pour tout ¢ > 0, a(.,t) = S(t)¢.
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De la Proposition 1.3 et le Théoréme 1.4 on a u(.,t; + t2) = u(.,t;), alors
S(t1 + t2)p = S(t1)S(t2)¢. Donc la condition (C3) est vérifice. Finalement,
on déduit que {S(t)},, est un non linéaire semi-groupe fortement continue.

2.2 Générateur d’'un Semi Groupe

Définition 2.2. Soient X un espace de Banach, C' un sous ensemble fermée
de X et {S(t)},5, est un semi-groupe non linéaire fortement continue
sur C. On dit que 'opérateur B

B: DB) — (C
T — Bx

est un générateur d'un semi-groupe {S(t)},, si et seulment si
D(B) = {z € C tel que }ir%wexiste} et
St)r —x

Bz = lim 2222 "%
t—0 t

Définition 2.3. Soient F', G deux fonctions associées au probléme (P2) don-
née par (1.4) .Définissons 'opérateur A par

A: LL — L}r
¢ — Ao
ou D(A) = {¢ € L% tel que ¢ est continue sur [0,a,), ¢ € L' et
¢(0) = F(¢)}, pour tout ¢ € D(A), Ap = ¢' — G(¢).

Théoréme 2.1. Soient A l'opérateur donné par la Définition 2.3, et {S(t)},5,
le semi-groupe non linéaire fortement continue sur L} associée a la so-
lution du probleme (P2). Alors —A est un générateur de {S(t)},, -

Preuve. Soit B est un générateur de {S(t)},.,, il suffit de montrer que
B =—-A. -
1. Montrons que —A C B. Soit ¢ € D(A) et t > 0, on a

am

(St — ¢) + Adll, = bf [t [(S(t))(a) — d(a)]
+¢'(a) — G(¢)(a)| da
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alors
11 (S(0)6 — 6) + Adll, = f EAF(S(E — a))

+ [ G(S(s)¢)(s + a— t)ds — ¢(a)]
+6/(a) - GO da
+ tf tp(a —t) + ¢'(a) — G(¢)(a)

+ ¢! OftG(S(s)qb)(s +a—t)ds — gb(a)] da.
(2.1)
Posons
K, = Oft tHF(S(t — a)p) +t_ft G(S(s)p(s +a—t)ds — ¢(a)]
+¢'(a) — G(¢)(a)| da
et

Ky — bf}t-laxa—t)+¢'<a>—a<¢><a>

+t! [OftG(S(s)tb)(s +a—t)ds — ¢(@)} da

Comme $(0) = F(0), alors
Ky < 6 IF(S( - a)o) - F()] da
+]16(0) = 1 10(a) - 6(0)]| do
+t10f t_ftaG(S(sW(s +a—t)ds — G(¢)(a)| da.

Posons .
Hy =17 [|F(S(t — a)p) — F(¢)| da,
0

Hy — f 6(a) — t[¢(a) — $(0))| da,
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Hjz = t_lj j G(S(s)p(s +a —t)ds — G(¢)(a)| da.

0 [t—a

La continuité de F' entraine que

Hy = _1f|F (t —a)p) — F(¢)|da

< sup [F(S(s)9) — F(¢)| = 0, (2:2)

0<s<t

quand ¢ — 0. Comme ¢ est continue sur [0, a,,] et ¢’ € L! alors
]gé ==

16/~ =) 60 do
< [l

| |da+ sup fo |¢'(b)| da — 0, (2.3)

quand ¢ — 0. On a G est continue et G(¢) € L, alors

t

]13 = j’ da
0

lj; . ¢)(s +a—t)ds — G(¢)(a)

< O IGS(6)0)(s +a— dalds + [ 16(0)(a)| da

s

< [ | flesae - 6@l + 60 @] ds

0

[ 16(68)(a)] da

0

< sup IG(S()9) — G(&)l,1 + 2bf‘ 1G(¢)(a)] da

0<s<t

ce qui nous donne
Hs; — 0 quand t — 0. (2.4)

En combinant (2.2), (2.3) et (2.4) on déduit que

Ky — 0 quand t — 0. (2.5)
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D’autre part, on a

Ky = ?pt_l {gb(a —t)+ j[G(S(s)qﬁ)(s +a—t)ds — gb(a)]}
+ ¢'(a) — G(¢)(a)| da
< [ |t [pla —t) — ¢(a)] + ¢'(a)]| da
+ifm t! Of G(S(s)p)(s + a — t)ds — G(¢)(a)| da.
Posons

= [ ela— 1) — ¢(a)] + ¢/(a)]| da

t

t

7 [G(S(5)8)(s + a — t)ds — G(¢)(a)

0

da

t

comme ¢ est continue et ¢’ € L' et d’aprés le Lemme 1.2 on obtient
Jio= [|t7é(a—t) = é(a)] + ¢ (a)| da
t
=/
t

t‘loft Lfm ¢(a—1) - &(a) da} dr

7' [1[¢'(a — 7) — ¢/ (a))dr| da

IN

sup T |¢'(a — 7) — ¢'(a)| da.

0<7<t ¢

IN

ce qui implique
J; — 0 quand t — 0. (2.6)

D’autre part comme G est continue et G(¢) € L! alors

am

5 = |

t

da

t_loftG(S(s)ng)(S +a—t)ds — G(¢)(a)
< t‘loft W|G(s<s)¢)(s Fa—t) = G(o)(s+a—1)da
+ T I6E)0)s +a - 1) - Go)a) da} s

49



Jo < sup [[[G(S(s)0) = G(o)l

0<s<t

" T|G<¢>(s +a—t)— G()(a)| dal

D’apres le Lemme 1.2 et le Théoréeme 1.2 on obtient que
Jo — 0 quand t — 0. (2.7)
De (2.6) et (2.7) on trouve
Ky — 0 quand t — 0. (2.8)
D’autre par on a d’aprés (2.5) et (2.8)
it~ [3(1)6 — 6] = —Ao.

D’aprés la définition du générateur on obtient ¢ € D(B) et B(¢) =
—Agp. Cest-a-dire que

—-ACB. (2.9)
2. Il reste & montrer que B C —A.

Soit ¢ > 0, définissons les deux fonctions suivantes X; € L' et ¢, € L!
par:

0 a <t,
Xi(a) = { 41 ft(;(s(s)gb)(s +a—t)da a>t,
et

0 a <t,
A0 = Prigamry — o) a5t

1%, — Gl < Oer<¢><a>| dat

e [ G0 + a - s - G(o)w)| da
(2.10)
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comme G(¢) € L' alors
t
[1G(¢)(a)]da — 0 quand ¢ — 0. (2.11)
0

le Lemmes 1.3 entraine

if”t L[ G(S()9)(s + a — t)ds — G(6)(a)| da
<t1fﬁfm ®)(s+a—1t)—G(@)(s+a—t)

+ |G(S(s)0) s—l—a—t) G(¢)(a)|lda] ds
< sup [[|G(S(s)¢) — G(9)] 11

0<s<t

+ T I6E8) s +a - 1) - Go)a) da} |

d’aprés le Lemme 1.2, G est continue et G (¢) € L' on obtient que

sup ||G(S(s)¢) — G(P)||;. — 0 quand t — 0, (2.12)

0<s<t

et

am

sup [ |G(S(s)9)(s+a—t) — G(¢)(a)|da — 0 quand t — 0. (2.13)

0<s<t ¢
En combinant (2.10)-(2.13), on déduit que
| X: — G(B)||;: = 0 quand t — 0. (2.14)
D’autre part, on a
oo+ X, = Boll, < [ Bo(a)lda
+ fm it p(a —t)

+ fG (s+a—t)ds— qb(a)} — B¢(a)| da

< [IBé(a)|da+ [t (s(t)¢ — ¢) — Bl
(2.15)
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comme B est un générateur de {S(t)},5,, et ¢ € D(B), alors

t
[1Bo(a)|da+ ||t~ (S(t)¢ — ¢) — Bo||,, — 0, quand ¢ — 0, (2.16)
0

de (2.15) et (2.16) on obtient
¢, + 2t — Bo||;n — 0 quand ¢t — 0. (2.17)
De (2.14) et (2.17) on déduit que

H@t + 2 — B(bHLl — 0 quand ¢ — 0,
|ze — G(@)||1 — 0 quand t — 0,

donc
hm v, = Bo — G(9). (2.18)

D’aprés ([4] théoreme 3.2 page 80) alors si 0 <t < u < v on a

fu da—tlfqb

~+

g%dg

[6(a —1) — ¢(a)lda = fsot a)da

quand ¢ — 0 on obtient ¢(u) — ¢(v) = [’[Bo(a) — G(¢)(a)lda, donc ¢
est continue, (b/ € L' et pour tout a > 0,

¢'(a) = =Bo(a) + G(¢)(a). (2.19)
Il reste & montrer que ¢(0) = F(¢). On a
Htj [S(t)¢ — ¢ — B(9)|l .
> f [t [F(S(t = a)p) — $(0) + ¢(0)

+ tj G(S (s+a—t)ds— ¢(a)} + ¢'(a) — G(¢)(a)|da
> 41 f F(S(t — a)6) — 6(0)] da (2:20)
- f 1¢/(a) — 1 [(a) — 6(0)]] da

t t

—t7 [ [ G(S(s)¢)(s +a—1) = G(¢)(a)

0 lt—a

da,
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En prenant ¢ — 0 on obtient

Jy16'(a) [(@ ¢(0)]| da — 0,
i )ft G(S(s)$)(s +a—1) —G(¢)(a)‘da—>0, (2.21)
[y IF(S t—aw) ¢(0)|da — [F(¢) — ¢(0)].

(2.20) et (2.21) impliquent
F(6) = 6(0). (2.22)
De (2.19) et (2.22) on déduit que ¢ € D(A) et —A¢p = Be, c’est-a-dire
BC—A (2.23)

Finalement, de (2.9) et (2.23) on a B = —A. D’ou le résultat.

3.2 Régularité de la Solution

considérons I’hypothése:
(H9). Soit G : L' — L telle que Yu (.,t) € L', Va € [0, a.)

G(u (1)) (@) = —pla,u (- ))u (1) (a),

ou p(a,u(.,t)) € B(R,R) 'espace des opérateurs linéaires bornées,
alors

1) 11 existe une fonction croissante ¢4 : [0, +00] — [0, +00[ telle que
Va,a € [0,a,,) et u(.,t) € Ly,

(e, w (1) = plau (5 0)] < ea(lu ()] p) |a = al.-

2) Il existe une fonction croissante ¢5 : [0, +oo[ — [0, 00| telle que
Va € [0, a,] et u(.,t) € L,

(e, uw () < s flu (s Dl

3) Il existe une fonction croissante cg : [0, +oo[ — [0, 4+00[ telle que
Va € [0,am), u(,t)etu(.,s) € Lt ou |u (., )| <, |lu(,s)| <,

ua, u (., 1)) = ula,u (., 8))] < c(r) [Ju(,t) —ul, )l
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Proposition 2.2. Si les hypothéses de la Proposition 2.1 et (H9) sont sat-

isfaites, alors
S@)[D(B)] € D(B),

Vit > 0,0 € D(B)

d
dt

Preuve. D’apreés weeb ([4] proposition (3.6) page87). On a S(t)[D(B)] C
D(B). Montrons que Vt > 0,¢ € D(B)

S(t)¢ = BS(t)¢ = 5(t) Bo.

Cog =T BS(t)¢ = S(t)B
L0 = T st)0 = BS(t)6 = S1)Bo,
soit p € D(B),t>0et h>0ona
S({t+h)p—S S(h)—1
oy 08— gy st | =1
h) —
- ,lggg){ ( [] S(t)6.
ceci implique
d* S(t+h)¢ —S(t)¢
a5 = Jm h
S(h) —
_ }%5@)[ (31 I]QS:S(t)ng

donc V¢ € D(B), VYt >0

d+

55 (t)o = BS(t)¢ = 5(t)Bo. (2.24)

Il reste & montrer que Vt > 0, ¢ € D(B);
D’apres ([4] théoréeme 2.10 page63) on a
tout ¢t > 0. Alors de (2.24) on trouve

c;_(s( )¢ = BS(t)p = S(t)Bo.

t) est différentiable pour

vt > 0,96 € D(B), —

S(t)¢ = BS(t)¢ = S(t)Bo, (2.25)
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de (2.24) et (2.25) on déduit que V¢ € D(B), Vt > 0,

d
dt

D’ou le résultat. W

S(t)p = BS(t)p = S(t) Bo.

Théoréme 2.2. La fonction G associeé au probléme (P2) donnée par (1.4)
vérifie (H9).

Preuve. Montrons que la fonction G Vériﬁe (H9). On a Gu(.,1))(a) =
—p(a, 1,(t),t)u (a,t) ou I ( f vs(a) exp ( fm da) u(a,t)da,
Donc lopérateur p(a,u (., t)) S ecrlt sous la forme

pla,u(,t): R—R

r— pla,u(.,t)r = pla, 1,(t),t)z. (2.26)
(1) Montrons qu'il existe une fonction croissante
cq 1 [0, +00] — [0, 4+00[ telle que Va,a € [0,a,,], u(.,t) € Ly,
(@, u (1) = plau () < ca (lu )l ) Ja—al.
Soit x € R, on a
|u(a, u ('7 t)).%’ - ,u(du ('7 t)>$| = |#(a7 [M(t)> t)l‘ - :U“(d7 [,u(t)v t)33|
< ‘IU(G, Iu<t)7t> T H(aa [M<t)7t)‘ ‘l" )
d’apres (H3) il existe ¢ > 0 tel que
o, (0)z — plau ()] <cla—alls],  (2.27)

de (2.26) et (2.27) on déduit
(@, w (1) — pla-u (1)) < cla—al,
donc il existe une fonction croissante (constante) ¢4 donnée par

cg: [0,400] — [0,+00]

T = C,

(2.28)

telle que pour tout a,a € [0,a,,] et u(.,t) € Ly on a
[w(a, u (., ) = pla,u (1) < (callu(,8)]0)la—al.
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(2) Montrons que il existe une fonction croissante
cs ¢ [0, +00[ — [0, +-00[ telle que Vu (., ) € L, Va € [0.a,,],

(e, uw ()] < es (lu (D) -
Soit x € R, on a
|M<a’ U ('7 t))l‘| = |M(a7 ],u<t>7 t)l’| )
d’apres (H3) il existe ¢ > 0 tel que
e, 1u(1), t)x] < ¢,
donc il existe une fonction croissante (constante) cs

cs: [0,400] — [0,400]

roo— o
telle que Yu (., t) € L' a € [0, ay,) ,
|(a,w (5 8))] < es([fu (1)l )

(3) Montrons que il existe une fonction croissante

(2.29)

6 : [0, +o0o] — [0, +o00] telle que Yu (.,t),u(.,s) € L' et [u (., t)]| <

T, HU(,S)H < r, alors

(a1 (4 8)) = afayu ()] < co(r) lu () = s 1

Soit x € R, on a

|M<(l, u ('7 t)):L‘ - :u(a7 u (" S))I|

VARVAN

d’apres (H3) il existe ¢; > 0 tel que
’M(avu (7t)) - ,U(CL, u (70)‘ < ‘[M@) - [M(S)‘ )

mais on a

|Iu(t) - IM(S)| =

am a

- bf vs(a) exp <—fm(0)da u(a, s)da

< ?|va<a>| lu (a,1) — u (a, )| da,
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(. 1,(0), Oa — p(a. I,(s), )]
a, 1(0),0) — a(a. I,(s), 9)| |z
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alors de (H1) il existe co > 0 tel que
[Lu(t) = Lu(s)| < caflu () —uls)lpa (2.31)

(2.30) et (2.31) implique, qu’il existe une fonction croissante (constante)
Cé,
cg [0,+00] — [0,400]
r — c=c+ Co

(2.32)

telle que Vau (., t), u(.,s) € LY, [lu(.,t)]| <ret |Ju(.,s)| <r alors

(e, w (1) = pla,u (. 8))| < co(r)f|u (1) —ul., ) [

En combinant (2.38), (2.29) et (2.32) on déduit que la fonction G as-
socieé au probleme (P2) vérifie (H9). W

.Le théoréme suivante montrer que la solution du probléme (P2) est déf-
férentiable

Théoréme 2.3. La solution du probléme (P2), notée u(.,t) = S (t)ug, et
u € C0,a,] x ]0,+o00|

Preuve. D’aprés (H5) on a uy € D(A) et de la Proposition 2.2 et le
Théoréme 2.2, on obtient que S (t)ug € D (A) et

d (,t) = dS(t) = —AS(t)up ¥t > 0

dtu . = di ug = Uo = U.

Alors u satisfait le probleme (P2), ce qui montre la régularité de la
solution du probléeme (P2). W
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Chapitre 3
Méthode Numérique

Dans ce chapitre on propose une méthode numérique pour calculer une
solution approchée du probléme (P1). Cette méthode proposée par Angulo et
al. [5] est une adaptation de la méthode des différences finies. On construit
un schéma numérique puis on montre la consistance de ce schéma. L’analyse
de la convergence du schéma est également étudiée.

Considérons le systéeme structuré age suivant:

uq +up = —(m(a) + p(a, I,(t), t)u, 0<a<a,, t>0,
w(0,t) = [ ala, (1), hula, t)da, >0,

0
u(a,0) = ug(a), 0<a<ay,

I(t) = fn'ys(a)u(a,t)da, t>0,s = u,a.
0

\

ol 7V, Vo, M, [, @, Ug satisfont les conditions suivantes:
(H1) 7., 74 € C*([0, an))
(H2) m e C?[0,a,,),m >0, ;™ m(6)dd = +o0

(H3) p € C*([0, am] x[—&, P(T) ||, . +E]x[0,T7) ou P(T) = Pyexp (t]le.)
et u>0

(H4) a € C*([0,am] X [, P(T) [|Vullo +E] X [0,T]),a >0
(H5) up € C%([0,apm)), ug > 0, ug(0) = [ a(a, 1,(0),0)ug(a)da

et lim wug(a)exp [;" m(s)ds < +o0

a—am

D’apres le chapitre 1 le probleme structuré en dge précédent admet une
solution unique. De plus d’apres les Théoremes de régularités (voir [15]), on
peut montrer que u € C*([0, a,,] x [0,T]) et u(a,t) > 0,Va € [0, a,,],Vt > 0.
Posons a — t = ¢, on obtient

%u(t +c,t) = —(m(t+c) + p(t + ¢, L(t),t)u(t + ¢, t),
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alors on a pour 0 < a < a,,, h > 0,et a+ h < a,,
h

u(@+h,to+h) :u(@,to)exp(—/ [m(a+7)+p(@+, L(to+7),to+7)]dr).
0

Soit A* € (0, a,,) telle que m soit borné sur [0, A*], et définissons la fonction
f par

fla) = [ mis)as.

il est claire que f(a,,) = +0o0.
On considére une discrétisation uniforme de I'intervalle [0, A*] de pas h = %
(avec J* un entier positif). Soient J = [“Tm] le nombre de points de discriti-
sation de l'intervalle [0, a,,] , et N = [%} le nombre de points de discritisation
de P'intervalle [0,7]. On définit les noeuds d’un maillage régulier (a;,t,) =
(jh,nh) pour j € {0,...,J} et n € {0,..., N} , avec aj 1 =a; +L4=(+n,
et t,,1 = t, + 4 = (n+ 3)h. On note U" = (Ug, U7, Ug,...Up), U° =
n 1 n 1 n-rs5
(Ug7 U?? US, ) U9)7 UO = (UO17 UO27 Uga ) Uév) et Un+l = Ul+2 ) U§+2a ceny Ujjz]
2 2
tels que U est la valeur de la solution déscréte approchée au point (aj,tn)
Considérons le schéma numérique suivante pour 0 < n < N — 1.
Pour 0 <3< J"—1,

N[ —

n n * n+i
Uj~:_11 = Uj exp(—h[m(aj+%) + :u(aj+%7 SOh('Y;LU +2)7tn+%)])7
pour J* < j < J—1,
anj_ll = U]n eXp(f(Clj) - f(aj+1)) eXp(_h/‘L(ajJr%a SOZ(VHUnJrE)vthr%))a
pour 0 <n < N —1,
U™ = onla(UmHum™h),

ou

a(un)j = a<aj7(ph<73U)7tn)7 0< J < J7
et I'approximation des demi noeuds par: pour 0 <n < N — 1,
pour 0 <7 < J* —1,

N

Ut

7 = exp(—am(a;) + (e, o (3,07, 1)

=
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et pour J* <j3<J—1,

DN = exp f(a) — Flasin)) expl— (e, 243,07, 1)
ou on a posé
J-1
on(v) = hoy + Z Loy +vj41) v=(vo,v1,...,v5),
s
o5 (v) = ZhvjJr§ v:(v%’v% Uy 1)
=0

Définissons les deux espaces X, et Yj, tels que X, = (RNl et V), =
R7™ x RN x (R7)" munis des normes suivantes:

||"U0,U1, cee UnHXh = MaXp<n<N ”Un||ooj+1 , (Uo, ’Ul, ...,"Un> € X,

N
HP07P07P17P27"'7PNHYh - HP0||ooJ+ HPOHOON + Zh”PnHooJ
N=1

(PO,P(),PI,P2,...,PN) EYh.

3.1 Consistence

Notre but dans ce paragraphe est de montrer que le schéma numérique
précédent est consistant. On aurra besoin du lemme suivant. Soit B_,  (uj,€)
la boule de centre u}}l et de rayon € ot uy, la solution exact du probléme (P1),
uy = (uf, uy, ..., u) et uj = u(a;,ty,).

Lemme 3.1. (Angulo [5]) Soit v" € B ji1(uj,€), avec les hypothéses
(H1)-(H5). Alors, pour h suffisamment petit on a

on(750") € [=8, P(T) |7yl +€],0<n < N,

et
Pr (10" 2) € [<&, P(T) ||vyll, +2] . 0<n <N -1,

ol ¢ = i, Q.
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Théoréme 3.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) ont lieu et soient
V", w" € Boo jr1(ull,e). Alors, pour h suffisamment petit et 0 < j <
J—1ona

lon(750™) = en(vpw™)| < C 0" = w0y, 1< <N,

1
n+3

1
|vj+% —w::%ﬂ < ‘U?—wﬂ—{—C’th”—wnHljﬂ, 0<n<N-1,

<Ol —w"lly yuy, 0SSN -1,

* n+i * n+i
| (rgom) = ph(rpwm)

[en(a(v™)e") — gplawhu")| < Cllo" —w"ll yy,, 1 <n <N,
J
ot ||Un||1J+1 = Zh|vj|7 ¢ =M Q.
Jj=0

Preuve. Montrons que pour tout 1 <n < N,

‘@h(%“n) - (Ph(7¢wn)‘ < Cf" — wnH1J+1 :

On a

IN
=

‘SOh(’quUn) - Sph(’7¢wn)| ”quvn)l - h(7¢>wn)1

——

((rpv™); + (Ysw™)j41)

_I_
]
s

7=1
J—1
= E((vpw™); + (vpw™)j11)
J=1 3.1
< Blrgt™n — (s 3.1)
J—1
+ 57 B rpem); — (rpw™)|
=1
La|
+ %|(7¢Un)j+1 - (’Y¢wn)j+1|a
j=1
mais
|[(vo0™); — (vgw™);| = |vela)vf —yelaz)w}],
d’apres (H1) il existe C' > 0, tel que pour 0 < j < J,
|(70™); — (vpw™);] < Clof —w?]. (3.2)
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De (3.1) et (3.2) on obtient
J-1
[Pr(760") = en(vsw™)| < Chlof —wi|+C ) §of —wy
j=1

J-1
+C Z Slofy —wjy|
j=1
< Clv" — wn||1 J+1 -
Montrons que pour 0 < j < J—-1let0<n< N —1,
+l +l
07 =W E LS o =+ ORI =y gy

Pour0<j<J*—1,0ona

o _w™ = yex —ﬁ[m(al) + plaj, o5 (7,0"), tn)] (3.3)
j+% ]+% J p 2 i /’I/ j?QPh 7/1, y bn .
h
“uyexp (= [m(e) + nlos 2 (t)o0) )

= (0~ u)exn (=5 [m(a) + a0 0] )
+w” exp (—gm(aj)) {exp (—gu(aj, soh(wv")in))
— exp (—g#(aj,soh(mw”)ytn))} ,

de la méme maniére, pour J* < 57 < J — 1 on obtient

n+% n+%
V. i — 1=
n

(v} —w})exp (f(aj) - f(aj+%)> exp (—5pu(ay, er(7,0") 1)) (3.4)
)= Flaze1)) fexp (= bulas, o (r,07), 1)
— exp (—%M<aj7 @h(Vuwn)7tn))] :

D’aprés la premiére inégalité du Théoréme 3.1, et comme |[w" || ;4 <
C avec (3.3) et (3.4), alorspour 0 < j<J—1let0<n<N-1lona

1 1
n+3 n+3
1

IN

(% —w

f mwir | < [ w4 Chen (7,07) — enly”)]

< |U? - wﬂ + Chjv™ —w"||; J+1°
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Montrons que pour tout 0 <n < N — 1,
* n+i * n+i n n
(WNU +2) - ¥y (7;#” +2)‘ <Clp" —w ||1 J+1

On a
‘902 <7Mv”+%) ~ ©h (%w’”%)‘ = ’sff}i (m [v’”% - w"*ﬂ) ‘ , (3.5)

De (H1) et le Lemme 3.1 on trouve

* n—i-l)_ *< n+l>)<c hlv ”*2_ "*2 3.6
‘wh(wv 2) — ) (w2 Z vl —wi P, (3.6)
D’apres la dexiéme inégalité du Theoreme 3.1 on obtient
ntg ntg n n
vi+§—wl+; <C‘v — wj }+C’h||v —w"|ly ;s (3.7)
(3.5)—(3.7) nous donne pour 0 <n < N —1,
J—1
‘s&;ﬁ (wv”*?) ~ ¢ (7¢w”+5)‘ <O vy -y
i=1
+CZ R ™ —w", J+1
i=1
< O™ — wn||1 J+1
Montrons que pour 1 <n < N,
o (a(v™)v") = gp(a(w")w™)| < C'llo" —w"|| ;-
On a
|on((v™)v") — g (a(w™)w")]
= |[h(a(v™)1v")1 = h(a(w")1w"):
J—1
+3 /2 [(a@™);0m); + (a(v™), 0" j41)]
=1
1
+ h/2l(a(wm) um); + (a(w"),, w")j]
j=1 (3.8)
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mais
|(a(v™);0m); = (a(w™),w");|
= |a(a;pn(7o0"), ta)V] — alag, 5 (74 wn)atn)wﬂ (3.9)
< loay o, (10", ta)| o2 — ] |
T || Jalasn(rar™), ta) — alaz o, (vaw™), )|
alors le Lemme 3.1, (H4) et ||w"||, ,; < C implique qu’ il existe C' > 0
tel que
[(a(v™),0"); = (a(w™),w"),| < C|vf —w}|
+C len(1av™) = en(vaw™)| -

La premieére inégalité du Théoreme 3.1 et (3.10) entrainent qu’il existe
C >0 tel que pour tout 1 < j < J

a(v
|

(3.10)

[(a(w™);0"); = (a(w™),w"),| < Clvj = wj |+ Cllo" = w4,
(3.11)
les inégalités (1.8)-(1.11) entrainent qu’ il existe C' > 0, tel que

o a(v™)o") — g (a(w")w™)|

< Ch |U711 —wi|+ Chlv" — wn”1j+1

+CZh/2 [C ’v — Wy ’ + C'[jv" — wn”lj+l:|

1
o
FOS /2 [C ey — w4+ C o = urll ]
j=1
alors
ln(a(v™)0") — pp(@(w™)w™)| < Cfv" —w™[|, 5, -
D’ou le résultat. W

Proposition 3.1. Définissons L7}| par V0 <n <N —-1,0<j<.J*—1

[

n 1 n * n+i
Lyt = = [ut! = exp (mlayey) + lag . oh ()t 0) )|

etpour J* <j<J -1

Lt = [t = exo (£ (a5) £ (ag30)) exp alay 7 (7,09, 1)
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Alors, il existe C > 0 tel que

L] < on2.

J+1

Preuve. Pour 0 < j < J*—1,0n a

L] <
‘“%{‘exp< I m (a5 +6) + p(aj + 6,1, (b +6) , tn+5)]d6>
—exp—h [mla3) + (a2 ) ) ||}
g'”Tﬂ{‘exp fo m(a; +0) + p(a;+ 0,1, (t, +9),t, +0))dd)
= exp (hlm(ag) + g Tultgs)s b))

+‘exp (—h [m(aj+%)+u( i1, Lt ),tn+;)])

— €xp (—h[m <%+%> + p(a ajyl aSOh(%L +l)atn+ )])‘}7

(3.12)
posons
h
Ki = Jexp(= [ (m(a+8) = (0 + 6.0, (10 +) oy +5)d8
—exp (—h [m(a;yy) + oy Tt ) trn)])|
et
Ky, = ‘exp(—h [m(aﬂ%)"‘ﬂ( ]+17I( 2)7tn+2>]>

— exp (—h[m (aj+%> + ,U(ajJr%, SO:L(VMun 5):%.%)]))

comme la fonction exp est lipschitizienne, alors il existe C' > 0 tel que

K, < C

h
/ m (a; +0)dd — hm(a;, 1)
0

h
+C / a4+ 8,1, (b +0) 10 +8)d5  (3.13)
0

Ditucy)l]

~ hlulag,y. Lt
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d’autre part on a

‘fohm (a; +0)dd — hm(a; 1)
)+m(a;)

[P m (a + 6)ds — B0 (3.14)

< o

4 ‘hm(“j+1%+m(aj) o hm(a/jJr%)

un développement de Taylor de m donne

2

m (a; +0) = m (a;) + om' (a;) + 37”" (&)

et

m(a;+0) = m(aj1)+ (0 —h)m'(aj:1)
_I_((S _Zh) m”<€;)
= m(aj1)+ (6 —h)m' (a;)

5 — 2
+(5 o h) th//(g;/) 4 ( 2h) m// (é-;) ’

on obtient donc

1
m(a; +0) = glm(a;) +m(aj)+ (26 — h)ym’ (az) +
52 " 1" 5_h2 1"l
2 () + (0 — hy b (&) + L )
En intégrant 1’égalité précédente, on trouve
Jo m(a;+8)ds = & (m(ay)) +m(a;41)
+1 (26 — h)m’ (ay) do
LSy [ S (€ + (6 = h) b (€])
+ O (¢7)| do.
De plus
h I
/ (25 — h)ym! (a;) d5 = m' (a) (252 h) —0,  (3.16)
0
0
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ds < Ch?, (3.17)

[

/ (65— h) b (€])

[

En combinant (3.15)-(3.19) on déduit que

ds < Ch?, (3.18)

ds < Ch3. (3.19)

h ‘ :
/ m (a; +6)ds — h (m (a;) +2m (“J“>) ' < CR®. (3.20)
0
D’autre part, on a
h !/ h2 "
m (ajJrl) m(aﬁr%) + §m (a’j+ ) + Zm (>‘l> )
et )
D) — _ E !/ h_ " )\/
m (a;) *m(ajJr%) 2m(aj+%)—i— 4m (M)
alors
. A 3 3
hm (aj) +m (CLJ—H) _ hm(aj+;) + h_m// O‘z) ﬂm// ()\2) 7
2 4 4
d’apres (H1) on trouve
'h (m (aj+1)2_ m (aj)) . hm( j+1> < Ch3 (321)
De (3.20) et (3.21) on déduit que
h
/ m (a; +6)dd — hm (aj+%> < COh®. (3.22)
0

De méme on peut montrer que

< Ch3.
(3.23)

h
s B8 b ) 4 0005 = By Tt )
0
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D’apres les relations (3.13), (3.22) et (3.23) il existe C' > 0, tel que
K, < Ch?. (3.24)

D’autre part,
1

K2 S Ch ‘[M(tn—ﬁ—%) — QOZ(f}/Mu”-i—?)

et comme

Iy (%g) ~¢h (wﬂ”%)( < Ch?,

on obtient donc

K, < Ch®. (3.25)

Etant donné que |u§‘} est bornée, de (3.12), (3.24) et (3.25) on déduit
que

L] < on?, (3.26)
pour 0 < 5 < J* — 1. Le meme raisonnement nous donne pour J* <

L] < on’. (3.27)
De (3.26) et (3.27), pour 0 < j < J —1let 0 < n < N — 1, on déduit
que

|Lyf| < Ch?.
[

Lemme 3.2. Soit By, (un, M) C X}, la boule ouverte de centre uy, et rayon
My, > 0. Définissons la fonction 1, par

wh : B(Uh, Mh) — Yh,

ou
¢h<vo7 Ul7 U27 Un) = (p07p07p1"'pn)7

tel que
P = — U0 e R

Py = vy — ¢p(a(®™)v"), ne{l,...N},
ou pourtout 1 <n<N—-1,0<7<J —1,
Pt = ot~ exp (—h [m(aﬂ%) + u(aﬂ%, go;‘L(fy#UnH/z)’ tm%)]) ,
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etpour 1 <n<N-1,0< 7 < J—1,

7 n n * n+ L
P = v =) exp(f(a;) = f(aj41)) exp(=hulag, 1, (7,07 %), 0 1)).
Alors pour My, < Ch la fonction 1, est bien défini.

Preuve. Soit (v, v!,...,0"), (w° w!, ..., w") € By, (un, My) tels que (v°, 0!, ..., 0") =

(w® wt, ..., w"), il est clair que

v, (00,0 0™ =, (W Wt L w™).

Il reste & montrer que quelque soit (v°,v!,...,v") € By, (us, M), alors
P (00,01, .., ") €Yy, cest-a-dire montrons que |[1b, (0, 0!, ..., 0"y, < 400,
Onap’=1"—-U° € R/*,

comme ||0°]| < 400 et ||U°|| < 400, alors

I 2° lloo,s+1= max |p§| = max |v] — U7| < +o0. (3.28)
0<5i<J 0<j<J

D’autre part, pour tout n € {1,..., N} on a

d’ou
Ipol = %1_ h(a(v™)v")
t+ 3 [(a(vm)v™); + a((v™)v™) 4]

= |vg — h(a(ar, @, (7a0"), t1)07)
+ Z % [&(aja Soh(fyavn% tn)v;l>

+O€(6Lj+17 ¢h(7avn)7 t’ﬂ)vy—%l)] ’
d’aprés le Lemme 3.1 et (H4) il existe C' > 0 tel que

a(aj, n(1av"), ta)| < C.
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On obtient donc

J—1 J—1
] <[] + ChIoT [+ C Y h/s || +CY b/ |vf],

s j=1
il en résulte que pour tout n € {1,..., N} on a

lpg| < C anHooJH )

d’ou
|lPoll ooy < +00. (3.29)
D’autre part,

1 .
‘ ]+1{ E ,U]J—ri_ll - U GXp( h[m(aj—‘r%) + u(aj-‘,-%v SDh('YuU +2)7tn+%)]) )
alors
1
n+1 n+1 n+1 n+1
‘pj | h }UjJrl ]+1‘ + |LJ+1
u’ el
+ TJ eXp<_h[m<a’j+%) + M(aj+%7 @h(%ﬂ +2 )7 tn—i—%)])
s

n+1
= - exp(=hlmlaz, 1) + plag s, en(1,0"2) )]

le Lemme 3.1 et le Théoreme 3.1 entrainent que

Ipﬁl\_hlv?if ?i%H\L?I%H [uj =0} |+ C flu" = 0"y -

D’aprés la Proposition 3.1 on a |L?]}| < Ch? et comme |v} — ulf]| <

M, |u;‘ - Uﬂ < My, ||u™ =™, < My, et My < Ch, on obtient que
P <, (3.30)
De (3.28), (3.29) et (3.30) on déduit que
(°, po,p, ..., p") € Y.

Donc 1), est bien définie pour My < Ch. R
Définissons maintenant I’erreur de consistance par

En =l ¥n(un) lly, = [Hnlun)lly, -
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Définition 3.1. On dit que le schéma numérique précédent est consistant,
si et seulement si l'erreur de consistance, Ey =|| 1, (up) [|,, — 0 quand
h — 0, ou bien

lim up) ||y, = lim || 15 (u =0.
tin | () 1= i 1)y,

Le théoréme suivante nous donne une condition suffisante pour I'obtention
de la consistence du schéma numérique

Théoréme 3.2. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) ont lieu et soit h
suffisamment petit. Alors le schéma numérique précédent est consis-
tant, de plus

I (uh)HYh < Huo - U0HooJ+1 +0 (hz) :

Preuve. On a ¢, (u,) = (LO, Lo, LY L2, ..., LN) . D’apres la proposition 3.1,
pour 0< < J—-—1let0<n<N-—-1ona

L] < on’. (3.31)
De plus d’aprés la preuve de la Proposition 3.1 on déduit qu’ il exist
C > 0 tel que
L = [l L)t ula t)de - pal)a)
0

< Ch* + |La(ta) — en(y,u™)]
d’aprés Angulo [5] on a I'inégalité suivante
[a(tn) = en(v,u™)| < CP2,
on obtient donc, pour 0 < n < N,
|Ly| < CR?. (3.32)
De (3.31) et (3.32) il existe C' > 0 tel que

n=N
1 @illy, = 112 wsis + Holloon + D BN e
n=1
< L0 O
d’ou
[ (un)lly, < |Ju® = U°[| +0(R?).
[ |
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3.2 Stabilité du Schéma Numérique
Notre but dans ce paragraphe est de montrer que le schéma numérique
proposé est stable par rapport au seuil M;. Définissons I’ensembe H par

H={h|h=A/J J €N},

Définition 3.2. On dit qu’une schéma numérique est stable par rapport au
seuil My}, 8’il existe deux constantes positives hg et S telles que quelque
soit h € H avec h < hg et quelque soit Vj,, W, € B(uy, M},) alors

Vi = Wallx, < S19n(Va) = a(Wa)lly, -

Le théoréme suivant nous donne la stabilité du schéma numérique par
rapport au seuil Mj,.

Théoréme 3.3. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) ont lieu et soit h
suffisamment petit, alors le schéma numérique précédent est stable par
rapport au seuil My = Ch, c’est a dire que Fhg, S > 0,YVh < hg et
V’Uh, wp, € B(Uh, Ch)

[on = wallx, < STn(vn) =y (wn)lly, -

Preuve. Soit (%, v, ...,v"), (w°,w',...,w") € Bx, (un, My), posons
E'"=y"—uw" e R 0<n<N,

Uy (00, 00,00, o 0Y) = (P, Py, P, PN

et
¥y, (W, wo, w', ..., w™) = (R°, Ro, R, ..., R .

Pour0<j<J*—1ona

n+1l n__ ,.n
BT = vy —wj



alors
Eff = Epexp(=hlm(ag,y) + pla; 1, (7,0 %), by
+w} exp(—hm(ajJr%)) [exp(—hu(aﬂ%, o5 (7,0
— exp(—hpla;, 1,94 (7,0"2), t,00))]
+h(PI = R,
de la méme maniére, pour J* < j < J—1ona
Erfl = EJexp(f(a;) = flag)) exp(—hp(az, s, o (7,07 2) tis)
wf exp(f(a) = Flaen)) [exp (—haaz, g, o7 (3,075 1)
— exp(—hp(ay, 3. 05,0 ). 1y )|
R - B,

d’apres (H3), le Théoréme (3.1) et comme |jw|| < +00 on déduit

ocoJ+1
que
B < |EF| 4 Ch|oh(7,0™72) — @b (7,0m7)
+h |PE — R (3.33)
< (B2 + ORI o+ h [P — RIS,

Pour N > n > 5 > 1 on obtient par reccurence que

J j—1
EF| < |Eg +ChY BT Y|P - R
=1 =0

n—1 n
< |Eg‘j\+ChZHEZ’HN+1+hZ||Pi—RiHOOJ, (3.34)
i=0 i=0
etpour J>j3>N2>1

n n—1
7| < B+ Oy BT, +h D B = R
=1 =0

IN

n—1 n
B+ Ch) B, +h (1P = R - (3:35)
=0 =1
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D’autre part, on a

Eg = o (a@")v") =@, (a (@) w") + (K — Rp)
= e (a (") E") + ¢ (Jo (v") — a(w")]w") + (B — Rg)

d’aprés (H3), le Théoréme 3.1, et puisque ||w"|]
tout 0 <n <N ona

Eg] < CIE],,., +Clen (o (0) = 0 (v (w™))]
1By~ Ry|
< ClEl,,, + B — Ryl (3.36)

soy, < 00, alors pour

1J+1

En combinant (3.34), (3.35) et (3.36) on aura

n—1 i
1E", ., = hIEI+> h|EY+> h|E]
j=1 j=n

IN

h(CIE ., + 1Py - R3))

|| 1j+1

n—1 n—1 n
By (\Em wthEiHW+hz||Pf—Ri!!wJ)
=1 1=0 =1
jJ n—1 A n . .
D (CRIED S EETD S LT
j=n

1=0 i=1

ceci implique que

1B, < CIE,,,, +h(CIE,,,, + B - Ry)
n—1
Y n(ClE I B - R+
j=1
n—1 n
ChY _|IEY,,  +ChY_|IP =R,
=0 =1
<

1J+4+1

CllE+cn)_|lE]
1=0

+CZh|Pg — R} +Chz | P — Ri||ooJ,

i=1 =1
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par récurence on obtient que

C||E°

IE™],,., < I,

+CZh|Pg — R} +Chz 1P =R
=1 =1

IN

¢ (HEOHOOJH + | Po — Roll o, + hzn: HP’ - RiHOOJ) ,

=1

Onapour N>n>j>1,

n—1 n
By < B+ Cn )y 1B, +h ) IR =R

i=0 i=1
pour J>j3j>N2>1
n—1 n
|E7| < B +CnY_|IEY, +h) P =R,
i=0 i=1
et pour 0 <n <N
|Eg| < CIE™,., + [P — Rgl-

1J+1

Alors pour tout 0 < n < N on déduit que

i, <cC (HEOHW B Rl B P R"Hw) |

=1

Finalement, prenons S = C' alors quelque soit hy € H on obtient

lon — wnllx, < SYp (n) =y (wn)lly,, -

Ce qui montre que le schéma numérique précédent est stable par rap-
port au seuil M, R

Remarque 3.1. Le théoréme précedent reste vrai pour vy, et wy, sont bornées.

Notre but dans ce paragraphe est de montrer que le schéma numérique
proposé est stable.

Définition 3.3. On dit qu’un schéma numeérique est stable si et selment si

la solution approchée est bornée, c-a-d s’il existe C' > 0 tel que pour
tout 0 <n <N, ||[U" <C.

RJ+1 —
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On a le résultat suivant sur la stabilité du schéma numérique.

Théoréme 3.4. le schéma numérique précédent est stable, c’est a dire qu’il
existe C' > 0, tel que pour 0 <n < N, ||U"|| < C.

QJ+1

Preuve. On a pour 0 < j < J* — 1,
U}Tll = U exp (—h [m (aj+%) + (aj%,s&h (%UH%) ,tn+%>]> 5
et pour J* <3< J—1,
Urht = Ulexp(f(aj) — f(aj11))
exp [—hﬂ (aj+%> O <7MU”+%> ,%%)] )
avec 0 <n< N —1,
Uyt = (a (U U™ (3.37)

De (3.37), et VO < j < .J — 1 on obtient que

R < 107 -
Pour n > j on a ‘
U] < U6

et pour n < j on déduit que il existe C' > 0 tel que
n 0
oy < ve,| <c

Pour démontrer quel|U"[|,,  est bornée il suffit de montrer que |Ug|
est bornée pour 1 <n < N.Sin=1ona

Ui = o, (a (Ul) Ul) =

h(a (UF) UY),
or on a pour V1 < j < J

(0 (U UY),] < o (a5 00 (hU) )| ul] < € U2
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donc

\Us| = |en (a (U UY)| < C U (3.38)

o 41

Supposons que |U0| est bornée pour 2 < k < n, c’est-a-dire il existe
C > 0 tel que ‘U’“} < C' et montrons que }Ug“‘ est bornée. On a

g < \h( (U”“) U, (3.39)

I Z Z [ Un+1 UnH)J (a (Un+1) Un+1)

)|
d’autre part d’aprés le Lemme 3.1 on obtient que

[(a (@ U] < a(aen (R0 i) [ [UF]

<
< ClUyl <0 (3.40)
et pour2<j<.Jona

(o @) U] < Jo (a0 (U7 )| U741,

<C|ur,|<C (3.41)
Car |U(ﬂ < C pour 2 < k < n. Alors d’aprés (3.38)-(3.41) il existe
C > 0 tel que
\Ugtt| < C.

On déduit que VO < 7 < J,0<n < N,
ol <c.

d’'ou VO <n < N,
< C.

10"
QO J+1

D’ou le résultat W

3.4 Convergence du Schéma Numérique
Notre but dans ce paragraphe est de montrer la convergence du schéma
numérique.
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Définition 4.5. Définissons I'erreur de convergence par [[es|| x, = [lun — Usy, -
On dit qu’un schéma numérique est convergent si et seulement si l’erreur
de convergence |les||x, — 0 quand h — 0.

On aurra besoin du théoréme suivant (voir [19]).

Théoréme 3.5 (cf. [19]). Si la fonction v, est continue sur B (up, Mp),
et le schéma numérique précédent est consistant et stable par rapport
au seuil My, et ||I4[,, = o(My). Alors
1. il existe une unique solution approchée (UO, U, ...UN) appartenant
a B (up, My) telle que v, (U°, U, ..., UN) =0,

2. la solution (UO, Ul, ...UN) est converge vers la solution exacte et
lenllx, <0 (Ially,) -

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour avoir la
convergence du schéma numérique.

Théoréme 3.6. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) ont lieu. Alors
si My < Ch, il existe une unique solution approchée (U°,U*,...,UYN)
appartenant & B (uy, My) satisfaisant

| un = U ||x, < C[u® = U°|| + 0(R?).

Preuve. D’aprés les Théoremes 3.2 et 3.3 le schéma numérique est consistant
et stable par rapport au seuil M, < Ch. Pour |[u® — U°)|_ < h?on a
[l x, = o(My). Alors pour démontrer le Théoreme 3.6, montrons que
la fonction v, est continue sur B(uy, Mj). Comme la fonction 1, est
bien définie pour M, < Ch, il reste & montrer que pour tout suite
((vn)m)men dans B(up, Mp) qui converge vers vy, alors (¢, (Vn)m)men
converge vers ¢y, (vp,).
Soit (vp)m — vp, simplement on a

Up(n)m = (P°),(Po),,. ("), . (PV), ),
U, (vy) = (R Ry,R',R?, ..,RY),
et

[n(vn)m = Yn(n)llx, = 1(P%),, = Rl jia
+[[(£0),,, — Roll o
+



Mais
H (Po)m - ROHOOJ'+1 = H<Uo)m o ’l}o||ooj+1 < H(Uh)m - UhHXh . (343)
Pour tout 0 < n < N il existe C' > 0 tel que

1Py — Ryl = [[(vg)m — ep(a((v")m (v"),,)
— (vg — @pla(v")0"))]]
< [(Wg)m —vg| + C (0" )m — 0"l ;11
< Cll(on)m — (vn)lly, -
donc
1P° = Rl .y < Cll(wn)m — (o)l - (3.44)
D’autre part, pour 0 <n<n-—-1let0<j<J*—1ona
(i), — R | =
(V5 = () mexp [ ~hlmyy g + (g y, (70" )]
- _

() = (1) exp [ =h(m(a,,y) + as g on(,0" ) b))

d’apres le Théoréme 3.1, le Lemme 1.1 et [v"| < C on obtient
(1), — B < o } Vi m — v + U )m — 07|
+C ||< )m n”oo]—‘rl
2
< 5 Hwn)m = (on)llx, + Cl(0n)m = vall, -

Doupour0<n<N-1let0<j<J" -1
Ve 7 2
o = B, < 2 e —

Ol wn)m—vnlly, . (3.45)

De la méme maniére on obtient pour tout 0 <n < N —1,et J* < j <
J -1,

2
L s P A (O ol P
+Cl@m = all, - (3.46)
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Puisque ((v)m))men converge vers vy, alors

Ve >0, Img,m >mo, |[(vn)m — (vn)llx, < £, (3.47)
prenons
, . € E e ¢h
= - —,——.—) et = ) 3.48

En combinant (3.43), (3.44), (3.45), (3.46), (3.47) et (3.48) on déduit
que quelque soit m > my

P8~ ROy < N 0n)n — vallx, < -

3
€
1(B0)m = Bollon < Cll(vn)m = wnllx, < 3.
et
n mn 2
1) = Bloey = 5 1 (on)m = onllx,
+C () + vnl,
< £
37’

on obtient que

N 15
S BlPm — By < =
n=1

donc Ve > 0, dm; = mg, m > my

1@ (0D — a0, < <.

Finalement,
@n((vn))m — @n(vn).

Le Théoreme 3.5 entraine qu’il existe une unique solution approchée
(U°,UY,..U") appartenant & B (uy, My) qui satisfait || u, — Uy [|x, <
Cllu® = U + 0(h?). 1

Autre théoréme de la convergence
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Théoréme 3.7. Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) ont lieu. Alors
pour h suffisamment petit, il existe une unique solution approchée (U out,...UN )
appartenant & B (up, My,) satisfait

| un = U ||x, < C[u® = U°|| + 0(R?).
Preuve. D’aprés le Théoréme 3.4 la solution approchée est bornée. Choisis-

sons U? telle que ||u® — U], < h?. Du Théoréme 3.2 on obtient que
14l x, = o(My), c’est-a-dire

N,
}ILH%— =0=Ve >0, Jho, h < ho, |Inlly, <&My,
- h

prenons € = %, alors il existe hy tel que pour hy > h,

1
Il < <M
ou I, = ¢, (u®,ut,u?, ..., u"). D’autre part on a ¥ (U};) = 0, par suite
1
17ully,, = 10n(Un) = P (un)ll,, < <M. (3.49)

D’aprés la remarque 3.1 et (3.49), le schéma numérique est stable par
rapport au seuil M}, d’ou

lun = Unllx, < Sllon(un) = du(Un)ll,, < M, (3.50)

donc

U, € B(uh,Mh).
Montrons que Uj, est unique. Supposons qu’ils existent deux solutions
Un, U;. De (3.50) on a

1Un = Upllx, < S 1on(Un) = ¥ (U)lly, =0,

ce qui implique U}, = U}, la solution est alors unique. 1l reste & montrer
que
| un — Uy |1x, < C|[u® = U°||  + 0(h?).

De (3.49) on a
Il = () — dCun)ll,
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le Théoreme 3.3 entraine que
1Tn]lx, < C|u®—U°||_ +0(h%). (3.51)
En combinant (3.50) et (3.51) on déduit que

|| Up — Uh ||Xh§ C ||u0 - UOHOO + O(hQ)
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