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Introduction

L’analyse numérique a commencé bien avant la conception des ordinateurs et leur utilisation quoti-
dienne que nous connaissons aujourd’hui. Les premieres méthodes ont été développées pour essayer
de trouver des moyens rapides et efficaces de s’attaquer a des problémes soit fastidieux a résoudre a
cause de leur grande dimension (systémes a plusieurs dizaines d’équations par exemple), soit parce
qu’il n’existe pas de solutions explicites connues méme pour certaines équations assez simples en
apparence.

Des que les premiers ordinateurs sont apparus, ce domaine des mathématiques a pris son envol et
continue encore & se développer de fagon trés soutenue. Les caractéristiques des ordinateurs (rapi-
dité, précision,. . . ect) ont permis d’améliorer plusieurs méthodes numérique connues, et ont facilité
la création d’algorithmes relatifs a des problemes dificile voir impossible a trouver la solution ana-
lytique.

Ce cours et s’initier aux bases de ’analyse numérique en espérant qu’elles éveilleront de l'intérét, de
la curiosité aux étudiants de 2°°™¢ année licence mathématiques . Il a pour objectif de présenter une
variété d’outils numériques permettant la résolution d’un certain nombre de problemes.

Les chapitres de ce cours sont illustrés par des exemples d’applications,et a la fin de chaque
chapitre une série d’exercices. Ce polycopie ce compose de cinque chapitres.
Chapitre 1 : Notions sur les erreurs en analyse numérique,
Chapitre 2 : Interpolation polynomiale,
Chapitre 3 : Approximation aux sens des moindres carrés
Chapitre 4 : Intégration et dérivation numériques,
Chapitre 5 : Résolution des équations non linéaires.

TABLE DES MATIERES 3



Chapitre 1

Notions sur les erreurs en Analyse
Numérique

Introduction

Le mot erreur n’est pas pris au sens de faute (raisonnement faux dans la méthode, instruction
fausse dans le programme). Il ne concerne que des erreurs inévitables. On peut les classer en trois
catégories :

Les erreurs sur les données. Elles peuvent étre dues a I'imprécision des mesures physiques
ou au fait que les données proviennent elles mémes d’un calcul approché. Elles sont imposées, en
quelque sorte, de I'extérieur et nous ne pouvons agir sur elles. Néanmoins, la maniere dont elles se
propagent au cours des calculs est davantage du ressort du calculateur.

Les erreurs d’arrondi. Ce sont les erreurs dus au fait que la machine ne peut représenter les
nombres réels qu’avec un nombre fini de chiffres. A chaque opération mathématique élémentaire,
on peut perdre des chiffres significatifs. Le calculateur doit donc étre vigilant quand le nombre
d’opérations est tres important. Cela va faire I’objet du prochain paragraphe.

Les erreurs d’approximation ou de discrétisation. Ce sont les erreurs qu’on commet, par
exemple, lorsqu’on calcule une intégrale a ’aide d’une somme finie, une dérivée a I'aide de diférences
finies ou bien la somme d’une série infinie & 1’aide d’un nombre fini de ses termes (on parle alors
quelquefois d’erreur de troncature). Une situation consiste & approcher une fonction, solution d’une
certaine équation fonctionnelle ou aux dérivées partielles, par une combinaison linéaire finie de
fonctions élémentaires. Ce type d’erreurs est bien str fortement 1ié a la méthode employée. Un des
buts de I'analyse numérique consiste justement a évaluer ces erreurs de discrétisation pour chaque
algorithme mis en place.

Dans ce chapitre nous nous intéressons principalement aux erreurs numériques.
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1.1 Erreurs absolue et relative

1.1.1 Erreur absolue

Définition 1.1. L’erreur absolue est le majorant de la valeur absolue de la différence entre le nombre
réel x et le nombre approché x*, la quantité réelle positive

Alz)=|z—az"].
Remarque 1.1. Plus 'erreur absolue de z* est petite, plus x* est précise.

Exemple 1.1. Pour la valeur exacte de z = %, la valeur approchée x7 = 0.666667 est mille fois plus
précise que la valeur approchée x5 = 0.667.
En effet, nous avons

2000000 — 2000001 1

2
By =|xz—a} |=] 3 — 0666667 |=| 3705 |= 3 1076
2 2000 — 2001 , 1
E = —_ * =| — — . = = — 1 -3

Ainsi B, =103 - E;.

1.1.2 Erreur relative

Définition 1.2. L’erreur relative est égale a ’erreur absolue divisée par la valeur absolue du nombre
v * E
T—z
E,. = g

|z | |z |
Remarque 1.2. E,. est souvent exprimée en pourcentage.

Exemple 1.2. Pour les valeurs exactes de ¢ = % ety = 1—15, on considere les valeurs approchées

respectives ] = 0.67 et y5 = 0.07.
En effet, les erreurs absolues respectives sont

200 — 201 1

2
Ei=|z—2*|=| = —0.67|= =-.10"2
v=le et =g = a0 =3
1 100 — 105 1
Ey=|y—vy*|=| —= —0.07|=| ———|= =107
s =ly =y =l 5 — 007 |=| o |= 5
Les erreurs relatives correspondantes sont
E
E, = —==05-10"2=0.5%
|z |
E
Er2=ﬁ=5-10—2=5%
Y

Ainsi, bien que les erreurs absolues soient égales, =* est une approximation dix fois plus précise
pour x que y*1’est pour y.

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 5
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1.1.3 L’erreur percentile

E% est cent fois Ierreur relative
E% =100 x E,.

1.1.4 Majorants des erreurs absolue et relative

Si la valeur exacte est connue on peut déterminer les erreurs absolue et relative. Mais dans la
majorité des cas, elle ne ’est pas. Les erreurs absolue et relative deviennent alors inconnues, et pour
les estimer on introduit la notion de majorant de ’erreur absolue et de I’erreur relative.

Définition 1.3. On appelle majorant de Ierreur absolue d’une valeur approchée z* de x tout
nombre réel positif Ax vérifiant :
E=lz—2z2"|<Ax

ou de maniere équivalente :
¥ — Az <z <z"+ Ax.

Remarque 1.3. 1- On écrit = z* £ Az qui veut dire z € [z* — Az, z* + Axz].

2- Plus Az est petit, plus 'approximation z* est précise. D’oui, en pratique, on prend le plus petit
Ax possible.

3- Si z1 et zo sont tels que : z1 < x < x9 alors x = % est une approximation de x avec une
erreur absolue Ax = £1%2,

4- Souvent au lieu d’écrire x = x*+Ax oux ~ v*+Ax, on écrit x = x*+02-100% ou v ~ z*+5x-100%
avec la quantité dx définie par dx = % qui est le majorant de lerreur relative a x*.

1.2 Propagation des eurreurs

1.2.1 Erreurs d’une addition

Propriété 1.1. Soient x et y deux quantités exactes , x* et y* des approximations de x et y,
respectivement. Alors on a
Alz+y) =Az+ Ay

d(z +y) < max(dx,dy)
Démonstration. 1- Nous avons,
- Ar<x<z*+Avety" — Ay <y <y*+ Ay,
donc
Tty — (Ar+Ay) <z+y<z*+y" + (Az+ Ay)

Ainsi (Az + Ay) est un majorant de l'erreur absolue de x + y, et par suite A(z + y) = Az + Ay.
2
Alz+y) Ax+Ay Az 2* Ay y*

x*+y* x*—y* _.’K* x*—y* y* :v*—y*

Y

(E*—y*

dx+y) =

* *

>0,/\2:

=0x- A+ 0y Ay, (avec A\ = >0 et M +X=1)

{E*—y*

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 6
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< max(dz, oy) - A1 + max(dx,dy) - Ay
< (A1 + A2) max(dx, 0y) < max(dx, dy)
—_———

=1

1.2.2 Erreurs d’une soustraction

Propriété 1.2. Soient x et y deur quantités exactes , x* et y* respectivement des approximations
dex ety . On a alors :
Az —y) = Az + Ay

*

ty

Sz —y) <
(x y)_m*_y*

max(0x, 0y)
Démonstration. 1- Nous avons,
- Ar<zx<z*+Arety" —Ay <y <y + Ay,

ceci implique que —y* — Ay < —y < —y* + Ay
d’on
(2" —y") = (Az+ Ay) <z —y < (2" —y") + (Az + Ay)
Ainsi (Az + Ay) est un majorant de l'erreur absolue de x — y, donc A(z —y) = Az + Ay.

2
Alz—y) Azx+Ay Az z* *+y* Ay oy * + y*

5(x7y): * * * * - * * *. * * * * * * *
r =y =y Tty ot -y yrxt+yt ot -y
I*-F *
— [52- A + 0y - ho) —L
=y
< ————[max(dz, dy) - A1 + max(dz, §y) - Aa]
=y
< ;v* + y* (M + A2) max(dz, dy) < x* + y* max(0x, dy)
T =Y ~~—— =y
=1
oA =25 >0, o= >0 et A+ Ao=1 m

1.2.3 Erreurs de multiplication

*

Propriété 1.3. Soient x et y deux quantités exactes , x* et y* des approximations de x et y,

respectivement. Alors on a
Azy) = z* Az + y* Ay

0(zy) = oz + dy

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 7
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Démonstration. 1- De,

¥ —Arx<z<z*+Azety - Ay <y <y + Ay,
On deduit (en suppossant * — Az > 0 et y* — Ay > 0)

(z" — Az)(y* — Ay) <2y < (27 + Az)(y" + Ay)
ce est équivalent a
o'y — " Ay —y Ax + AzAy < zy < ¥y + 2" Ay + vy Ar + AzAy

Si on néglige 'erreur du second ordre AxzAy, on obtient

r'y" — [ Ay +y*Ax] < ay < 27y + [27Ay + YT Ag]
Ainsi, *Ay + y*Ax devient un majorant de lerreur absolue de zy, donc

Axy) = 2" Ay + y*Ax.

2- Perreur relative est

1.2.4 Erreurs de division

Propriété 1.4. Soient x et y deux quantités exactes , x* et y* des approximations de x et y,
respectivement. Alors on a
x o*Ax 4+ y* Ay
Al-)=—3—
Y Y

X
S(Z) =6z 46
(y) Yy

Démonstration. Exercice. O

Remarque 1.4.
*
x
— est une approrimation de —.
Y Y

Et DPerreur relative est

x * o* Ay + y*Ax y*
7).%:734 *2y y—*:éx—l—é.y
Yy y x Yy x

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 8
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1.3 Représentation décimale des nombres approchés

On sait que tout nombre réel positif x peut étre représenté sous forme d’une représentation
décimale de développement limité ou illimité :

T=an 10" +an_1-10"" 1+ 4 ap_pm - 10" 4 .

ou les a; sont les chiffres du nombre réel z (a; = 0,1,2,...,9) avec a,, # 0 ol n est un entier naturel
appelé rang supérieur du nombre x.

Exemple 1.3. 1- 5406, 3080 = 5.10% + 4.10% 4+ 0.10' +6.10° +3.107' 4+ 0.102 + 8.107% + 0.10~%.
2- m = 3.14159265358... = 3.10° + 1.107! +4.1072 + 1.1072 +5.10* + ... + 510719 4+ 810711 + ...

Dans la pratique on n’utilise, essentiellement, que des nombres approchés :
=0b,-10"+b,_1-10" 1+ . 4y -10""™ b, #0

- Tous les chiffres conservés b; (i = n,...,n —m) s’appellent chiffres significatifs du nombre approché
x.
- Certains des b; peuvent étre nuls.

1.3.1  Chiffre significatif (c.s)

Lorsqu’un nombre est utilisé pour décrire une grandeur mesurée ou bien calculée, le nombre de
chiffres que comporte ce nombre donne une indication sur la précision de la mesure ou du calcul.
Ces chiffres sont appelés les chiffres significatifs.

Définition 1.4. On appelle chiffre significatif d’'un nombre approché, tout chiffre dans sa représentation
décimale diférent de zéro; et un zéro s’il se trouve entre deux chiffres significatifs, ou s’il constitue
un chiffre conservé.

La notion de chiffre significatif est propre aux scientifiques qui manipulent des grandeurs expérimentales
toujours entachées d’une certaine incertitude liée a la mesure.
Elle permet de :

- Refléter la précision des valeurs mesurées ou utilisées : plus il y a de chiffres significatifs, plus
la mesure est précise.
- D’obtenir des résultats de calculs dont la précision est cohérente par rapport aux données utilisées
pour faire le calcul.

Cas du 0

- Le nombre de chiffres situés apres le dernier 0 non significatif représente le nombre de chiffres
significatifs :

e 0.8 a un chiffre significatif,

e 0.0052 a deux chiffres significatifs,

e 0.31 a deux chiffres significatifs.

- Lorsque le 0 est le dernier chiffre (donc placé & droite), il est significatif :

e 1.200 a quatre chiffres significatifs,

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 9
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e 0.0520 a trois chiffres significatifs .

Cas des nombres entiers tels : 400,1000, 10 peut préter a confusion :

e si le résultat d’une mesure donne 400 et qu’un seul chiffre est significatif alors le résultat final peut
étre écrit 4 x 102 ou encore 0.4 x 103,

e si deux chiffres sont significatifs alors le résultat final peut étre écrit 4.0 x 102 ou encore 0.40 x 103,
e si trois chiffres sont significatifs alors le résultat final peut étre écrit 4.00 x 102 ou encore 0.400 x 103
ou encore 400.

e Si quatre chiffres sont significatifs alors le résultat final peut étre écrit 4.000 x 10? ou encore
0.4000 x 10% ou encore 400.0.

Exemple 1.4. Une approximation a 6 décimales de 0.00601035 est :

0.006 01 0O
3 2 1

1- Ce zéro traduit le fait que le nombre approché a conservé la décimale 1075 c’est un chiffre
significatif.

2- Etant placé entre les chiffres significatifs 1 et 3, zéro est lui méme un chiffre significatif.

3- Ne sont pas significatifs car ils ne servent qu’a indiquer les rangs des autres chiffres.

1.4 Chiffres exactes d’un nombre décimal approché (c.s.e)

Définition 1.5. Un chiffre significatif d’'un nombre approché = est dit exact (c.s.e) si lerreur
absolue de ce nombre ne dépasse pas une demie unité de rang du chiffre significatif.

Ainsi :

Le n'*™e chiffre significatif apres la virgule est exact si : Az = 0.5- 107",

Le n®™¢ chiffre significatif avant la virgule est exact si : Az = 0.5- 10771,

Exemple 1.5. Pour x = 35.97 et 2* = 36.00 (une approximation de x), nous avons :
Az = |z — 2| = |35.97 — 36.00| = 0.310~* = 0.510~*
donc les chiffres significatif 3,6 et le premier zero apres la virgule sont exacts.

Propriété 1.5. e Si un chiffre significatif est exact, tous les chiffres significatifs a sa gauche sont
exacts.
o Si un chiffre significatif n’est pas exact, tous ceux a sa droite ne le sont pas.

Remarque 1.5. Si l’erreur absolue ne dépasse pas une unite de rang du chiffre significatif, on dit
que c’est une approximation au sens large ou encore que c’est une approximation a chiffres exacts
dans un sens large.

Exemple 1.6. Pour x = 412.3567 et 2* = 412.356 une approximation & six (06) chiffres exacts dans
un sens large du fait que

Az = |z — 2*| = 0.0007 = 0.710 < 1.107>,

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 10
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1.5 Troncature et Arrondissement d’un nombre

e Pour approximer m = 3.141592653589...., on peut considérer la valeur approchée 3.14 ou encore
3.14159, etc... et cela selon le besoin. Dans le premier cas on a tronqué ( couper en éliminant une
partie ) le nombre 7 apres 2 décimales. Dans le second cas on 'a tronqué apres 5 décimales.

e ' Une méthode habituelle pour tronquer un nombre pour ne garder qu'un nombre fini de chiffres
significattifs c’est 'arrondi.

1.5.1 Régle d’arrondissement

Pour arrondir un nombre jusqu’a n chiffres significatifs, il faut éliminer les chiffres a droite du
(n + 1)°™¢ chiffre significatif conservé si on se trouve apres la virgule, sinon on remplace par des
zéros, puis on procede de la maniere suivante :
1. Si le (n + 1)%*me chiffre significatif est > 5, on ajoute 1 au (n)?*™¢ chiffre.
2. Si le (n + 1)¥®me chiffre significatif est < 5, les chiffres retenus restent inchangés.
3. Sile (n 4 1)*™¢ chiffre significatif est égale & 5 alors deux cas sont possibles :
e Tous les chiffres rejetés, situés apres le (n + 1)™¢ chiffre significatif, sont des zéros : On applique
la régle du chiffre pair, i.e. : le (n + 1)¥*™¢ chiffre reste inchangé s’il est pair. On lui ajoute 1 s’il est
impair.
e Parmi les chiffres rejetés, situés apres le (n + 1)®™¢ chiffre significatif, il existe au moins un qui
soit non nul : On ajoute 1 au (n)*™¢ chiffre.

1.6 Exercices

Ezercice 1 :
1) Arrondir les chiffres suivants a 'entier le plus proche de : 627.21;27.61;124.8; 56.14; 887.13.
2) Donner un arrondi au centieme pres de : 124.8;56.14; 78.984; 7.106.

3) Donner un arrondi au centieme prés du nombre S tel que :5 = 8312552,

Ezxercice 2 :

Soient les trois nombres réels :x = 8.22y = 0.00317z = 0.00432.

1. Représenter les nombres x,y et z avec virgule fottante.

2. En effectuant les calculs avec N = 3 c.s , calculer la somme x + y + z en faisant :
i) (z+y)+z,

i) z + (y + 2).

3. Commenter les résultats obtenus. Conclure.

Exercice 3 :

On veut calculer la surface d’un disque S = 7R? ol R = 2.3400, 7 = 3.1416. En admettant que tous
les chiffres de R et 7 sont exacts.

1. Estimer les erreurs absolue et relative de S.

2. Calculer S en arrondissant au nombre de chiffres significatifs exacts.

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 11
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Exercice 4 :
On considere ’équation
x? — 16342 +2 = 0. (1.1)

1. Résoudre ’équation (1.1) en effectuant les calculs avec N = 10 chiffres significatifs. (Utiliser le
discriminant)

2. Commenter le résultat obtenu et proposer une autre méthode de calcul pour contourner le
probléme posé.

Ezxercice 5 :
Soit V = tmd® avec d = 3.7 £ 0.05cm et m = 3.14.
Calculer AV et dv.

Ezercice 6 :
Soient > 0;y > 0 et x,y leurs approximations respectives.
1) Démontrer que : A(T) = TATHYTAY b A dsigne majoration de Perreur absolue.
2) Déduire que 6(3) = 0z + 0y.
Ezercice 7 :
Soit Papproximation A f(z) ~ |df (z)|
1. Montrer que Aln(z) = £2.
2. En déduire I'erreur relative d’une puissance u = z" et telle que §,, = nd,.
3. Déterminer lerreur absolue et l'erreur relative de la racine éniémev = {/x.
4. Soientz = 22.123002 et y = 1.252468 ou tous les c.s. sont exacts.

Calculer In(3) en déduire la valeur de g/% arrondir au dernier c.s.e.

CHAPITRE 1. NOTIONS SUR LES ERREURS EN ANALYSE NUMERIQUE 12



Chapitre 2

Interpolation

2.1 Interpolation polynomiale

Approcher une fonction f consiste & la remplacer par une autre fonction ¢ plus simple et dont
on peut se servir a la place de f.
On verra dans le prochain chapitre qu’on utilise fréquemment cette stratégie en intégration numérique,
au lieu de calculer ff f(z)dz on calcule de maniere exacte f; p(x)dx, ot p(z) une fonction simple &
intégrer par exemple la fonction polynomale. La fonction peut étre connue que par les valeurs qu’elle
prend en quelque points particuliers. Dans ce cas, on cherche a construire une fonction continue ¢
représentant une loi empirique qui se cacherait derriere les données.

2.2 Probleme d’interpolation

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a,b]. En supposant ne connaitre que sa valeur en
n 4+ 1 poits x; de [a,b] que on suppose ordonnés

a<z1 <22 <23<...<®p <Tpi1 <Db

Etant donné (n + 1) couples (z;,¥;);,, le probleme consiste a trouver une fonction ¢ = ¢(z) d'un
type choisi & 'avance qui interpole f sur 1 ’intervalle [a, b] telle que

ola;))=y; ; i=0,...,n.

Les quantités y; représentent les valeurs aux noeuds z; d’une fonction f connue analytiquement
ou des données expérimentales. En général on cherche ¢ dans I’ensemble des polynémes, dans l’en-
semble des combinaisons linéaires de fonction trigonométriques ou exponotielles, dans I’ensemble des
fractions rationnelles, etc...

Notons par R, [z] I'espace véctoriel formé par tous les polynomes de degré inférieur ou égal & n. Il
est bien connu que R, [z] & dimension n+1 et que sa base canonique est donnée par

{1,2,2%23, ... 2"}
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2.2.1 Position du probleme d’interpolation
Déterminer un polyéme P, (x) de degré n > 0 tel que
P, (z;) =y; = f(z;) pour 0<i<m (2.1)
Si un tel probleme existe, il est appelé polynéme d’interpolation.

Théoréme 2.1. Etant donné (n+1) points distincts xo, x1, T2, ..., T, et n+1 valeurs correspondantes
Y05 Y1, Y2, -, Yn il existe un unique polynome P, € R, [x] tel que

P.(x;)) =y; pour i=0,1,..n

Démonstration. Résoudre ce probleme est d’écrire le polynéme P,(z) dans la base canonique de
Ry, [7]
P, (2) = ap + arx + ax2® + ... + a,z”

ou ag, ai,as, ..., a, sont des coefficients qui deveront étre déterminés.
Les n + 1 relations de (2.1) s’écrivent, alors

ag + a1xg + agx% + . Fanzi = Yo
ag + a1x1 + agxf + . Fa ! =y
ao—i—alxg—i—agx%—i—...—l—anxg = Ys (2.2)

2 _
ao + a1Ty + a2x;, 4+ ... + anx; = Yn

Ainsi, le probléme consiste a chercher le polynéme P, (z), satisfaisant (2.1) peut se reduire a résoudre
le systeéme linéaire (2.2) qu’ on peut mettre sous la forme matricielle suivante :

1 xzg 22 ... ay ag Yo
1z 22 ... ay a1 Y1
= (2.3)
1z, 22 Ty an Yn
(2.3) est un systeéme linéaire de déterminant
1 =z 23 .. at
1 oz 22 ... b n
A= e = ] @i—xy) (2.4)
. i=05>i

(c’est le déterminant de Vandermonde). On a A # 0, car les x;, sont tous distincts. Donc, le systeme
(2.3) admet une et une seule solution (ag, a, ..., ay), d’oit le polynéme d’interpolation existe. Il est
unique. O]

Exemple 1. Soit la fonction f(z) = x* —22° + x.
Parmi les polynomes suivants quel est celui qui interpole f aux points d’abscisses xg = —1,x1 =
0 et 19=2:P(x)=22"—22—2, Po(x) =2®> + 2+ 1, P3(z) = 23 — 3z, Py(z) = 22 — z.
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2.3 Interpolation de Lagrange

Quand on écrit le polynoéme dans la base canonique de R, [z], le probléme est de déterminer les
(n+ 1) coefficients ag, a1, ag, ..., ay, tels que

P, (z) =a¢p+ a1z + asz?® + ...+ apa™

On se demande s’il existe une autre base {L(z)o, L(z)1, L(x)2, ..., Ly (x) } de Ry, [2] tel que le polynéme
s’écrit

Pp(z) = yoLo(z) + y1L1(z) + y2Lo(x) + ... + ynLa(n)
dont les coordonnées du polynome dans cette base ne sont rien d’autres que les valeurs connues
Yo, Y1,Y25 - Yn-

2.3.1 Polynome de Lagrange

Pour trouver les polynémes de Lagrange (telle base), commengons par imposer le passage du
polynéme par les (n + 1) points données.
Les (n + 1) relations (2.1) imposent la condition suivante :

1 sit=j .
Li(m]—):éi_’j:{ 0 " z#i pour 0<i,j<n (2.5)

d;; est le symbole de Kroneker. Les polynémes L;(z) sont déterminés de facon unique par les (n+1)
équations.
Puisque L;(z) € Ry [z] , Li(z;) =0 pour j=0,...,i —1,i+1,...n, nous pouvons écrire

Li(z) = K(z —x0)(x — z1)...(x — zi—1)(x — Z441)...(x — Tp—1)

et puisque L;(x;) = 1 nous avons

1
K= ((El — xo)(.’Ez — xl)(mz — .’L’ifl)((Ei — $1+1)(.’El — (En,1)
e (2 = 20) (@ = 1) (& = 211) (@ = Ti41).o )
() — =L)X —21)...\T — L4 )T — Tj4+1)--(T —Tp-1
Ll( ) (xi—xl)...(m‘i —Ii_l)(xi—$i+1)...(l‘i —l‘n_l)

Litx)= ] ((f_”“"ﬂ) (2.6)

)
Pour chaque i = 0,n, L;(z) est appelé polynéme élémentaire de Lagrange au point ;.

Proposition 2.1. Les polynomes {Lo(x), L1(x), ..., L,(x)} forment une base de l’espace vectoriel
R, [z].
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Démonstration. La famille {Lg(x), L1(x), ..., L,(z)} est composée de (n + 1) éléments.

Pour montrer qu’elle forme une base de R, [z], qui est de dimension (n + 1), il faut et il suffit que
les polynomes {L;}! , sont linéairement indépendants c’est & dire que les L;,i = 0,n étant donné
n + 1 scalaires ay, 7 = 0, n alors,

n

n
ZaiLi(ch) = Zaﬁm =0, pout tout j =0,n,
i=0 i=0

puisque Y . a;L;(z;) = a; on conclut que tous les a; sont nuls, c’est & dire g = g = ... = a, =
0. O

Théoreme 2.2. Etant donné (n+1) points distincts xo, 1, ..., Ty et (n+1) valeurs correspondantes
Y0s Y1y -, Yn @l exziste un unique polynéme P,(x) € Ry, [x] tel que Pp(x;) = y; pur i =0,1,..,n
qu’on peut écrire sous la forme

Py(z) = ZyiLi(aj) € Ry, [7] (2.7)
i=0
Li(z) = H ((;:__a;))
i=0,j#i " J

La relation (2.7) est appelée formule d’interpolation de Lagrange et les L;(x) sont les polynémes
carectéristiques de Lagrange.

Exemple 2.1. Construire le polynéme d’interpolation de Lagrange P»(x) qui interpole les points
tabulée :

yi | 8 |3

Pour n = 2 le polyndéme d’interpolation Lagrange s’écrit

Py(x) = wiLi(x) = yoLo(x) + y1 L1 (x) + y2La(x)

i=0
on  (r—x1) (2 — 20) 1 B
LO(I) B (330 — xl)(:xo — .’)32) B 2£C($ 1)
(= m0)(x — 20) — (s .
L) = (EEIEE) i)
alo) = (e = 2
Donc,

Py(z) =4x(x —1) = 3(x+1)(x — 1) + 3z(x + 1) = 42® —x — 3
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Le but de l'interpolation est de remplacer une fonction f plus ou moins compliquée par une
fonction plus simple polynomiale, mais pour justifier cet échange, il nous faut une estimation de
I'erreur commise. On rappelle le théoreme de Rolle :

Théoreme 2.3. Théoréme de Rolle
Soitf : [a,b] = R une application continue sur [a,b] et dérivable sur|a,b[ telle que f(a) = f(b), alors
il existe ¢ €]a, b| tel que f(c) = 0.

2.4  Erreur d’interpolation

Avant de donner une estimation de I’erreur, nous allons démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit f : [a,b] — R dérivable sur [a,b] alors, si f posséde au moins (n + 2) zéros
distincts sur [a,b],f posséde au moins (n + 1) zéros distincts sur [a,b].

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreme de Rolle entre deux zéros consécutifs de f. O

Corollaire 2.1. Soit f € C""1([a,b]). Si f posséde au moins (n+2) zéros distincts sur [a,b], alors
FOt a au moins un zéro sur [a, b].

Démonstration. 1l suffit de faire une récurrence en appliquant le lemme 2.1 précédent. O

Il est évident que si nous ne connaissons que les couples {x;, f(x;)}i=0,1,...n, DOUs pouvont faire
varier la fonction f(z) entre ces points sans changer le polynéme d’interpolation.
Si nous voulons estimer l'erreur E(x) = f(x) — P,(x) nous devons mieux connaitre la fonction f(z).

Théoréme 2.4. On suppose que f € C"F[a,b]; alors, pour tout x € [a,b], il existe &, appartenant
au plus petit intervalle fermé contenant xg, x1, ..., T, tel que

= T @ E) (28)

ot l’on a posé

mn(@) = [] (@ - )

Démonstration. Si x = x;, FE(x) = 0 et (2.8) est verifiée trivialement ; supposons donc x # z; et
considérons, pour x fixé, le polydéme en ¢ de degré n + 1

f(z) = Pu(x)

qn+1(t) = Pa(t) + (1)

o (t)

gn+1(x) vérifie : V(i,1) avec 0 <i<n, 0<I<a; qgil(xi) = fW(x;) et

nt1(2) = f(2)

considérons la fonction

F(t) = f{t) = gnia(t)
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FIGURE 2.1 — Représentation de la fonction f(x) et du polynéme P, (x)

Cette fonction est n 4 1 fois continiiment différentiable est telle que

F(z;) = f(z;) = Po(z;) — an(@) =0 pour i=1,..,n+1
et
Fla) = f(a) = Pafa) = L= e ) =0

Donc F a au moins n + 2 racines distinctes dans l'intervalle [a,b]. D’apres le théoreme de Rolle, la
dérivée I' a au moins n + 1 racines dans le plus petit intervalle contenant x et les x; i = 1,...,n+1;

la dérivée seconde F' y a au moins n racines:...; la (n + 1)1®™M€ dérivée v a au moins une racine.
bl bl
Notons &, une racine de F(™*1) nous avons donc

f(@) — Pu(z)
()

d’ott (2.8). O

FOl(e,) = frl(e,) — (n4+1)!=0

Corollaire 2.2. Posons M1 = m[a)%] | f D (x) | ; une borne supérieure de l’erreur d’interpola-
x€|a,

tion E(z) = f(z) — P,(x) est donnée par

Mn+1

| B@) 1= 50
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Exemple 2.2. Prenons f(z) = ¢”; on a alors, pour z € [a,b], M,;1 = e’, et quel que soit le choix
des points z;, | m,(z) |< (b—a)"tL, dot

_ n+1
max | E(z) |< web
z€la,b] (TL + 1)'

On en déduit 1i[mb]{ m[a)é] | E(z) |} = 0, c’est-a-dire que P, converge uniformément vers f sur [a, b]
x€|a, xreE|a,
lorsque n tend vers Uinfini. En fait, on peut démontrer un résultat analogue pour toute fonction

développable en série entiere au point z = %2 avec un rayon de convergence r > 2(b — a).
2 3

Remarque 2.1. 1- La formule de Lagrange est intéressante du point de vue numérique, car elle ne
dépend que des abscisses z;, © = 0,1,...,n. Soit a calculer plusieurs polynémes d’interpolation ou
les abscisses correspondant & ces polynomes restent fixées (il n’y a que les points y;, ¢ = 0,1,...,n
qui changent). Les polynémes de Lagrange L;(z), i=0,1,...,n sont calculés une fois pour toute et
servent ensuite pour tous les polynomes.

2- La méthode d’interpolation de Lagrange n’est pas la plus efficace d'un point vue pratique. Elle
présente deux inconvénients majeurs :

i) L’erreur d’approximation peut ne pas diminuer si on augmente le nombre de points d’interpolation
(voir TP).

ii) La méthode n’est pas récurrente : connaissant P, le polynéme d’interpolation de Lagrange de
degré au plus n en les points (z;,y;),% = 0,n, si on rajoute le point d’interpolation (Z,41,Yn+1), il
existe un unique polynéme P, ;1 de degré au plus n+1. Il est impossible de déduire P, ;1 a partir de
P,,, car dans la méthode de Lagrange, 'introduction d’un nouveau point z,41 nécessite un nouveau
calcul de tous les polynomes L; de Lagrange aux points z;, ¢ =0,1,...,n + 1.

2.5 Polynéme d’interpolation de Newton

Calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange dans la base canonique de R, [z] comporte la
résolution d’un systéme linéaire d’ordre n. On a alors introduit une autre base de R, [z], la base
des polynomes de Lagrange, qui permet de calculer directement le polynéome d’interpolation car les
coordonnées du polynéme cherché dans cette base ne sont rien d’autres que les valeurs y; . Cepen-
dant, cette méthode n’est pas la plus efficace d’un point de vue pratique. La méthode de Newton
est basée sur le choix d’'une autre base de sorte a ce que ’ajotit d’un point comporte juste 'ajott
d’une fonction de base.

Considérons la famille de polynémes wq, w1, ..., Wy, OU

wo(z) =1 (2.9)
k—1
wi(z) = H(l‘ — ) = (v —wp-1)wr-1(z), Vk=1,..,n
i=0

La famille wg,ws, ...,w, forme une base de R,[z]. Si on choisit comme base de R,[z] la famille
WQ, W1, .-, Wy , le probléeme du calcul du polynéme d’interpolation P, est alors ramené au calcul des
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coeflicients «yq, a, ..., a, tels que
n
P,(z) = Z awi ().
i=0

Si on a calculé les (n + 1) coefficients ag, a1, ..., o, et on ajoute un point d’interpolation, il n’y a
plus a calculer que le coefficient a.,41 car la nouvelle base est déduite de I'autre base en ajoutant
simplement le polynéme w,41. Commencons par chercher une formule qui permette de calculer ces
coefficients. Le polynome d’interpolation dans la base de Newton évalué en xy donne

Po(m0) = Y awi(xo) = ag
i=0

donc ag = yo.
Le polynéme d’interpolation dans la base de Newton évalué en x; donne

n

Pn(iﬁl) = Z(Jliwi($1) =g + 051(561 — $0)
i=0
donc
_ %Y

(05] .
1 — Zo

Le polynéme d’interpolation dans la base de Newton évalué en xs donne

n

P, (x2) = Z a;w;i(T2) = o + a1 (2 — x0) + az(ze — 20) (22 — 1)
i=0
donc
gz w0) v Yo H(aw) Bl - mon
(332 - 330)(331 - 1‘0) T2 — 730)(-731 - 330) T2 — o

Pour calculer tous les coefficients on va alors introduire la notion de différence divisée :

CHAPITRE 2. INTERPOLATION 20



G.KHENNICHE

2.5.1 Les différences divisées

Définition 2.1. Soit une fonction f dont on connait les valeurs en (n + 1) points xg, ..., Zp+1 qui
ne sont pas uniformément espacés (distincts). On appelle différence divisée d’ordre 0, 1,...,n de la
fonction f les expression suivantes :

Ordre Notation Définition

0 flai f(@i)

1 flwi, @] e =gt g o

2 fles, @] | Hmseloflovr) g 4k A4k
k—1 flxo, 1, ..., w] ‘ ﬂml’“"zk];,{[figzl’”"xk_l]7
m—1 flzo, z1, ..., zp] ‘ f[th’w"];f[jﬁ;wl"“’wnq]a

TABLE 2.1 —

Définition 2.2. La quantité f[xo,z1, ..., 2] est appelée différence divisée d’ordre k de f aux points
Ly L1y-eey LTk

Lemme 2.2.
fler, w2, xp] — flwo, 21, oy 2p—1

Vk>1, flzo,21,...,2] = Tk — To

et
flwil = f(z;), i=0,1,....k.

Calcul des différences divisées
Pour calculer la différence divisée d’ordre n de la fonction f aux points xq, ..., , on forme le tableau
suivant, en appliquant les formules du tableau 4.6.1 colonne apres colonne :

Théoréme 2.5. Si une fonction f(x) prend les valeurs f(x;) sur un ensemble de points x;, i =0,n
non uniformement espacés, alors

Po(x) = f(zo) + (& = m0) flzwo, 21] + (& — mo) (x — 21) f [w0, 71, w2]+
ot (= 20) (@ — 1) (T — 1) flT0y 1,4 -ovy T
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xn—l f(-rn—l) f[xn—% mn—l] f[xn—3a Tn—2, mn—l]

T; fxy) 1DD 2DD nDD
To f(xo0)

T f(x1) flzo, 1]

T2 f(z2) flx, x2] flxo, 1, x2]

T f(zn) fln—1,xn] fltn—2sTn_1,Tn] .. flzo, z1, ...

TABLE 2.2 —

2.5.2 Polynéme d’interpolation de Newton

Nous avons

ooy = 1@ = 1)
T — X0
donc
f(@) = f(zo) + (x — zo) flz, 20]-

puis

flz, xo,z1] = f($,$ox) : ifioﬁl)
donc

flz, mo] = flzo, 21] + (x — 21) f[z, w0, 71]

et

f(@) = f(xo) + (x — x0) flwo, 21] + (2 — wo) (& — @1) fl2, w0, 21].

En réitérant le procédé, on obtient enfin :

f(@) = f(zo) + (& — x0) flro, x1] + (& — x0)(x — 1) fT0, 21, 22]) + ...

+(x — o) (x — x1)(x — T2). (T — Tp—1) flT1, T2y ooy T
+x—x1)(x — 1) (2 — x2). .. (T — X)) (T — ) f, 0y ey T

Si f est un polynéme de degré n, on a
flz,z0y oy xn] =0

En effet
f(x) = f(zo) + (z — 20) f[, z0]
prouve que, f[z, x| est un polynéme de degré n — 1.
De méme f(z) = f(z0) + (z — z0) f[zo, 21] + (z — 20)(z — 1) flz, 20, 21].
Prouve que, f[x,xg,z1] est un polynéme de degré n — 2.
Ainsi flz,zg, ..., £,—1] est une constante et f[z,xq, ..., x,] = 0.

CHAPITRE 2. INTERPOLATION
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Théoréme 2.6. Si f est une fonction continue sur | “intervalle [a,b] qui prend les valeurs en (n+1)
points distincts g, Ta, ..., Tn, le polynome P,

P,(z) = f(zo) + (x — z0) flzo, z1] + (x — zo) (x — x1) flx0, 1, 2] + ...
+ —zo)(x —21) (T — Tpe1) flE1, T2y oony T
est polynome d’interpolation de Newton de degré inférieur ou égal a n de la fonction f pour les

points {xg, x,...,xn} (i-e.)

Exemple 2.3. Déterminer P5 le polynéme d’interpolation de Newton de la fonction f(x) passant
par les points tabuler

f(@) 31319

Tableau des différences divisées :

x; f(z;) 1DD 2DD
1 -3

3 3 3 1

4 9 6

Py(z) ~ f(z1) + (x — 21) flx1, ) + (x — z1) (. — 22) f|21, T2, 3]
Py(z) ~ =3+ (z - 1)(3) + (z — 1)(z — 3)(1)
Py(z)~a*—2 -3
Remarque 2.2. L’erreur d’iterpolation est donnée par
f(@) = Pp(a) = mn (@) fl2, 0, 2, ..oy . (2.10)
11 suffit de remarquer que P, (t) + 7, (t) f[x, xo, x2, ..., x,] est d’apres
Pi(t) — Pe—1(t) = (x — x1)(x — 2)...(x — xp—1) flz, 0, 21, ..., Tk

le polynéme (en t) d’interpolation de f aux points xg, z1, ..., Zn, . On déduit alors du théoreme 2.4
qu’il existe £ € [a, ] tel que

f[‘r07$23 ,.’L'n] = %f(n)(g)
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2.5.3 Les différences finies : formules de Newton progressive et régressive

Lorsque les points x; d’interpolation ne sont pas équidistants, on utilise I’algorithme de Newton
décrit précédemment ; dans le cas ol ces points sont equidistants, on peut construire des algorithmes
plus simples et moins cotiteux.

Supposons la fonction f connue aux points équidistants (régulierement espacés) x; avec le pas h
r; =x9+1th, i=0,1,..

dans ce cas les différences divisées sont remplacées par les différences finies.

Différences finies progressives
On définit 'opérateur aux différences finies progressives A par
Afi=flx)=fi, i=0,1,..
On appelle différence finie d’ordre 1 progressive la fonction définie par
Afi = f(xipr) — f(z), 1=0,1,...n—1
et une différence finie d’ordre 2 progressive
N f; = Af(zipr) = Of(z), i=0,1,...
et Vk > 0 une différence finie d’ordre k progressive
AR fo= AP () — AR F(xy), i=0,1,..,n—k

Les différences finies progréssives successives sont obtenues en formant le tableau suivant :

,n

,n—2

7 f(@i) Afi A?f; A" fi
o) f(zo)
) f(w1) Af(xo)
T2 f(x2) Af(z1) A2f(330)
Tn—1 f(xnfl) Af(xn72) AQf(xnf‘i)
Tn f(xn) Af(scnfl) A2.]0(117172) ------ A"f(fﬁo)

Théoréme 2.7. Soient xg, 1, ...,z (n+ 1) points équidistants telles que x; = xo +ih, i =
avec le pas h > 0 . Le polynéme d’interpolation P, de degré n de f aux points x;,

s’écrit : A
Pa(e) = fao) + 20 0o
..+ %}E:ﬁ)(ﬁ — X0

)+

A f(x)

21h?

0,1,..
i=0,1,..

(x —xzo)(x —x1) + ...

P, (x) est la formule de Newton du polynéme d’interpolation pour les différences finies progres-

sives.
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Relation entre les différences finies progressives et les différences divisées

Théoréme 2.8. Soient xg,x1,...,T,, (n+ 1) abscisses distinctes telles que ©; = x;—1 + h,

1,...,n; h>0.
Alors,
f[l‘i,l‘i.t,.l,...,l‘i.},.k} :W') OS’LSZ—FICS’I’L (211)
Démonstration. Exercice O
Différences finies régressives
De maniere analogue on introduit I'opérateur aux différences finies régressives V par
vofi = f(xz) = fi7 1= Oa 17 cey
Vfi = f('rt) - f(xi—l)a 1= 17 ey 1
V3f =Vf(x) = Vi(@ie1), i=2,..,n
et Vk > 0 une différence finie d’ordre k régressive
kaz = vkilf(l‘i) - vkilf(xi—l)a (s ka k+ 17 w1
T f(@i) Vfi V2 fi V"™ fi
Zo f(zo)
1 f(z1) Vf(z1)
o f(z2) Vf(w2) V2 f(x2)
Tn—1 f(-fn—l) vf(xn—l) V2f(xn—l)
T f(zn) Vf(xy) V2f(zn) e V™ f(xy)
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Théoréme 2.9. Soient zg,x1,...,2, (n + 1) points équidistants telles que x; = xiy1 — h, i =
0,1,....,n—1 avec le pas h > 0 . Le polynéme d’interpolation P, de degré n de f aux points x;, i =
0,1,... sécrit :

In 2 Tp
Pale) = fla) + I oy VIO (e
-t %}(L:")(x —xp)(x — xp_1)...(x — o)

Relation entre les différences finies regressives et les différences divisées

Théoreéme 2.10. Soient xg,1,...,Tn, (n+ 1) abscisses distinctes telles que

v, =xi_1+h, i=1,...,n; h>0.

Alors,

VE f (i)
h*k!

Démonstration. Exercice O

f[xi,xiﬂ, ..-,:EiJrk] = 0<i<i+k<n. (2.12)

2.6 Interpolation de Hermite

Soient f : [a,b] — R une fonction dérivable sur [a,b] et zg, 21, ..., 2, (n+ 1) points distincts de
[a,b]. Dont on connait les valeurs y; = f(x;), i = f(x:), i=0,1,...,n.
On peut généraliser I'interpolation de Lagrange pour prendre en compte, les valeurs de la dérivée
du polynoéme interpolateur dans ces points.
Considérons (n + 1) triplets (z;, yi, ¥i), le probleme est de trouver un polynéme P, (x) = ag + a1x +

o + ana™ € R™[z] tel que

{Pn(:v):y’i i=0,..,n. (2.13)

Il s’agit d’un systeme linéaire de 2(n + 1) équations & 2(n + 1) inconnues.

Théoréme 2.11. Etant donné (n+ 1) points distincts xo, ..., xn et (n+1) couples correspondantes
(Y0,90)s s (Yn> Yn), il existe un unique polynéme Poni1(x) € R[] tel que Popy1(x) = y; et
Py,i1(x) =9; , pouri=0,...,n qu’on écrit sous la forme

n

Ponia(@) =Y yiHi(z) + i Ki(x) € Panp

=0
ol
L _ s (l‘ x])
Z('I) - H (.’17 .’L")7
i=0,57#i \ J
n
1
“= ) Z ,(Iz‘*%‘y
=0 j#i
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{ Hi(z) = (1—2(z — z;)e;)(Ls(2))?,
Ki(z) = (z — ;) (Li(z))?,

ou encore sous la forme

n

Popyr(2) =Y 4iDi(@) + vi(x — 2:) Ki(z) € Panya

o

1
S Dy ol

i=0 j#i

{ Hi(z) = (1 — 2(z — 2;)¢) (Li(x))?,
Di(z)=1-2(x — z;)c;.

cette relation est appelée formule d’interpolation de Hermite.
Démonstration. Montrons que
deg(H;) = deg(K;) =2n+1, Vie{0,1,...,,n}

1, sij=i,
0, sij#i.

deg(H;) = deg(K;) = 2deg(L;) + 1 = 2n + 1.

Pout tout i € {0,1,...,,n}, on a deg(L;) =n et L;(z;) = { Alors

Montrons que
, st j =1, N .
CsijAi Ki(z;) =0 Vi,j €{0,1,...,,n}

Si=i g
L sijEi Hi(z;) =0 Vi,j €{0,1,...,,n}

On a d’une part

Li(%:))?[1 = 2(x; — @i)ei(w:)] = (Li(w:))? = 1,

Hi(z;) = (

Hi(x;) = (Li(x))?[1 — 2(x; — zi)ei(x:)] =0, si j#1,
Ki(z;) = (v — 2;)(Li(7))*> = 0

Ki(zj) = (xj — x3)(Li(x;))> =0, si j#i

alors K;(z;) =0 Vi,j €{0,1,...,,n} et d’aurtre part

Hi(x;) = I;i(zi)Li(zi)[l — 2z — @i)ci(wq)] — 2¢i(2i) [Li(z:)]* =0,
Li(wj) Li(;)[1 — 2(x; — @i)ei(@:)] — 2ei(@) [Li(x;)]? = 0 si j # 1,
Li(wi) Li(wi)(ws — 1) + [Li(2:)]* = 1
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ainsi H;(z;) =0 ¥i,j € {0,1,...,,n}

one deg(Pont1(x)) <2n+1 cardeg(H;) = deg(K;) =2n+ 1,
Ponya(z;) = zn:yz‘Hi(l‘j) +4iKi(z;) = y; Hj(z;) = y; car Ki(xz;) =0 Vje€{0,1,..,,n}
1=0
et
Prnia () = zn:yifli(ﬂfj) +yiKi(w)) = ;K (x;) = g5 car Hi(a;) =0 Vj € {0,1,...,,n},
1=0

Ceci montre que

P2n+1 Zyz i +yz z()

de degré inférieur ou égal & 2n + 1 vérifiant (2.13).

On suppose qu'il existe un autre polynéme de degré au plus 2n+1, noté Q2,,11, verifiant Qop11(x;) =
Yi et Q2n+1 :Z]u Vi € {0517"'”77’}'

Posons Ran11(7) = Pany1(7) — Q2n+1(), on obtient

Ront1(x;) = Popg1(x;) — Qant1(zs), 1€{0,1,...,,n}
Roni1(2i) = Popy1(2:) — Qanya(z:), i€{0,1,...,,n},

ainsi xg, x1, ..., T, sont des racines doubles de Rg,+1(x). Donc,Ra,+1(x) est un polynéme de degré
au plus 2n + 1 possede au moins 2n + 2 racines, ce qui signifie que Ra,41(2) est un polynéme nul.
ceci implque que Qa,41(2) = Popy1(2). O

Théoréme 2.12. Soit [a,b] un intervalle contenant xg,x1, ..., T,. si f est 2n+ 2 fois continiment
dérivables sur [a,b], alors : pour tout x € [a,b], il existe £ €]a,b] tel que :

(2n+2) n
E(z) = f(z) = Ponya(z) = m <H(9€ - $i)2> (2.14)
" o\i=0

Démonstration. f € C?"*1([a,b]), dérivable (2n + 1) fois sur Ja, b[. Remarquons que E(z;) =0 i€
{0,1,...,,n}.
On consideére sur [a,b] avec x # x;, i =0,...,,n la fonction ¢ définiepar :

f(@) = Ponia (@) 17 2
V() =f(t) = Pont1(t) — o | L (E—20)
n H?:o(xfxi)2 E) ?
La fonction ¢ s’annule pour t € xq, 1, ..., Zn, x, donc 1 € C?"*2([a,b]) et s’annule au moins
(n + 2) fois dans [a,b], Donc, D’apres le théoremre de Rolle, la dérivée ¥ a au moins n+1 racines
dans le plus petit intervalle contenant x et les x; i = 1,...,n. De pluson a ¢)(z;) =0, Vi€ 0,1,...,n,
alors 1 a au moins (2n + 2) racines dans |a, b[. En appliquant le théoréme de Rolle a au moins 2n + 2
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fois & la fonction ¢ sur [a, b], on trouve 1)(2"*2) a au moins une racine ¢ = £(x) €a, b].

Donc, on aura
{ pErHD(g) =0

YD (1) = fEn (1) — 0 — Jp=eaid) (9n 4 2)1,

puisque

d2n+2 P2n+ 1 (t)

dt2n+2 = 07 (deg(P2n+1) S 2n + 1),

n
H(QE —2)? = "2 4+ Sop1(t), Sant1 € Popgr.
i=0

D’o‘u, V& € [a,b], 3¢ €la,b]:

(2n+2) n
B(x) = /(@) ~ P (2) = m <H<w - x>>
" o\i=0

O

Corollaire. Posons Ma,12 = m[ax] | 22 (2) | ; une borne supérieure de lerreur d’interpolation
z€la,b

E(z) = f(x) — Papy1(x) est donnée par

2.7 Exercices

Ezercice 1 :
Construire le polynéme Pj qui interpole les points (0, 2), (1,1),(2,2) et (3,3) en utilisant succesive-
ment les trois méthodes (directe, Lagrange,Newton).

Ezxercice 2 :
On considere la fonction f définie par :

1 0 [1]2
xX; -1

flzi) | e |1

1- Construire le polynéme d’interpolation de Lagrange P»(x) qui interpole les points tabulés.
2- Soit Q(x) le polyome de Lagrangequi interpole les points.
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1 0 |1 2
Z; -1
flz)) | =1]0| -1

o
—_

- Sans faire les calculs, donner ’expression de polynéme de Lagrange Q(z) qui interpole les points
tabulés.
- Trouver le polynome de I'espace vectoreil Vee{1, z, 22} qui interpole les trois poits (—1, —1), (0,0) et (1, —1).

Ezxercice 3 :

N

Montrer que le polynome d’interpolation de la Lagrange associé a une fonction paire et une fa-
mille de points x1, 22, ..., x,4+1 symétrique par rapport a 'origine est paire.

Exercice 4 :
Soit f une fonction définie sur R par :

1

1) = 251

1- Déterminer P; le polynéme d’interpolation de f sur les points —1,0 et 1.
2- Rappeler la formule de 'erreur et donner une majoration de

| E(x) |=] f(z) = Pa(2) | -

Ezercice 5 :
On considere la fonction f définie par :

1 01112 3
€Z; 0
fy (1690 =5

—_
[\
w

1- Construire le tableau des différences divisées associé a ces données.
2- Construire le polynome d’interpolation de Newton.

Exercice 6 :

Soient x1, T2, ..., Tn+1 (n+ 1) points réels distincts et F', G deux fonctions définies en ces points. On
considere P, Qles polynémes d’interpolations de F' et G (respectivement) aux points x1, xa, ..., Tpi1-
1- Montrer que P + @ est le polynome d’interpolation de F' + G aux points x1, o, ..., Tni1.

2- Donner une condition nécessaire et suffisante pour que P - () soit le polydme d’interpolation de
F - G aux points x1, o, ..., Trni1.

Soit la fonction f donnée par le tableau suivant :

1- Déterminer le polynome d’interpolation de Newton de f aux points z;, ¢ =0, ..., 3.
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) o112 3
z |0]3[1]3
fzy|1]3]8]16

2- En déduire le polynéme d’interpolation de la fonction g définie par g(x) = zf(z) + 22 aux points
i, 1= 0, 73

Ezxercice 7 :

Soit la fonction f donnée par :

{ 0 1 2 |34 5 |6
Ty -3 -2 -1
fzy | 1T o[ =1]2[1]-=2]0

(@)
—
[\
w

1- Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange P de f aux points —1,0, 1.
2- Montrer que Yz € [—1,1] | E(z) |< \2/—7§M;
ou E(x) est l'erreur d’interpolation et M = sup,¢(_y 1] | O (2) |
3- Calculer f (%) en arrondissant au dernier c.s.e, sachant que M < 1071,
4- Déterminer le polynéme d’interpolation () de degré 4, qui permet de calculer une bonne valeur
approchée de f(%)
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Chapitre 3

Approximation au sens des
moindres carrés

Introduction

Soit X = {a; |i = 1,2,...,n} n points situés dans un intervalle [a, b]. Supposons qu’a chaque point
x; de X, on associer un y; € R, résultat d’une expérience ou valeur numérique donnée par une table,
cette opération est impossible avec x € [a,b] \ X. Notons D = {(z;,y;) |x; € X} déterminons donc
une fonction, facilement calculable, qui permette d’obtenir une estimation (raisonable ) de la réponse
du phénomene pour la valeur de x;. Notons par g cette fonction et G = {(x;, g(x;)) |z; € X}.

Nous avons deux choix possibles :

1- Si nous définissons une distance entre D et G nous pouvons chercher une fonction g, d’un type
préalablement choisi telle que cette distance soit minimal. C’est I’approximation

2- Nous pouvons chercher g, d'un type préalablement choisi pour que D = G. C’est l'interpolation.

Exemple 2. On considére un mélange de gaz et on note par g le taux de chaleur dans ce mélange
on appelle x la variable ( par exemple la proportion d’un gaz dans le mélange. La loi donnant g en
fonction de x est supposé de la forme

xbg

g(x) =T(1 —e ™) 4 (1 = T)(1 — e ")

ot les parameétres a déterminer sont (T, ay,as, by, by) € R®

En fait n mesures de T pour de valeurs de x de sorte que T(x;) ~T; i=1,2,...,n on obtient alors
la formulation au sens des moindre carrés du probléme
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3.1 Approximation au sens des moindres carrés

Considérons une fonction f(z) définie et continue dans un intervalle réel [a,b]. L’approximation
de f sur [a,b] consiste & déterminer une fonction (z) d’écriture connue, comme un polynéme
brx > gaiz”

n i . . e s . , n
> i @iz', une combinaison linéaire de fonctions données ), | ape’* | T

une somime

trigonométrique ag+ >, _; aox sin kz + asg11 cos kx lorsque la fonction f est une fonction périodique
on cherche en général a ’approcher par une somme de fonction trigonométrique ayant certaines
propriétes analogues a celles des polynémes de telle sorte que 1’écart

soit minimal.
Rappelons que E est un espace vectorel sur R, sur lequel pour chaque couple d’élément, f et g est
défini un produit scalaire < f, g > c’est a dire ’application

(f,g) EEXxEr—< fig>€R

vérifiant les propriétés :

-<f,f>>0

2-< f,f>=0«<=f=0

3-< f,g>=<g,f>

4-< fAg+ph>=A< f,g>+pu< f,h>

- E est un espace vectoreil normé, I'application

Il - B — R4
fr=llfl=v<ff>
est appelée norme sur F associée au produit scalaire < .,. >.
- Un espace vectoreil réel muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien sur R.
- un espace préhilbertien complet pour la norme associée a ce produit scalaire est dit un espace de
Hilbert.

- Soit {0, ¥1, ---pn} une famille de F
a- la famille {pq, ©1, ..., } est appelée base orthogonale de de E si

<@ip;>=0 Vi, j=0,n et i#j
b- la famille {¢g, 1, ...¢on} est appelée base orthonormée de de E si
oo f 1 = L 0<iic<
gpl?@] - O Si Z#] pOu — Z?J — n
3.2 Existence et unicité de la meilleure approximation

Corollaire 3.1. §i G est un sous espace vectoreil, de dimension finie, alors il existe au moins un
élément g de G tel que

If=gl=min | f-A].
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Pour tout f donnée dans FE, le corollaire 3.1 assure I'existence dans un sous-espace vectoreil G,
de dimension finie, d'un élément g meilleure approximation de f. Cet élément g est défini par

— ¢ ||= mi —h|.
If=gl=min | f-h]|
Le cas qui nous interesse est G = IP,, ou on cherche P, polynome tel que
Py |= min | f-P0].
I = Pull= min [ = Pu

Théoréme 3.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une meilleure approzimation
de f est que
< f—9,h>=0 pour tout he G

Démonstration. Condition nécessaire
g meilleure approximation de f ceci implique que

< f—g,h>=0 pourtout he G

Raisonnons par ’absurde, supposons que
dh; € G telle que < f — g, h; >=c # 0.

Si on considere hy € G défini par

&
hy=g+——-h €G
[[h2[?

nous avons

c

C
holl= i fmg =S b f—g— —S

c2

C
_ - —qll2 =2 g —. —
| f—hall \/Ilf gl </f ATNE hl>+”h1”2

_ _ P
| f—hall \/II f=al | A2
| f=halI<[l f—gl

ce qui est contraire a notre hypothese.

Condition suffisante

< f—g,h>=0 pour tout h € G ceci implique que g meilleure approximation de f dans G.
Soit g1 € G telle que < f — g1, h >= 0 pour tout h € G. On a alors,

| f=hl=f—hf—h
| f=hl=vVf-g—h+a,f—a—h+taq
Il f=hl=VIf-—a 2+ h—g1 |2

Donc
| f—a1ll<l| f=h] pourtout he G donc g1 =g

Cet élément g est appelé meilleure approximation de f au sens des moindres carrés. O
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Théoréme 3.2. La meilleure approximation au sens des moindres carrés est unique.

Démonstration. Soient g et go deux meilleures approximations.On a

< f—g1,h>=<f—g2,h >=0 pour tout h € G.

En particulier pour h = g; — g2 ; d’ott

lg1—9g2ll = V<gi—f+f—g2,91—g2>
= V<f—91,91-92>+<f—0g2,01 — g2 >
0
D’Ol/lglzgg O

3.3 Détermination de la meilleure approximation au sens des
moindres carrés.

Soit {0, %1, ..., ¥} une base de P,,, f € E.

PeP,=P = > ay, a€ER
=0

n
Z@j¢j, a; € R.
J=0

PelP,— P

D’apres le théoreme de projection P vérifiant

<f-P,P>=0 VYPecP,

< f—-P, X" ja;p; >=0 Ya; €R i=0,...,n

Y oai < f—Pob >=0 Va; €R i=0,..,n
<f—-Ppi>=0 Va; €R i=0,..,n

< Py >=<f,h; > VYa; €ER i=0,...,n

<Xl oaYy, i >=< fi¢; > Va; €R i=0,..,n
Yi0ay < i >=< f,i > i=0,..,n.

rreeey

C’est un systéme lineaire de (n + 1) équations a (n + 1) inconnues. Ce systéme peut étre écrit sous
forme d’un systeme matriciel :

<o, Yo > <Y1, > .. . < Yp,tPo > ag < f, %0 >
<o, Y1 > <Y, 1> .. o < Yu, Y1 > ay < f, 1 >
< ¢07.wn > < 7#1,.1% > < ¢nawn > &.n < f7 :(/Jn >

Le systeme admet une et une seule solution car P, existe et est unique.
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3.4 La meilleure approximation au sens des moindres carrés
cas continue

Soit IP,, 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Les fonctions v; définies par

forment une base de P,, (base canonique). Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b]. P, la
meilleure approximation au sens des moindres carrés de f € [a, b], s’écrit

Py, = ago + a1 + ... + anthn,
et le polynéme P, de P, s’écrit
P, = appo + a1ty + ... + anthn,

La condition nécessaire et suffisante du théoreme 3.2 s’écrit donc
n n
<f- Z&iwiazaj¢j >=0
i=0 §=0
pour tout élément (ag, ..., a,) de R™ ce qui conduit au systéme suivant :
n
Za/z<¢law7 >:<f7’(/}]> J:O77n
i=0

ou (ao,... a,) est I'unique solution.(corollaire , théoréme de 1'unicité).

Soit E = C([a, b]) 'ensemble des fonctions continues sur I'intervalle [a, b], on utilise souvent le produit
scalaire suivant :

soit w une fonction positive n’ayant qu’un nombre fini de racines sur [a,b] et telle que l'intégrale
fab w(z)h(z)dz existe pour tout h € C([a,b]). On suppose en général w continue par morceaux. On
pose

b
<fy>:/f@%mwﬂ

Souvent, dans 'approximation polynomiale, on pend w = 1.
La meilleure approximation au sens des moindres carrés de f € C ([a, b]), par un polynéme de P,, est
donc le polynéme P,, défini par

b B b
| wt@lre) = P@Pde = min [ wl@)lf@) = P (3.1)

Ce polynome P, existe et vérifie

b
/ w(z)[f(x) — Ppy(2)|Pp(z)dr =0 pour tout P, € P, (3.2)
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ses coefficients (ao, ..., @y ) sont donnés par le systeme d’équation

n b o b _
a; | w@)x™de = | w@)f(z)z’de pour j=0,..,n (3.3)
ou solution du systéme matriciel
fbw(x)dx fbw(x):ndx jw(x)x"dx ao fbw(x)f(x)dx
[ w@ede [ w(@)z?de ... .. f: w(z)z" a1 fagw(x)f(:c)a“dx
f; w(x.)xZ"da: an fab w(as)f(x)a:"dz

f;w(x)a:"dz f;w(z)z"HdI
Exemple 3.1. Trouver le polynéme P, qui réalise meilleure approximation au sens des moindres

carrés de f(z) = 2® — 2® — Jz + 1 sur Dintervalle [a, b] avec w(z) =1

On a )
1 1
o 1 1 ,
Zdi/ gt dy = / (23 —2® — ~x 4+ )z*Idrj = 0,...,2
i=0 -1 -1 4 4

ce qui conduit au systéme suivant :

200 + 0ay + 2az = — o5
0do + 2a; + Oag = o
2Go + 0ay + 26, = —
d’Oﬁaozfl,alz%etdgzi
_ 7 1
Po=—22+ —x+-
2 1‘+20$+4

On a alors, 'erreur d’approximation

f(x):f(z)—P2zx3—172_11;+1+z _%x_4

3.5 La meilleure approximation au sens des moindres carrés

cas discret
Soient C([a, b)), zo, 21, ..., n n+ 1 points distincts de Uintervalle [a, b]. Soit f une fonction definie
sur un intervalle [a,b], dont on connait la valeur aux point zx; k = 0, ...,n distincts. On définit sur
E = C([a, b]) le produit scalaire discret comme suit

< f,g>= wlap) f(zr)g(xr) Yf.g € C([a,b])

=0
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wy sont des nombres positifs non nuls & la fois (wy, sont des poids.). En pratique, on prend des poids
égaux.

On dit que le polyome P, réalises la meilleure approximation discrete au sens des moindres carrés

de f dans P, si

> w(an)[f (wr) — Palax))? = Auin > w(zx)[f(zx) — P (ax))? (3.4)
k=0 " k=0
Si on pose
P.(z) =ag+ a1z + ... + apz™,
et

P, (z) = ag + ayw + ... + a,a™,

la condition nécessaire et suffisante pour que P, soit meilleure approximation de f s’écrit

Zw(xk)[f(xk) — Py(z1)]Pp(zk)dxr =0  pour tout P, € P, (3.5)
k=0

n

les coefficients (ao, ..., a,) étant donnés par

idiiw(ack)x?j = w(xk)f(:vk)xi pour j=0,..,n (3.6)

ou solution du systeme matriciel

DohmoWh g WRTE e e Do WRER X ao > ho Wi f (k)
n n n — n
Sho0WETE  Dp_gWRTE e e Dop_oWrTR ay > ko Wi S (Tr) T
oWkl Sp_owrzpth oL Y wkadn an Sor_owif ()}

avec w(xg) = wg
ce qui détermine P,.

Exemple 3.2. Soit la fonction f telle que

Ty 1 [12] 0 [1/2]1
fxzp) [-3/2] 0 [1/4] 0

le polynéme P, qui réalise meilleure approximation au sens des moindres carrés sur l'intervalle [—1, 1]
avec w(z) = 1 est donné par le systeéme

a; iniifj = Zf(xk)xifj pour j=1,2,3

3
i=1 k=1 k=1

CHAPITRE 3. APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES 38



G.KHENNICHE

c’est-a-dire

H(1/1 + g(_Lg = —%
- _ 3
L}
5&1 + 5&3 = 12
d’od @ = —1, ag =3 etC_Lg:%
alors le polynéme Pg( )=—a?+ 2z 43

3.6 Les polynomes orthogonaux

Définition 3.1. Soit E une famille de polynomes, noté P,,. Cette famille sera orthogonale relative
& une fonction-poids w donnée, sur un intervalle [a, b] si

b
/w(a:)Pn(x)Pm(x)dx = 0 pour tout n,m; n#m (3.7)

ou ¢ est une constante ne dépendant que de n

Définition 3.2. On dit qu’un ensemble de polynémes Py, P, ..., Py, degréP; < k, pour tout i +
0,1, ...,k sont orthogonaux aux points zg, 1, ..., £, avec les poids wg, w1, ..., wy, si

ZwiPi(xr)Pj(a:T) = 0 pour i#7j, 4,7=0,1,.. k. (3.9)

r=0

(3.10)

Théoréme 3.3. (Orthogonalisation de Schmidt)
Soit {Py, Py, ..., P} Uensemble {Py, Py, ..., Py} des polynomes de degré inférieur ou égal a k définis
par recurrence par :

1
P(z)=2z—a (3.11)
Pl(I) = (I*d,)R 1( ) 7bif)i_2(l‘), Z:2,3,k'

E:l OWTxTP2 1(xr)
Zr o wr Py ( r)

Z: vaxr i— 1('1:7‘)PZ—2( )
Er Owr (‘TT)
avec wy, > 0 pour tout r =0,1,...,n

Alors, ’ensemble des polynomes { Py, Py, ..., P} forment un ensemble de polynémes orthogonauz auz
POINES T, T1, ...y Ty aVEC lES POIAS Wy W1, wevy Wiy

a; =

b =
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3.6.1 Quelques exemples de familles de polynémes orthogonaux
1- Les polynémes de LEGENDRE
Le polynéme de LEGENDRE de degré n est défini par

1 d'n

= S (2 -1)",  xe[-1,1] (3.12)

Pn(x)

avec Py(z) = 1.
Les premiers polynomes sont

On peut les définir par la relation de récurrence

Po(z)=1 Pi(x)=12
{ Py(x) = 22=1aP, i (z) — 1P, s() (3.13)

La famille des polynémes de LEGENDRE est orthogonale relativement & la fonction poids w(z) = 1
sur lintervalle[—1.1],

1
/ P, (z)Pyn(x)dz = 0 pour tout n,m; mn#m
-1
P, de = 0
[ Pi@Par = 520
Les monomes 1, x, 22, ... s’écrit facilement en fonction des polynémes P, (z)
1= P()((E)
x = Py(x)
22 = [2Po(a) + po(a)]
2% = £[2P3(x) + 3Py (x)]

Le polynéme P, admet n racines réelles dans ’intervalle [—1, 1].

2- Les polynémes de LAGUERRE
Le polynéme de LAGUERRE de degré n est défini par

L,(x) = e'””di—n(e_”’yc")7 x € [0, 400[ (3.14)
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avec Lo(z) = 1.
Les premiers polynomes sont

Lo(.’L‘) =1

Ll(ﬂ?) =—x+1

Ly(z) = 2? — 4z + 2

Li(z) = —23 4+ 922 — 182+ 6

Qu’on peut définir par la formule de récurrence

{ Lo(z)=1 , Li(z)=—-a+1
Lo(x)=2n—2—1)L,_1(x) — (n —1)2L,,_2(2)

La famille des polynémes de LAGUERRE est orthogonale relativement & la fonction poids w(z) = e

sur lintervalle[0. + o],

+oo
/ e’ Ly (z)Lyp(x)dx = 0 pour tout n,m; nF#m
0

+o0
/0 [Lo(@)Pde = (a)(£0)

Les monémes 1, z, 22, ... s’éscrit facilement en fonction des polynomes L, (z)

1= Lo(x)
22 = Lo(x) — 4L1(7) + 2Lo(x)
{,E) + 9L2(£L‘) — 18L1($) + 6L0($)

8
Il
|
~
w

Le polynéme L,, admet n racines réelles dans ’intervalle [0, +oo].

3- Les polynémes de HERMITE
Le polynéme de HERMITE de degré n est défini par

(3.15)

x

2 d™ 2
H,(z) = (=1)"e" %(e ), x €] —o00,+x0| (3.16)
avec Ho(z) = 1.
Les premiers polynoémes sont
Ho(x) =1
Hy(z) =2z
Hy(z) = 422 — 2
Hj(z) = 823 — 12«
Qu’on peut définir par la formule de récurrence
Hoy(z)=1 , Hi(z)=2x (3.17)
H,(z)=2zH,_1(x) —2(n — 1)H,_2(x) ’
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La famille des polynémes de HERMITE est orthogonale relativement & la fonction poids w(z) = e

sur lintervalle] — oo, +00],

+oo
/ e_szn(x)Hm(x)dx =0 pour tout n,m; N Fm

-
/_ e [Ho(@)Pde = (nl)2(£0)

2

Les mondmes 1, x, 22, ... s’éscrit facilement en fonction des polynémes H,(z)

1= HQ(J))
v =1H(x
x? %HQ(ZL') + éHo(x)
2% = ¢ Hs(x) + $Hy(x)

Le polynéme H,, admet n racines réelles dans ’intervalle | — 0o, +0o0].
3- Les polynémes de TCHEBYCHEV
Le polynéme de TCHEBYCHEYV de degré n est défini par
T,.(x) = cos(narccosz), x€[-1,1] (3.18)

avec To(x) = 1.
Les premiers polynoémes sont

T()(.ZE) =1
Ti(z)==x

To(z) =222 -1
T3(z) = 423 — 3z

(3.19)

La famille des polynémes de TCHEBYCHEYV est orthogonale relativement & la fonction poids w(x) =

\/1£7 sur lintervalle [—1.1],

Tm(x)de = 0 pour tout n,m; n#*m

[ =
/11 ﬁ[mx)}% _ {

st n=20
sin=1,2,...

INERS|
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2

Les mondmes 1, x, 22, ... s’éscrit facilement en fonction des polynémes T, (x)

Le polynéme T,, admet n racines réelles dans ’intervalle [—1,1].

T.(x) =0 pour x=ux, = cos[(2k+ 1)%], k=0,1,..,n—1

En outre -
T.(x)=1 pour x=1, cos—,
() p m

T 3T

et  Tp(x)=-1 pour x=cos—,z=cos—

n n

3.7 Exercices

Ezercice 1 :
Construire le polynéme Po(z) qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres carrés de
f(x) =] | sur l'intervalle [—1,1].
Soit la fonction tabulée f

i | 1]-1/2]0]1/2]1
Fay |1 120121

Construire le polynome Po(x) qui réalise la meilleure approximation discréte des moindres carrés
sur [—1,1].

Ezercice 2 :

On considere la fonction f définie :

f(@-) 16[9[0]-5

1- Déterminer le polynéme d’interpolation de f par la méthode de Newton.

2- Déterminer le polynéme Po(z) qui réalise une meilleure approximation en moyenne quadratique
du polynéme Ps(z) sur lintervalle [—1,1].

3- Les polynomes de Tchebychev étant définis par la relation de récurrence :

{ To(t) =1, Ty (t) =t
To(t) = 2tTpp_1(t) — Th_o(t)
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1
1—t2

sur lintervalle [—1, 1], avec fonction poids w(t) =
a) vérifier les relations

1="Ty(t), t=Ti(t), tzzé[TQ(t)JrTo(t)]

- i[Tg(t) + 3T (t)]

b) Développer sur lintervalle [—2,0] lexpression du polynéme Ps(z) en fonction de la base des
polynomes de Tchebychev.

Ezxercice 3 :
Soit la fonction f(x) définie par ses valeurs

Flz) [30 [24 1270

1- Construire le polynéme d’interpolation de Newton de degré 3.

2- Déterminer le polynéme Ps(x) meilleure approximation au sens des moindres carrés de P3(x) sur
lintervalle [—1,1].

3- les polynoéeme d’ Hermite étant définis par la relation de recurrence

{ Hy(x) =1, Hi(z) =2z
Hy1(z) = 22T, () — 2nHy,—q ()

a) vérifier les relations

1 1 1
1=Hy(z), == §H1($), $2:1H2(1:)+§H0($)

v = LHy(a) + 5 H(a)
b) Déduire 'expression du polynéme Ps(z) en fonction de la base des polynémes d’Hermite.
Exercice 4 :
Le polynéme de Tchebychev de degré n est défini sur 'intervalle [1,1] par la relation T, (z) =
cos(narccosz) 1- En posant cosf = z, montrer que les polynémes T, (x) vérifiant la relation de
recurrence
Th1(x) =22Thx — T—1 ()

2- Montrer que les polynéome de Tchebychev constituent un systéme orthogonal sur l'intervalle

[—1, 1], relativement & la fonction poids w(x) = \/11_7
3- Déterminer le polynéme de degré inférieur ou égal a 4 de meilleure approximation au moyenne

quadratique sur 'intervalle [—1, 1] avec fonction poids w(z) = \/1%7 de la fonction f(z) définie par

|z|,si—1<z<1

flz) = { 0, sinon
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Chapitre 4

Dérivation et Intégration
numérique

4.1 Dérivation numérique

Introduction

La dérivation numérique consiste a dériver (de fagon approchée) une fonction sur un intervalle bornée
[a, ], c’est-& dire calculer la pente de la courbe représentant la fonction, & partir d’un calcul ou d’une
mesure en un nombre fini de points. La répartition des points en abscisse est généralement uniforme
h (pas constant ) mais il existe des méthodes & pas variable, ou encore & pas adaptatif. La dérivation
des polynomes étant tres simple, 'opération consiste généralement a construire une interpolation
polynémiale par morceaux (de degré plus ou moins élevé) puis de dériver le polynéme sur chaque
morceau.

4.1.1 Approximation de la dérivée d’une fonction réguliere

Soit f(x) une fonction dérivable réspectivement ¢ fois continuement dérivable sur l'intervalle [a, b]
dont on connait la valeur en n+ 1 points g, 1, ..., , de [a,b] On désire avoir une approximation de
la valeur en un point  de [a, b] de la dérivée f’ de f respectivement de la dérivée d’ordre ¢ f(9) de f.
Pour cela nous allons chercher cette valeur sous la forme suivante

n

FO(z) = Z a; f(zi) + R(x) (4.1)

=0

ou les «;(z) seront choisis de telle sorte que la fonction R(x) est nulle si f est d’'un type déterminé.
Si f est quelconque et R(x) suffisamment petit, nous considérons que

F(z) = Z o f (i)
i=0
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est une approximation de f(@ (x).
Soit P, le polynome d’interpolation de f, nous avons

Pp(z) = ZLz(x)f(xz)
i=0
Alors,la dérivée d’ordre g de P, est donnée par
P (2) = 3 L (2) f ()
i=0

) comme une approximation de f(® (z) si certaines conditions sont vérifiées.

Remarque 4.1. Les coefficients qu) (x) sont indépendants de la fonction f. Ils peuvent étre tabulés

lorsque les points x; sont équidistants.

Nous considérons P,(Lq

4.1.2 FEtude de ’erreur de dérivation

Théoréme. Soit f une fonction n fois continument dérivable sur [a,b], et admettant une dérivée
d’ordre n + 1 dans Uintervalle ouvert ]a,bl. Soit P le polynéme d’interpolation de f aux points
XOy L1y -y Ty contenus dans [a, b].

Alors, pour tout i =0,1,...,n.

Fr(&)

f@i) = Palai) = (n+1)!

H(x —x;), ol & €a,b]
i=0

- Commengons par étudier é(z) = f(z) — P, (z)
Si f est n+ 1 fois continuemment dérivable sur [a, b], on a 'erreur d’interpolation :
pour tout z, il existe un élément &, € [a, D]

1 . n+1
e(r) = f(z) — Pu(z) = CES] E}(l‘ — ;) fT(E,) (4.2)

n 1

On pose €(x) = 7(x)g(x) avec 7(x) = [[;_(x — x;) et g(x) = mf(”“)(fz).
En dérivant (4.2), nous avons

,

é(z) = n(x)g(x) + m(2)g(x)

Si x = x; alors m(x;) = 0 ceci implique que

() f )

é(xi) = m

donc, erreur de dérivation est plus petite aux points d’interpolation.
Si & # x; nous devons connaitre une estimation de §(x). Si f est n + 2 fois continuement dérivable,
pour tout x de [a, b], il existe un élément ¢, tel que

1
! f(n+2) (gr)

g(x) = (n+2)
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alors on a i
, _ , (n+1) (n+2) ) 4.3
Notons
My = mazzeap) |f(Q) ()]
nous avons donc M
n+1
le(z)] < ﬁ H (i — ;)
" =0,
et selon (4.3) on a
M, M, .
|é(z)] < n ++11)! |7 (z)| + o ++22)! |7 ()] Tr€la,b) x££z i=1,...,n (4.4)
Comme la valeur de &, n’est pas connue, on remplace la dérivée par les différences divisées.
1
(n+1) -
(Tl + 1)'f (ga:) - f[x()»wla (X3} $n,$] gw € [CL, b] (45)
e /l h - | ]
Lo, L1y ooy Ty, T+ Nl — [|T0, L1500y Ty, T
— =1
dxf[x07x17 ,xn,x] hino x—f—h—x
= lim flxo,z1,...,Zn, T + h, ]
h—0
donc
%f[x(% T1yeeeyTny {IJ] = f[:EOu T1yeeeyTp,y T, .’E]
Donc,nous avons
€ = 7(x) flro, X1,y ey Ty &) + () 20, T1,y oovy T,y T, T
-Calculons Uerreur de la dérivation d’ordre q €9 (z) = f(9(z) — P9 (x)
En généralisant (4.2)
et d’apres le théoréeme de Leibniz, on obtient
d Ly, AT
%T{'(I)f[l‘o,fﬂl, ey T, ] = ;Céﬁ(l)(z)dxq_if[xmxla ooy Ty 7] (4.6)
d? @
%ﬂ-(x)f[an L1y eeey Ty l’] = Z erlﬂ-(z) (ZL')f[Io, Ll eees Ty Ly Ly eeey ZL'] (47)
Jj=0 q—i+1
comme .
— = plg=iH)e
f[l’o,xl,...,SUn,.’E,fE,...,IC] q—l+1 (gl
q—1i+1
D’od . ( :
n+q—i+1
@ () = S dpla—i) (g d o)
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4.2 Intégration numérique

Introduction

Soit f une fonction définie sur un intervalle donné [a, b]. Nous supposerons l'intégrale

b
/ f(2)da
définie.

On ne peut pas toujours trouver explicitement une primitive de f, méme dans le cas od f est
donné par une expréssion analytique explicite, encore moins dans la pratique, la fonction f résulte
de mesures physique, chimie, mécanique...ect et donc donné souvent tabulairement, et la notion de
primitive perd alors tout son sens. On se propose de chercher une approximation numérique de cette
intégrale.

Dans les méthodes approchées d’intégration, l'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle
borné [a, b] est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de U'intervalle d’intégration
et celui des coefficients qui interviennent dans la somme qui approchant l'intégrale sont des critéres
essentiels pour minimiser ’erreur.

Ces méthodes se répartissent en deux grandes catégories :

les méthodes composées dans lesquelles la fonction f est remplacée par un polynéme d’interpolation
sur chaque intervalle élémentaire [x,, ;1] de la subdivision et les méthodes de Gauss fondées sur
les polynomes orthogonaux pour lesquelles les points de la subdivision sont imposés.

4.2.1 Position du probleme

Soit w une fonction poids définie sur [a, b]. Nous désirons approcher la valeur de 'intégrale définie
par

I= /abw(x)f(:r)dx.

Supposons que la fonction f soit connue en n points zg, 1, ..., . Nous allons écrire que
n
I=> aif(z:)+R (4.8)
i=0

ou les coeflicients a; seront choisis de telle sorte que le reste R est nul lorsque f est connue. Lorsque
f est quelconque, on supposera que

A= Z a; f ()
i=0

est une valeur approchée de I si R est suffisamment petit.
Soit P, le polynéme d’interpolation de f. Alors on a
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avec

b b
P :/ w(x) Py ()dx = Z (/ w(;v)Li(:v)dx> fas) (4.9)

[e23

Alors, on peut considérer P comme approximation de I si certains conditions sur w, «; et x; sont
réalisées.

Remarque 4.2. Les coefficients «; sont indépendants de la fonction f. Ils peuvent donc étre tabulés
pour un intervalle [a, b] donné.

4.2.2 Etude de l'erreur d’intégration

Si f est n+ 1 fois continuement dérivable sur [a,b], Nous savons que, pour tout z, il existe un
élément &, de [a,b] tel que

(n+1)
() = f(z) = Palz) = me (4.10)

avec L(z) = [[iy(z — z).
En intégrant, les deux membres de (4.10), nous obtenons la relation suivante

S

b
R:I—ﬁz/ w(z)L(x) (n+1)!

(4.11)
Si le produit w(x)L(x) est de signe constant dans I'intervalle d’intégration [a, b]c’est-a-dire ne contient
aucun des points d’interpolation, avec w de signe constant sur [a, b], d’aprés le théoreme de la moyenne
nous avons

f(n+1) (,,7

b
R= nt 1)‘) / w(z)L(x)dz, n € [a,b] (4.12)
Si on connait une borne de f*+1),

M, = sup |fOD(x)|
z€Ja,b]

nous avons alors
(n+1)!

b
/ |w(z)L(z)| dx (4.13)
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4.3 Méthodes de Newton-Cotes

Ce sont des formules de quadrature de type interpolation avec subdivision réguliere.
- Si les deux extrémités de l'intervalle sont des points d’interpolation il s’agit de Newton-Cotes fermé
(méthodes des trapezes, de Simpson,...).
- Si les deux bornes de l'intervalle d’intégration ne sont pas des points d’interpolation il s’agit de
Newton-Cétes ouvert (méthode de Poncelet...).
La régularité de la subdivision permet d’obtenir des formules qui sont générales.

Soient n 4 1 points, répartis régulierement sur Uintervalle [a, b] ¢’est-a-dire que nous allons sup-
poser que les points z; sont équidistants et que 'on a

o =a
T1 =20+ h
To =21 +h=ux9+2h

Tn =1 +h=10+nh=b
donc on peut les écrire sous la forme suivante :
r;=a+th 1=0,1,...,n
I'intervalle entre les points étant égal a h = I’_T“.
En outre,pour simplifier les écritures nous prendrons w(z) = 1, Vz € [a,b]. L’intégrale s’écrit alors :

/ab f(z)dx

12

/b P, (x)dx (4.14)

12

n b
> fla) / Li(x)dx (4.15)
i=0 a

—_———

g

Pour un 2 quelconque dans [a, b], on peut toujours poser que x = a+ h -t o t est un nombre réel
dans U'intervalle [0,n]. On a alors dx = h - dt et les polynémes de Lagrange L;(x) s’écrivent
Nor - ot
Li(x) = — =
o= I Z=%= I =2

X 71—
gm0z 0T ot T

et donc l'intégrale devient :

b n n n o
[ t@ar =Ygy [T L ned (4.16)
a i=0 0

1
Jj=0,j#1 J

Les coefficients «; sont évidemment donnés par

n
067;:/
0
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On peut remarquer que l'on a
g =0Qp , O] = 0p—1 5, O3 = Qp—2y.eeeeennnns

Les «a; sont appelés poids associés aux points, ils ne dépendent que de n (pas de f ni [a,b]). Par
ailleurs

n
E a; =N
=0

On pose f =1 ceci implique que P,, = 1 en substituant dans (4.16) on obtient
fab ldz =b—a~h) " jo;, ainsi > jo;=01%=n

Remarque 4.3. Les formules de Newton-Cotes, bien que convergentes pour les polynomes,elles ne
le sont pas pour les fonctions quelconques.

4.3.1 Méthode des trapezes

pour n =1, on a

alors,

1
Ozl—/tdt—*
0 2

En substituant les valeurs de «;, ¢ = 0,1 dans (4.16) on obtient

b b
[ t@ide= [ Piia)ds = S5 + £0) (115)

la relation (4.18) est la formule simple des trapeézes sur lintervalle [a,b]. Cette intgrale égal & la
surface du trapeze comprise entre P, (x) et les deux droites z = a, z = b.

4.3.2 Méthode de Simpson

Dans la méthode de Thomas Simpson (1710—1761), la fonction f est remplacée par un polynéme
du second degré définissant un arc de parabole passant par les points d’ordonnées f(zg), f(x1) et
f(x2). Donc, dans le cas o1 on a trois points, induisant deux subdivisions, le nombre n de subdivisions
doit étre pair (n = 2m).

On a

2
2:Zai:a0+a1+a2
i=0
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Py(x)

FIGURE 4.1 —

alors,

et

En substituant les valeurs de oy, i =0, 1,2, dans (4.16) on obtien :

b=z T2 h
[ @z [ Pata)de = g(# o) + A7) + Saa) (4.19)
a=xq To 3
L’expression (4.19) est la formule de Simpson simple sur I'intervalle [xq, z2].

4.3.3 Méthode Composite

Quand n est grand, les formules de Newton-cotes peuvent parfois étre instables (quand la fonction
f est difficilement interpolable par des polynémes). Comme on dispose de n points, soit on utiliser
la méthode standard a n points, soit une méthode composite ou on décompose l'intervalle en m
sous-intervalles réguliers de [a, b] de pas h (avec nh = b—a), on utilise une formule de Newton-cotes.
Ces formules sont efficaces si h est petit.

On note x; = a+ th pour i =0, ..., n.
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(x)

FIGURE 4.2 —

Méthode composite des trapézes

On a [a,b] = [xo, 1) U [21,22] U ... U [2y—1, x,] , alors

I_/f d:z:—/ flx d:z:+/ f(z)dz + .. +/ 1f(gc)dx

sur le sous-intervalle [x;, z;_1], on a

Ti41 h
L= [ o= G1fG) + flai)
alors,
n—1 h n—1
I= ; I~ 5 | f(a) +2 ; f(x:) + f(b) (4.20)
Méthode composite de Simpson n=2m
On a [a,b] = [x,, x2] U [z, 4] U ... U [Zy—2, z,)
/f dx—/ f(z d:lc—i—/ f(z)dx + .. +/ f(z)dx
sur le sous-intervalle [x9;, T9;42], on a
T2i42 h
I; = / f(x)dx ~ g[f(xzz) +4f(r2i41) + f(T2i42)]
T2
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donc,
31 m—1 m
I= 3 L= | fa) +4 ; flazim1) + 2;f(x%) + f(b) (4.21)

4.3.4 Erreur dans la méthode des trapézes

- Méthode simple

(b= a)*
12

b —a
[ @ =250 @)+ 100 < Mo

avec My = mazejqp) | f(Q)(x) |

- Méthode composite

b b— b b— a)?
A e R Wy [ VALt
4.3.5 Erreur dans la méthode de Simpson
- Méthode simple
b b b b )
[ s@ae - 50 1) )+f(b)H SpAUSL

avec My = MATze[q,b] | f(4)(95) |

- Méthode composite (n=2m)

+

b —a a
/ f(z)dz — bSn [f( at f(b)4 (f(@1) + o flon_1)) +2(f(22) + ... + f(xn2)):| ‘

(b—a)®

180n4
Pour déterminer le nombre (suffisant) de sous intervalle partiels de 'intervalle d’intégration telle que
Perreur soit inférieure a ¢, il suffit de faire la majoration suivante :

- Méthode des trapézes M, “;;;jf <e.

- Méthode de Simpson M, (1{’8_0‘;)45 <e.

< My

4.4 Méthode de Gauss

Les méthodes de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) utilisent une subdivision particuliere ou les
points x; sont les racines d’une famille de polynémes orthogonaux, qui ne sont pas régulierement
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espacés, contrairement aux méthodes composées. La fonction a intégrer est approchée par une inter-
polation de Lagrange sur les points ;. Les méthodes de Gauss sont les méthodes les plus répandues
et les plus précises, car 'intégration est exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou égal & 2n+1
(au lieu de n ou n 4 1 dans les méthodes composées).

4.4.1 Position du probleme de Gauss

Si f est connue explicitement, on peut calculer la valeur f(z;) quel que soit z;. On cherche s’il
existe un choix optimal de n points Zg, Z1, ..., T, dans [a, b] tels que le reste R de la formule

b n
/ w(x)f(z)de = oif(z:) + R (4.22)
a i=0
soit nul lorsque f est polynome de degré m avec m > n, le plus grand possible. Notons m = n + ¢
et L(z) = [[;—y(xz — Z;). Soit P, un polynoéme quelconque de degré m que I'on écrit sous la forme
P (z) = L(z) - Qq—1(z) + Ry () (4.23)

ol Q4—1(z) est un polynéme de degré ¢ — 1 et R, (x) est un polynéme de degré inférieur ou égal a
n.
On a alors

/:W(x)Pm(x)da: = /abw(w)i(a:) Qg1 (z)dx + /abw(:c)Rn(:c)dx

Notre objectif est que

et

D’autre part nous avons

car L(z) vérifie
b
/ (@) E(@) - Qq_1 (x)dz = 0 (4.24)

pour tout polynéme Q,—1 de degré (g —1).
La propriété d’orthogonalité doit étre vérifiée pour tout polynéme @Q,—; de degré inférieur ou égal a
qg— 1. On a alors

(4.25)
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avec L(z) = ap + 12 + ... + ana™.
En substituant L(z) dans (4.25) on obtient le systéme suivant :

ag ffw(x)da: +ay f:w(x)xdx + et ay fabw(x)x” =0

................................................................................................... (1.26)

ap fabw(x)xqfldx +ay f; w(x)zldr + ... + ayp, f; w(z)z"tl =0

Le systéme linéaire (4.26) & n inconnues a;. Le systéme ne peut avoir de solution, en général, que si
g < n+ 1. Dong, le reste R de (4.22) ne pourra étre nul que lorsque f est de degré m inférieur ou
égal a 2n + 1.

Le polynéme L(x) est déterminé, une fois le systeme (4.26) est résolu. Ceci nous permet de chercher
les racines 7; de L(z) = 0.

Les coefficients a; sont obtenus par la résolution du systeme suivant :

n b
Zaﬂf = / w(z)zkdz, k=0,1,..,n (4.27)
i=0 @

Remarque 4.4. En posant L;(z) = [T}_g ;. 2= on a d’aprés (4.22) les coefficients «; sont aussi

Ti—Tj

déterminer par

b n
/ w(z) L (x)dx = Z%’L?@k) =q;

=0

Intégration de Gauss-Legendre

Lorsque la famille de polynémes orthogonaux est la famille des polynémes de Legendre relative
a la fonction-poids w(z) = 1 sur Uintervalle [—1, 1], I'intégrale est approchée par la relation (4.22)

/ f(z)dz = Zaif(zfi) +R
-1 i=0

ou «a; sont donnés par la formule

n

1
Oéi:/
1

(z — )
—1 0, i V1T

et les Z; sont les racines du polynéme de Legendre P, ;1. L’erreur d’intégration est donné par

B 22n+3[(n+1)!]4 S
S enryEmrop @O gelL

Application numérique
3

Pour n = 2, la relation de récurrence définissant les polynémes de Legendre donne P3(x) = 2 — % .
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—/2,
T9 = Ty définissant la subdivision de I'intervalle de base. Les valeurs «; s’en déduisent. La premiere
valeur se calcule par

e [ @)= /3) ] al:/1_<x+ -y s

6
—1 5 —

Ce polynome admet trois racines xy = \/E r1 =0 et g = \/g . Alors, Tg = Tg, 1 = X1 et

et

L’intégrale se réduit a
! 5 3. 8 3
[ e 2ie B+ S0+ 2D

Intégration de Gauss-Laguerre

Les polynomes de Laguerre sont orthogonaux sur U'intervalle [0, +00[ relativement & la fonction-
poids w(z) = e~*. L’intégrale est approximée par

+o0 n
/ e " f(x)dr = Zaif(fi) +R
0 i=0

L’erreur est donnée par

e= XL e ool

Application numérique
Pour n = 1, la relation de récurrence définissant les polynomes de Legendre donne Lo(x) = 22 —4z+2.
Ce polynéome admet deux racines o = Tg = 2 — V2 et 21 = T = 2+ V2. Les valeurs de «; sont

%ﬂ et o = (274&. L’aproximation de l'intégrale est la suivante

+o0 _
[ e B oy B

Qo =
f2-v2).

Intégration de Gauss-Hermite

Les polynémes de Hermite sont orthogonaux sur U'intervalle | —oo, +0o] relativement & la fonction-

x

poids w(z) = e~ ’ Tls permettent de calculer une approximation de I'intégrale

+o0 5 n
| e e =Y aif @) + k(o)
i=0

— 00

L’erreur est donnée par

+1)! .
€= Mﬂz () € €] —o0,+o0]

CHAPITRE 4. DERIVATION ET INTEGRATION NUMERIQUE 57



G.KHENNICHE

Application numérique
Pour n = 1, la relation de récurrence définissant les polynoémes de Hermite donne Hy () = 422 — 2,
qui admet deux racines xg = Tg = —% et x1 =T = % Les valeurs ag = a1 = @ conduisent &

I’approximation suivante :

e NGRS
| rae = Tl + 5l
Intégration de Gauss-Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev forment une base orthogonale sur [—1,+1] par rapport & la
fonction-poids w(z) = \/1177 Les racines du polynomes T, sont données par

(2i+1)m
2n + 2

)

Les valeurs a; ont une expression analytique général o; = ;75. Les polynomes de Tchebychev
permettent de calculer une approximation de l'intégrale

x; = &; = cos(

+1
1
m dx—E a; f(Z;)

L’erreur est donnée par

27
— (27l+2) c -1 1
= s O celLA
Application numérique
Pour n = 1, le polynéme du second degré Ty (x) = 22%—1 admet deux racines distinctes xg = Zo =

Sl

et x1 =T = —%. Les valeurs g = a; = % conduisent & 'approximation suivante :
o

-1 \/1—1‘2

™

fz)de ~ *[f(

d )]

)f(f

Sl

4.5 compliment du cours

4.5.1 Méthode de Poncelet ; Newton-Cotes ouvert

La méthode de Poncelet est une amélioration de la méthode des trapezes. L’intervalle de base
[a, b] est partagée en 2n parties égales xg = a,x1, ..., Tan—2, T2, = b. On note h = ”;—n“ le pas de la
subdivision. Une premiere valeur approchée de l'intégrale est calculée par la méthode des trapezes.
Ensuite, sur chaque intervalle [x9;_s, x9;], la fonction f(x) est approchée par la tangente de f(z) au
point 9, 1. Une deuxieme valeur approchée de I'intégrale est alors calculée. L’intégrale est remplacée
par la moyenne des deux valeurs calculées :

b n—2
/ ~ % (f(xo) + f(xon) + 7(f(z1) + f(z2n-1)) + 8 Z f(:rzi+1)>

=0
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Notons p; le point de coordonnées (z;, f; = f(x;)). Calculons la valeur de l'intégrale par la méthode
des trapezes. En remplagant la courbe par la ligne polygonale

(pOaplap?n ...,an—37p2n—17p271)7 on obtient
h. 3 3 h
I, = §f0 4 5hfl +2hfs 4+ ...+ 5hf2n—1 + Ethn

La deuxieme valeur est obtenue en remplagant la courbe entre xoretrory1 par la tangente au
point por+1. En approchant la pente par ’expression

f/($2i+1) _ f2i+1h_ f2i

On obtient
I =2hf1 + ...+ 2hfo,_1

On en déduit 'estimation suivante en prenant la moyenne des deux valeurs précédentes

L+ 1
2

I

4.6 Exercices

4.6.1 Exercices : dérivation numérique

Ezercice 1 :
A partir des données expérimentales
- Calculer les approxiationts de f/(1.005), f/(1.015) et f”/(1.01) : données par les formules centrées.

i 1 [1.01]1.02
Flzs) | 127 [ 1.32 [ 1.38

fle+h) = flz—h)

F'(x) = .
ey = @D 20 4 S D

- Si les données du tableau sont précises a £0.005 quelle sera I’erreur commise sur les trois quantitées
calculées.

Exercice 2 :

Soit une fonction f connue aux certains points z;,¢ = 0,...,n et h = x;;1 — x; un pas.On cherche
& approcher la dérivée premiere f'(z;) par les trois valeurs f(x;—2), f(z;—1) et f(x;) & 'aide d'un
schéma, dé-centré suivant :

(i) =  [af (@) + B (wios) + 2" -] + O(R)
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Que valent les nombres «, 5 et 07

Ezercice 3 :

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe au moins C® sur l'intervalle [a,b]. On se fixe un nombre
(h > 0) ”petit” ainsi qu'un point quelconque x €]a, b[. Soit le rapport

F(x+3h) = 3f(x+h)+3f(x—h) — f(z — 3h)
8h?

- Montrer que le rapport A approche une dérivée de f que 'on déterminera. Donner I'ordre de
précision de cette approximation.
-Vérifier que A coincide avec une formule de dérivation numérique que ’on donnera.
Exercice 4 :
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe au moins C® sur l'intervalle [a,b]. On se fixe un nombre
(h > 0) 7petit” ainsi qu'un point quelconque x €]a, b. - Montrer que le rapport

_ —2f(x+2h)+32f(x+h) —60f(x) +32f(x — h) — 2f(x — 2h)
B 24h?

approche une dérivée de f que I'on déterminera. Donner ’ordre de précision de cette approximation.
- Commenter les résultats obtenus.

A:

B

4.6.2 Exercices : intégration numérique

Exercice 1 :
On considere la fonction f(x) définie par le tableau de valeurs :

x 0 0102|0304 |05 ] 06|07 | 08] 09 1
f(z) 1011017 | 0.13 | 0.15 | 0.23 | 0.25 | 0.21 | 0.22 | 0.25 | 0.23 | 0.26

Calculer les intégrales suivantes par la méthode de Simpson généralisée

1 1 1
fo f@)dz, [§af(z)de, [) (32 —1)f(z)dw.
Ezercice 2 :
On lance une fusée verticalement du sol et I’on mesure pendant les premieres 80 secondes 1’accélération

gl

t(s) 0 10 20 30 40 50 60 70 80
v(m/s?) | 30 | 31.63 | 33.44 | 35.47 | 37.75 | 40.33 | 43.29 | 46.70 | 50.67

Sachant que 'accélération vy est la dérivée de la vitesse V, donc,
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avec V(0) =0 et t = 80

Calculer la vitesse V' de la fusée a I'instant t = 80, par la méthode des trapeézes puis par Simpson.
Ezercice 3 :

Calculer par les formules des trapezes et de Simpson généralisées 'intégrale

L
11:/0 mdt pour n =10

Calculer la solution exacte de f03 1_ir%dt.

Exercice 4 :
Soit la fonction définie par le tableau :

z, |2 [-1]0]1] 2
fly (174 3161

1- Donner le tableau des différences divisées de f et en déduire le plyndéme d’interpolation de degré
4 de f par la méthode de Newton.

2- Déterminer le polynéme Pz(x) de meilleure approximation de f au sens des moindres carrés,
sachant que f(z) = exp(2z) sur 'intervalle [0, 1].

3- Calculer les intégrales fEQ f(z)dz, ffz Py(z)dx et f_22 Py(z)dz, par les formules des trapézes et
de Simpson généralisées.

Ezercice 5 :

Soit la fonction définie par le tableau :

z; |2 ]-1]0] 1] 2
Flz) (340|078 ]334

1- Donner le tableau des différences divisées de f et en déduire le plyndmed’interpolation de degré
4 de f par la méthode de Newton.

3- Calculer 'intégrale fEQ P(z)dz, par la méthode de Gauss-Legendre pour n = 2. Comparer avec
le résultat exact et conclure.

Ezxercice 6 :
On considere le polynéme suivant :

Pu(z) = apz" + ar1z" "t + ... +ap

1- Calculer I'intégrale [ f 3 P, (x)dx par la méthode de Gauss-Legendre pour n = 2.
Sachant que les polynémes de Legendre sont définis par la relation de récurrence :

Po(z)=1,P(z) ==
P,(x) = %xpn_l(x) — nT_an_Q(.T)
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sur lintervalle [—1, 1], avec fonction poids w(z) = 1.

2- Calculer I'intégrale en prenant 8 = 2 et Py(z) = S2% 4+ . Comparer les résultats avec la solution

7
exacte.
Ezxercice 7 :
On considere l'intégrale :

I= /OO f(z)dz,  f(x) = exp(z)log(1l + exp(x))
0

par deux changements de variables, montrer que I'intégrale I est donnée par

1—/11 (1+ ) —1/11 (1+ —2 )i = 210g2
—Oog xm—2oog o 1)d% =2log

La formule de Gauss-Legendre est donnée par.

| #@iz =3~ (o) + RO)
0 k=0

Calculer les coefficients Ay et les abscisses xj lorsque n = 2. En déduire la valeur approchée de 1.
On considere la formule d’intégration :

| s = as)+ bs() + ef () + RO

Déterminer a, b, ¢ pour que cette formule soit exacte pour tout polynéome de degré inférieur ou égal a
deux ( c-a-d la formule donnée est exacte pour les monomes 1, x, 2. En déduire une valeur approchée
del.
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Chapitre 5

Résolution des équations non
Linéaires f(x) =0

Un des problemes classiques en mathématiques appliquées est celui de la recherche des valeurs
pour lesquelles une fonction donnée s’annule. Notons que la résolution d’équations algébriques est
un probleme difficile qui fait intervenir des notions essentielles bien qu’il puisse étre posé en des
termes simples. L objective de ce chapitre est de résoudre ’équation non linéaire du type :

f(z) =0

ou f est une fonction continue f : [a,b] — R. Donc, Le probléme est de trouver les valeurs de x
dans lintervalle[a, b] satisfaisant 'équation f(z) = 0 par des méthodes itératives. Elles consistent a
construire une suite x,, convergente vers la solution.

5.1 Localisation des racines

La plupart des méthodes de résolution nécessitent la séparation des racines, c’est a dire celles
qui consistent & déterminer d’un (ou des) intervalle(s) fermé(s) et borné(s) de [a, b] dans le(s)quel(s)
f admet une et une seule racine. Alors, pour localiser grossierement le (ou les) zéro(s) de f on va
d’abord étudier de la fonction f , puis on va essayer d’utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires
et le théoreme de la bijection afin de trouver un intervalle (dans lequel f soit strictement monotone
et ne change pas de signe) qui contient un et un seul zéro.

La séparation des racines s’effectue, en général, en utilisant deux types de méthodes :

5.1.1 Meéthode graphique

Soit on trace (expérimentalement ou par étude de variations de f) le graphe de la fonction f et
on cherche son intersection avec ’axe Ox. Soit on décompose f en deux fonctions f; et fo simples a
étudier, telles que f = fi — f2, et on cherche les points d’intersection des graphes de f1 et fs, dont
les abscisses sont exactement les racines de 1'équation f(z) = 0.
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Remarque 5.1. On choisit souvent f; et fy de fagon que leurs courbes soient des courbes connues.

Exemple 5.1. La fonction f définie par :f(x) = logz — % ,  €]0,4o00[a une racine unique dans
I'intervalle [2, 3]. En effet ; posons fi(z) = logz et fo(z) = 1. Alors f(z) = 0 <= fi(2) = fa().
Les variations des fonctions f1 et f; sont données par les courbes ci-dessous :

L’abscisse du point d’intersection des deux courbes permet de localiser la solution de f et fournit

‘,? == y = log(x)

FIGURE 5.1 — Variations des fonctions f; et fo

méme une premiere approximation de celle-ci.

Exemple 5.2. La fonction f définie par :f(x) = sin(2z) — 1 + & ==, z €] — 00, +00[ a une racine
unique dans intervalle [0, 1]. En effet ; posons

fi(x) =1—-sin(2z), z€R et f3(z) ==z

ou
1
fa(z) = garcsin(l —z), 0<z<1 et fa3(x)==x

. Alors f(z) =0 <~ hi(z) = fs(2)
J L EOZAG)
Les variations des fonctions f; , f2, et f3 sont données par les courbes ci-dessous :
On voit bien que f admet un unique zéro ¢ € [0,1] ¢’ est l’abscisse du point d’intersection des

graphes des fonctions permettant de localiser la solution de f.

5.1.2 Meéthode de balayage

On considere une suite croissante finie x;,7 = 0, 1,...,n de valeurs de x réparties sur 'intervalle
[a,b]. Si f est continue et f(x;)f(zi+1) < 0, alors il existe entre x; et z;41 au moins une racine de
f(@) (c’est le théoreme des valeurs intermédiaires).

Exemple 5.3. Le polynéme P(x) défini par :P(z) = 2* — 2% — 22 + 7z — 6 a au moins deux racines

réelles oy €] — 3, —1[,ag €]0,2[ car :P(—4) = 270,p(—3) = 72, P(—1) = —12, P(0) = —6,P(2) =
12etP(3) = 60, ..., ect.
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! o1 T T e/t
H H H H H V| — — y=1-sin(2*x)
H .
y= 12 asin(1-x))

FIGURE 5.2 — Variations des fonctions f1, fs et f3

5.2 Méthode de Dichotomie (ou bissection)

L’idée : Construction d’une suite d’intervalles de plus en plus petits contenant une racine isolée
de Iéquation f(z) = 0.
5.2.1 Principe de la méthode de Dichotomie

Le princpe de la méthode de Dichotomie repose sur le théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréme. Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si f(a) x f(b) <0,
alors 3c € [a,b] : f(c) = 0.

La condition f(a) x f(b) < 0 signifie que f(a) et f(b) sont de signes opposés (ou que l'un des
deux est nul). L’hypothese de continuité est essentielle.

Remarque 5.2. Si de plus la fonction f(z) est injective, alors la solution approchée ¢ est unique.
c’est a dire f(x) est strictement monotone.

5.2.2 Algorithme

Comment construire une suite d’intervalle emboités, dont la longueur tend vers 0 et contenant
chacun une solution de I’équation (f(x) = 0).
Pour déterminer la solution de I’équation f(x) = 0, avec f une fonction continue sur [a, b], il faut
d’abord localiser la racine Z dans Uintervalle [a,b], ot Z est une racine simple. On procede de la
maniere suivante :

FEtape 1 : On divise 'intervalle [a,b] en deux parties égales et on pose zg = “T‘H’ Alors

{ Z € [a,mo], si f(a)f(xo) <0
T € [xo,b], si f(b)f(xo) <O0.

Etape 2 :On note le nouveau intervalle contenant Z par [ag, b1] :
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(%2>

FIGURE 5.3 —

f(a+b .

FIGURE 5.4 —

ap=a et by =xz¢ si T € [a,x]
ag =xzg et by =b si T € [xg,D].

Etape 3 :En itérant ce procédé, on obtient une suite de valeurs :

a+b a1 + by a, + by,
T = ey Ty =
2 s 41 2 PREEE] 2

o =
si f(ap)f(zn) <0 alors

Upt1 = Qp €t byy1 =T S0 T € [an, Ty]
Upt1 = Tp, €t bpi1 =by 80 T € [xp,by).

et en prend comme approximation de Z la valeur z,.
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Critére d’arrét

bn — Ap, bn—l — ap—1 b() — Qg b—a

bn+1 — Ap4+1 = 9 = 22 = ... = 2n+1 = 2n+1

et si & est la racine de I’équation f(x) = 0 nous aurons :

b, — a, b—a

|i*xn|§bn+1*an+1: 9 :2n+1'

Donc, si on désire calculer une approximation x,, de T avec n décimales exactes il suffit de poser

b—a n
W§0.5~10 .

Théoréme. Soit f continue sur [a,b]. Nous supposons que f(a)f(b) <0 et que I’équation f(x) =0
admet une et une seule solution & dans [a,b]. Si lalgorithme de dichotomie arrive jusqu’a l’étape
n+1 (de sorte que x; #r, 0 < i <n) alors

N b—a
|T — Zpt1] < prER

Démonstration. Exercice O

Exemple 5.4. Soit f(x) = —39 — 43z + 922 — 523, f est une fonction continue sur R. On cherche &
estimer x € [1,5] P'unique solution de ’équation f(x) = 0.

flx)

3=1

f(25)=0.3984375

1
f(2)=-0.1875 ‘L x
I
|
F=-1 ? P 1
f —_— { Io=115]
p———n=03
——o =023
— I:= 2:2.5]

FI1GURE 5.5 — Approximation de la solution par la méthode de dichotomie

La méthode de dichotomie est simple mais elle ne garantit pas une réduction monotone de I’erreur
d’une itération a l'autre : tout ce dont on est stir, c’est que la longueur de 'intervalle de recherche
est divisée par deux a chaque étape.
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5.3 Méthode de Newton-Raphson

Soit f € C*([a, b]) tel que f # OV € [a, b] et on suppose que I'équation f(z) = 0 admet une seule
solution dans I'intervalle [a, b]. Le principe de la méthode de Newton-Raphson consiste & remplacer le
probléme non linéaire f(z) = 0 par un probléme affine g(x) = 0, olt g est la meilleure approximation
affine de f au voisinage de zy donné. On identifie la représentation de g a la tangente a la courbe
de f au point d’abscisse au voisinage de zy. En effet, par la formule de Taylor on a

F(@) = fl@o) + f (20)(x — 20) + Oz — o). (5.1)

On suppose que g(z) = f(zo) + f (zo)(x — x0), et nous définisons x; tel que g(z;) = 0. Notons que
x1 est bien définie lorsque f (x0) # 0 donné par :

f(xo)
f'(z0) (5:2)

Nous construisons ainsi par récurrence ,, € [a, b], comme suit :

X1 =T —

y= fle)x—x1) + flxy)

FIGURE 5.6 —

Tyl = Ty — f(m") neN

{ zo € [a,b] donnée
fi(@n)’

5.3.1 Etude de convergence

Théoréme. (convergence globale de la méthode de Newton -Raphson) Soit f une fonction de classe
C? sur un intervalle ouvert I contenant [a,b] telle que

f, et f” soient strictement positives sur I ( f est strictement croissante convezxe). Nous supposons
que f(b) > 0, f(a) <0 et nous appelons T 'unique solution de I’équation f(x) =0 dans [a;b].
(a) La suite des itérés de Newton-Raphson

Tpp1 = Ty — f(w”) neN (5-4)

{ xo € [a,b] donnée
(In)
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est bien définie, en partant de 'approzimation initiale zo € [a,b] qui satisfait linégalité f(zo)f (z0) >
0.
(b) Elle converge vers & en décroissant.
(¢) L’estimation suivante est vraie

M -
|zn, — 2| < %(ﬂﬁn —I) (5.5)

ou M = sup[a;b]f” et m = inf[a;b]fl.

Démonstration. Nous décomposons la démonstration en plusieurs étapes.
FEtape 1. Montrons que & < 1 < o = b. Nous avons

{ ;9 >:(l)) = f(z0) >0 == % > 0= 29— J;I((;CUO)) < x9 = 71 < xo. Ensuite, en utilisant la

formule de Taylor de f a l'ordre 2 en zy, il vient

(& — x0)?

0 e

f(&) = f(xo) + (% — o) [ (w0) +
ou € €], xo[. Puisque f(Z) = 0 cette relation devient

(5: — & )2 17
%f (e)
(7 —20)* f"(e)
f’(ivo) 2 f’(wo)
fao) _ o, E—20)” [(E)
f'(z0) 2 f(xo)
( —20)* f"(e)
2 f(xo)

=2, >% car f'>0, f >0

—f(20) = (Z — 20) f'(20) +
f(zo)

Z(i‘—l‘o)-f—

- g —

:>x1:£+

FEtape 2. Supposons que nous avons démontré que
T < Tpt1 <xp <Db (P,) Thypothese de réccurence

D’abord, puisque x,,+1 se trouve dans l'intervalle [a, b], nous pouvons calculer o par la définition,z, 12 =

f(a:nJrl)

Tntl = T Nous allons établir la propriété P41,

< Tn4+2 < Tpt1 < b (PnJrl)

Remarquons d’abord que la derniere inégalité est déja contenue dans I’hypothese de récurrence de
sorte que nous devons simplement obtenir z,12 < xp41 €t T < x,492. Puisque f est strictement
croissante et que, en vertu de I'hypotheése de récurrence, x,41 > Z, nous avons aussi f(z,y1) >
f(Z) = 0. Ensuite,
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>0 ’ ’ - N
{ }c,(i""(gl) = —% < 0= Tpy1— J}((;f)) < Tpp1l = Tpyo < Tpa1. En utilisant

nouveau la formule de Taylor, nous pouvons écrire

('i - xn+1)2f//<€)

f(@) = f(xnt1) + (& = 2ppa) f(20) + 5

ol € €|Z, x,41]. Utilisant f(Z) = 0, nous obtenons avec les mémes calculs que précédemment

~ fn) o @ —maga)® f()
T ) S T 2 Plae)
ot (2 2 ()
. T — Tp41 13
Trt2 =T 2 ' (@nt1)
d’ot

an+2>7% car f">0, f >0
Les étapes 1 et 2 montrent par récurrence que la suite (z,,) est bien définie et vérifie
T<Tpp1<2pn <b n>1

. En particulier, étant décroissante et minorée par & la suite (x,) est convergente. Appelons [ sa
limite. Nous devons nous assurer que [ = Z. Faisons n — oo dans la relation

f(@n) (5.6)

Tpn+l1 = Tn — f/(fﬂ )
n

Nous avons a la fois x,41 et x,. La continuité de f entraine que f(z,) — f(I) et celle de f’ que
f'(xzn) — f'(1). Observons que f’(l) est non nul car, par hypotheése, f’ ne s’annule jamais. Le
passage a la limite (n — o0) dans (5.6) donne donc

g
=)

la derniére implication étant justifiée par le fait que f admet une et une seule racine. Enfin,revenant

a la relation R )
(@ —zn1)” f"(e)

= f()=0=1=1z, (5.7)

Tny2 = T+

2 f(Tny1)
établie au dessus, nous obtenons
| = |<| (:ivixn-l-l)Q H f”(&) ‘
In+2 T | 2 7 ,
f'(Tnt1)

d’ot
(‘%_anrl)Z || M

2 oy b

—x |<
| @ns =3 |< "

A cause de la relation | 2,42 —7 |< C(Z —x,41)?, nous disons que la méthode de Newton est d’ordre
2. Une telle propriété implique une convergence tres rapide. O
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Remarque 5.3. Le bon choix de ’approximation initiale zy vérifie I'inégalité

f(xo)f// (zg) > 0.

Exemple 5.5. Soit f(z) = 2* — cosz sur [3,1] et soit zg = Z. On a f'(x) = 2z + sinz > 0 sur [3, 1]
et f"(z) =2+ cosz > 0 sur [§,1].
En utilisant la suite de Newton pour trois itérations, on trouve :

z = 20 — LE) — .8250207

I (z0)
Ty =] — % — 0.8241327556
T3 = a9 — }{%22)) = 0.8241323123

On observe & chaque itération que |f(zo)| =~ 1071, |f(21)| =~ 2 x 1073, |f(x2)| =~ 1076 et | f(x3)| =~
3x 10713 .

On voit que Pexposant de |f(x;)|,i = 0,1,2,3 est double & chaque itération, on dit alors que la
méthode de Newton est d’ordre 2 (ou bien la convergence de la méthode de Newton est quadratique).

4 1y 12 —1\0\/ 1 2 3

FIGURE 5.7 — Interprétation géométrique de la méthode de Newton

5.4 Méthode du point fixe

Dans cette section, nous considérons les équations de la forme z = g(z). Nous étudierons un
théoreme qui, a la fois garantit 1’existence et I'unicité de la solution et fournit une suite qui converge
rapidement vers la solution. Le procédé employé — les approximations successives — joue un role
trés important en mathématiques. Il peut étre étendu a 1’étude d’équations plus complexes dans
lesquelles les inconnues sont des fonctions, par exemple, les équations différentielles.
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On suppose que f ne possede qu’une seule racine, notée a, dans [a, b].
Principe de la méthode des approximations successives
On remplace I'équation f(x) = 0 par une équation équivalente x = g(x) ol g est continue, et on
construit la suite récurrente définie par

Ty = a, acl

avec Pespoir que la suite (x,,) converge vers la solution o du probléme posé.
Interprétation géométrique :
Chercher « tel que f(a) = 0 revient a chercher 'intersection du graphe de f avec ’axe des abscisses.

Chercher a tel que g(a) = a revient a chercher l'intersection du graphe de f avec la droite y = z,
c’est a dire a trouver le point fixe de g, d’ou le nom de la méthode.

-
-

FIGURE 5.8 —

Définition 5.1. Soit I un sous-intervalle de R et g : I — I une application continue.
- On dit que « € I est un point fixe de g dans I si g(a) = a.

- On dit que g est contractante si g est L-ipschitzienne du rapport K avec 0 < k < 1,
c’est a dire ¢’il existe k €]0, 1] tel que

lg(@) —g(y) |I<k|z—y| z,yel

Nous démontrerons quelques inégalités a l'aide de quelques lemmes qui seront utile pour la
démonstration du théoréeme du point fixe.

Lemme 5.1.
Vp>0, |xps1 —xp |[<EP |21 —20].
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Démonstration. D’apres la définition de la suite et en supposant que g est une contraction. Nous
avons

|33p+1 - $p| = |g(xp) - g($p71)| < k‘xp - 33pr| = k|g($€p71) - g(xp,2)| (5.9)

< Kxp 1 — xpa| < . < KPlzy — 20].

O

Lemme 5.2. Vg >p >0

kP — k4
|2 = 2p| < 5~ l71 — @
Démonstration.
|zg — zp| = |xg — Tg—1 + Tg—1 — Tg—2 + ... + Tpp1 — Tp]
<l|wg —wgo1| + g1 — Tga| + oo + [Tpr1 — |
<RV R 4 L EP) |3y — a0
< EP(RITYP 4 R9727P B4 D)2y — 2ol
1— k1P kP — k4
< kpﬁ‘xl —l‘0| < 1—& |331 —$O|

O

Ce lemme permet de démontrer la convergence de la suite x,, que nous avons admis. La démonstration
utilise le critere de Cauchy pour la convergence des suites.
Admettant donc que la suite (x,,) converge, nous obtenons en appliquant I'inégalité du lemme (5.4)
avecp=netqg=p+n

n

k
— k(l — kq)|$1 —$0|

|xp+n - xp‘ < 1

Faisons p — oo dans l'inégalité. Puisque 4, — | = & = solution de g(x) = x et k9 — 0 (car
0 < k < 1) nous obtenons

n

k
1-k

|2 =2 [< | 21 — o |

5.4.1 Enoncé du théoreme du point fixe

Théoréme. Soit I un intervalle fermé (non nécessairement borné) et g une fonction de I dans I.
Sl existe un réel k < 1 tel que

lg(x) —gy) |Sk|z—y| zyel

alors l’équation

g(x) ==
admet une et une seule solution dans I. Cette solution est limite de la suite (x,,) définie par
o = a, acl
5.10
L e w0 (310
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(On est libre de choisir nimporte quel xo dans I). De plus, si T est la solution de ’équation

g(x) = x alors

k
1-k

|z —x, |< | z1 — xo | (5.11)

L’intervalle I est de la forme I =R ou I =] — 00, a] ou [a, +00[ ou [a, b].

Démonstration. 1l est facile de voir que si 'équation g(x) = = admet une solution alors cette solution
est unique. En effet, si s1 et so sont deux solutions, nous avons |se — sa| = |g(s2) — g(s2)| < k|sa — sa|
ce qui n’est possible que si s; = s car k < 1.

Lorsque I = [a,b] un argument trés simple permet de montrer que Iéquation g(x) = x admet au
moins une solution et donc, d’apres la remarque précédente, une unique solution. Considérons en
effet la fonction f définie sur [a,b] par f(x) = g(z) — x. Nous avons

(a) g(b) € [a,b] = g(b) <b=>f(b) <0,et

(b) g(a) € [a,0] = g(a) 2 a = f(a) = 0.

De f <0 et f(a) > 0 nous déduisons & l'aide du théoreme des valeurs intermédiaires que f admet
une racine dans [a, b] autrement dit que I’équation g(z) = x admet une solution.

Nous nous replagons maintenant dans le cas général ou I n’est pa supposé de la forme [a, b], nous
admettrons pour le moment que la suite (x,) converge mais montrons que sa limite & [ satisfait la
relation g(I) =1 ainsi que les inégalités annoncées par le théoréeme. Le premier point est immédiat.
En effet, si ,, — [ alors x,, 11 — [. Faisant n — oo dans la relation 2,11 = g(x,), nous obtenons
directement, grace & la continuité de g, I = g(I) de sorte que [ est bien solution de I’équation g(z) = =
et, d’apres ce qui précede, est I'unique solution.

Fixons € > 0 et choisissons N de telle sorte que % | 21 — 20 |< € ou k €]0, 1] est la constante de
contraction de la fonction f ci-dessus. L’existence de N vérifiant la condition demandée est garantie
par le fait que la suite % | z1 — 20 | tend vers 0 lorsque N — oo, propriété qui découle elle-méme
du fait que k est une constante positive plus petite que 1. Maintenant si ¢ > p > N, grace au lemme
(5.4), nous avons

kP — k9 kP EN
— < — <
1—k|x1 x0|_1_k\m1 mo‘_l—k

|zg — zp| < |zy — 20| < €

Ceci montre que la suite x,, vérifie le critere de Cauchy, il s’agit donc d’une suite convergente et, du
fait que l'intervalle I est supposé fermé, sa limite est nécessairement incluse dans 1. O
Exemple 5.6. Soit I’équation e* — 2z — 2 = 0. On pose f(z) = e® —x — 2, alors

f@) =0, f@)+a=v, e—2-2

oue* —x—2=0,e* =x+2, 2 =In(z+2), Donc on note g;(z) = e* — 2 et go(x) = In(z + 2).
D’autre part,on a f(1) =e—3 < 0et f(2) =e*—4 >0, d’olt on prend I = [1,2].
Maintenant, on vérifie les conditions du théoreme de point fixe.

1<z<2e—-2<e®—-2<e?—-2>2

d’ott ¢1([1,2]) & [1,2]. Alors la méthode de point fixe diverge.
Par contre la fonction go([1,2]) C [1,2] et | gh(x) [< kou 0 < k < 1.
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En effet, 1 < In3 < In(z +2) < Ind < 2 pour x € [1,2] et gh(z) = %ﬁ alors g4(1) = 1+ < 1 et
95(2) = 1 < 1 D’autre part,g”s(z) = ﬁ <0.
Donc | g4(z) |< & < 1. D’out la méthode de point fixe converge.
On choisit zg = 1, on a
z1 = g2(wo) = In3

T2 = go(x1) = In(In3 + 2) = 1.1309
T3 = gz(.’L‘g) = 1.143205032

On voit que la suite de la méthode de point fixe par la fonction go converge vers le point fixe
Z ~ 1, 143205 sur l'intevalle [1, 2].

5.5 Exercices

Ezxzercice 1 :
Soit I’équation

arctanxr = —
x

1- Montrer que I'équation admet une solution réelle dans I'intervalle [—2, —1] . Trouver une valeur
approchée de cette solution avec deux décimaux exactes par la méthode de dichotomie.

2- Montrer que I’équation admet une solution réelle dans 'intervalle [2,1] . Trouver une valeur ap-
prochée de cette solution avec trois décimaux exactes par la méthode de Newton.

Ezxercice 2 :
Soit I'équation
T+ coshx =3

1-Quelle est le nombre de solutions réelles de I’équation.
2-Trouver une valeur approchée de chacune des solutions par la méthode de Newton.

Ezxercice 3 :
On considere la fonction & valeurs réelles dans ”intervalle |0, 4]

f(z) = 4exp(£) -6

1-Montrer qu’il existe un zéro a pour la fonction f dans intervalle ]0,4[ et trouver o de fagon
analytique.

2-Peut-on appliquer la méthode de dichotomie pour calculer a. Justier votre réponse.

3- Pour approcher le zéro «, on considére les méthodes de points fixe zp11 = g(z), @ =1,2,3 avec

z x 3 exp(%
1) 6 g2(z) =dw+Gexp(7); g2(2) =+ o5 + (&)

g1(z) =z + dexp(

établir si les trois méthodes sont convergentes.
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Ezxercice 4 : On se propose de trouver une valeur de la racine de I’équation

f(@) = & — exp(—2x) (%)

1- Montrer que I’équation admet une racine unique.

2- Montrer que cette racine appartient a l'intervalle [0, 1].

3- Trouver en utilisant la méthode de Newton une valeur approchée de la racine de I’équation avec
deux dicimaux exactes.

On se propose de réécrire ’équation (x) sous la forme suivante :

l-z+exp(—2
T=00) =y

1- vérifier que cette équation est identique a I’équation (x).

2- Donner les valeurs de [ permettant de faire converger la méthode du point fixe sur U'intervalle
[0, 1] vers la solution unique de (x).

Exercice 5 : Soit I’équation

>0

2ecosx+x—1=0

1- Montrer que I’équation admet une solution dans 'intervalle [0, 1].
2- Trouver une valeur approchée de la solution par la méthode du point fixe.
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