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Abstract

This thesis is devoted to the mathematical and algorithmic study of some free boundary
problems.

It covers some notions and theories necessary for the study of some problems from physics,
mechanic... .

Motivation is the use of some algorithmsoptimizations, and support for the inequality constraints
that are included in some problems.

Keywords : penalty, MEF, MDF, SOR, obstacle constraint.

Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude mathématique et algorithmique de quelques problémes &
frontiére libre.

Il porte sur quelques notions et théorie necessaire a 1’étude de quelques problémes issus de
physique, mécanique... .

La motivation principale est I'utilisation de quelques algorithmes d’optimisations, et la prise
en charge des contraintes d’inégalité que ’on rencontre dans quelques problémes.

La résolution est faite par algorithme de pénalisation conbinée a 1’ algorithme de relaxation.

Mots clés : pénalisation, MEF,MDF,SOR,Contrainte,obstacle.



Table des matiéres

[Introduction]

(1 Rappel de quelques notions de base|

(1.1 Espace de Hilbert| . . . . . . . . . . . . . .. .
1.2 Quelques Définition sur la forme bilinéaire | . . . . . . . ... ... ...
1.3 Formulesde Greenl . . . . . . . . . . . . ... ...
(1.4 Espace de Sobolev| . . . . . ...

2.2 Cadre fonctionnell . . . . . . . .. L oL
[2.2.1  Formulation variationnelle du probleme| . . . . . . . . .. ..o
222 Théoreme d’existence et d’unicité . . . ... ... ... ... ...

[2.3 la méthode de pénalisationl . . . . . . . . . . ... ... .o
[2.3.1 Pénalisation des probléeme(2.8) et (2.5). . . . ... ... ... ...
[2.3.2 Application| . . . . ...
[2.3.3  probléme de la digue en dimension unef . . . . . . ... ... ... ...
2.3.4  Algorithm| . . . . . ... ...
[2.3.5  Résultat numérique| . . . . . . . ..o
[2.3.6  Probléme elliptique de I'obstacle en dimension deuxl . . . . . . . . . ..
[2.3.7 Résultat par la méthode de pénalisationl . . . . . . ... ... .. ...

B Proble Tol e Tévoliution

[3.1 probleme d’obstacle en dimension une

10
10
11
12
12
13
14
14
21
22
23
27

29



TABLE DES MATIERES 3
[3.1.1 Position du probleme . . .. ... ... .. ... ... ... 29

[3.1.2  Méthode de pénalisation| . . . . . . . .. ..o 30

13.1.3 Reésultats numérique (probleme d’obscale d’evolution en 1d)| 35

[3.2  Formulation du probleme d’obstacle en dimension deux| . . . . . . .. ... .. 36
8.3 Pénalisationl . . . . . . .. . 37
[3.3.1 pénalisation de I'inéquation variationnelle] . . . . . ... .. ... ... 37

[3.4  Analogue discret du probleme| . . . . . . ... o oo 38
[3.4.1 Semi-discrétisation en espacel . . . . . . .. .. ... ... ... 38

[3.4.2 discrétisation compléte (en temps)|. . . . . . ..o 41
4__Conclusion| 43



Introduction

Les probléemes qui impliquent le contact entre un solide élastique et un obstacle rigide sont
des modeles importants de probléeme de contact, ce genre de probléme s’appelle probléme
d’obstacle. Ces derniers sont des problémes a frontiere libre.

La formulation mathématique de cette classe de problémes apparaissent dans plusieurs appli-
cations tels que la filtration des fluides dans des milieux poreux, ’elasto plasticité, I’elasticité,
finance, mécanique.

La modélisation du phénomeéne de contact pose des difficultés tout du point de vue mathé-
matique que numérique.

L’etude mathématique des problémes de contact a commencé avec le livre de Duvant et
Lions dans lequel on trouve la formulation variationnelle de plusieurs problémes de contact,
ainsi que des résultats d’ existence et d’unicité mais dans le cas linéaire, d’autre ouvrages
incontournables sont les livres de panagiotopoulos, kikuclu et Oden, Hlavacek, Haslinger,
Necas et Lovisek, dans les deux derniers I’analyse numérique de quelques problémes de contact
étant présente, ce type de problémes est modeélisé par un systéme d’inéquations (IV') ou
équations. En 1964 Stampacchia a presenté une théorie des IV.

Bien qu’il y ait des résultats d’unicité de la solution, il est difficile de trouver la solution
analytique dans le cas générale, ¢’ est pour cela que les méthodes numériques prennent leur
importance dans les applications.

La résolution de ces problémes en générale sont les schémas "éléement écart", 'approche de
programmation de Pénalisation et de formulation de multiplicateur de lagrange.

Ces problémes sont caractérisés par 'existence d’une interface a priori inconnue séparant
le domaine. Ce mémoire contient trois chapitre, dans le premier chapitre nous rappelons

quelques définitions et théorémes utiles pour la suite de ce travail. le deusiéme chapitre nous
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présentons dans un cadre abstrait 1’ étude d’un probléme de contact, nous présontons La
formulation variationnelle en (/V'), qui est équivalente & un probléme d’optimisation, nous
appliquons la méthode de Pénalisation et nous discrétisons par la méthode des éléments finis
et donnons les résultats d’existence et d’unicité et de convergence du probléme discret, nous
pénalisons le problémes discret et nous résolvons par la méthode itérative SOR. Cette étude
est basé sur le travail [2]et[4]. Nous appliquons cette etude sur un probléme de la digue en 1d
(elliptique et parabolique) et nous utilisons le logiciel matlab(7.12) pour illustrer les résultats.
Dans le troisiéme chapitre nous étudions les problémes d’obstacle et nous appliquons sur des
problémes en 2d elliptique et parabolique.

Nous terminons par une conclusion et prespectives.



Notations

Q :ouvert de RY, N € N*.

[': frontiére de €.

e =0x10,T].

> =Tx]0,T].

On note x = (7;....,x,) un point quelconque de RY.

dxr = dxidx,y...dxy : Mesure de Lebesgue sur €2
C>(Q) : espace des fonctions indéfiniment dérivables sur €.

z,y) : le produit scalaire des vecteures = (;)1<i<n €t ¥y = (y;)1<i<n de RY | il est définie
(z,y) <i< <i<

par : T,y =y ., T

||| = (z,2)% : La norme associée & ce produit scalaire.

Soit a = (ay, s, ...,an) € RN un multi-indice.

Vu : le gradient de u.

ou ou
Vu(x) = grad u(zx) = (8_361’ s %)
‘g—z = Vu.n est la dérivée normale de u sur 0f2.

div : Popérateur divergence.

: 0 dvy,
div(vi(x), ..., v,(x)) = 8_::1 +..+ 3; .

Au = le laplacien de u.
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0? 0?
Au(z) = divVu = a—;% + .+ (9;;

LP () : espace des fonctions de puissance p-éme intégrables sur {2 pour la mesure dx
L2(R2) : T'espace des fonctions de carré sommable sur {2

0 : frontiére topologique de 2
H () : 'espace de Hilbert

HY (Q)={ u € L2(Q) ot 2

oz, €eLl?VYi=1,..,n}

Hg ()= {v/v € H' (Q) , v|on = 0}

EDP : équation différentielle & dérivées partielles.
EDO: équation différentielle ordinaire.

MDF': méthode des différences finies.

s.c.i : semi continu inférieurement.

SOR : Méthode itérative de sur-relaxation.

IV : Inéquation variationnelle.



Chapitre 1

Rappel de quelques notions de base

Dans ce chapitre nous présentons d’ abord quelques notions de base nécessaires a ce travail.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 [13] Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet pour

la morme associée au produit scalaire.

Définition 1.1.2 [10] Une partie U de E est dite conveze si pour tout couple (u,v) € U?le
segment

[u,v] = (1 —t)u+tv est inclu dans U, 0 <t <1.

Autrement dit
V (u,v) € UVt € [0,1],(1 —t)u+tv € U.

Définition 1.1.3 [16] Soit une application f : U— R défini sur une partie convexe U de E
* On dit que f est convexe sur U si

V(u,v) € UVt € [0,1], f (1 —t)u+tv) < (1 —1) f(u) +tf (v).
* On dit que f est strictement convexe sur U si

V(u,v) € U2Vt € [0,1], f(1—t)u+tv) < (1—1t) f(u)+tf(v).
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Théoréme 1.1.1 [13] (Théoréme de projection)
Soit V un espace de Hilbert muni de la norme ||.||, est soit K un sous ensemble convexe fermé

de V alors :

If = ull = inf {[|f —ull,v e K7}

la projection est caractérisée par
(f —u,v—u) <0 YveK.
Théoréme 1.1.2 [13] (Théoréme de Resprésentation de Riesz)

Soit V un espace de Hilbert, alors pour tout forme linéaire continue L(.) au sens suivant

L(v)=(v,l) YveV.

1.2 Quelques Définition sur la forme bilinéaire

Définition 1.2.1 [23] Une application A : E x E — K est appelée une forme bilinéaire

St ¢

Vui,ug, v € E YA € K: a(uy + Aug,v) = a(u1,v) + Aa(ugv)

Vu,v1,v9 € E YA € K: a(u,v; + Avg) = a(u,v1) + Aa(u,vs)

Définition 1.2.2 [23] La forme bilinéaire a(.,.) est continue sueV x V s’ il existe une

constante M tel que

a (u,v) < M ully (o]l

Définition 1.2.3 [23] La forme bilinéaire af.,.) est V—elliptique sur V x V s’ il existe une
constante o > 0 tel que

a(v,0) = aloly
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Définition 1.2.4 [23] La forme bilinéaire af.,.) est symétrique sur'V x V si elle vérifie

a(u,v) =a(v,u) Yu,v eV

Définition 1.2.5 [23] La forme bilinéaire af.,.) est définie positive sur V x V si elle vérifie

a(u,v) >0 VYu,veV.

Définition 1.2.6 [23] Un opérateur A: V +—— V' est fortement montone s’ il existe une

constante o > 0 tel que

(Au— Av,u —v) > alu—o|} Yu,v e V.

Définition 1.2.7 [23] Un opérateur A : V +—— V' est continue s’il existe une constante (3

> 0 tel que

(Au — Av,w) < Bllu—v|, [Jwl], Yu,v,w e V.

Définition 1.2.8 [23] Un opérateur A : V —— V' est lipschitzien s’il existe une constante
¢ > 0 tel que
1 Au = Av]ly < eflu—wvlfy, - (1.1)

Définition 1.2.9 [16] Une suite (u;);5,converge fortement vers u, si la norme |lu; — ull

tend vers 0 quand i tend vers oo.

Définition 1.2.10 [13] Une suite (u;);5,converge faiblement vers w dans V ,si f € V1,

f (u;) tend vers f (u) quand i tend vers oo et u est unique.

Définition 1.2.11 [23] La fonctionnelle f: V +—— R convere est propre si f (x) ) — oo pour

tout x € V' et f n’est pas identiquement égal & co.

Définition 1.2.12 [23] La fonctionnelle conveze f: V —— R est semi continue inf érieurement

en  si pour toute suite (x;),~, counvergente vers x, on a

fla) < dim f(z) (1)

J
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1.3 Formules de Green

La formule de Green est un outil fondamontal pour la résolution des EDPs, elle coincide en

dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

Théoréme 1.3.1 [10] On suppose que Q est un ouvert borné de R"™ de frontiére T'; C* par

morgeau , alors u et v sont des fonction de H* (Q), on a

Qg; () v(z) dx=- /U( ) gZ( ) dx—i—/F u(z) v(z)n (z) dI’ (1.3)

dI" est la mesure superficielle sur la frontiére I" de §2 .7 (z) est le vecteur normal sur I" orienté

vers 'extérieur de I'.

Théoréme 1.3.2 [10] soit Q un ouvert borné de classe C'. Alors pour toute fonction u €
2 (Q)
et v e C? (ﬁ) on a:

_/QAu (z) v(z) dx= /Vu ).V (z) dx - gZ( ) v(x) dl’ (1.4)

Ou g—z () = Vu(z).n(z).

1.4 Espace de Sobolev

Définition 1.4.1 [3] soit  est un ouvert non vide de RY et m € N ,On appelle espace de

Sobolev d’ordre m sur €2 [’espace

H"(Q) ={ueLl’(Q) DwelL’() VaeN',|a<m}

telle que D®u est calculée au sens de distribution.

lesapce H™ (2) est muni de la norme :

N|=

T / D* u(2)*do

la|<m



Chapitre 2

probléme a frontiére libre elliptique

Il existe des situations dans lesquelles un corps en contact avec un autre. Le contact a un
role trés important dans Is nature de tout systéme de structure (sa déformation).

2,

Figure2.1 — corps déformé par une fondation rigide

La modélisation du phénomeéne de contact pose des difficultés tout du point de vue mathé-
matiques que numérique.

Dans ce chapitre nous nous intéressons au probléme elliptique de la digue en dimension une
et I'obstacle en dimension deux , nous commencons par une introduction sur les inéquations
variationnelles et la méthode de pénalisation qui sont utilisés dans la suite , nous étudions
deux problémes d’évolution en dimension une et deux , nous discrétisons les problemes par
la méthode des éléments finis, nous appliquons la méthode de pénalisation , et on utilise la

méthode itérative de relaxations SOR pour résoudre le probléme discret obtenu.
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2.1 cadre abstrait

Soit  un ouvert borné de R™(n =1,2) de frontiére I' suffisamment réguliere V' C Q .
AV — V' un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2.

On cherche une fonction u, & valeurs réelles , définie dans €2 telle que

Au > f dans Q (1)
u=>q dans Q (2)

(Au— f)(u—q) =0 dans Q (3) (2.1)
u=4g sur T' (4)

f et q deux fonctions données sur €2 et g une fonction qui vérifie la solution sur I'.

ferl?*(Q)etge L*(I).

ou ¢ représente un obstacle.
I’équation (3) est appelée condition de complémentarité. On constate que €2 est divisé en

deux régions

Q0 = {z€Q /u=q}
Q = {z€Q /u>q}

séparées par une interface S a priori inconnue , avec 2 = €2; U€),. Il s’agit donc d’un probléme
a frontiere libre, le sens & donner & cette condition est dans la région ), on a Au = f par
contre dans €2; on a l'inéquation Au > f.

si u est une solution réguliere du probléme (2.1) alors elle doit impérativement vérifier

u=q
sur S (2.2)

u _ 9q

on on

Ou n désigne une direction normale a S.

2.2 Cadre fonctionnel

Plusieurs problémes a frontiére libre dans la théorie de ’élasticité ou de la mécanique des

fluides peuvent étre décrits de maniére abstraite comme suit
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Soit J: V — R, une fonctionnelle qui peut s’écrire sous forme

J(U):%a(v,v)—f(v) YveV.

Ot a(.,.) est une forme bilinéaire continue sur V- x V et f € V7, alors le probléme consiste

a trouver un élément u € K tel que

J (u) = inf J (v) ()

veK

O1 K est un sous ensemble convexe non vide de V.

Théoréme Soit V' un espace de Hilbert et K un ensemble convexe non vide de V, soit a (., .)
une forme bilinéaire continue et V— elliptique, alors il existe une solution unique du probléme
abstrait (2.1) .

En outre, si a(.,.) est symétrique, cette solution est caractérisée par la propriété

a(u,v—u)>(f,v—u), YvekK.

qu’ on appelle inéquation variationnelle et dorénavant noté (1.V).

2.2.1 Formulation variationnelle du probléme
D’aprés [1] , le probléme (2.1) est équivalent a
(Au—fio—u) >0 Yve K (2.3)

Ou
K:{U/UEV, v>gq, dans ), v=g surF} (2.4)

Le probléme (2.1) peut étre formulé autrement :

{ Trouver v € K tel que (2.5)

(Au,v —u) > (f,v—u) YveK
(2.5) est appelé probléme d’inéquation variationnelle(.V').
Si A:v— v est un opérateur linéaire continu, d’aprés le Théoréme de Représentation de
Riesz, alors on peut lui associer une forme bilinéaire continue a (u, v) sur V' x V' définie comme
suit :

si ueV a(u,v)=(Au,v) Yve K (2.6)
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Alors, la formule (2.3) est équivalente &
a(u,v—u)>(fiv—u) YwekK (2.7)

Et le probléeme (2.5) est équivalent & son tour a

{ Trouver u € k  tel que (2.8)

a(u,v—u)>(fiv—u) YveK
puisque la forme bilinéaire a (., .) est symétrique , le probléme (2.8) est équivalent au probléme
d’optimisation

{ Trouver u € K tel que (2.9)

J(u) =inf,er J (v) Yoe K
Ou

2.2.2 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 2.1 [18] supposons que l'opérateur A : V +— V' est fortement monotone et
Lipschitz contenu , K est un sous ensemble fermé, non vide de V' et convexe, alors le probléme
(2.5) admet une solution unique.

Théoréme 2.2 [18] (Théoreme de Lions Stampacchia)

soit V' un espace Hilbert et soit K un sous ensemble convexe et fermé de V.

soit a (u,v) une forme bilinéaire, continue et V-elliptique et soit [ (v) et une forme linéaire
continue sur V', alors le probléme (2.8) admet une solution unique.

Théoréme 2.3 [18] Soit V' un espace de Hilbert et K un ensemble convexe non vide de V.
Soit a (u,v) une forme bilinéaire continue et V-elliptique, alors le probléme (2.9) admet une

solution unique.

2.3 la méthode de pénalisation

L’idée essentielle de méthode de pénalisation est de supprimer les contraintes et les incorporer
dans la fonctionnelle. Cette transformation ramene le probléme initial d’optimisation sans
contraintes a un probléme d’optimisation sous contraintes pour lequel plusieurs algorithmes

de résolution existent. L’avantage principale de la méthode de la pénalisation est qu’elle est
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trés appropriée pour le traitement numérique des contraintes d’inégalité que 1’on rencontre
souvent dans les problémes a frontiére libre . Elles sont utilisées dans la pratique parce
qu’elles sont faciles & mettre en oeuvre sur ordinateur .En outre, elles s’appliquent a la fois
aux formulations fortes et aux formulations variationnelles.

Rappelons brievement 1’idée directrice de la méthode de pénalisation .Supposons que le pro-
bléme a résoudre, appelé probléme P, soit la minimisation d’une fonctionnelle J(z) sur en-
semble D.On définit une fonctionnelle G(z), applée "fonction de pénalité " de ’ensemble
D, comme une fonctionnelle qui, par définition est nom négative pour tout x et nulle si et
seulement sy « € D. On définit alors un "critere pénalis¢ " J. (z) = J (z) + 1G (2), on € est
un parameétre strictement positif et un "probléme pénalisé " p. qui est la minimisation sans
contraintes du critére .J..

Pour que 'application de la méthode de pénalisation ait un sens, il faut également que toute
solution du probléme p. pour de "petites" valeurs du paramétre ¢ soit une solution "approché"

du probléme p.En d’autre termes, il faut que la méthode converge .

2.3.1 Pénalisation des probléme(2.8) et (2.5)

Soit 'inéquation variationnelle (2.8) et K vérifiant les hypotheses du théoreme 2.2
Soit la fonctionnelle ¢ : V —— R U {oo} vérifiant les hypothéses suivants :

¢ est convexe, propre et s.c.i
v () >0 YoeV (2.10)
=0 sst Yv e K

Introduisons le probleme pénalisé suivant :

{ Trouver v € V' tel que (2.11)

a(ue, v —u.)+ %go(v) — égo(ue) >(fiv—u.) vevVv
Théoréme2.4 [14] sous les hypotheses (2.10), le probléme (2.11) admet une soltion unique.
Théoréme2.5 [14] soient u la solution du probléme (2.8) et wu. la solution du probléme
pénalisé (2.11), alors u. converge fortement vers ¢ tend vers 0.
Pour la pénalisation du probléme (2.5), on introduit 'opérateur 3 : V +—— V' qui vérifie les
propriétés suivantes :

6] Lipchitizien continu (globalement ou localement)
B (v)=0 ssiveV (2.12)
B (v est monotone.
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Ainsi pour tout € > 0 le probléme pénalisé associé au probléme (2.5) est

{ trouver u. € V' tel que (2.13)

(Aue,v) + 2 (B (ue) ,v) = (f,0).
D’aprés [14] , le probléme (2.13) admet une solution unique.
Théoréme2.6 Soient u la solution du probléme (2.5) et . la solution du probléme (2.13).Si
A vérifie les hypothéses du théoréme (2.1) et 'opérateur 3 vérifie les hypothéses (2.12) , alors

u. converge fortement vers u lorsque € tend vers 0.

2.3.2 Application

Pour illustrer cette étude , on s’intéresse a ’étude des probléme stationnaires en dimension
une et deux pour lesquelles on établit 1’éxistence et I'unicité des solutions des problemes
variationnels en utilisant le théoréme de Stampacchia.

Enfin, nous discrétisons les deux problémes par la méthode des éléments finis et nous résolvons

par la méthode itérative SOR.

2.3.3 probléme de la digue en dimension une

La formulation simplifiée sous forme d’ un probléme de complémentarité en dimension une
satisfait dans €) le systéme suivant
Ou 2 = [0, 1] correspond a la longueur de la digue , u () indique la hauteur de la région

mouillée correspondant au point x € [0,1] et a > b > 0 sont deux constantes données.

1
Figure2.2 — probléme de la digue en dimension une
En outre la solution u doit étre suffisamment réguliére, par exemple, u € H? (2) . Il est claire

que le systéme définit une partition de €2 = 2, U )y comme suit
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= {z/ u(zx) =0}

Q= {x/ u(x) )0}
le point d’intersection p=; U Q, définit une frontiére libre dans € dans le sens ot

u(x) =0 dans Q = [p,1]
Lo 1 1=0 dans Qs = [0,p]

D’ apres (2.1) le probléme se met sous la forme

Trouver u € K tel que

{fo(x)(—;i— &) do+ [ (v—u) dr>0 YoeK
Ou

K={veV;u(0)=a,u(l) =b,v>0dans Q}

et V=H(Q).

On peut mettre le probléme sous forme probléme d’optimisation

Trouver u € K tel que
{ J (u) < J(v) ! Vo e K (2.14)
Ou
0= Jo (38 @)~ F@o@)de voeK
et

K:{UGV;UZ(] dansQ}

ou V =H}Q)

Puisque la fonctionnelle J est quadratique, il vient alors que si on pose
a(u,v) = 01 dudvgy YoeV
fo r)der YveV

J(v) =3a(v,v)— L(v) YweK
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Sial(.,.)et K vérifient les conditions du théoréme (2.3), alors le probléme (2.14) admet une
solution unique.

On peut écrire (2.15) sous la forme d’inéquation variationnelle

{ trouver u € K tel que (2.16)

a(u,v—u)>(fv—u) YvekK
On se propose de chercher une solution approchée du probléme (2.16).
On va discrétiser le probléme par la méthode des éléments finis, ensuite utiliser la méthode de
pénalisation. Enfin on va proposer une méthode itérative pour résoudre le probléme discret
pénalisé.re d’intervalles.

Nous introduisons ’espace P; des polyndémes de degré < 1

Py ={p:p(x)=ax+b} (217)

Discrétisation par la méthode des éléments finis (MEF)

Soit une partition réguliere de €2

O=2g<r1 <2< ... <2y 1 <zNy=1

c’est a dire x; =1h , i =0,1,..., Navec h = % et N désigne le nomb

Et Pespace d’approximation de dimension finis V;! définie par

Vil = {v v est continu sur [0 1] et v/ [x;,xi41] € P1,0<i < N — 1} (2.18)

Ou V! = {goj }jvzl , les fonctions ¢; forment une base dans VL, ce sont des fonctions de type

chapeaux , elle sont données comme suit :

(z1—x)

_ p T € [T9, 71] 21
#0 () { 0 ailleurs (2.19)

@=zis1) [7i_1; 2]
pi(r) =49 g€ rymi] i=1,.,N (2.20)
0 ailleurs

(z—2N-_1) .
oy () = { v € lon-sian] (2.21)

R
0 ailleurs



2.3 la méthode de pénalisation 17
i—1 @ Qi+
2 & f
. . o .
b1 X Xi+1 Xi+2
Alors
Kyp={v,€vp; v (0)=0,0,(1)=0 v>gq dans Q} (2.22)

Ou gy, 'interpolé de g, et tout v, € V;! s’écrit

vy (7) = Z vip; ()

Puisque ¢; (x;) = 0 pour i # j et ¢, (x) =1 pour i = j , donc v; = vy, (x;), 1 =0,1,..., N.

L’analogue discret de (2.16) s’écrit

{ Trouver uy, € k;,  tel que
1d d d 1
o am (G = Tr) dae > [y (fyon —un) Vop € Ky,

et K se réduit a 'ensemble R, défini par

Ry, = {(Ui) € RN+1;vo =0,on=0, v;>¢q, 1=0 ,1...,N}

En prenant
up () = Z uip; ()
On obtient
1[N do. (x N " 1 N
/0 [Zuj 90;; )] [Z (v; — w;) di’lé ) da:Z/O Z(UZ w;) f(x) @, (z)dx

(2.23)

(2.24)



2.3 la méthode de pénalisation 18

ou encore
N N 1 N 1
di; (x) dp; (x)
2 (u; — ;) j;u]/o o le dr > ; (v; — uy) i f(x)p; (x)dz Y (v;) € Ry
(*)
posons

Z (v — u;) Za’ijuj > Z (vi — ;) F; vV (Vv;) € Ry, (2.25)

utilisons (2.19), (2.20) et (2.21), on obtient ainsi

a; =2 i=1,.,N—1
- —_1
00 = ANN =T — (2.26)
aij = —7 pour |i —j| =1
a; =0 pour |7 —j| > 1
On peut alors remplacer le probléme (2.23) par
Trouver uy, € K; tel que (2.27)
(Apupon —up) > (fiop —up) Vo, € Ky '
Ou
Ap () = [ai] (1)
2 -1 0 0
-1 2 -1 :
A=1 o0 0 (**)
2 -1
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D’apres [14], le probléme (2.27) admet une solution unique u;, qui tend vers la solution du
probléme (2.16) quand & tend vers 0.

Appliquons la méthode de pénalisation pour résoudre le probléme(2.27) .

Probléme discret pénalisé
Considérons le probléme discret (2.27) , avec le domaine R;, donné par (2.24).
Pour cela, introduisons une fonction ¢ : RV ™! — RN+ par :

N

o) =3 3 (= g w)))’

=0

pour v = (vg, vy, .., vy ),tel que
(vi — gi (%)) = max {0,q (z;) — v;}.

On remarque que

22 (0) = (0= 0 @)) o (= 0 ))

et donc
Ve (v) = (= (00 — 4 (20)) s — (012 (21)) ooy — (on — g (2n)) )"

Définissons maintenant 'opérateur 3 : RV+*! — RN*! par
B (v) =V (v) Yo € RV (2.28)

Et montrons qu'’il veérifié les propriétés (2.12) .
Lemme 2.1 L’opérateur  : R¥*! — RN*! défini par 'équation (2.28) vérifié les propriétés

suivantes
{ Lipchitzien continu

B(v)=0 ssi veR,

£ monotone
Le Probléme pénalisé associé au probleme (2.27) s’écrit
Trouver u.; € RV tel que
N
Z CLZ‘]‘U€7]' — % (ue,i — (]Z)i = E 7= O, N (230)
j=0

u€0:0 U&N:O

)

On résout ce dernier systéme par la méthode SOR (sur-relaxation successive).
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Pour cela, on utilise la notation classique de la méthode SOR ou u® et w1 désignant
deux itérations successives de la solution. Pour ne pas alourdir la présentation, on néglige

I’indice désigant le parameétre de pénalisation e, soient

g+l _ g1 _
uy =10 uy =0
Pouri=1,..., N — 1, il existe deux cas

1.l > ¢, alors (ugq) — qz->7 =0, et 'équation (2.30) devient

Zaijuj:Fi, 221,,N

Pour résoudre ce systéme utilisant la méthode SOR, dont l'itération est

W = (1= w) ul? . (Ea,] (+1) | Z Qg —Fi) i=1,...,N—1

Jj=i+1

Q-UEQ) < gjalors (U(q) - qz->7 =q; — uz(-Q), et (2.30) devient

7
N 1 1
Zawuj—;ql—i-guzzﬂ Zzl,...,N—l
=0
que 'on peut aussi écrire sous la forme

i—1
zzoaijuj—l—(aii—i—a_l)ul—i— Zlawuj g, =F i=1,....N—1
J= J=i+

Pour résoudre ce systéme, on utilise aussi la méthode SOR pour assurer la convergence de
cette méthode on prend w = 1, alors l'itération est
1 i—1 N 1
(+v) _ __ + g, (at1) P C) R )
= ag; +e1 (; @ijuy "+ j;l @ijt; i FZ)

En introduisons les coefficients donnés par les relations (2.26), nous obtenons les itérations

suivants
quH) = (1—w)u§q)+%( (q+1)—|—u 1—|—h2 (%— —:Cl)> si u§‘1) > q; i=1,...
uleth = 5 (ug +1)+u§f1+gqih+h2 (g—s—xi)) si ul? < g i=1,...
=0 W =0

Remarque 2.1 :

xPour toute matrice A , une condition de neceesaire de convergence de la méthode de relaxa-
tion est que 0 < w < 2.

«La matrice A;, définie par (xx) est symétrique définie positive , alors la méthode de relaxation

converge si et seulement si 0 < w < 2.

N1
N -1
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2.3.4 Algorithm

Algorithm{PENM}
Begin{PENM} ;
Read the input variables: a,b,N,omg,peps,delta,maxit ;
h: =1.0/N;
hp2: =hxh;
cot: =peps/(2.0 X peps+h);
For i: =0 to N do
x[i] : =ixh
End.for;
omgl: =1.0—omg;
Uold[0] : =a;
Uold[N] : =b;
Unew[0] : =a;
Unew|[N] : =b;
For i: =1 to N—1 do
Uold[i] : =0.0
End.for;
flag: =0;
iter: =1
{The iterative loop begins }
Repeat
{we compute the new iterate}
For i: =1 to N—1 do
R: =Unew[i — 1]4+-Uold[i + 1] —hp2;
if Uold[i]>=0.0
then Unew[i] : =omglxUold[i] +omgxR/2.0
else Unew[i] : =cotxR
End.if;
End.for;
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{The stopping tests}
err: =0.0
For i: =1 to N—1 do
temp: =abs(Unew [i]) ;
if temp> 0.0
then err: =err+abs(Unew [i] -Uold [i]) /temp

End.if;
End.for;
if err< delta

then flag: =1
if iter<=maxit

then Uold: =Unew]i]

else flag: =99

End.if;
End.if;
Until flag<>
if flag=1

then write(CONVERGENCE)

write(x, Unew)

else write('NO CONVERGENCE’)
End.if;
End{PENM]} .

2.3.5 Résultat numérique

Nous avons obtenu pour les parameétres :

a=0,b=1,n="7 nmax = 100, tol = 1073, w = 1,5, eps = 10~*
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w € iter errs erry erveo
1,51 107% ] 12 1, 284388 2,6662282 0, 8350248
1,5 11072 ] 12 1, 284388 2,666228 0, 83502485
1,5 107% | 12 1, 2843880 2,66628 0,835024
1,8 1072 | 32 2,66500701 2,6650070162 0, 834984
1,8 107% | 32 2,6650070 2,66500701 0, 834984470
1,8 [ 107° | 32 | 1,28383700642 | 2,665007016 | 0,8349847063

2.3.6 Probléme elliptique de ’obstacle en dimension deux

09+

08

07

06

05+

04+

02

03t

1

2 3 4

5 6

7

Figure 2.3 — solution probléme elliptique de la digue 1d

On recherche a le déplacement vertical u(z,y) de £ quand elle est déplacée par un obstacle

rigide représenté par la fonction ¢(z,y). D’ou le probléme

u>q
—Au > f

(—Au— f)(u—gq)=0 dans

u=0~0

dans
dans

HO 0D

dans

on peut récrire ce probléme sous forme variationnelle.

Pour cela , on pose V = H] (Q)

(2.31)

Mécaniquement, en dimension d’espace deux, la solution wu représente le déplacement trans-

versal d’ une membrane élastique fixée le long de sa frontiére I' |, soumise aune force

f, et heurtant aun obstacle rigide q.
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L'obstacle
q(x.y)

Figure 2.3 — Probléme elliptique de 1'obstacle en dimension deux

Pour résoudre ce probléme, donnons une formulation en I.V
Ou
a(u,v) = / Vu Vo dS)

Q

et
[(v) = / fov dQ

Q

et ’ensemble K par

K={veH}(Q), v>q dansQ }

Ou

Hy(Q)={ve H (Q);v=0 surT'}
on peut montrer que solution u est aussi solution du probléme

Trouver u € K tel que
a(u,v —u) > (fv—u) YveK

d’apres le théoréme 2.2 , le probléme (2.32) admet une solution unique.

Discrétisation du probléme par la méthode des éléments finis

Soit T}, une traingilaire standard de Q(Q = QUT) tel que T}, a un nombre fini de triangles

T vérifiant :

oI COAVT €Ty

oUrer;, = {2

oITNTy =¢

V11,1 € Ty, et T7 # T on a 11 N Ty soit :
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o
eun coté commun
eun sommet commu
Considérons I'éspace d’éléments finis construit a partir de digré 1.0On établit sur 2 une train-
gulation T}, de traingles T'voir (figure) et soit p le polynome de dégré 1 défini sur 7' par
P

pr={(p:plz,y) =ax+by+c (abc)ecR?

2 K58

K4

K3

l 2 3 1

Figure 2.4 — Domaine de résolution

-y
-

cette figure représente un maillage de 'ouverture 2 = [0, X]| x [0,Y].
les fonctions ¢, 1 < j < 3 représentent les fonctions de base de V,, (V;, € V' tel que
Vi < oo),vérifiant :p; (a;) = dy5.

le’espace d’approximation qui est consédre est :aaa
Vh:{thCO(Q) ’Uh/F:O, et Uh/Fepl, VTGT}L}
La discrétisation du probléme (2.32) donne :

(2.33)

Trouver u;, € K, tel que
a(up,vp —up) > (fyon —up) Yo, € K,

Ou
K:{UhEVh Uh<M)Zq(M> VMEH}L}

telle que :II;, = {i € Q,7 est un nouved de 7" € T}, }
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ol encore
Trouver u;, € K, tel que (2.34)
fQ Vuy, V(’Uh — Uh) dQQ Y, € K, )

Ainsi ce dernier probléme est équivalente au probléme au probléme suivant :

Trouver u;, € K}, tel que (2.35)
(Ahuh,vh — Up) > (f, Vp, — Uh) \V/?Jh - Kh )

ou l'opérateur A; est donné par :

An () = laghcijen

la matrice [a;;] est la matrice de rigidité de terme générale :

Q

L’espace V}, est engendré par les fonctions de base {aij}z*g i.e tout vy, de V}, s’écrit :

m

v@) =) > v eulz)

t=1 =1

on obtient la matrice A qui a la structure tridiagonale par blocs :

B C 0 --- 0
C B :
A=10 0
: ¢ B C
0 0 C B
tel que :
4 -1 0 0
-1 4 -1
B=10 0
: -1 4 -1
0 0 -1 4
une matrice carrée tridiagonale nxm
-1 0 0
c— 0 -1
' 0
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une matrice carrée tridiagonale d’ ordre n x m
probléme discret pénalisé :
Maintenant on résoudre le probléme discret en utilisant la méthode de pénalisésation.

D’ aprés le lemme 2.1 ona probléme pénalisé s’écrit alors :

Trouwver u., €V,  tel que (2.36)
(A (ucp),vn) + £ (B (uep) vn) = (fron)  You € Vi .
ou encore
{ ) Trozjlver Uejj € RT x R™  tel que . o (2.37)
D1 2aiit Qg ey — 2 (Ueij — @) = fy i=1....m, j=1....m

Il existe alors deux cas:

1.Soit uf; > ¢y, alors (u]

ij Qij)i = 0, ce qui donne

n m
E Eaijtlusij:fija i=1,...,N

t=1 =1
et D’aprés la méthode SOR, on obtient

i—1 7—1 n m
(g+1) _ } : (g+1) 2 : 2 : q
uzg (1 — w o a'thl UZ] + aijtluij — fij
i\ =1 =1 t=i4+11=5+1
2.Soit uf; ( gij, alors (ugj —qij) =qj — uf;, ce qui donne

n m 1
E E @il Ueij + Z Wi + fij
=1 I=1

on utilise aussi la méthode SOR pour assurer la counvergence de cette méthode la counver-

gence de cette méthode on prend w = 1, alors on a
i—1 j—1 n m
1 1 _
ugﬁ ) = Pap— ( Aijel Uy (a1) + Z Z az‘jtlugj —€ l%j - fz])
a““ € t=1 1=1 t=i+11=j+1
2.3.7 Résultat par la méthode de pénalisation

Pour application, on considére une plaque carrée simplement appuyée sur un contour I' et

supportant une charge ¢(z,y), on cherche le moment u(z,y) selon un axe oz perpendiculaire
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au plan xoy vérifient les équations de poisson

{

— 4(=y)
AU—%

avec u(z,y) =0 sur I’

nmax = 5000, lot = 1078 , w =1, eps = 1075, n = 41, iter =519 et t = 2,6266 x e+92,

pas h=1/10 h=1/20 h =1/40
nombre iter 52 168 519
1 —0,02455201937745 —0,02479157148450 —0,024869534667265

—0, 0387040387

—0, 038802222322223

—0,038847147570201

—0,046633673339838

—0,046591961856420

—0,046610357452582

—0,050473693365152

—0,050385544101897

—0, 050395604056825

Y = W N

—0,05047370112

—0,051491051833354

—0,051499870308697

t =1,3514460403

t =7,586778314222491

t = 2,6266 % c 702

3
fex(ey

D_

ep : epaisseur de la plaque (mm).

1 0,3 coefficient de poisson.

E : module de yong.

102+

104~
106+

108+

o

"2
Kl

, "\l\

\\\\\\\Q\\\'lumlll” -

mllll |

L : longueur et largeur de la plaque (mm).

q : charge (dan).

f=aq\d, ¢ =10, d=2100/12.(1 — 0, 3)2.

S
\n\\\‘\\\\\}“‘\‘\\\\\\‘\‘ il




Chapitre 3

Probléme d’obstacle d’évolution

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux problemes d’obstacle d’évolution, I’étude dans le

chapitre précédent nous facilite le développement des deux problémes suivants

3.1 probléme d’obstacle en dimension une
3.1.1 Position du probléme

On cherche la solution u € L? (0,7, V) du probléme satisfaisant

( %—%Zf dans Q
u>q dans Q
(-2~ ) u-a)=0 dans Q (3.1)
u=20 sur Y
L u(z,0) =u’ () x €}

ou f une fonction donnée, q représente I'obstacle, u°(x) est la donnée initiale.
Q=0 x10,T[ avec 2 = [0,1] .
La partition de () = Q)1 U Q2 est comme suit :

Qv =A{(z,1) Ju=q}

Q2 =A{(z,1) /u> ¢}

L’interface S entre Q1 et (o étant une frontiére libre.

Le probléme (3.1) peut étre formulé comme suit

Trouver u € K tel que

<%—%,U—U>2(f,v—u) Yo e K (3.2)

u(x,0) =u’(z) =0 r € Q (u® donnée dans K)
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tel que :
K={v/veV,v>q pp dansQ } (3.3)

D’aprés le théoreme de Riez on a

a(u,v) = (Au,v), Yv € V.

82

Ou A est I'opérateur —5

Alors le probléme (3.2) équivalent a

Trouver u € K tel que :
(%0 —u) +a(u,v—u) > (f,v—u) YveK,Vtelo,T| (3.4)
u(z,0) =u’(z) =0 reK

OuV = Hj(Q) et

Ydud(v — u)
alu,v —u) = ———2dx
( ) /0 dt dt

Théoréme 3.1 [14] on suppose que a(u,v) est une forme bilinéaire continue et coercive sur
V x V et f une fonction donnée dans L*(0,T,V7) (V7 le dual de V), alors il existe u unique

solution du probléme (3.4).

3.1.2 Méthode de pénalisation

pénalisation de I’inéquation variationnelle
Pour la pénalisation du probléme (3.4), on introduit la fonctionnelle ¢ : V' — RU oo vérifiant

les hypothéses suivantes

@ est convexe, propre et s.c.i
o(v) >0 YoeV (3.5)
e(v) =0 ssiv ek

Introduisons le probléme pénalisé suivant

Trouver u. € V tel que

{ (240 —u) + alue, v —u:) + 2p(v) = Lo(u) > (fv—u) YweV (3.6)

Pour la pénalisation du probléme (3.2), on introduit 'opérateur 5 : V' — V' qui vérifie les

propriétés suivantes

3 Lipchitzien continu (globalement ou localement )
B(v) =0 ssive K (3.7)
f(v) est monotone
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Ainsi pour tout € > 0 le probléme pénalisé associé au probléme (3.2) est

(3.8)

Trouver u. € V' tel que :
(8(;5677}) - (%705) + EB(UEJUE) = (fa UE)7 \V/’U€ S K

Soit ensuite v € K, alors comme [3(v) = 0 on déduit (3.8) que

(8“6 _Pu
ot 0x?

—f,v—u)+ é(ﬁ(v) — B(te, v —ug)) >0

Dans ce qui suit, nous allons donner les étapes a suivre pour déterminer la solution approchée
Nous discrétisons (3.4) en espace par la méthode des éléments finis, ensuite on discrétise
la variable de temps par la méthode d’Euler régressif. Enfin, on introduit la méthode de
pénalisation et on pose une méthode itérative pour résoudre le probléme discret pénalisé

obtenue.

Semi-discrétisation en espace

Soit V;} C V le sous-espace de dimension finie défini par

Vi ={vel0,1] et v/ppyy € Pr, 0<i <N -1}, (3.9

Tit+1]

Ou sa base canonique est donnée par les fonctions de type chapeau ;, 0 < j < N telle que

L N
p;€Vy = {%}j:l
u) une approximation initiale de u° dans V}!, le probléme semi-discrétisé en espace consiste

alors a déterminer ¢t — uy(t) € K}, pour t € [0, 7] telle que

{ (2 (t) o, — un(t)) + alun(t), vn — un(t) > (F(£),0n — un(t)) Vo, € Kp ¥t €10, T
(un(0), v — up) = (up,vn —u — h) Vo, € K, 510
3.10

Ou

Ky, = {vn, € V;\ va(0) = 0,0, (1) = 0,03, > g5, dans Q

et g, est Popérateur d’interpolation, et tout V;! s’écrit

w(a) = 3 v (a)

tel que v; = vy (x;),i=0,1,..,N.
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K}, se réduit a 'ensemble R, défini par

R, = {(vl) cRY ! vg =0, =0, vy =0, v; > ¢ (25),
En prenant

i=0,1..,N} (3.11)

N
= > us(t)py(a) (3.12)
j=1
Pour simplifier les notations on note par
u;j (t) = un (25, t)
De méme, u s’écrit sous la forme

(3.13)

uh(a) = 3 ;)
IL vient alors

. (3.14)
A[é%@%ﬁ[ﬁm

(1~ s (Do) | do + | - ) %)
ﬁ;w—mu»fmﬁww@wmvaERh

(

PREE

d’ou

u;(0) = u pour 0 < j <1

dw—{—Zu]() L do;

do.
0 (m)% (x) dx]
Jor)
N (3.15)
> S (v — i ( fo z,t)p;(x)dr  Yv; € Ry,
i=0
\ u](O):u? pour 0 < j <1
On posant
1
by = | eia)e; ()4
Yy, dy;
aujg («) d¢’< )da
/ fl t)ei(x
L’inégalité précédente s’écrit
N N N
2}(%‘ — u; (t)) ;)biju}(tH + 2 aijuy(t) = ;}(vz —u; (t)) Fi(t)
1= 7= = 1=
u;(0) = uf
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Les calculs des coefficients donnent

i = % 1=1,.,N -1
= =1
400 = 4NN = o (3.17)

aij = % pour |i —j| =1

\ a;; =0 pour |i — j|)1

( b“:% ’lIl,,N—l
b = % pour |2'.—j|.:1

(b =0 pour [i — j[)1

Discrétisation compléte (en temps)

Pour la discrétisation du probléme (3.4) par rapport au temps on va utiliser le schéma d’Euler

régressif suivant

E(thrl: ;) = ]th + o (At) (3.19)
au U;»L+1 o u;z
o (1, Tj) = ———= (3.20)

On notera At = % le pas de temps et t, = nAt avec 0 < n < N.

On obtient donc le probléme suivant :

(u}”l —ul,vp —up ) + Ata(up T o — up ) > At (f(tasr, vn —upTt) Yo, € Ky V€10, T
1% donnée dans K,

(3.21)
I1 vient alors
N i | +1 +1 al +1 +1y fntl
;}(v,- — zo bij(wi ™ — w4+ At Zﬂaiju? = Aty (v —ui) f (3.22)
i= = = :

u? donnée dans Ry,

d’ou

N N N N
S (v; — ul ) [Z(bu + Ataij)u;‘“] > ;}(U,’ — 't [20 bijuj + Atff“)] V(v;) € Ry,

1=0 7=0 J
u’donnée dans Rj,.
(3.23)
On peut remplacer le probléme (3.24)par
Trouver u;, € K}, tel que
(3.24)

N
(Cruf™ vy — uf ™) > (z:l bijul + ALfIH vy, — up
‘]:
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Ou
Cn(.) = [Ata;; + bij] (1)

pour simplifier ’étude de ce probléme, on prend dans la suite f = 0.
Pénalisation

Considérons le probléme discret (3.24), avec le domaine Rj, donnée par (3.12).

Pour cela, introduisons une fonction ¢ : R¥*! — R définie par

pl0) = 5 D0 = ) ) (3:25)
Pour v = (vg, v1, .., o), tel que
(v; — q(z;))” = max {0, q(z;) — v; }. (3.26)

On remarque que

et donc
Veo(v) = (=(vo = q(x0)) ™, (01 — q(1)) 7, ., (on — q(zn)) )" (3.27)

Définissons maintenant 'opérateur 3 : RV+1 — RN+!
B(v) =Ve(v) Voe RN (3.28)

Lemme 3.1.1 L’opérateur § : RNTL — RNTY défini par 'équation (3.30) vérifie les prop-

priétés sutvantes
B Lipschitizien continu,
Bv)=0 ssiv € Ry, (3.29)
£ monotone

Le probléme pénalisé associé au probléme (3.26) s’écrit

N
(C(ul3t on) + 2B((uh vn) = (3 biguf,vn) Vo, € V) (3.30)
=0
i.e,
1 N
Oh (ue,h) + gﬁ(us,h) - Z b”u? (331)
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En posant
N
H;y =3 bijuf i=1,N (3.32)
7=0
Oou encore
al 1
> (b + Atayy) — (g, ultt —q)” = H; (3.33)
=0

n+1 n+1l __
uy =0 uy =0

désignent deux itérations successive de la solution. Pour ne pas alourdir la présentation, on

néglige 'indice désignant le parametre de pénalisation €, soient

u(()n+1,q+1) =0 u%l+17‘I+1) =0 (334)

Pour i = 1,..N, il existe deux cas

n+1 ,q

1. soit u”“’q > q; , alors (u; —qi)~ =0, et I’équation (2.29) devient

N
Z(bw + Attt =H; i=1,..,N (3.35)
]:

Pour résoudre ce systéme on utilise la méthode SOR

i—1

u§n+1,q+1) _ (1—w)ul(-n+1’Q)—At w (Z(bw + Ata Z]) n+1,q+1) + Z au §n+1,q) Hz)

bii + Ataij =0 =it
(3.36)
2. Soit uftH < g, alors (u!TH — q,)” = ¢ — ul M et (2.29) devient
N n+1 q+1) (n+1 q) .
Z(b,]+AtaZ]) ’ + = ( qz) :Hz 1 = 1,...,N (337)
7=0
Pour résoudre ce systéme on utilise la méthode SOR
1 i1 i—1 1
(n+lg+l) _ g g (tlatD) g G U =
i b+ Ata;j + &1 (;(bw + Ataw)uj + ;a)l] + Am”)uj ng HZ)
(3.38)

3.1.3 Reésultats numérique (probléme d’obscale d’evolution en 1d)

Nous avons obtenu pour le probléme (3.1) sur €20, 1] avec les prameétre

uw(0) = 0,25 et u(l) =1, n =7, nmax = 100, tol = 1073, w = 1,5, eps = 1074, T = 0,25
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w € iter erry erry erveo
1,5 | 107* | 12 | 2,6662282 | 1,284388014 | 0, 835024
1,5 107% | 23 | 2,6662048 1, 28000 0, 83501760
1,5 | 1078 | 23 | 2,6662048 1, 284290 0,8350017

1

09
08
0.7
06
05
04

03l _—

0.2

1 e 3 4 5 6

Figure 3.1 — solution probléme d evolution de obstacle 1d

3.2 Formulation du probléme d’obstacle en dimension
deux

Nous nous intéressons a un probléme d’inéquations variationnelles d’évolution en 2d.

On cherche la solution u(x,t) = u € L*(0,T,V) du probléme :

% —Au>f dans ()
u>q dans ()

(% —Au—f)(u—gq)=0 dans (3.39)
u=0 sur »

u(z,y,0)=u’(z,y) =0 XeQ (X=(z,9)
Ou f = f(X,t) une fonction donnée, q = q(X) repésente I'obstacle, u° (x,y) est la donnée
initiale.
Q=0x]0,T[ avec 2 =1[0,1] et Y. =T x]0,1]
La partition de () = @)1 U (01 est comme suit

Q= {X, t/ut, X) = q(X)}
Q= {X, t/uft,X) > q(X)}

L’interface S entre ()1, ()2 étant une frontiére libre.
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Le probléme (2.39) peut étre formulé en
Trouver u € K tel que
(& — Au,vo—u) > (flv—u) YWweK (3.40)
u(X,0)=u"(X)=0 z,y € Q.
X = (z,y) € Q, u® donnée dans K.
K={v/veV, v>¢q p.pdans Q}.
D’aprés le théoreme de riez on a
a(u,v) = (Au,v)
Ou lopérateur A = —A.
Alors le probléme (3.40) équivalent &
Trouver u € K tel que
(%,v—u)+a(u,v—u)2(f,v—u) Vv e K,Vt €]0,T (3.41)
u(z,y,0) =u (z,y) =0 X e€Q (u® donnée danskK)
Ou V=H;(Q) et a(u,v—u)= [,VuV (v —u)dX
3.3 Pénalisation
3.3.1 pénalisation de I’'inéquation variationnelle
Introduisons la fonctionnelle ¢ : v — R U {o0};
qui vérifie les hypotheses suivantes
© est conexe, propre et s.c.i
e(v) >0 YoeV (3.42)
e(v) =0 sur v € K
Introduisons le probléme pénalisé de (2.41)
{ Trouver u. € V tel que (3.43)

% w.) + alue,u.) + 1o(v) — Lo(us) > (fv—u.) YoeV

La pénalisation de (3.39) on introduit opérateur 5 : V. — V'

suivantes

B lipchitizien continu (globalement ou localement)

Av) =0

B(v) = 0 est monotone

qui vérifie les propriétés
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Ainsi pour tout € > 0 le probléme pénalisé associé au probléme (3.39) est

{ Trouver u. € V' tel que :

Ou Ay, +1B(u) > f Vu. €V (344)

3.4 Analogue discret du probléme

La solution exacte du probléme (3.41) est en générale difficile voire impossible a calculer.
Nous cherchons donc une solution approchée en utilisant la méthode des éléments finis (MEF)
qui posséde les propriétés d’interpolation des éléments finis, qui permettent d’approcher les
fonctions définies sur un domaine en subdivisant ce domaine puis en choisissant sur chaque
grille du maillage des combinaisons linéaires de fonction de forme. Cette méthode permet de
remplacer ’espace de Hilbert V' par une espace V}, de dimension fini. Le probléme approché
posé sur V} se ramene a une simple résolution d’'un systeme linéaire.

On construit V}, de maniére a ce que la solution u;, dans Vj, de la formulation variationnelle
soit proche de la solution exacte u dans V' .

Considérons 'espace d’éléments finis construit a partir de polynomes de dégré 1.

P = {p/p(z,y) =ax +by+c; a,b,c €R}
Vh — {’UhGCO (ﬁ), Uh/FZO et Uh/l"epl, VTETh}

Ty, est la triangulaire de 2 C R2.

D’apres [17] V), est de dimension finie.

K, = {vh € Vi/ vn(p) > q(p), Vp € Zh }

Zh: {ieﬁ,ies‘c noeud de T €T, }
Proposition 3.4.1 [10] K}, est un ensemble convexe, non vide et fermé de V,.

3.4.1 Semi-discrétisation en espace

Le probléme discret approchant (3.41) est donné par

Trover u, € K tel que

% (uh(t), Vp — Uh)v + a(uh, Vp — Uh) Z (fh (t) ,Up — ’uh)v Vvh € Kh (345)
u(0) = u°
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Ce probléme admet une solution unique[10] .

L’espace V}, est engendré par les fonctions de base {gokl}ivf:]\f, donc vy, € V}, s’écrit

N M
ZZ Uk (2

Alors I’équation (3.44) est équivalente au systéme suivant

} Y (vm) € K,

[y

Jo | £ St ut)] [ £ m—ummjw]dmfg % ult) VeulX)
e

S S v — wll) Vg >} 00 > [z S (0 — wn(t)) Fla1) %k} a0

f=1i=1 i=1i=
u(0) = ud, pour 0<k<N 0<I<M
(3.46)
que 'on peut écrire aussi
(N M N M
5 lzlwkz—ukl( D [ 2 o) fywiX)e, 000 +
1= N p=1i=1
> Z () Jq Jo Vo (X) Ve, (X)dQ V (v) € Kp, 347
=i (3.47)
N M
> 30 > (om = un(t) Jo F(X, 1) 0 (X)dS2
k=1i=1
L up(0) =u® pour 0<k<n,0<I<m
En posant
o = [ VeuViyd
bij = / Pinpr; A8
Q
fij = Jij0ir,dS2
Q
(3.46) S’écrit
N M N M N M
> S (o = ) | 3 bda(0)+ 2 3 aguntt)]
k=11=1 k=1i=1 h=1i=1
N M N M
> >0 > (v — uw(l)Fy Vor = 3 > vpn € Ki

k=11

Il
—

k=11=1

(3.48)
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qu’on peut écrire

N M N M N M M
b(D- D UPres Do D vk — u(t)) + CL(Z > UkiPhs Z > (ke — ukt) g
k=11=1 k=11=1 k=11=1 k=11=1
N M
> (R D7D (v — ug)e

k=11=1

) Y, € K,
(3.49)

Avec le probléme de complémentarité

éﬁ %Z/I: b(@i, 1) ui; (1) + é:: éa(%m%)uij(’f) > I

b(@ir» 1) ui; (t) + g g a( P 1) wij (1) — Fij (wij — qi5) =0

M=

N
2,
k=11=1

Ou

K, = { v, € Vi Jun(@) > q(py;) i=1,.,N; j=1,.. M

P% les points intérieurs du maillage de ©

Nous obtenons la matrice

B C 0 0
C B C
A=10 0
cC B C
0 0 C B
tel que
4 -1 0 0
-1 4 -1
B=1| o0 0
: -1 4 -1
0 0 -1 4
-1 0 0 0
0 -1 0
C=1 o 0
0 —1 0
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et .
: 0 0
2 .
[N BN :
21 0
0 0 5

3.4.2 discrétisation compléte (en temps)
Nous utilisons le schéma Euler régressif suivant

n+1 n
e ) = 2 o (1)

ou w T —

E(tn+17$j> Y P

OnnoteAt:% le pas de temps et t, =nAt ,0<n <N

On obtient alors

(up ™t —alt v — u ) + Ata( M o — up ) > AH(f(taga), vn — ) Yo, € Ky, VE€]0,T]
u? est donnée dans K.
(3.50)

Ce qui donne

+ At Z Z aiuii” > At Z Z(% i O fE

7j=01= 7=01=0
u® est donnée dans Rh.

% %(Uz‘j — ugi™) [% g: bij (vig — ui™)

7=01=0

(3.51)

d’ou

n m M N
Yo (v — u?jﬂ) [Z Z(bz] + Atau) ultt [Zo ZobmlutlH + Atan (3.52)
J=0i= )

u® est donnée dans Ry,

qu’on peut ’écrire

Trouver u;, € K; tel que

{ (C’hu}frl, v, — u}’;“) (Z > bijuf; + At. ”+1 U — qu)
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Ou
Ch(., ) = Ataij + bij
pénalisation

Le pronléme pénalisé s’écrit alors

Trouver u., € V! (3.53)
(Ap (uen) s vn) + 2(B (uen) ,vp) =0 Vo, € Vi, '
Le probleme est équivalent a
Trouver u.; € R? tel que
(3.54)

J
1 — .

> ity — cu_, — Fr=0 i=1,..J

=1

Ainsi nous obtenons les itérations suivantes

i—1 J
ul = (1 —w)ul — =2 cul N4 N cul + Fy) osiug >0, i=1,..J
=1 j=itl

i—1 J

1 n+1 n ; g

—m( E cl-juj + E Cijuj + E Sl u; > 0, 1= 1, ey J
j=1 j=i+1

Nous considérons les conditions aux limites en compte, cet algorithme permet de résoudre le

probléme.



Chapitre 4

Conclusion

Nous nous somme intéréssés a la résolution numérique d’une classe de problémes & frontiere
libre par la méthode de pénalisation et nous avons utilisé la méthode itérative de relaxation
(SOR), les résultats numérique obtenue sont généralement satisfaisants, nous avons discrétiser
les problémes par la méthode des éléments finis MEF.

Cependant, il existe un inconvénient majeur dans I’application de cet algorithme dans ’ana-
lyse de ces problemes, il n’y a pas aucune méthode rigoureuse pour le choix du parameétre de
pénalisation. Ce parameétre est trés important d’un point de vue numérique.

Afin de généraliser le champ d’application, nous proposons ’appliquer sur d’autre problémes
plus compliqués. On songe utiliser la méthode des volumes finis MVF (convergence et esti-

mation d’erreur).
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