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Résumé

Ce mémoire est consacré a ’analyse numérique des équations aux dérivées partielles et le
calcul de la solution aprochée par la méthode des éléments finis de Lagrange en dimension
1 et deux, en utilisant des polynémes d’orde un.

Mots clés : Formulation Variationelle , méthode des éléments finis de Lagrange , solution
approchée , estimation d’erreur .
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Introduction

L’étude des phénomémes de la biologie, de la medecine,...
Nous conduisent a trouver des modéles mathématiques qui les intér-
prétent. Ces derniers sont constitués de systémes d’équations aux déri-
vées partielles et d’équations. Il existe plusieurs techniques pour montrer
Pexistence et parfois I'unicité de la solution mais dans la plupart des cas il
est impossible de déterminer analytiquement la solution exacte des pro-
blémes d’ou le besoin d’outils de calcul approché de la solution, parmi
ces outils la méthode des éléments finis.
La méthode des élément finis est une technique génerale pour construire
des sous-espace de dimension finie d’un espace de Hilbert V' dans le but
d’appliquer la méthode de Galerkin pour traiter un probléme variation-
nel.
Comme il est impossible de déterminer analytiquement la solution exactes
des problémes, pratiquement on remplace alors le modéle mathématiques
par un modéle approché, généralement basé sur une méthode par élé-
ments finis, dont on est capable de déterminer la solution, approximation
plus au moins précise de la solution exacte. Décrivons maintenant I’arti-
culation de ce travail.

Dans le premier chapitre , nous présentons un rappel des espaces clas-
siques de Lebesgue et de Sobolev ainsi quelques théorémes fondamentaux
Riesz, Lax-Milgram que nous avons appliqué pour prouver l’existence et
Punicite de la solution des problémes étudiés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons expliquée le principe général
de la méthode des éléments finis, application de la méthode pour un pro-
bléme en dimension 1 par les polynéme de degré 1. On termine par un
exemple de calcul de la solution approchée par programmation sou mat-
lab.

Dans le troisiéme chapitre , On applique la méthode des éléments finis
de Lagrange en dimension 2 pour les polynéme de degré 1 sur un pro-
bléme élliptique, étude de la convergence, on termine par une illustration
numeérique.



Chapitre 1

Espace de Lebesgue LP(()), Espace de
Sobolev W'P(Q))

Le but de ce chapitre est de présenter un résumé sur les espaces
fonctionnels, les théorémes fondamenteaux : Riesz, Lax-Milgramm. Lax-
Milgram et nous terminons

1.1 Les espaces L”(Q})

Soit O ¢ RY un ensemble ouvert non vide .

Définition 1.1 ([?]). Si p =1 on définit I’espace :
LY(Q) = {f: Q= R, mesurable et/ |fldz < oo}
Q

muni de la norme :

1] = / \fldz

Soit p € R avec 1 < p < 0o, on définit

LP(Q) = {f: Q= R, mesurable et |f|’ € L'(Q)}

1l = ( / |f|de)p

L) ={f: Q= R; f est mesurable et 3¢ > 0;|f(x)| < ¢, p.p sur Q}

munt de la norme :
St p =00 on définit l’espace :

muni de la norme

|flloo =inf{c> 0:|f(x)| <cpp sur}.

Sip =2, espace L*(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

< fg>= /Qf(@@dw

L}, désigne lensemble des fonction localement intégrable sur Q :

L Q) ={f: fe€ LK) pour tout compact K de Q}
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Proposition 1.1 (voir [?]).

1 1 1 1
elnégalité de Young : Vp, ¢ >1et—+—-=1,Va, b>0: ab< —a” + b7 .
p

q p q
eInégalité de Holder : Soient f € LP(Q)) ,g € LY(2) avec 1 <p <L oo et
1 1
—+ — =1 alors :
p 4q

fge LNQ) et [[fgll < IIf v lgllzs

— 1 1
Si de plus : f; € LPY(Q) pouri =1,k avec — + ...+ — =

1
— <1 alors
b1 Pk p

k k
f= Hf € LP(Q) et [|fller < H\If 1w

(2

e Inégalité de Minkowski :
Soient f,g € LP(Q) avec p > 1 alors

F+9elP(Q) et |f+glp <Ifllp+1lgllp

e Inégalité d’interpolation :
Soit f € LP(Q)NLYNQ) avec l <p<Lg<oo et p<r<q alors:

ferl(Q)

Proposition 1.2 (voir|?]|). L’espace (LP(S2),||.|l,) est un espace de Banach pour
tout 1 < p < 00, séparable pour tout 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo .

Théoréme 1.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi, voir|?]).
Soit (f,) une suite croissante de fonctions de L'(Q) telle que sup [ f, < oo.

Alors f,(x) converge p.p. sur Q2 vers une limite finie notée f(z) ;de plus f € L' ()
et ”fn — fHLl — 0.

Théoréme 1.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, voir|?]).
Soit (fn)n une suite de fonctions de L'(Q). On suppose que
o fu(z) — f(z)p.p. surQ
e il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n; |f.(x)| < g(z)p.p.
sur €2

Alors f € LY(Q) et || fo — fllzr — 0.

Proposition 1.3. [Inverse du théoréme de convergence dominée, voir[?]]
Soient (fu)nen une suite de LP(QY) et f € LP(Q) tels que || fn — f|lo» — 0.
n—oo
Alors il existe une sous-suite extraite de (f,, )ren et h € LP(S2) tel que :

o fu.(x) = f(x) p.p. sur Q.
o | fu.(z) |< h(x) p.p. sur Q Yk p.p. sur €.

Lemme 1.1 (Lemme de Fatou, voir|?]). Soit f, une suite de fonctions de L*(Q)
telle que :
o Vn, fu(x) =0 p.p. surQ

. sup/ fn(z)dr < co.
neNJQ



1.2 Les espaces de Sobolev

Pour chaque x € Q on pose f(x) = lim inf f,(z)

n—oo
Alors

feLQ) et /Qf(:c)d:c < lim inf/an(:c)d:c

n—0o0

Théoréme 1.3 (Théoréme de densité voir|?]).
L’espace C,(Q2) des fonctions continue sur Q0 a support compact est dense dans
LP(2) pour 1 < p < o0 i.e:

Vfe LP(Q) et Ve > 0,3f; € C.(Q) telle que || f — fillrr <€

. C(Q) Uespace des fonctions infiniment différentiables a support compact est dense
dans LP(Q2) pour 1< p < oc.

Théoréme 1.4. [Théoréme de représentation de Riesz voir[?]]
Soient 1 < p < oo et ¢ € (LP(Q))" alors il existe u € LV (Q) unique telle que

<o, f >—/Quf, Ve LP(Q)etl/p+1/p =1.

Théoréme 1.5. (voir[?])
Soit ¢ € (LY(Q))" alors il existe u € L(Q) unique tel que

<¢,f>—/ﬂuf, Vie L

de plus
[ul[zee =[] (21 ()

Le dual de L(Q2) contient L'(Q)) (puisque (L'(Q2)) = L>~(Q)) et il est
strictement plus grand que L'(f) : il existe des formes ¢ linéaires et
continues sur L>({2) qui ne sont pas de type

<o, f >:/Quf, Ve L®() avec uc L'Y(Q)

1.2 Les espaces de Sobolev

Soit O C RY un ouvert non vide et soit p € R avec 1 < p < cc.

1.2.1 Les espaces de Sobolev W'?((Q)
Définition 1.2. (voir/?]) L’éspace de Sobolev W'P(Q) est défini par :

g1, g2, ..., gy € LP(QY) tels que
WP(Q) = u € LP(Q)

/ua(b :—/giqﬁ Vo e CF(Q) Vi=1,2,..,N
o Oz Q

On pose :
HY(Q) = W2(Q)

Pour u € W'P(Q) on note :
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ou Ou ou
(%1’ E)xg’ c%N

ou ‘
al‘i = Gi

ot Vu=( ) = grad(w)

Léspace WP est muni de la norme :

lullwrs = ullzs + Z |2

Lp

ou parfois de la norme équivalente :

(s + |51

L’espace H'(Q) est muni du produit scalaire :

o = o+ 35 (2,2,

1/p )
> st 1<p<oo

La norme associée :

2 >1/2

Jllin = (Jull3 +Z | o

est équivalente a la norme W'2((Q).

Proposition 1.4. (voir[?])
— Lespace W'P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < 0o
— L’espace W'P(Q) est réflexif pour 1 < p < oc.
~ Lespace WP(Q) est séparable pour 1 < p < oo.
~ Lespace H*(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Théoréme 1.6 (Friedrichs voir|?]).
Soit u € WHP(Q) avec 1 < p < 0o alors il existe une suite (u,) de C>°(R™) telle
que :

1. Uy —u dans LP(Q) .
2. Vi, — Vuy, dans Lp(w)N pour toutw ouvert tel que w C Qetw est compact .

Proposition 1.5 (Dérivation d'un produit voir|?]).
Soient u,v € WH(Q) N L®(Q) avec 1 < p < oo alors

uv € WHP(Q) N L>(N)

et
0 ou ov

8l’l(uv) 8ariv+u@xi’ ! T ’

Proposition 1.6 (Dérivation d'un produit de composition voir[?]). Soit G € C*(R)
telle que G(0) =0 et |G'(s)] < M Vs € R. Soit u € W"P(Q), alors :

O (Gou)= (G ou

G WP(Q) et
ou € (Q) e m oz,

4



1.2 Les espaces de Sobolev

1.2.2 Les espaces de Sobolev W"™?(Q)

Soient m > 2 un entier naturel et p un réel avec 1 < p < oo, on définit
par réccurence

)
Wme(Q) = {u e WML (Q); a;" e WmLP(Q), Wi = 1,2, N}

L’espace W"?({)) muni de la norme :

lullmpy =" IID%ullzr pour 1 <p < oo

0<jafl<m

est un espace de Banach.

On pose H™(Q) = W™?*(Q); H™(2) est muni du produit scalaire :

<ULV >p= Z < D%, D% >p»
0<|al<m

Remarque 1.1. (voir[?])
La norme de W™P(Q) est équivalente a la norme :

lullr + > 1Dl 1oy

laj<m

Théoréme 1.7 (Opérateur de prolongement voir|?]).
On suppose que ) est de classe C' avec T' borné, alors il existe un opérateur de
prolongement :
P:Wh(Q) — WHP(RY)
linéaire, tel que pour tout u € WHP(Q) :
2 1Pullisa) < clullzsy
5. |[Pullwrs@yy < cllullwire

O ¢ dépend seulement de ).

Corollaire 1.1 (Densité voir|?]).

On suppose ) de classe C*. Soit u € WP(Q) avec 1 < p < oo . Alors il existe
une suite (u,) de C°(RN) telle que unjq — u dans W'P(Q) .
Autrement dit, les réstrictions a Q des fonctions de C=°(R™) forment un sous-espace

dense de WP(Q).

Théoréme 1.8 (voir[?]).
On suppose que Q =RY On a
* 1
Si 1<p<N alors W' (Q)C L (Q) avec — =——

1 1
P N

e~

WH(RY) € LURY) Vg € [pp]
Si  p=N, alors WHP(Q) C LY(Q) Vq € [p, +oo]

Si p>N, alors W'P(Q) C L>(Q)

avec injections continues.
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Corollaire 1.2. [voir[?]] Soient m > 1 un entier et 1 < p < oo, on a

1 m 1 1 m
Si ~——>0 alors W™P(RY)c LIRY) avec -=-——.
TN (R™) C LY(R™) . N
. 1Lom m,p (N N
Si ——N:O alors W™P(R™) C LYR™) avec q € [p,o0].
p
1
Si ]—)—%<0 alors W™P(RN) c L= (RM).

avec injections continues.

1.2.3 L’espace W,"(Q)

Définition 1.3. (voir[?])
Soit 1 < p < oo ; WyP(Q) désigne la fermeture de C°(Q) dans WP(Q). On note :

Hy(Q) = WH(Q)

L’espace Wy muni de la norme induite par WP(Q) est un espace de Banach sé-
parable ; il est réflexif pour 1 < p < oo.
H3 () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H*(Q).

Remarque 1.2. (voir[?])
Comme CZ(RN) est dense dans W"P(RY) on a WP (RY) = WhP(RY)

Théoréme 1.9 (voir[?]). On suppose Q0 de classe C*. Soit u € WH(Q) N C(Q)
avec 1 < p < oo Alors les propriétées suivantes sont équivalentes :

1. u=0 sur T.
2. u € W, P (Q).

Corollaire 1.3 (Inégalité de Poincarré voir|?]).
On suppose que 2 un ouvert borné. Alors il existe une constante C' (dépendante
de 2 et p) telle que :

ullze < C||Vul|Le Yu € Wol’p(Q) I1<p<oo

1.2.4 L’espace dual de W,”(Q)

On désigne par W17 (Q) ’espace dual de W,”(Q) pour 1 < p < oo et
par H '(Q) le dual de H;(f2) on a :

Hy(Q) c L*(Q) c H'(Q)

avec injections continues et denses.

— S1 Q est borné on a :

WyP(Q) C L2(Q) c W (Q) =i <p < oo

avec injections continues et denses.

6



1.3 Théoréme de Lax-Milgram

— Si 2 n’est pas borné on a :

2N
N +2

WyP(Q) C L2(Q) c W' (Q) =i

On peut caractériser les éléments de W_l’p,(Q) par la proposition sui-
vante :

Proposition 1.7. (voir[?])
Soit F' € W’l’p/(Q) alors il existe fo, f1,..., [n € Lpl(Q) telle que

N
<F7U >:/f0U+Z/fZaa;} VUGWOLP
i=1 v

max || fill = || £l

0<i<N

1.3 Théoréme de Lax-Milgram

On considére le probléme abstrait suivant :

Trouver u € H tel que
{ (P)

a(u,v)="L(w), Yve H

avec : H espace de Hilbert , ¢ forme bilinéaire et L forme linéaire.

Le théoréme de Lax- Milgram donne des hypothéses suffisantes pour les
quelles le probléme (P) admet une unique solution .

Théoréme 1.10. (Laz-Milgram) :Soit H un espace de Hilbret réel, a un forme
bilinéaire sur H x H , L une forme linéaire sur H.on suppose que :

1. a est continue :
M >0, Vu,veH:la(u,v)] <Mlul|ylv|g
2. a est coercive : s’il existe a > 0 tel que :
Vo € H:a(v,v)>alv|?.
3. L est continue :

Im > 0,Vv € H : |[L (v)] <m|vl -

Alors, il existe un unique u dans H qui vérifie , Vv € H : a (u,v) = L (v)

(8%

si de plus a est symétrique , alors u est aussi 'unique élément de H
que minimise la fonctionnelle :
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1.4 Application du théoréme de Lax-Milgram

1.4.1 Cas dimension 1
Probléme de Direchlet dimension 1 :

Exemple 1.1. On cherche une fonction u € H* (I) vérifiant

—u"+u=f p.p sur I =]0, 1]
(P1)
u(0)=u(l)=0

Avec f € L*(I)

Une solution forte du Probléme (P1) est une fonction u € H* (I)NH, ().
Formulation variationnelle du probléme, soit v € D(I), multipliant par v
P’équation et intégrant sur /, il vient

1 1
/ (—u"v+uv)de = / fudx.
0 0

D’aprés la définition de la dérivée au sens de distribution , on obtient

1 1
/ w'vdr = —/ w'v'd.
0 0

1 1
on a alors / (u'v" 4+ uv) de = / fv dz pour tout v € D(I).
0 0

Comme D(I) est dense dans H, (I) alors on cherche a résoudre le
probléme :

trouver u € V = H; (I)

' ' Pfl
/ (u'v" + uv) de = / fudx pour tout v € Hy (I) (PEL)
0 0

On cherche donc u € V et
a(u,v) =1(v) pour tout v eV

avec )
a(u,v):(u,w%m: L(v). et L(U):/O fudz.

On remarque que «(.,.) est bilinéaire continue ( Inégalité de Cauchy
Schwartz) sur I’espace de Hilbert V = H{ (I) et que : Vv € V, a(v,v) = |[v|},
donc a(.,.) est coercive . De plus

Vo eV [L(v)| < ||f||L2(1) ||U||L2(1) < ||f||L2(1) [vlly

Ce que montre que la forme linéaire [ est continue sur V. Utilisant
le théoréme de Lax-Milgram, on obtient ’existence d’un unique uv € V
solution de (Pfl).

Réciproquemet, soit u € V solution (on dit que u est solution faible )
de (Pfl)ona u €V = H) (I) donc u (0) = u (1) = 0, les condition aux limites
sont bien vérifiées .

Comme D (I) CV, on a



1.4 Application du théoréme de Lax-Milgram

1 1
/ u'o'dr = / (f —u)pdx pour tout ¢ € D(I),
0 0

d’ot T, ' = T_., ce qui montre que (v') € L?*(I) car u — f € L*(I).
Comme on a aussi ' € L*(I), alors u € H*(I) et v/ = u— f au sens des
distribution.

Exemple 1.2.
d , du
—%(p%) +qu = [ p.psurl=]01] (P2)
u(0)=u(l)=0

avec ¢ € C(I), f € L*(I) deux fonctions données, p € C*(I) avec p(r) >
a >0 et ¢ >0 sur I. Une solution forte du probléme (P2) est une fonction
ue H* ()N HYI) .
Formulation variationnelle : mulitipliant par une fonction v € V = H;([)
et intégrant par parties on a

1 1
/ (—(pu')v + quv)dr = / fudz
0 0

1 1
[—pu'v(1) + pu'v(0)] +/ (pu'v + quu)dr = / fvdz, YveV
0 0

1 1
/ (pu'v' + quv)dz = / fodz, YveV
0 0

Donc on cherche : u eV = Hj(I)

a(u,v) = /0 (pu'v' + quv)dz = L(v) et L(v) = /0 fudx (Pf2)

On muni V de la norme |[v||y = ||v/|| 12y cette norme est équivalente a la
norme de H'(I), alors on sait que L est continue sur V d’aprés I’inégalité
de Poincaré.

Soit
M Z max (|| p [loo, | ¢ [lo)

On a

(I ' HL?(I)H v’ HL?(I) + | u HL?(I)H v HL2(I))

| a(u,v) | <M
<MIA+c)||ull vlv|v
)

ce qui montre que « (.,.) est continue. De plus, tenant compte du fait que
q > 0, on a pour tout v eV

1 1
a(v,v) = /0 p(v')? + quidx > a/o (V)dx = o||v||}

ce qui montre bien la coercivité . d’aprés le théoréme de Lax-Milgram le
probléme (Pf2) a une unique solution u € V = Hy(I).

9



Chapitre 1. Espace de Lebesgue L?((2), Espace de Sobolev W"™?(Q))

Réciproquement, soit u € V = H;(I) ’'unique solution de (Pf2) . Pour tout
peD()CV,ona

1 1
/ (pu'¢" + qup)dr = / fedx
0 0

ce qui s écrit
T () = T-qu(9) + Ty ()
pour tout ¢ € D(I), d ’ou
(pu') = qu— f € L*(I)

au sens des distributions.Utilisant le fait que pu’ € L*(I), il en résulte

que
d(pu’ 1

pu' € HY(I) et —% +qu = f p.p sur I. Comme v = —(pu') € H'(I) et

Z p

1 . d, d

~ € C*'(I), on obtient que u” € L*(I) et u € H*(I)) et _d_(pd_u) +qu=f p.p

p " dr

sur [

donc u est solution au sens forte de (Pf2) .

Probléme de Newman en dimension 1
Exemple 1.3. On considére le probléme de Newman en dimension 1 suivant

d2
—d—z—l—u:f p. psurl
v (P3)

Avec f € L*(I).

Une solution forte du Probléme (P3) est une fonction u € H* (I).
Formulation variationnelle du probléme,

Soit V = H'(I), multipliant I’equation du probléme (P3) pour tout
v € V et on intégrant et par l’'integration par partie dans les espace de
Sobolev on obtient

/01 w'v'dr — [u'(1)v(1) — 4/ (0)v(0)] = /01 Foda

Posons

a(u,v) = (u,v) gy = /01 (W'v" +uwv)dz et L(v) = /01 fudz.

On peut appliquer le théoréme de Lax-Miligram (a est continue par
I’inégalité de Cauchy-schartz, coercive a« = 1 et L est continue ) qui donne
Pexistence de v € V unique vérifiant

a(u,v) = L (v) pour tout v eV =H'(I). (P£3)

On déduit la régularité comme dans les exemples précédent que u €
2

d*u
2 _
H=*(I) et que —dIQ—l—u—fp.p sur /.

10



1.4 Application du théoréme de Lax-Milgram

Cherchons les condition aux limites vérifiées par u. Intégrant par parties

, on obtient
1 1 52
du
/ u'v'dr = [u'V'], —/ ——vd
0 0 dx

! d2u
/ARRt
[UU]O+/0( 2+U )'UQC

Il en résulte : [u’v](l] =0 pour tout v €V,

Choisissant v (t) =t on av € V ce qui donne : (1) =0.
Et pour v (t) =1—t on obtient : ' (0) =0.

La solution est la solution du probléme aux limites

Réciproquement soit « € H? (I) une solution de (Pf3) alors on a d’aprés
le résultats précédent u et solutions de (P3) .

donc

Exemple 1.4.

Etant donné f € L*(I),a, B € R* , on cherche une fonction v € H*(I)
solution du probléme suivant :

—u"+u = fp.psurl=][0,1]
(P4)
u(0)=aetu(l)=0

Formulation variationnelle du probléme,
Multiplions par v € H'(I) et intégrons par parties. il vient

1 1
—/ (u"v + uv) dx = / fudx
0 0
1 1 1
— [u']; +/ u’v’dw+/ uvdz :/ fudx
0 0 0

1 1 1
/Ouvdx+/0uvdm:/0 fvdz — av(0) 4+ Bv(1)

Posons pour tout :

donc

u,v € H'(I)

1
a(u,v) = / u'v' 4+ wv)dr = (u,v) g1
0

et

1
L(v) =11(v) + lz(v) avec 1 (v) = / fodz et ly(v) = —av(0) 4+ Lou(1)
0
Donc on cherche une fonction v € H'(I) vérifie :

a(u,v) = I(v) pour tout v € V = H'(I) (Pf4)

11



Chapitre 1. Espace de Lebesgue L?((2), Espace de Sobolev W"™?(Q))

Il est clair d’aprés les exemples précédents que a(.,.) est bilinéaire
continue , coercive et [, est une forme linéaire continues sur V = H'([)
.de plus comme l’injection de H'(I) dans L™ est continue on a

Yoe H'(I), |l(v)] <la|[v(0)]+ [8]lv(1))]
< | v]zoory + [Bl|v|Lee(ry
< (leel +1B]) [v] ooy

< c(laf +18]) [v|a

Ce que monte bien la continuité de [, sur V , donc L est continue
comme somme de deux forme continue. D’aprés Lax-Milgram il existe
une unique solution u € H'(I) de(Pf4).

En choisissant v € D(I) on montre comme dans les exemples précédents
que
uwe H*(I) et —u" +u=f p.psur

Pour tout v € V = H'(I) et u € H*(I) solution de (Pf4) on a alors

1 1 1
—/ u"vdr = [—u'v']) + / u'v'de = —v(0)u'(0) + v(1)u'(1) + / u'v'dr
0 0 0

donc
v(0)(a — u/(0)) —v(1)(8 — /(1)) =0

par des choix simples de v on obtient alors v'(0) = a et /(1) =4 .

1.4.2 Cas dimension 2

Exemple 1.5. Soit Q € RY, un ouvert borné non vide de fontiére réquliere, N > 2.
On considére le probleme suivant :

—V(cVu) +au= f p.p.dans Q
(P5)
.. Vu+ qu=g sur 0

Avec les données :f € L*(Q) , c € C*(Q) , a € L®(Q);c(z) > co > 0 et
a(x) > ag > 0 pour tout z € Q , de plus g € L™(99), g € L*(09Q) et ¢ > 0.
Une solution forte du Probléme (P5 ) une fonction u € H*(12) .
Formulation variationnelle du probléme, multipliant 1’équation du pro-
bléme (P5) par une fonction v € V = H'(Q) et intégrant sur 2, on obtient :

/ —V.(cVu)v + auv de = /fv dx
Q Q
On utilise la formule de Green on a

/ cV.uVvu + auv dx — / (eVu. 7)o ds = / fuvdx
0 o) )

= /c.Vu.VU dx—l—/auv da:—/(cVu.W).v ds = /fvdx
0 )

Q o0

12



1.4 Application du théoréme de Lax-Milgram

On utilise la condition aux bord ¢Vu.7 +qu =g = ¢Vu.7 = g — qu, on
obient

/c.V.qud:)s+/auvda:+/ quvds:/fvdx+/gvds YoeV
Q Q o0 Q A

Donc on le probléme faible suivant :

(SueV
a(u,v) = L(v), Yv €V avec

a(u,v) :/C.Vqudx+/auv dx—i—/ quv ds (Pt5)
Q Q G

L(v):/ﬂfvdx—l—/gvds

\ o0

Montrons que le probéme (Pf5) admis une unique solution faible v € V,
en effet en applique le théoréme de Lax-Milgram :

La continuité de a :

13



Chapitre 1. Espace de Lebesgue L?((2), Espace de Sobolev W"™?(Q))

Va,v €V, Ji(u, v)| s/\mvmwmmI+/ﬁwmwwx+/ gllullold2
Q Q o0

< elool[Vul 2 ||vll L2 + [lall e [ull 2l[v]| 22 + lgll o0 [[ull 200y ]| L2 (69
On utilise la norme de V et le théoréme de trace on a

Vu,v €V, fa(u,v)| < |cloollull vl + llall oo [[wll g [0l + Nl e ey yllwllm o]l

< (leloo + llallzee + llgll Lo @ey ) ullm [0 a1

La coercivté de a :

Yu € HY(Q), |a(u, u)|—/c.|Vu]2dx+/au2 dm—l—/ qu® ds
Q Q )

> coll|VulllZ + aollullZ:

> min(co, ao)||u| 7 o

La continuité de L :

o e HY(Q), | |</vwm+/mmm

< | fllz2llvllze + gl 200 [v]l 2200
< W fllz2y- vl ) + gl z2oo)llv] g @)

< (Iflle2@) +llgllzzo0) 0]l @)

La régularité on suppose que si u € H'({2) est solution de (Pf5) alors
u € H?(9).
Il reste & montrer que si u € H*(Q)) et vérifier (Pf5) alors elle est solution
de (P5). On a :

Yo € H(Q), /cVqudera/uvder/quvds-/fvdx+/vgds

Q Q o0 o0

On applique la formule de Green (u € H*(Q) et v € D(Q) € H'(Q)) nous
obtenons

Vv GD(Q);—/V.(CVU)U dx+/auv dx:/fv dx
0 Q

Q

<:>/ (cVu) +auvdx—/fvdx

= —V.(CVU) +au = f p.p dans (Q2) (1.1)

On utilisant la formule de Green avec v € H'(f)) et par choix de v nous
obtenons la condition aux bord.
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Chapitre 2

Méthode des éléments finis 1D et
approximation variationnelle

Dans ce chapitre, on décrit la méthode générale d’approximation d’une
formulation variationnelle définie dans un espace de Hilbert qui servira
de base pour I’élaboration de la méthode des éléments finis. On termine
par des applications en dimension 1 de la méthode .

2.1 Approximation interne et systéme matriciel équi
valent

Soit V' un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (.,.),, et la
norme associée ||.[|; .
Soient a (.,.) une forme bilnéaire continue et coercive sur Vet f € V. On
considére la formulation varaitionnelle générale .

Trouver u € V tel que :
(2.1)
Yo eV, a(u,v) = (f,v)y

L’existence et 'unicité de la solution u € V de (3.3) est assurée par le
théoréme de Lax-Milgram.

Dans cette section, on cherche a déterminer une suite (u;), de V telle que
|u — upl|,, tend vers 0 quand h tend vers 0.

L’approximation interne consiste a considérer une suite V), de sous -
espaces fermés de V' de dimension finie )(qui sont des espaces de Hilbert
car fermés dans V).

On s’intéresse alors aux problémes approchés :

Trouver uy, €V, tel que :
(2.2)
Vop € Vi a(up,vp) = (f,on)y -

la forme bilinéair «(.,.) étant encore coercive et continue sur les sous-
espaces V), , par la théorém de Lax-Milgram, on a I’ existence et 1’unicité
de la solution u; € V), du probléme (2.2).

Soit {¢;....,¢x} une base de V, alors il existe u/,...u% € R tels que la
solution u;, € V}, de s’ecrit
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Chapitre 2. Méthode des éléments finis 1D et approximation
variationnelle

up(z) = Z u?@ ().

Pour que I’égalité a (us, vy) = (f,vn), ait lieu pour tout v, € V;, il faut
et il suffit qu’elle ait lieu pour tous les vecteurs de base ¢q,...,¢n. En
utilisant la bilinéarité de a(.,.) ,le probléme (2.2) s’écrit alors

Trouver u}f, ,u’}v e RY tels que :

N : (2.3)
Vi = 1,...,N,ZU?(Z (¢j7¢2) = (f7¢z)v
j=1
En posant U, := (u}, ..., u}]’\,)T c R", on obtient que le probléme (2.2) est
équivalent au probléme matriciel K,U;, = b, ot K), € RV*N et b, € RY sont
définis par :

Ky = (a (cbj,ﬁbi))igi,jgzv et b, == ((f, ¢z’)v)1§z‘§N

On note m et M les constantes de coercivité et de continuité de a(.,.),i.e.
Vo € Vya(v,0) >m ||} et Yu,v €V, |a(u,v)| < M ||ull, v, -

Proposition 2.1. On suppose de plus que a(.,.) est symétrique .Alors, la matrice
Ky, est définie positive. En particulier, K}, est inversible et donc le systéme KUy =
by, admet une solution unique U, € RY.

Preuve. Par définition de Ky, il clair que si a(.,.) est symétrique alors K} aussi.

Soit € € RV \ {0}, ¢ := (&, ...,SN)T. On pose & := &1 + ... + Endn € Vi, puisque
a(.,.) est bilineaire et coercive , on a :

N N
K=Y a(606)66 = al&on&o) =a(88) 2 m g >0
ij=1 irj=1
donc K, est définie positive. .

2.2 Convergence de la méthode

Il reste & montrer que la solution u;, € V,, de ([2.2) est bien une approxi-
mation de u. Pour cela, en utilise le résultat suivant :

Lemme 2.1. (Lemme de Céa) Soit uw € V' la solution de (3.3)) et uy, € Vi la solution

de (2.2)), alors on a :

M
U — U < — inf lu—wv
Ju—ually < 20 inf = vally

Preuve. En prennant wy, comme fonction test dans (3.3)) et (2.2]) on obtient
a(u,wp) = (f,wn)y = a(up, wp)
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2.2 Convergence de la méthode

d’ot, par la bilinéarité de a on a : a(u — up, wy) = 0.
Soit vy, € Vi, alors wy, := vy, — up, € Vi, done a(u — up, vy —up) = 0. On en déduit

mllu—uplls < a(u—up,u—up) = a(u—upu—vp)+alu—uy v, — up)

= a(u—up,u—vyp) <M llu—uply lu—olly,
donc on a

M
Vo € Vi, llu = unllv < — Jlu =y,
ce qui donne le résultat .

Théoréme 2.1. (Théoréme de convergence) . On suppose qu’il existe un sous-
espace Vi, de V' dense dans V tel qu’il existe une application linéaire vy, de V dans
Vi vérifiant
VoeV  lim|lv—rol, =0 (2.4)
h—0

L’application r, est appelée opérateur d’interpolation de V sur V. alors, la
solution u, € Vj, de (2.2)) converge vers la solution w € V' de (3.3)), au sens ot on a

lim [u —wfly =0 (22) (2.5)

Remarque 2.1. Le point important du théoréme de convergence est l’existence d’un
opérateur d’interpolation . Le théoréme de convergence est l’analogue du théoréme
de convergence pour la méthode des différences finies, ici la notion de stabilité cor-
respond a la coercivité de a(.,.) et la notion de consistance correspond au lemme
["interpolation .

Preuve. Soit € > 0, comme V), est dense dans V' il existe v € V tel que

|lu—wvl|,, <e. De plus, Uexistence de lopérateur d’interpolation vérifiant en-
traine qu’il existe hg > 0 tel que si h < hg alors ||[v — rpvl|, < €.

Puisque rpv € vy, ona d’aprés le lemme de Céa :

M M
lu—wunlly < — inf [lu—wvillv < —l[lu—mrwly
m vpr€Vh m

M M 2M
< = vl + o - noly £ ==
m m m

ce qui donne le résultat. 2.

En résumé l’approximation variationnelle consiste & construire des
sous-espace V}, de V' dont on détermine une base {¢1, ..., oy} pour aboutir
au systéme matriciel K,U, = b,. Pour avoir la convergence de la méthode
et aboutir & un systéme matriciel simple, il faut que 1’espace V}, vérifie

1. Qu’il existe un sous-espace dense dans V sur lequel est défini un
opérateur d’interpolation r,vérifiant (2.4)).

2. Qu’il existe une base {¢y,...,on} telle que la résolution du systéme
matriciel k,U;, = b, soit é conomique (typiquement que la matrice k;, soit creuse).

La méthode des éléments finis repose sur le choix d’espace V), consti-
tués de fonctions continues localement polynomiales et qui vérifient les
deux points précédents.
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Chapitre 2. Méthode des éléments finis 1D et approximation
variationnelle

2.3 Meéthode des éléments finis de Lagrange en di-
mension 1

On décrit la méthode des éléments finis de Lagrange en dimension 1
pour le probléme modéle de Dirichlet homogéne :

—u" +u=f p.p sur [ =0, 1]
(P1)
u(0)=wu(l)=0

Avec f € L*(I)

La premiére étape de discrétisation consiste a choisir un maillage de
[0,1] : c-a-d une partition de I en N +1 élément (maille) . Soit (z;)

5=0,.,N+1
une subdivision de [0, 1] telle que :

To=0<2 <..<ay < TN+l = 1 I’elément est [k’ = [Ik, {L‘k+1];/{? = O,N

Pour simplifier, on suppose le pas d’espace uniforme donné par h :=

1-0

— =1/(N+1).

N+1 /(N +1)

La formulation variationnelle de (P1) est :

trouver u € V = H; (I)

! 10 ' 1 (Pﬂ>
(W'v"+uv)der = | fudx pour tout v € Hy (I)
0 0
Notation 2.1. On note Py, I espace des polynémes sur R a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a k.

La méthode des éléments finis consiste a4 définir comme espace d’ap-
proximation de H' (0,1) :

Vi={vel(0,1]); vl €Fr Vi=0,....N}.

Suivant le choix de k € N*, on parle de méthode des éléments finis P.

2.3.1 Eléments finis de Lagrange P,

La deuxiéme étape consiste a définir la forme de la fonction dans
P’espace approchée sur chaque élément [,. Nou rappelons que pour un
élement [ il existe un unique polynéme de degré 1 de la forme ¢(z) = ax+b
et ¢(zg) = «, ¢(xr41) = F, la dimension de cet espace est 2.

On pose :

Vi = {U S C([07 1]); v |Ij:[:t’j,1’j+1] €eh, Vj=0, ’N} .
et (2.6)

Vo :={v e Vy; v(0) =v (1) =0}

L’espace V}, est ’espace d’approximation de H' (0, 1) par la méthode des
éléments finis P, tandis que 1, est ’espace d’approximation de H, (0,1).
Daprés la section précédente , il faut montrer que ce sont des sous-espace
respectivement de H' (0,1) et H, (0,1) en détermine une base et nous mon-
trons l’existence d’un opérateur d’interpolation défini sur un sous-espace
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2.3 Méthode des éléments finis de Lagrange en dimension 1

dense de , respectivement , H' (0,1) et H (0,1), et 4 valeurs dans, respec-
tivement, V), et V(.

On définit les fonctions chapeaux sur I, elles vérifient ¢;(z;) = 0,5; 4,5 =
0,N et ¢; €V}, par pour j=1,...,N

( M sixe [l’j_l,l’j]
h
()= Tii—x
¢J (1;) - % sl & € [xjax]+1]
L O si non
et pour j=0et j=N+1 par:
r—x r—x
- L six e [, 4] - N osize [zy, oy
do(r) = , Ongi(T) =
0 si non 0 si non

Proposition 2.2. L’espace vectoriel Vi, défini par [2.6)) est un sous-espace de H' (0, 1)
de dimension N+2 et la famille {¢o, ..., dn11} est une base . En particulier, pour
toute v € Vy, on a :

N+1

Vo e [0,1],0(2) = 3 () 6 (x) (2.7)

J=0

De méme , lespace vectoriel Vo, défini par (2.6) est un sous-espace de H (0,1) de
dimension N et la famille {¢1,...,¢on} est une base . En particulier , pour tout
v E Vop, on a :

N
Va € [0,1], ZU z;) ¢j (x (2.8)
7j=1

Remarque 2.2. Toute fonction de V,, et Vi, est définie de facon unique par ses
valeurs aux noeuds x;.

Preuve. Vj, est un sous-espace de H (0,1), car si v € V}, alors
v e C([0,1]) € L*(0,1), il suffit donc de montrer que v € L*(0,1) .
Soit ¢ € C(0,1), on a :

Zj+1

1
/U‘P/dx = / Ullay 0y 9 A
0 3=0 T

Comme V(s € P, C C(0,1]) donc d’aprés la formule d’intégration par

X $ |1]
parties , on obtzent

N Tt N
WA =3 [ = 30 0 (5) = v sy a0
=0 5

D’autre part , on a
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Chapitre 2. Méthode des éléments finis 1D et approximation
variationnelle

(v () o (75) — v (Tj51) @ (T531)) = v (20) ¢ (T0) — v (Tn41) ¢ (Tn41) = 0,

0
ar ¢ (1) = ¢ (0) =0. On en déduit

a .

N Tt N+1
P 2
(V') = Z / UII fa 541 PAT A0 V= Z U“xj,a:ﬂl] Xiesa;1) € L7(0,1)
=0 =0

Ty

Il reste a montrer que Vy, a pour base {¢y, ..., on+1} et Uégalité ([2.7).
Soit j € {0,..., N + 1} ,alors supp (¢;) N supp (¢j41) = [z;,xj11] .De plus , est une
base de Py sur [xj,T;41].

En effet, P, est de dimension 2 et si «, 8 € R vérifient ag; (x) + Bpjt1 () =0
pour x € [x;,xj41], en prenant x = x; on obtient « = 0 et avec x = xj110n obtient
B =0. En prenant x = x; puis x = x;41 on obtient

Ullwjajp] =V (z5) @5 (2) +v (2j41) & (Tj41) -

D’autre part, pour x € [z, xj11],¢; (x) =0 sii# j et j+ 1, donc

N+1
Vo € [z, 250], Y v (@) 6 (2) = v (@) ¢ (2) + 0 (@i01) by (2) = V1, 0,1
=0
d’ot le résultat. 2

L’approximation de la formulation variationnelle (Pf1) est

Trouver u, € Vo, telle que :

1 1
Yoy € Vo, /uﬁlvg + upvp, dr = /f vy, dx. (2.9)
0 0
Comme uy, = up (1) 1 + ... + up (xn) ¢n alors (2.9) s’ecrit
Trouver uy (1), ...,up (zn) € R telle que :
/ / (2.10)

N
Gim LN, Youn(e) [ 60+ o0 o= [ fordo
Jj=1 0 0

En posant U, := (uj (21),...,us (zy))" € RY, on obtient K,U, = b,, ou
K, € RN et b, € RY sont donnés par

1 1
Ky, = Ry + My, = /cbgéb; dx + /¢i¢j dx
0 0

1<ij<N 1<ij<N

by, = /lf@ da.
0

1<i<N

La matrice K, est appelée matrice globale , R, de rigidité et M, de
Masse.
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2.3 Méthode des éléments finis de Lagrange en dimension 1

Calcul des coefficients de la matrice

On calcule les coeffcients K;; en sommant les contributions des diffé-
rents éléments selon :

1 1
Kij = Rij + My = /¢}¢§ d$+/¢j¢¢ dx
0

N—1 Th+1 Tr+1
=D un(ze)( [ &0 de+ | ¢ dw)
; h\Lk wk/v Z g

et

N—1 Tp+1

/ fé: da.

k=1 \ 5
Considérons par exemple ’élément [; = [z;,z;,1] : Sur cet élément, il n’y
a que deux fonctions de base non nulles : ¢; et ¢;,;. L’élément I, pro-
duira donc effectivement une contribution non nulle aux quatre coeff-
cients K;;, K11, Ki11,11 et K;;41 de la matrice globale K. Calculons les
contributions élémentaires de I; et disposons les sous la forme d’une ma-

trice élmentaire 22 :

B — < Ry, + M, R12+M{2>
’ o0+ My R+ My,
avec :

Ti41 Ti41 Ti41

1,1+M1,1=/¢/2+¢dx—/—da:+/ +1h? dm:ﬁ*g'

Ti+1 Ti4+1 Ti+1
Tit1 — T T — T4 1

i i 1
1,2+M1,2:/¢;¢;+1+¢i¢z‘+1dl‘=/—ﬁdxﬂL/ - . dx:_ﬁ+_'

Ty Ty

i i pi i
51+ My = Ry + M,

Tit+1 Ti+1 Tit1

. . 2 h
Rég _'_MQZ,? = / ¢H—l 1d$ / —dl'—|— / (x xH_l) ——dx = + g

1
E h

Calcul des composantes du second membre

Chaque composante b; du vecteur second-membre global est calculée
également par assemblage de contributions élémentaires, On a

Tg+1
bﬁ,lz/fcﬁi dz.

T

Th41
221: /f¢i+1 dx.

Tk
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Pour calculer le second member du vecteur élémentaire E;, , lorsque la
fonction f est compliqu ée, il faut utiliser une formule d’approximation
d’intégral numérique, on donne quelques exemples :

-Formule du rectangle

/ Y (z) dr=(b—a)p(a) = (b—a) (D).

Formule du point milieu

/abw(a:)da: ~ (b— a) <a;b> .

_ Formule du trapése

[ vtalde = 50~ a)via) + o).

__Formule de Simpson

l[@wa:éw—@{w@+w(%¥ﬁ+wwﬂ

Pour les fonctions réguliéres, ces formules sont approchées avec un reste
d’ordre O(h), O(h?*), O(h*) respectivement. on utilise la formule de Simpson
on a

b = () + F((a+ 20)/2)/2).

E, —

(3

ths = (F(ann) + F(( - 200)/2)/2)

Technique d’assemblage

Considérons un maillage & N éléments et K; la matrice globale a as-
sembler ( by, le vecteur global du second membre), Ey, les matrices d’élé-
mentaires correspondantes relatives & chaque élément I; ( £, les vecteurs
élémentaires correspondant & chaque élément ;). L’algorithme d’assem-
blage est trés simple dés lorsque 'on dispose dun tableau associant les
points d“’un élément [; et les noeuds du maillage global. Son schéma en
le suivant :

Pour des matrices :

POUR K =1: NFAIRE! boucle sur les éléments
POUR 7 =1:2 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
POUR j =1:2 FAIRE! boucle sur les numios locaux
I = K+ 11— 1! numéros globaux

J =K+ j—1! numéros globaux

K(I,J)=K(I,J)+ E(i,}j)

FIN DES 3 BOUCLES

Pour second membre :

POUR K =1 : N FAIRE! boucle sur les éléments
POUR i =1 : 2 FAIRE! boucle sur les numéros locaux
I = K +i—1! numéros globaux

b(I) = b(I) + Ey)

FIN DES 2 BOUCLES
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2.3.2 Convergence et estimation d’erreur pour la méthode P,

D’aprés Théoréme de convergence pour obtenir la convergence de la
méthode Py, il suffit qu’il existe un sous-espace dense V' de H&(O, 1) sur
lequel est défini un opérateur d’interpolation a valeur dans V), . En dimen-
sion 1. le fait que H'(0, 1) est un sous-espace de C(0,1) permet de prendre
pour V I’espace H;(0,1) tout entier.

Définition 2.1. L’opérateur d’interpolation P, est l’application r, définie de
H'Y(0,1) dans V;, par :

N+1

Vo e H'(0,1),  ro(r) =Y v(x;);(x).

J=0

En particulier, sur H3(0,1) Uopérateur vy, vérifie
N
Yo e Hy(0,1), rpo(x ZU z;)pi(x
7j=1

Remarque 2.3. 1. D’aprés la proposition 2.2 , il est clair que ryv € Vj, et, siv € V),
, Alors rpv = v.

2.La définition a un sense car H*(0,1) est un sous-espace de C(0,1) et donc toute
fonction de H'(0,1) est définie en tout point de ]0,1[ .En dimension supéricure,
les fonctions H' ne sont pas nécessairement continues et donc définies seulement
presque partout et la définition précédente n’a plus sens. Pour définir un opérateur
d’interpolation , il sera nécessaire de considérer un sous-espace V dense dans H' et
constitué de fonctions réguliéres.

Lemme 2.2 (lemme d’interpolation P).

1. Pour tous v € H*(0,1) il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle
que

v — rhUHHl(O,l) < ch HU”“LQ(OJ) (2.11)

2. Pour tous v € H'(0,1) on a :

}g% o = 7ravll i1y =0 (2.12)

Preuve. 1)On montre (2.11) pour v € *([0,1]) par densité on déduit Pour
ve H*(0,1) .11 faut estimer |v — vl 20,y et [0 = (rav)'|| 20y €n fonction de h.
Soit x € I; = [z, xj11], Comme rpv € Vj, on a rpu(z) = ax + §,deplus rpv(z;) =
v(z;) et rpv(xji1) = v(T41) donc :

roe) = o) + A=)

On obtient

v(z) —rmo(r) = v(r) —o(z;) -
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D’aprés le théoreme des accroissement finis, il existe y € [z, x| et z € [z, Tj41]
tels que

v(x) —rpo(x) = (@ — )V (y) — (x — 2j)v'(2) = (2 — ) /y V" (t)dt.

Alors, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

o(e) — (@ < 12 ( I |v"<t>|dt)2 < ( [ ol dt>2

J
2

_ 1/2 . ) 1/2
< h? / dt / [v" (t)|” dt

J J
Tjt+1 9
< h3/ [v" (t)|” dt.
Zj

On intégre x sur [z, xj41]

Tj41 Tj41 9
/ (@) — () de < h2/ W ()2 dt.

j j
En sommant sur 7 =0,..., N ,on obtient :
v — ThU”LQ o1 = h’ ||U”||L2(0,1) :

Il reste a obtenir une estimation sur les dérivées. Pour x € [xj,T;41], on a

V(@) = (o) () = '(z) - U@H)h_ 1) @) - / o

1 Tj41 1 Tj41
= E/ V' (z) — V' (t)dt :E/ / 10" (y)| dydt.

J

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient donc

V@)~ () @) < o ( [] |v"<y>|dydt)2 <o ( [ |v"<y>|dydt>2

J J
Jj+1

< h / " () dy.

J

En intégrant x sur [z;,xj41], on a

Tj41 9 Tj+1 9
J R RO o R

i j
On en déduit ||[v" — (rpv) || 201y < B ||U”||iz(071), d’ou
2 o 2 / 2
o =rnvllgeyy = v = 7ravllpaqy + 110" = (rav) 720,
2 2 2
< HU”HL2(0,1) + 1 HU”HL2(0,1) < 2h° HUHHL2(0,1) :

pour h <1, ce qui donne (2.11))
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2) On montre (2.12) pour v € C'([0,1]) .Le raisonnement est le méme que pour
1). On montre tout d’abord que [[v — V|| 2 1) converge vers 0. soit x € [rj, xj11],

m o(@) — rv(z) = / oy = & . / T e,

J J

Tj41 Tj+1
|v(z) — rpo(z)] < / lu(t)] dt + 2h2/ |V (¢)] dt.
; ;
D’aprées [inégalité de Cauchy schwarz, on obtient

Tj41 Tj+1
/ lu(z) — rpo(z))* de < 2h2/ [/ ()] dt,
donc |lv — rhUHLQ(O,l) < V2h ||U/||L2(0,1) — 0.
Il reste a montrer que ||V — (1pv)|| 21y — 0 .Soit € > 0 .Puisque C?([0,1])
est dense dans C*([0,1]) , il existe ¢ € C*([0,1]) telle que
v — ¢HL2(0,1) < e
pour u € C'([0,1]) ,on a

| 2 ( /x %jﬂ u’(t)dt> 2

/xj+1 |(ThU),(JZ)| de — %(u<q}j+1) — U(.Z'j))Q = %
< / TR ar

J
done |[(raw) || 1201y < U] p2(0.1)-Alors , on en déduit
[(rav)" — (rh¢),||L2(0,1) = [|(rn(v — ¢)),||L2(0,1) <o =9l g2 <&
En appliquant linégalité a ¢, on obtient
l¢" — (Th¢),|‘L2(O,1) < ch ||¢”||L2(0,1) <e
pour h suffisamment petit,d’ot

v — (ThU)IHB(o,l) < - ¢/||L2(0,1) + 16" — (Th¢)/||L2(O,1) +[[(rng) — (rhU)IHLZ(o,l)
< e =00

ce qui donne le résultat . 2.

Théoréme 2.2 (convergence de la méthode P;.). Soit u € H}(0,1) la solution de
(P1) et uy, € Vy, la solution de (Pf2). Alors, on a

}E}% [ = wnl 10,1y = O (10.2.3)

Autrement dit, la méthode des éléménts finis Py converge. De plus, siu € H*(0,1)
alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

Ju— “hHHl(o,l) < ch ||f||L2(0,1) : (10.2.4)
On dit que la convergence est linéaire.

Preuve. La convergence st la conséquence du lemme et du théoreme (2.5)) .L’esti-
mation s’obtient a partir du lemme de Céa :

e = wnlinony < e fuf llu = vl < elle=mvlmen

< ch ||UH||L2(0,1) = ch ||f||L2(o,1) :
car —u" +u = f p.p.dans 0,1 .
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2.4 Cas d’une condition de Neumann

Dans cette section, on étudie la méthode des éléments finis P; pour le
probléme de Neumann :

—u" +u = f p.p.dans ]0, 1]
{ W(0) = a3 /(1) = 4 (103.1)
ott f € L?(0,1).La formulation variationnelle du probéme est
Trouwver u € H'(0,1) telle que :
(10.3.2)

1 1
Yu e HY(0, 1),/ u'v + uvdr = / fodx + Pu(l) — av(0)
0 0

Avec les notions de la section précédente, le probléme approché est
alors

Trouver uy, € V,, telle que :

! ! 10.3.3
Yuy, € Vh,/ up vy, + upvpds = / fuordz + Bug(1) — avp,(0) ( )
0 0
qui est équivalent a
Trouver up(zg),...,un(xys1) € R telle que :
N+1 1 1
Vi=0,..,N+1, ) uy(x;) / B + ditydr = / foidz + Bei(1) — agi(0).
=0 0 0

On remarque que 'on a

1 sii=N+1,
9il1) = di(en) = { 0 sinon
et
1 sii=0,
9i(0) = i) = { 0 sinon
Alors, on définit b, € RV*2 par :
( Ti41
/ foidx si1<i<N
Ti1
(bp); == foodr — « sii=0

TN+1
/ fonsrdr + 6 sii=N+1.

\ TN

Ainsi, si on pose Uy, := (up(20), ..., un(zy41))" € RV | on obtient que U,
est solution de KU, = b, ,ou la matrice de rigidité I, € RWVH2X(N+2) gt

définit par
1
K = ( | o —l—gzﬁi(;ﬁjdx) .
0 0<i,j<N+1

Remarque 2.4. Le théoreme de convergence de la méthode Py reste vrai pour la
condition de Neumann.
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2.5 Illustration numeérique

2.5 Illustration numérique

On applique sur le probléme (P1) avec :
la solution exacte est :u(z) = (2> — x)exp(z) et f(z) = —4xexp(r) On a
le programme suivant sous matlab qui calcule la solution approchée et
Perreur en norme L™ et L?

% -u’’+u=f dans Ja,b[ et zero sur le bord
clc

clear

hold off

a=input (’entrer le premier bord = ’);
b=input(’entrer le deuxieme bord = ’);
n=input(’entrer le nombre delement = ’);
h=(b-a)/n;

% calcul des neouds

p=zeros(1,n+1);

for i=1:n+1

p(i)=a+(i-1)*h;

end
% les noeud de bords
b=[n,n+1];

% calcul des elements

T=zeros(2,n);

for k=1:n % nombre des elements

for i=1:2 % nombre des sommet d’un elemnt
I=k+i-1;

T(i,I)=I;

end

end

% calcul des matrice de régidite+masse =global
% 1 erement on calcule la matrice elementaire
Ke=1/h*[1 -1;-1 1]; % regidite
Me=1xh/6%[2 1;1 2]; % masse
K=zeros(n+1,n+1) ;M=zeros(n+1,n+1);

for k=1:n 9 boucle sur chaque element
for i=1:2% nd locales

I=k+i-1;

for j=1:2

J=k+j-1;

K(I,J)=K(I,J)+Ke(i,j);
M(I,J)=M(I,J)+Me(d,]);

end

end

end

A=K+MJ, matrice global

%mettre les conditions au bord
A(1,:)=0;A(1,1)=1;
A(n+1,:)=0;A(n+1,n+1)=1;

% partie la source

f=0(x) (-4*x) .*exp(x);
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F=zeros(n+1,1);

for k=1:n

for i=1:2

I=k+i-1;
F(I)=F(I)+h/2%f(p(I)); % trapeze
end

end

F(1)=0;F(n+1)=0;

% solution du probleme
hold on

Uh=A\F;

plot(p,Uh,’r+’);

ue=0(x) (x.72-x) . *exp(x) ;
uue=ue(p);

plot(p,uue, ’b*’);
eO=norm(uue-Uh’,Inf)
e2=norm(uue-Uh’,2)
plot(p,uue-Uh’,’g.’)

00z r

-0.05

0.1

+

015

0.25

035 +  approch
*  exacte

erreur

0.4

_DAE 1 1 | | 1 * 1 1 1 |
a 0.1 0.2 03 04 0 06 07 08 08 1

FIGURE 2.1 — Solution exacte, approchée et ’erreur pour h=0.1 et n=10

Nombre des élément | le pas h | I’erreuren norme L2
10 0.1 0.0030

50 0.0200 | 2.7114e-04

100 0.001 9.5867e-05

TABLE 2.1 — ’erreur pour n=10,50,100
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Chapitre 3

Méthode des élément finis en
dimension 2 P1

Dans ce chapitre nous étudions numériquement un probléme éllip-
tique en dimension 2 par la méthode des éléments finis de Lagrange
P, (p6lynome d’ordre un), Nous intéressant par le calcule de la solution ap-
prochée ’existence , I’unicité de solution , estimation d’erreur par suite;
nous proposons une méthode de programation en Matlab par Pdetool-
boxe, et nous donnons un exemple d’applications (reselta/numérique).

3.1 Position du probléme

On considére le probléme posé dans le chapitre 1 Soit Q € RV, un
ouvert borné non vide de fontiére réguliére, N > 2. On considére le
probléme suivant :

—V.(¢cVu) +au= f p.p.dans
(P5)
e _

c.n.Vu—+ qu = g sur 0f)
Avec les données :f € L*(Q) , c € C'(Q) , a € L®(Q);c(x) > ¢ > 0 et
a(x) > ap > 0 pour tout z € Q, deplus g € L™(99), g € L*(09Q) et ¢ > 0.
Donc on a la formulation variationnelle du probléme :
(JuecV=H(Q)
a(u,v) = L(v), Yv eV avec

a(u,v) :/C.Vqud:L‘—i—/auv dx—l—/ quv ds (P15)
Q Q o0

L(v):/gfvdx—l—/gvds

o0

Ce probléme admet un unique solution par le théoréme de Lax-Milgram
D’aprés le principe de la méthode des éléments finis , on remplace ’espace
V par un espace V), de dimension fini , donc nous obtenons le probléme

approchée suivant :
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Juy, € V),

d(uh, Uh) = L(Uh); Vo, € Vj (PFh)

Soit N la dimension de V,, , {goj}j-v:l une base de V}, alors :

N
up € Vi & I(ur, ug, . un) up(z,y) = Zujgaj(:v,y)
j=1

On remplace dans (Pf,) et on utilisé la linéairité de a on a :

N
> wjalps,vn) = L(vy) Vo, €V,

Jj=1

— <(u17 "'>UN)> (a(901>vh)> -"aa(gpNavh)»RNxRN = L(Uh)

On cherche N inconnues, donc on choisit : v, = p;, 1 =1, N

N
> ujiale;, 0i) = L(gi), i=1,N (3.1)
j=1

On pose
o A= (Ay)icij<n, avec Aj; = a(p;, ;)

o U= (uj>1§j§N et ['= (L(@i»lgz‘gl\i

Donc le probléme (Pr, ) consiste a résoudre le systéme linéaire : AU = F.

Nou rappelons que si A est symétrique alors elle est inversible donc on a
N

P’existence la solution approcheée : u,— E Uj ;e
j=1
Dans le cas général on a ’estimateur de ’erreur d’aprés lemme de Céa
(chapitre 2) est
Ju—willy < it u— v,
v EV

3.2 Meéthode des éléments finis de Lagrange P; en
2D

On définit les polynémes d’ordre 1 dans R? par
Pifz,y] ={p:R* = R; p(z,y) =ax+by+c, abccR}

C’est un sous espace de dimension 3, de I’espace de fonction de R? dans
R, son base canonique est {1,z,y}.

Proposition 3.1. Soit T un triangle non-dégénéré de R?, de sommets Ay, Ay, As,
il existe un unique polynome de Py prenant des valeurs fixées aux sommets de T
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Preuve. Pouri=1,2,3, notons (z;,y;) les coordonnées du sommet A;
et fi = p(xi,yi) la valeur imposée au méme sommet , nous devons trouver 3 nombres
a,b,c. Ces conditions sont équivalentes au systéme linéaire

ar; +by; +c=f;, 1=1,2,3.

dont le déterminant

v oy 1
A=|xy yo 1 |=2AireT)
T3 Yz 1

est égal a la surface du triangle T, Comme ce triangle est supposé non-dégénéré
, le déterminant est non-nul , et le systéme possede une solution unique.

.

Pour construire ’espace approchée Vj, nous suivants les deux étapes
suivants :

Etape 1 : Pour définir I’espace d’approximation V, nous commencons
par remplacer ouvert () par une structure discréte (par les triangle)on
subdivise ) en N éléments .

Définition 3.1. Soit  un ouvert conneze polyédrique de R%. Un maillage triangu-
laire ou une triangulation de §) est un ensemble T}, (non dégénérés) (T;)1<i<n qui
vérifient :

-~ T, CcQetQ= U T,

1<i<N

— Uintersection T; N T; de deux trianglse distincts soit vide , soit réduite a un
sommet commun , soit une aréte commune entiére. les sommets ou noeuds
du maillage Ty, sont les sommets des T; qui le composent. Par convention , le
parametre h désigne le mazimum des diametres des Tj.

Exemple 3.1. Soit Q = [0,1]* on sbdivise le domaine par la méthode de
Delaunay. La triangulation de Delaunay d’un ensemble de n points est ['unique
triangulation telle qu’un cercle passant par les trois points d’un triangle ne
contienne aucun autre point

triangulation simple voire la figure (3.2

Etape 2 : écrire la forme de la fonction sur chaque élément de () et
cette écritureé permet de trouver la base et la dimension V), .
Nous arrivons maintenant a ’étape de création de ’espace d’approxima-
tion V}, Nous posons tout d’abord

Vi, ={v, € C°(Q);  wpr € Pi[z,y],VT; € T} (3.2)

Les fonction de V), sont Affines sur chaque triangle de T}

3.3 Les fonctions de forme sur triangle

Dans chaque triangle 7; de sommets A;, A5, A3 , il n’y a que 3 fonctions
de base non-nulles.Les restrictions de ces fonctions de base ¢y, ¢, @3 , sont
les trois fonctions polynomiales de degré un prenant la valeur 1 en un des
sommets et nulles aux deux autres sommets.Notons les respectivement
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1 ] 37
14 35 205 60 38 5 7
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18 327 fy328, 206 137 282
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FIGURE 3.1 — Maillage : triangulation de Delaunay
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FIGURE 3.2 — Maillage : triangulation simple
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>\1a )\Qa )\3'
A1 est le polyndme de degré un prenant la valeur 1 en A; et nul en A, et
Az
M(z,y) = ax + by + ¢
A1 est donc déterminé par le systéme linéaire suinant :

A(w1,91) = ary + by +c=1

Ai(T2,12) = avy +bys +¢ =0

A(73,93) = arz +bys +c=0

le déterminant de ce systéme

1 oy 1
To Yo 1 = 2. Aire(T)
T3 Y3 1

est différent de zéro si les points A, A5, A3 ne sont pas alignés.
En résolvant le systéme 3 x 3 ci-dessus et les systémes analogues pour )\,
et A3 on obtient les formules suivantes :

x(yz - ys) - 9(1’2 - 953) + ToyYs — YaT3

A = 3.3
1(z,y) 2. Aire(T) (3:3)
1(y —y3) — yi(w — x3) + wy3 — Y3
A = 4
2(z,9) 2. Aire(T) (3.4)
21(y2 —y) — (@2 — @) + T2y — you
A = 3.5
o(7.9) 2 Aire(T) (3:5)
On en déduit les expressions suivantes des gradients :
O\ _ _Y27Ys O\ _ 3T X2 (3.6)
or 2. Aire(T)” 9y  2.Aire(T) '
OAs _ B~ OAg _ T (3.7)
o 2.Aire(T)” 9y  2.Aire(T) '
ONs 1 — e 0Ny m—m (3.8)

or  2.Aire(T) 0Oy  2.Aire(T)

Les trois fonctions A, \s, A3, s’appellent les coordonnées barycentriques
du triangle T, car elles représentent en chaque point M(x,y) le rapport
des aires algébriques des triangles M A;A et T.
par exemple

Aire(AsAsM
A (1) = AireldaAuM)

Aire(T)

Une fonction quelconque de V), prenant les valeurs vq, v, v3 aux som-

mets A, Ay, A3 du triangle T, s’écrit dans T; sous la forme

vp(z,y) = vidi(z,y) + veda(,y) + v3ds(z, y) (3.9)

A1, A2, A3 sont linéairement indépendantes car )\;(A;) = J;; pour i,j =
1,2,3 et

et Aj(M) + Ao(M) + A3(M) =1

3 3
Voi €R; > aihi=0=VMeT;: Y ai(M)=0
i=1 i=1
3 3
en particulir si M = A; : Zai)\i(Aj) = Zaiéij =0=a;=0pour j=1,23
i=1

=1
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FIGURE 3.3 — Les fonctions barycentiques

3.4 Description de ’espace d’approximation

Lemme 3.1. : Vj, est une approzimation interne de H*(Q) : Vi, € H*(Q).

Preuve. Toute fonction v € Vj, appartient o L*(Q) montrons qu’elle posséde une
dérivée faible dans L*(S2).
Pour cela , définissons la fonction v € L*(Q) par sa restriction a chaque triangle

T; € T}, et on note par
ov

T, — (8_33])

par la formule de Green , nous avons alors , pour ¢ € C5°(2)

oT B 890 B (9(,0
G0 == [vergiar == [ w5ta

T; €Ty,

wj T;

ov
= [ g ptads + / ep@nldr(a)

T, €Ty,

Comme v est continue sur T , étant donné deux triangles Ty et Ty ayant une
aréte commune L , on a v|p, =v|p, sur L , et également ny, =—ng, Par ailleurs ,
¢ s’annule sur le bord de ) , En regroupant la derniére somme de la précédente
équation il vient

(3—27@ == /Q p(x)w;(z)dr + Z/L(vm — U, )ng, dy(v)) = —/ o(x)w;(z)dx

Q

8U =w; € L*(Q) Il est alors imédiat de voir que Vi, C H'(Q)
Lj

ce qui prouve que

.

Nous construisons maintenant une base particuliére de V, , liée a la
triangulation 7}, , Notons N, le nombre de sommets, et Nf) le nombre de
sommets non situés sur 02, Pour tout sommet A; de T}, définissons la
fonction \; par

Proposition 3.2. la fonction \; est élément de Vj,. L’ensemble (\;)1<i<n, forme
une base de V.

34



3.5 Mise en oeuvre de la méthode

Preuve. Pour chaque triangle T € Tj, , la fonction \; est bien définie,d’apres la
proposition 3.1 , il nous reste a montrer que \; est continue pour conclure qu’elle
est élément de V.

Pour la continuité , il suffit d’examiner ce qui se passe sur une aréte commune a
deuz triangles , soit donc T et T' deux triangles ayant une aréte commune L, Alors
la trace sur L de la restriction de \; a T est une fonction affine, et il en est de
méme sur T', Or les deux traces coincident auzx extrémités de L, par hyothése , et
sont donc égales sur tout L , ce qui prouve la continuité de ;.

D’apres la définition de N\;, on a pour toute fonction v € Vj, :

N

U(.T, y) = Z’U((Ii))\i(fﬁ, y)

i=1

puisque cette relation est vraie sur chaque triangle T € T, la famille (\;)1<i<n.,
forme donc un systéme générateur et libre de V},.

.

le support de \; est réduit a ’'union des triangles ayant le noeud A;
pour sommet.

3.5 Mise en oeuvre de la méthode

Du point de vue de la mise en oeuvre, et en supposant que le maillage
est donné, les taches principales sont la formation et la résolution du sys-
téme linéaire . Donc nous nous attachons au calcul de la matrice A
et du second membre F' de ce systéme linéaire.

D’aprés ’équation, les élément de la matrice A sont donnés par

Ay = / ¢.VA;. VA dz + / aA;A; dx + / gAjAi ds
Q Q o0

=Y (/ c.V)\j.V)\idx—i-/a)\j)\i dx) Z/ gAj N ds
TET, T T onNT

TeT),

=Y (R + M)+ Y Q (3.10)

TET, TET,

Z/fA dx+Z/ ghids = Y (fi+Gs)

TET), TeT, Y 99NT TET),

La matrice A apparait comme la somme de troix matrices R, M et Q).
Elle est donnée par la formule d’approximation de l’intégrale par point
au milieux. Soit 7" un triangle de 7}, de sommet Al, A, A; alors il existe
trois fonctions de base non nulle de contribution dans la matrice globale
par une matrice lémentaire de 3 x 3 et pour la seconde membre un vecteur
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de 3 x 1 et on a les formules d’approximation suivantes :

1 ..
R;; = / c.VA;. VA dr = WC(Ac)[yjawi]-[%,%]t i,7=1,2,3

air(T)
12

T
Mij = CL)\]‘AZ‘ d[L‘ = G(AC) (513 + ].), Z,] = ]_, 27 3
T

Qij = / g\ ds = q(pe)(1 4 0;5)|| A1 — A2||/6, i, j = 1,2;p. le milieux du segment [A;, A
o0NT

air(T)

fz:/Tf)‘zdl':f(Ac) ,1=1,2,3

onNT

(3.11)
A+ A+ A
avec A. = At oty centre de gravié de triangle, et on a \;(A.) =1/3

On obtient ainsi la matrice élémentaire de coefficients :
Exemple 3.2. En particulier, dans le cas du triangle rectangle isocéle de sommets
Ay = (0,0), Ay = (1,0), A3 = (0,1) souvent utilisé comme triangle de référence, on
a la matrice élémentaire pour c = 1,a = 1 suivante :

-1 -1
1 — =
2 2
—1 1
Ri=]1 — = 0
/ 2 2
-1 1
— 0 z
2 2
1 1 1
6 12 12
1
mMy—-| L 1L
2 12 6 12
1
12 12
Et L1
f(g»g)
1 11
fl_ f(§7§)
1
f(gv_)

3.5.1 Assemblage du matrice globale et de vecteur seconde
membre

L’assemblage se base sur la forme des éléments de la matrice et du
second membre comme somme d’intégrales sur les éléments du maillage.
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3.6 Convergence

Pour réaliser ce calcul, nous aurons besoin de supposer que la description
du maillage comporte, pour chaque élément, la liste de ses sommets.
L’algorithme d’assemblage comporte une boucle principale sur les nombre
des éléments. Pour chaque élément 7', on calcul les matrices et les vecteurs
élémentaires et on ajoute la contribution dans la matrice globale et le
vecteur global.

Algorithme POUR k = 1, N FAIRE boucle sur les éléments

POUR i = 1, 3 FAIRE boucle sur les numéros locaux

I = numero(k,i) numéros globaux

POUR j = 1, 3 FAIRE

J = numero(k,j)

A(I1,J) = A(I1,J) 4 ak(i,j) A : matrice globale, a matrice élémentaire
FIN DES 3 BOUCLES

on applique aussi pour la seconde membre et faire modification pour les
conditions aux bord.

3.6 Convergence

L’opérateur d’interpolation

La stratégie pour démontrer la convergence sera de construire une
fonction /v dont on peut majorer la distance a une fonction v € V donnée.
Commencons par construire cet opérateurlocalement.

Définition 3.2. Soit K un triangle de sommets Ay, Ay, As. On appelle opérateur
d’interpolation sur un triangle K [’application

Ix: CUK)— P,
v Ix(v) = Y Aw(Ay).

=1

Le diameétre de K, noteé diam(K), est la plus grande distance entre deux points de
K.

La rondeur de K est le diamétre du plus grand cercle inscrit dansK Le rapport
diam(K)/p(K) mesure « l’aplatissement » de K. Il est d’autant plus grand que le
triangle est proche d’étre dégénéré

Théoréme 3.1. On a les inégalités suivantes,pour v € C*(K) :

1
VP e K, |(v—Igv)(P)| < §diam(K)2||D2v||Loo, (3.12)
diam(K)?
VP e K, |V(U—]K(U>)(P)|S4HDQUHL®, (3.13)
2p(k)
Avec
0*v v %
D*v|| oy = ( max sup |=—(z,y)|, sup T,Yy)|, sup T,y
D%y = (wmax sup [5Gl sup |5yl sw |55 0))
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FIGURE 3.4 — Diamétre et rondeur d'un triangle

Preuve. Puisque V € C*(K), nous pouvons utiliser un dveloppement de Taylor en

chacun des sommets de K.Pour tout point P € K, il existe trois points £ € [Aj, P]
tels que

v(Ar) =v(P)+ Vou(P).(Ar — P) + %(AI — P)'D*v(&) (A — P)

Calculons

3
]K’U = Z)\[(P v A[
I=1

I=1 (3.15)
1 ZAI P)(A; — PY D*0(&1)(A; — P)
3 3
Mais Z)\I(P) =1et Z)\I(P)AI = P,il vient
=1 =1

Ixv(P) —v(P) = % > M(P)(A; — P)YTD*0(&) (A — P).

=1
d’ou lestimation puisque |A; — P| < diam(K).

Pour Uestimation 2, multiplions 1’ équation (3.14) par VA;(P) et sommons les 3
équations en remarquant que

3 3
> VA(P) =0, VA(P).P =
I=1 =1
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3.6 Convergence

relation qui s’obtiennent par différentiation. On en déduit

D VA(P)(A) =v(P)Y  VA(P)+Vo(P).Y VA(P)(A —P)  (3.16)

5 2 VNP = P Do) (4 = P) (317
_ Vu(P)+ % S VA(P)(Ar — PYD(€))(A; — P) (3.18)
Puis )
IV(Ixo(P)) —v(P)] < §diam(K)2P€IS<1£I<3\V/\I(P)WD%HLOO(K)
Z

En intégrant cette relation, et compte tenu du lemme nous obtenons
Pestimation.

Lemme 3.2. Pour [=1,2,53 :

1
VAP €~
p(K)
Preuve. Puisque les coordonnées barycentriques sont des fonctions affines de P,
leurs gradients sont des constantes. On a donc, pour deux points P et () dans le
triangle K,

VAL(P = Q) =\ (P) — \(Q)
et donc [VAr.(P - Q)| <1

Par ailleurs en notant S le disque unité de R?, on a

VAl < sup |Vl
ucs

et comme, pour u € S il exsite P et @ dans K tels que P — Q = p(K)u il vient :

| VALP-QI _ 1
Vie{1,2,3}, |VA| < sup <
28, VA< se ==& = o)

2.

Estimation de ’erreur

Pour déduire le résultat de convergence des estimations précdentes,
nous devrons faire une hypothése sur la famille de maillages.

Définition 3.3. Nous dirons qu’une famille de triangulations Ty, > 0 est réguliére
St

1. la suite h = max diam(K) tend vers 0;
keTy,
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2. il existe une constante C' > 0, telle que pour tout h > 0, et tout K € Ty,

diam(K)
) - ©

Remarque 3.1. la condition 2 signifier que les triangles de T}, ne soit pas trop
aplatis.

Pour appliquer les résultats du paragraphe précédent , nous introdui-
sons 'opérateur d’interpolation globale.Pour tout fonction v continue sur
), définissons

N
Iy = Z wiv(A;)
i=1

Ou, rappelons-le, A; est le i° sommet de la triangulation, et ¢; la fonction
de base associée.

Naturallement,’operateur d’interpolation global est lié aux opérateurs
locaux introduits au paragraphe précédent par

VK € Th, (IhU)K)|K = [K(U|K)-

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de ce para-
graphe.

Théoréme 3.2. Soit T}, une famille de triangulations régulieres, d’un ouvert polygo-
nal Q. Suppossons que la solution exacte u € C*(QQ). Alors la méthode des éléments
finis converge, et on les estimations

||u — uhHLz(Q) S Cgh2HD2u||Loo(Q)
(3.19)
||U — uhHHl(Q) S Clh||D2U||Loo(Q)

Ou Cy et Cy sont deux constantes indépendantes de h.

Preuve. D’aprés le lemme de Céa ,il suffit de montrer qu’il existe une fonction
vy, € V), telle que
Hu — UhHHl(Q) S C'hHD2uHLoo(Q)

Naturellement, la fonction vy, sera ['interpolé de la solution exacte vy, = Ipu.
C’est ici que nous avons besoin de la réqularité u € C*(QQ), puisque Uopérateur I, n’
est pas défini sur H'(Q) Pour démontrer les estimations du théoréme, calculons

1
/|u—Ihu|2dx =Y / [upe = Te(w)Pde < S07 ([ Dl ()|
Q K

KETh

Pour la seconde estimation, nous avons de maniére similaire

L9 nepe = 32 [ ¥~ )P

KETh

1 diam(K)?
< §HDZUHL°°(Q)’Q’ > TV(\
KeTy, P
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3.7 Illustration numeérique

Nous utilison ici Uhypothése de régularité du maillage. Pour tout K € T},

diam(K)? ‘
oK) < Cdiam(K)

On en déduit
/ V(1 — L) Pdz < CLh|Q||[ D%l 1
Q

qui est l’estimation cherchée

.

3.7 Illustration numérique

3.7.1 La PDE Toolbox de Matlab

La PDE Toolbox de Matlab est un module de Matlab qui offre a la
fois tout un panel de commandes principalement dédiées,ala résolution
des equations aux dérivées parielle ‘al’aide de la méthode des éléments
finis de Lagrange P1 en deux dimensions , elle fournit un environnement
graphique pratique.

3.7.2 Etape typique pour résoudre un E.D.P
1. Définit la gémétrie 2-D du probléme.

Définir les conditions aux limites.
Définir les coefficients PDE.

Création de maillage ( triangulation de Delaunay)

RAN i

Calcul e la solution approchée et dessiner le graphe.

Exemple 3.3. On considére dans le Probléme (P5) que Q =]0,1%c=1,a=1, ¢ =
1 et f(x,y) = 2® — 6x. on donne la fonction g par :

2+ a° siy=0Aze€]0,1]

4+exp(—y) siz=1Aye][0,]1]
g(r,y) =19 , .

T siy=1Axz€|0,1]

exp(—y) siz=0Ay€0,1]

Alors la fonction u(x,y) = 2° + exp(—y) est l'unique solution exacte du (P5).
Maintenant calculons la solution approchée par la méthode des élément finis P1 en
utilisant Pdetoolbox

1. Dessin du domaine, voir la figure 3.5

Définir les conditions aux limites, voir la figure

Définir les coefficients E.D.P, voir la figure

Création de maillage ( triangulation de Delaunay) voir la figure

Calcul e la solution approchée et dessiner sa courbe, voir la figure

Nous terminons par le calcul de I’erreur en norme L2 entre l’exate et
I’approch‘’ee voir le tableau [3.7.2]
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u PDE Toolbox - [Untitled] — a X
File Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help
0| E|O|®| | anlroe| Al & = | ) A [loenerc scanr V[ xose voosam
Set formula: -
1
09
0.8
07
R1
0.6
05
04
03
02
01
0
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Info:  Continue drawing or edit set formula. Exit
FIGURE 3.5 — Domaine 2
M PDE Toolbox - [Untitled] — ] X
File Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help
= Generic Scalar ~ g .
O3 O|@ aa |POE| A\ A = X 04482 o 08588
Set formula: -
1 T T T T T T T /l
0.9H Bl Boundary Condition - [m] x
Boundary condition equation: n*c*grad(u)+qu=g
0.8
Condition type: Coefficient Value Description
0.7H
(® Neumann 9 xA3
0.6H O Dirichlet a 1
1
0.5H
0 1 i I I i 1 1 | I
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Info:  Enter boundary condition for this segment. I Exit ‘

FIGURE 3.6 — Mettre les conditions aux bord

Nombre des élément | nombres des noeuds | I'erreur en norme 1.2

312 177 0.0271

1248 665 0.0128

19968 10145 0.0030
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3.7 Illustration numeérique

Il PDE Toolbox - [Untitled] — O X
File Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help
0| B O|®| | an|roe| A &) = | o O [[cenerc scanr o[ x osozs v 05291
Set formula: R1
1P 1 T T T 1 H H /I
B POE Specification — | X
Equation: div(c*grad(u))+a*u=f
Type of PDE: Coefficient Value
(®) Eliptic c 1.0
(O Paraboiic a 1
(O Hyperbolic f X A36%
O Eigenmodes 1.0
oK Cancel
0 i i i i i i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Info:  Specify type of PDE and applicable coefficients. Exit
FIGURE 3.7 — Mettre les coefficient
voir la figure
1
(1)) S WO i NS P SN £ St At N S -t i A A o S I N s o
Y RS ETTaccs A TELL it JY ILCoa AN SRR - ? Lt b ERR N
0.7 Bmmmmfedem e ST LT T e T
0.6 Bmmmneee eIy e AR g e e R R Y (PP e
O e AV N T
03 i = I : ;
02t Lo VA 3 AT Wt S F e Sl S —
0.1 i H P o S I o= =gt ) S
0
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9

FIGURE 3.8 — Maillage et noeuds
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Color: u Height: u

FIGURE 3.9 — Solution approchée
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conclution

Ce travaile,nous présentons un methode nemurique d’approximation
de resolustion des probléme aux limites elliptique.L’idée de base de cette
methode est remplacer ’espace de Hilbert V sur lequel est posée la formu-
lation varaitionnelle par un sous-espace V/,de dimonsion finis . La methode
d’éléments finis est une de decrititations plus adabtée pour des probléme
aux limites qui donné la pocédure de calcule des fonction d’interpola-
tions de lagrange P1 c’est la meilleure technique d’approximatin pour les
problémes aux limites dans des domaines d’ingénierie complexes.
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