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Résumé

Ce travail de these est axé essentiellement sur I’étude du comportement dynamique de
I’écoulement d’un fluide non newtonien de type viscoélastique dans un canal
convergent/divergent (écoulement connu sous le nom de Jeffery-Hamel). En effet, la
distribution des vitesses et I’évolution du coefficient de frottement sous I’effet de plusieurs
parametres physiques tels que le nombre de Weissenberg (Wi), le nombre de Reynolds

(Re) et I’angle d’ouverture (o) ont été étudiées et discutees.

L’equation différentielle ordinaire du troisiéme ordre du probléme étudié, résultant de la
modélisation mathématique, a été traitée numériquement par la méthode de Runge-Kutta-
Fehlberg (RK45) associée a la méthode de Tir et analytiquement par une technique de
décomposition modifiée dite de Duan Rach (Duan Rach Approach).

Les resultats analytiques DRMA comparés aux données numériques utilisées comme
guide, ainsi qu’aux ceux reportés dans la littérature scientifique (méthode de perturbation
d’homotopie (HPM) et celle de décomposition d’Adomian (ADM classique) montrent la
supériorité, I’efficacité et la robustesse de la technique de Duan Rach adoptée.

Mots clés: convergent/divergent, Fluide non newtonien, viscoélastique, Runge Kultta,

Duan Rach



Abstract

This thesis work is mainly focused on the study of dynamical behavior of a non-Newtonian
visco-elastic fluid flow in convergent/divergent channel (i.e. the well known Jeffery-Hamel
flow). In fact, the velocity distribution and Skin friction coefficient evolution under the
effect of several physical parameters like Weissenberg number (Wi), Reynolds number

(Re) and channel half-angle (o) were studied and discussed.

The third order ordinary differential equation of the studied problem arising from
mathematical modeling was treated numerically via the Runge-Kutta-Fehlberg (RK45)
method featuring shooting technique and analytically by a modified decomposition

technique known as Duan Rach Approach (DRMA).

The DRMA analytical results compared to the numerical ones, as well as those reported in
scientific literature (Homotopy Perturbation Method (HPM) and classical Adomian method
(ADM)) show the superiority, efficiency and robustness of the adopted Duan Rach

technique.

Keywords: Convergent/divergent , non newtonian Fluid, viscoélastic, Runge Kutta, Duan
Rach
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Opérateur linéaire facilement inversible.
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Terme source (fonction connue).
Opérateur linéaire inverse.
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Fonction de la vitesse.

Fonction de la vitesse aux parois.
Dérivée de la fonction vitesse.

Termes de la solution.
Vecteur vitesse.
Gradient.

Gradient de pression.

Fonction vitesse adimensionnelle.
Dérivée premiére de la fonction vitesse.
Dérivée seconde de la fonction vitesse.
Vitesse radiale.

Vitesse maximale a I’axe de la conduite.
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Pression.

Température.

Temperature.
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EDP
RK4
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Angle non-dimensionnel.

Cordonnées cylindriques.

Demi-angle d’ouverture de la conduite.

Masse volumique du fluide.

Viscosité cinématique du fluide.

Viscosité dynamique du fluide.

Condition a I’infini.

Déformation suivant les cordonnees cylindriques.
contrainte

contrainte de cisaillement

Limite d’élasticité

Equations différentielles ordinaires.

Equations différentielles aux dérivées partielles.
Méthode de Range-Kutta d’ordre 4.

Méthode de décomposition d’Adomian standard.
Méthode de décomposition d’Adomain généralisée.
Méthode de décomposition d4adomian modifiée.
Méthode d’homotopie perturbée.
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Introduction géneérale

La modélisation mathématique est I'art de décrire les problémes du monde reel a
travers des concepts mathématiques. Tout a son propre systeme. Un modele conceptuel
représente les idées essentielles sur le fonctionnement du systéeme. Finalement, les modéles
seraient analysés pour explorer la vérité derriere ces systemes et I’appliquer pour prédire

leur comportement dans le futur.

Modeles mathématiques sous forme d’équations algébriques, équations
différentielles et/ou aux dérivées partielles non linéaires et les équations intégrales
surviennent généralement dans les domaines des sciences physiques, de I’ingénierie, des
sciences sociales, ... . A cet égard, les phénomenes non linéaires jouent un réle crucial
dans la conception des modeles mathématiques plus réalistes pour décrire la faisabilité de

la nature.

Pour les modeles trés compliques avec de forte non linéarité ou singularités, les
méthodes numériques sont potentiellement utiles. Une technique numérique classique
capable de fournir une solution fiable pour les équations différentielles ordinaires (EDO)
est la méthode de Runge-Kutta. Pour les équations différentielles aux dérivées partielles
(EDP), les techniques les plus utilisees sont basées sur le concept de discrétisation telles
que la méthode des éléments finis et la méthode des volumes finis. Néanmoins, ces

méthodes nécessitent un grand temps de calcul et un effort de programmation considérable.

Ces derniéres années, les chercheurs ont mis I’accent sur les combinaisons entre les
méthodes analytiques et les méthodes numériques. On s’attend donc aux réponses que
fournissent ces combinaisons en face des difficultés posées par les différents problemes
physiques et surtout ceux liés a la mécanique des fluides, en particulier les équations de

Navier-Stokes.



L’écoulement entre deux plaques non paralléles est rencontré dans plusieurs
situations pratiques. En effet, il peut étre envisagé comme I’'un des problemes les plus

importants de la mécanique des fluides en raison de sa large gamme d’applications.

Les équations différentielles régissant I’écoulement de Jeffrey-Hamel sont par nature
non linéaires et abstraites. Dans la plupart des cas, nous n’avons pas de solutions exactes
pour ce genre d’équations. Différentes approches d’approximation modernes ont attiré
I’attention de la communauté scientifique et ont fait par conséquent I’objet de plusieurs

études dont le but est d’enlever I’ambiguité du probléme.

Les nouvelles approches issues des combinaisons sont appelées méthodes semi-
analytiques. Techniques modernes telles que la méthode de décomposition d’Adomian
(ADM), la méthode d’itération variationnelle (VIM), la méthode d’analyse par homotopie
(HAM) et la méthode de transformation différentielle (DTM) ont été développés pour

trouver des solutions semi-analytiques efficaces et rapidement convergentes.

Parmi ces méthodes, la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) est
exceptionnelle en raison de ces polyndémes spéciaux appelés polyndmes d’Adomian pour
répondre au probleme des termes non linéaires. Le principal avantage de la technique
ADM est que la solution semi-analytique est fournie sans linéarisation, discrétisation ou
encore une éventuelle perturbation. De plus, cette méthode présente des avantages tels que

la convergence rapide.

Au cours de ces derniéres annees, les chercheurs ont concentré leurs efforts sur
I’étude de la convergence de la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) afin
d’améliorer I’accélération de la convergence. Diverses améliorations ont été apportées sur
cette méthode. La méthode Duan-Ruch est I’une de ces améliorations dont elle fait I’objet

de notre application.

Les objectifs visés dans cette thése sont :

e Formulation mathématique du champ dynamique qui gouverne I’écoulement

etudié.



e Traitement numérique et analytique des équations différentielles non linéaires
issues de la formulation mathématique.

e Comparaison entre résultats numeriques et analytiques.

D’une maniére générale, le travail de cette thése est organisé comme suit :

Le premier chapitre est dedié aux aspects théoriques concernant les équations de base

gouvernant I’écoulement d’un fluide, la couche limite et les fluides non newtoniens.

Le deuxieme chapitre considere la description des outils mathématiques nécessaires
pour la résolution des équations différentielles non linéaires caractérisant le champ
dynamique de I’écoulement d’un fluide visqueux entre deux parois formant un angle entre
elles. En effet, la technique semi-analytique de Duan-Ruch et la technique numérique de
Runge-Kutta couplée a la méthode de Tir sont utilisees.

Dans le troisieme chapitre, la formulation mathématique des équations
caractéristiques de la distribution des vitesses de I’écoulement de Jeffrey-Hamel est
abordée. L’ implémentation des techniques semi-analytique et numérique dans la résolution

du probleme étudié a été également abordée par ce chapitre.

Les résultats du traitement analytique et numérique ont fait I’objet du troisieme
chapitre. En effet, I’influence des parameétres caractéristiques tels que : nombre de
Reynolds, R,, le demi-angle du canal, a, et le nombre de Weissenberg, W;, sur la
distribution des vitesses et I’évolution du coefficient de frottement ont été explorés et
largement discutes.

Enfin, nous terminons par une conclusion générale et quelques perspectives.



Revue bibliographique

Revue bibliographique

L’ecoulement de fluide bidimensionnel entre des plaques non paralleles est bien
prouvé qu’il représente I’une des quelques solutions exactes des équations de Navier-
Stokes. Il faut noter, tout d’abord, que la formulation mathématique de ce probléme
(écoulement) a été fournie pour la premiere fois par Jeffrey [1] et Hamel [2]. Ce déefit
mathématique a été suivi par un grand nombre d’études, menées pour resoudre les

formulations mathématiques non linéaires de I’écoulement de Jeffrey-Hamel.

En fait, I’introduction des termes des fonctions elliptiqgues Jacobiennes par
Rosenhead [3] ont offert une solution a I’écoulement de Jeffrey-Hamel. Cette démarche a
été suivie par d’autres études dont on cite celles liées aux développements numeriques.
Millsaps et Pohlhausen [4] ont étudié numériqguement le probléme de transfert de chaleur
dans I’écoulement de Jeffrey-Hamel en utilisant la méthode des différences finies et ont

exploré la solution exacte des distributions thermiques.

Le développement continu des théories mathématiques a conduit a diverses
applications et considére d’autres phénomeénes physiques tels que les écoulements
laminaires dans des canaux symeétriques avec des parois légerement incurvées. Ce dernier

probléme a été examiné par Fraenkel [5].

Les effets sur I’écoulement de Jeffrey-Hamel en présence d’un champ magnétique et
NPs ont été examinés par Hatami et al. [6] en utilisant la méthode de décomposition
d’Adomian (ADM). Les résultats obtenus par cette étude ont montré leurs pertinences en

comparaison avec la méthode numérique de Runge-Kutta (RKM). Hatami et al. [7], ont




utilisé diverses approches analytiques pour résoudre les modeéles mathématiques
gouvernant les écoulements magnétohydrodynamiques (MHD) de Jeffrey-Hamel pour des
nanofluides (J-HN). A travers ces derniers resultats, la méthode des moindres carrées

(LSM) a montre sa fiabilité vis-a-vis les problemes resolus.

D’autre part, la question de la stabilité des écoulements de Jeffrey-Hamel entre deux
plagues non paralléles a attiré I’attention des chercheurs et a été analysé par plusieurs
auteurs [8-12]. De nombreux contributeurs scientifiques, y compris les références [13-31],
ont récemment examiné les problemes des écoulements des fluides non newtoniens.
L écoulement de ces fluides via des canaux convergents/divergents est d’une importance

extréme et suscite I’intérét de la communauté scientifique [32-37].

Récemment, pour résoudre analytiquement les problemes aux limites non linéaires,
diverses méthodes ont été développées, telles que la méthode d’Homotopie (HAM) [38,
39], la méthode d’itération vibrationnelle (VIM) [40, 41], et la méthode de decomposition
d’Adomian (ADM) [42]. Cette derniere (ADM) a été pour la premiére fois décrites par
Georges Adomian en 1980, c’est I’'une des méthodes les plus puissantes. La solution via
cette méthode converge rapidement et offre des approximations analytiques plus simples.

Plusieurs modifications ont été apportées sur la methode de décomposition
d’Adomian (ADM) dont le but et de faciliter les calculs et d’accélérer la convergence de la
solution. L’approche Duan-Ruch (DRA) [43] a été considérée comme I’une des méthodes
de décomposition améliorée. En fait, la méthode DRA est principalement utilisée pour

résoudre une grande classe des problemes aux limites non linéaires [44, 45].

Eid et al. [46] ont considéré un écoulement magnétique, avec effet de la radiation et
de la génération de la chaleur, a travers un cylindre circulaire de MWCNT dans le sang

comme fluide de base en utilisant la méthode des éléments finis (FEM).

Lahmar et al. [47] ont étudié les caractéristiques thermiques et I’écoulement entre
deux plaques paralleles d’un nano-liquide dépendant du temps (magnétite-eau) en utilisant

la méthode des transformations différentielles (DTM).
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Les systemes fractionnaires d’ailettes convectives longitudinales en conductivité
thermique utilisant I’approche des sous-espaces invariants ont été étudiés par Aliyu et Al-
Qurashi [48].

Selon la littérature, la plupart des chercheurs sont intéresses a la résolution
numérique et analytique des problemes dynamiques de I’écoulement de Jeffrey-Hamel
pour les fluides viscoélastiques entre des surfaces non paralléles. Par ailleurs, I’influence
de diverses parametres caractérisant un tel ecoulement sur le champ des vitesses a fait
I’objet de contributions limitées. L’objectif principal de cette thése est de porter notre
contribution a I’étude numérique et analytique de I’écoulement de Jeffrey-Hamel
(écoulement viscoelastique entre des surfaces non paralleles). En effet, nous nous sommes
particulierement intéressés a I’étude dynamique du probléme dynamique de I’écoulement
objet d’étude.
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1.1 Introduction

Au quotidien, les fluides envahissent notre environnement, ils sont partout et sous divers
classification et selon leur comportement et leur complexité, nous citons les fluides non

newtoniens.

L’etude des fluides non-newtoniens est I’une des branches traitée par la discipline
appelée la mécanique des milieux continus, ce domaine de la mécanique qui s’intéresse a la
déformation des solides et a I’écoulement des fluides. Plus précisément I’étude des fluides
non-newtoniens fait partie de la rhéologie qui est une branche de la physique qui étudie
I’écoulement ou la déformation des corps sous I’effet des contraintes qui leur sont appliquees,
compte tenu de la vitesse d’application de ces contraintes ou plus généralement de leur
variation au cours du temps. La rhéologie peut étre aussi définie comme étant I'étude des
changements de forme et de I'écoulement de la matiere, comprenant I'élasticité, la viscosité et

la plasticite.

Le but de ce chapitre est d’exposer quelques concepts de base et définitions des
problemes de recherche pertinents qui sont incorporés dans cette thése. Les équations de base
et constitutives régissant I'écoulement des fluides newtoniens / non newtoniens dans une
conduite telle que le convergent divergent. De plus, une étude théorique détaillée sur les
fluides non newtoniens et leurs différents types.

1.2 Equations gouvernantes
Dans les situations d'écoulement réel, il est apprécié de considérer les lois physiques de
la conservation. Ceux-ci se réferent a la loi de conservation de la masse, des moments et de

I'énergie. L'application de ces lois aux problémes d'écoulement d’un fluide donne

respectivement les équations de continuité, de quantité de mouvement et d'énergie. De plus, si
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la conservation du contaminant est supposée, une équation supplémentaire arrive, a savoir;

équation de concentration.
1.2.1 Equation de continuité

L'équation de continuité pour un écoulement de fluide est mathématiquement
représentée par une équation différentielle qui exprime le principe de conservation de la masse
dans un volume considéré. Cette loi décrit que le taux de changement de masse de fluide dans
le systeme est égal a la différence de masse arrivant dans le systeme et a la sortie de masse du

systeme. Sous forme vectorielle, il peut étre exprimé comme :
L +V.(pV) =0 (1)

ou p est la densité du fluide et V désigne le champ de vitesse et t est le temps. En cas de debit

régulier, il se réduit a la forme suivante :
V.(pV) =0 (1.2)

Pour un écoulement incompressible, a densité de fluide constante, I'équation de

continuité est grandement simplifiée :

V.V =0 (1.3)

1.2.2 Equations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes (N-S) sont l'application de la deuxiéme loi du
mouvement de Newton pour I'écoulement des fluides. Physiquement, il indique que le taux de
variation temporelle de la quantité de mouvement dans une direction donnée est égale a la
somme des forces agissant dans cette direction. Les forces concernées dans ce modele sont les

forces corporelles et les forces de surface. Les forces corporelles comprennent la force de
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gravité ou le poids du fluide tandis que les forces de surface impliquées sont la force de

pression et les forces visqueuses.

Sous forme vectorielle, les équations de Navier-Stockes peuvent s'écrire :
av
p;z—V'p+uV2+f (1.4)

ou u est la viscosité dynamique du fluide, f est la force corporelle et p est la pression.

Introduisant dans I’équation (1.4) la dérivée particulaire telle que :
d d
——§+ua+v—y+w—z (|5)

cette derniére exprime, physiquement, le taux de variation totale de la quantité de mouvement

par unité de volume et désignons par V2 telle que :

9?2 a2 92
V2: _ |l
ox% = dy? + 0z 2 (1.6)

L’ opérateur laplacien en trois dimensions. Les termes sur le coté gauche de I'equation
(1.4) sont connus sous le nom de termes inertiels qui représentent le taux de variation de la
quantité de mouvement tandis que les trois termes du c6té droit correspondent respectivement

a la pression, aux forces visqueuses et aux forces corporelles.
Il est a noter que les équations de Navier-Stokes ainsi que I'équation de continuité

fournissent une description mathématique compléte de I'écoulement du fluide visqueux

incompressible.
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1.2.3 Equation énergétique

La conservation de I'énergie résulte de I'application de la premiere loi de la
thermodynamique sur un volume considéré. Ceci décrit que les changements d'énergie, de

chaleur transférée et le travail effectué par un systeme sont en équilibre.

En considéerant une conductivité thermique constante, I'équation d'énergie fondamentale

sous forme vectorielle, en I'absence de dissipation visqueuse, est donnée par :

PGy

ar _ o2

— = KV*T (1.7)
ou k est la conductivite thermique du fluide, C,, est la chaleur spécifique, T est la température
du fluide.

1.2.4 Equation de concentration

De nombreux processus d'ingénierie impliquent le transport d'un contaminant par le flux
de fluide. Le contaminant fait référence a tout, d'un produit chimique polluant aux particules.
Pour deériver I'équation directrice, il faut reconnaitre que la masse de contaminant est
conservée ou que le contaminant n'est pas créé dans le champ d'écoulement. La matiére
contaminant peut étre transportée par deux mécanismes physiques distincts, a savoir la

convection et la diffusion moléculaire [61].

Supposons qu'aucun contaminant ne soit produit dans le volume de contrdle et que le
contaminant soit suffisamment dilué pour laisser I'écoulement du fluide inchangé. Soit C la
concentration massique de fluide (c'est-a-dire la masse par unité de volume), alors I'équation

de concentration sous forme vectorielle est donnée par :

ac _ 2
— = DyVC (1.8)

ou C est la concentration massique et D, fait référence a la diffusivité massique.
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1.3 Couche limite
La couche limite est la zone d'interface entre un corps et le fluide environnant lors

d'un mouvement relatif entre les deux. Elle est la conséquence de la viscosité du fluide et est
un élément important en mécanique des fluides

Lorsqu'une surface se déplace ou s'étire avec une certaine vitesse linéaire / non linéaire,
le fluide adjacent a la surface acquiert la méme vitesse que la vitesse de la surface. Ce
phénomeéne physique se produit en raison de l'absence de glissement et de la viscosité du
fluide. Habituellement, la vitesse de la surface est différente de la vitesse ambiante, c'est-a-dire
la vitesse du fluide & grande distance de la surface, et en raison de cette différence, une couche

limite se développe.

La couche limite est une région dans laquelle se produit un changement rapide du profil
de vitesse, c'est-a-dire de zéro (par rapport a la surface) a la valeur de la vitesse ambiante.
Méme si les couches limites s'avérent extrémement minces, leur importance dans I'étude de
I'écoulement des fluides ne peut étre ignorée car elles n'existent que dans la région de

I'écoulement ou les effets visqueux sont importants.

La viscosité du fluide joue un réle important dans la détermination de I'épaisseur de la
couche limite. Avec l'augmentation de la viscosite, I'épaisseur de la couche limite diminue
cependant, méme pour de petites viscosités, la contrainte de cisaillement de paroi T est
importante en raison du grand gradient de vitesse. De méme que la couche limite en raison de
la viscosité, une existence de région est également remarquée autour d'une surface froide ou
chauffée dans la considération des problémes de transfert de chaleur qui est connu comme
couche limite thermique. Le comportement de I'écoulement du fluide change radicalement

dans cette région en raison de la différence de température entre le fluide et la surface [61].
La couche limite thermique dépend fortement de la conductivité thermique du fluide.

C’est-a-dire, une conductivité thermique plus élevée du fluide, plus épaisse serait la couche

limite thermique.
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1.4 Fluide non newtonien

Les fluides qui n’obéissent pas a la loi de viscosité de Newton sont appelés fluides non
newtoniens. Ces fluides présentent une relation non linéaire entre les contraintes et le taux de
cisaillement. De nombreux matériaux tels que les pates, les boues, les gels, le revétement
d'argile, la boue de forage, les métaux polymeres, etc. sont des exemples de fluides non
newtoniens. Il est maintenant généralement admis que les fluides non newtoniens ont plus

d'applications industrielles que les fluides newtoniens.

Pour mieux définir un fluide non newtonien, il faut d’abord souligner qu’un fluide
newtonien est juste un cas particulier de fluide indépendant du temps ou la fonction est
linéaire a une pression et une température données. Tous les fluides dont la fonction n’est pas
linéaire par l'origine sont des fluides non newtoniens indépendants du temps. Ces matériaux
sont parfois appelés «fluides visqueux non newtoniens» ou en variante «fluides purement
visqueux». Ces fluides peuvent étre subdivisés en trois types en fonction de la forme de la

contrainte de cisaillement instantanée t et et le taux de cisaillement y.

Pour un écoulement de fluide newtonien unidimensionnel, la contrainte de cisaillement
en un point est proportionnelle au taux de déformation (appelé dans la littérature le taux de
cisaillement) qui est le gradient de vitesse en ce point. La constante de proportionnalité est la

viscosite dynamique, c'est-a-dire :

du
Ty,x = E (lg)

Ou x fait référence a la direction de la contrainte de cisaillement et a la direction du gradient

de vitesse, et est le taux de cisaillement.

La caractéristique importante d'un fluide newtonien est que la viscosité dynamique est

indépendante du taux de cisaillement.
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L'équation (1.9) est appelée une équation constitutive, et si 7, , est tracée, le résultat est
une relation linéaire dont la pente est la viscosité dynamique. Un tel graphique est appelé
courbe d'écoulement et constitue un moyen pratique d'illustrer les propriétés visqueuses de

divers types de fluides.

Les fluides qui n'obeissent pas a I'équation (1.9) sont appelés non newtoniens. Leurs
classifications sont illustrées sur la Figure 1.2 ou ils sont séparés en diverses catégories de
fluides.

1.4.1 Classification des fluides non newtoniens

Les fluides non-newtoniens peuvent étre classés en deux grandes familles : les fluides
purement visqueux, et les fluides viscoélastiques.
1.4.1.1 les fluides purement visqueux

Pour les fluides non newtoniens purement visqueux (appelés parfois liquides anormaux)
le coefficient de viscosité est une fonction de la vitesse de cisaillement indépendante du temps.
Mais certains liquides peuvent présenter une viscosité telle que leur coefficient de viscosité
apparente soit non seulement fonction de y mais aussi du temps t, c'est-a-dire de la durée
d'application des contraintes, sans que pour cela ces liquides soient viscoélastiques ou

viscoélasto-plastiques [54].

Néanmoins on ne peut plus dire que ces liquides soient purement visqueux puisqu'il n'y a
pas pour eux, a température constante, une relation binivoque entre les contraintes et les
vitesses de déformation. Pour de tels liquides, le temps t figure explicitement dans les
équations de comportement. Ils entrent dans la catégorie des corps vieillissants, méme s'ils

n'évoluent pas au repos.
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A leurs tours les fluides purement visqueux se divisent en deux catégories : les fluides

indépendants du temps et les fluides dépendants du temps, les lois constitutives de ces deux

catégories s’écrivent respectivement sous la forme :

7= f(70,7) (1.10a)
T=f0) (1.10b)
L Fluides 1
Non Newtoniens Newtoniens
Puremen\
visqueux Viscoélastiques
Indépendant du Dépendant du
temps temps
Ty = f(T0, V) T=f(.0

Figure 1.1 : Classification des fluides [54]

1.4.1.1.1 Les fluides indépendant du temps

Cette catégorie de fluides non newtoniens se caractérise par le fait que, a condition que

la temperature du fluide reste constante, la vitesse de cisaillement ne dépend que de la

contrainte de cisaillement et en est une seule fonction valorisée [56].
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a) Les fluides sans contrainte critique

Il existe plusieurs modéles rhéologiques qui ne comportent pas de contrainte critique.

b) Les fluides d’Oswald-Dewaele

La loi de comportement des fluides d’Oswald — Dewaele peut étre decrite par la relation

suivante [54] :

T = Ky" (1.11)
avec :
- K est I’indice de consistance du fluide (de dimension Pa.s™)

- nest I’indice de structure (Sans dimension).

La viscosité apparente s’écrit sous la forme :

n=Ky*! (1.12)

e Pourn =1, le fluide est dit newtonien, et I’indice de consistance K devient la
viscosité newtonienne (viscosité dynamique).

e Si0 < n < 1, lefluide est dit pseudo-plastique [55].

Le type le plus courant de comportement de fluide non newtonien indépendant du temps
observé est la pseudo-plasticité, caractérisé par une viscosité apparente qui diminue avec
I'augmentation du taux de cisaillement. Tant a des taux de cisaillement tres faibles qu'a des
taux de cisaillement tres élevés, la plupart des solutions et le polymére fondu fluidifiant par
cisaillement présentent un comportement newtonien, c'est-a-dire que les courbes de contrainte
de cisaillement - taux de cisaillement deviennent des lignes droites, comme le montre
schématiquement la figure 1.2, et sur une échelle linéaire passeront par I’origine. Les valeurs

résultantes de la viscosité apparente respectivement a des taux de cisaillement tres faibles et
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élevés sont connues sous le nom de viscosité a cisaillement nul(u = 0), et de viscosité a
cisaillement infini, (u),. Ainsi, la viscosité apparente d'un fluide fluidifiant par cisaillement

diminue de 0 a p avec l'augmentation du taux de cisaillement.

slbpe =1

—‘_‘-T ——————————————————— -— Mg - '—-“F7)
\ apparent /E )

Y/viscosity D
,-"’/

\/‘
PN

DEDN

A

[

,\
Apparent viscosity w(log scale)

— |slope =|1 be - L

102  10°° 10¢ 10 102 10° 104 10°
Shear rate (s™')

Figure 1.2 : Représentation schématique du comportement d’un

Fluide pseudo-plastique par cisaillement. [55]

e Sin > 1, lefluide est dit dilatant [55].

Le modele d’Oswald est un modele empirique applicable dans une plage de taux de
cisaillement qui varie de 10 jusqu'a10*, I'inconvénient de ce modeéle c'est qu'il est mal adapté
a haut et & bas taux de cisaillement.

1.4.1.1.2 Les fluides dépendant du temps

Pour cette famille de fluides La viscosité du fluide dépend de la température, du taux de
cisaillement et du temps. En fonction de I'évolution de la viscosité avec le temps, le

comportement d'écoulement se caractérise par :
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o Thixotrope (fluidification avec le temps, c'est-a-dire que la viscosité diminue avec le
temps).
« Rhéopectique ou thixotropique negative. (épaississement temporel, c'est-a-dire que la

viscosité augmente avec le temps).

1.4.1.2 Les fluides viscoélastiques

Ce type de comportement du fluide est caractérisé par une limite d'élasticité, qui doit étre
dépassée avant qu'un fluide ne s'écoule. Un tel matériau se déformera élastiquement lorsque la

contrainte appliquée extérieurement est inférieure a la limite d'élasticiteé.

Pour des contraintes supérieures a la limite d'élasticité, la structure interne s'effondre
completement et le fluide se comporte comme un matériau visqueux. La courbe d'écoulement

peut étre linéaire ou non linéaire, mais ne passera pas par l'origine.

Notez qu'un fluide viscoplastique presente egalement une viscosité apparente qui
diminue avec l'augmentation du taux de cisaillement. A des taux de cisaillement trés faibles, la
viscosité apparente est infiniment grande avant que le fluide ne commence a s'‘écouler. Les
fluides viscoplastiques peuvent étre décrits mathématiquement par les trois modeéles

couramment utilisés [57].

Pour les liquides ou suspensions non viscoélastiques mais de viscosité non newtonienne,
le comportement rencontré le plus fréeqguemment est la rhéofluidification. 1l correspond au cas
ou, apres un repos prolonge du liquide, I'application d'une vitesse de cisaillement y maintenue
constante pendant le temps t conduit au bout de ce temps t a une viscosité apparente d'autant

plus petite que y est plus grand. Dans le cas inverse, qui est beaucoup plus rare,
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Figure 1.3 :courbe des différents types de fluides non newtoniens indépendants du temps,
courbe(a) : comportement pseudoplastique, courbe (b) : comportement dilatant, (c) : fluide
de Bingham , (d) : fluide d’Hershel-Bulckley, (e) : fluide newtonien [54]

1.4.1.3 Fluides thixotropiques

On dit qu'un matériau présente une thixotropie si, lorsqu'il est cisaillé a vitesse
constante, sa viscosité apparente (ou la contrainte de cisaillement correspondante) diminue
avec le temps de cisaillement, comme on peut le voir sur la figure 1.4 pour une suspension de
boue rouge [58]. Si la courbe d'écoulement est mesurée dans une seule expérience dans
laquelle le taux de cisaillement est régulierement augmenté a un taux constant de zéro a une
certaine valeur maximale, puis diminué au méme taux jusqu'a zéro a nouveau, une boucle
d'hysterésis de la forme illustrée a la figure 1.4 est obtenu ; la hauteur, la forme et la zone
fermée de la boucle d'hystérésis dépendent de la durée du cisaillement, du taux d'augmentation
/diminution du taux de cisaillement et de I'historique cinématique de I'échantillon. Aucune
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boucle d'hystérésis n'est observée pour les fluides indépendants du temps, c'est-a-dire que la

zone fermée de la boucle est nulle.

Le terme «faux corps» a éeté introduit pour décrire le comportement thixotrope des
matériaux viscoplastiques. Bien que la thixotropie soit associée a I'accumulation de structure
au repos et a la rupture de la structure sous cisaillement, les matériaux viscoplastiques ne
perdent pas complétement leurs propriétés de type solide et peuvent encore présenter une
limite d'élasticité, bien que celle-ci soit genéralement inférieure a la valeur d'origine de
I'échantillon vierge qui n'est récupéré (le cas échéant) qu'aprés une longue période de
récupération. Les matériaux viscoplastiques ne perdent pas complétement leurs propriétés de
type solide et peuvent encore présenter une limite d'élasticité, bien que celle-ci soit
généralement inférieure a la valeur d'origine de I'échantillon vierge qui n'est récupérée (voire

pas du tout) seulement aprés une longue période de récupération.

T}r.}{ {a)

Figure 1.4 : Loi de comportement T = f(y) pour les fluides non newtoniens, purement
visqueux, dépendants du temps, courbe (a) : fluide thixotropique,

courbe (b) : fluide rhéopectique [54]
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1.4.1.4 Fluides rhéopectiques ou thixotropiques négatives

On dit que les fluides relativement peu nombreux pour lesquels la viscosité apparente
(ou la contrainte de cisaillement correspondante) augmente avec le temps de cisaillement
présentent une rhéopexie ou une thixotropie négative. La encore, des effets d'hystérésis sont
observés dans la courbe d'écoulement, mais dans ce cas, il est inversé, par rapport a un
materiau thixotrope, comme on peut le voir sur la figure 1.4.

Dans un fluide rhéopectique, la structure s'accumule par cisaillement et se décompose
lorsque le matériau est au repos. Par exemple, [59], en utilisant une pate de gypse aqueuse a
42%, ont constaté qu'apres agitation, ce matériau se résorbait en 40 min s'il était au repos,
mais en seulement 20 secondes si le récipient était doucement roulé dans la paume des
mains. Cela indique qu'un mouvement de cisaillement doux (roulement) facilite la formation
de la structure, mais un mouvement plus intense la détruit. Ainsi, il existe une quantité critique
de cisaillement au-dela de laquelle la reformation de la structure n'est pas induite mais une
rupture se produit. Il n'est pas rare que la méme dispersion présente a la fois une thixotropie et

une rhéopexie en fonction du taux de cisaillement.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un apercu sur les aspects théoriques concernant les équations de base

gouvernant I’écoulement d’un fluide telles que I’équation de continuité, les équations de

Navier-Stokes, de I’énergie et de la concentration a été donné. Les notions de couche limite

des fluides non newtoniens ont été également décrites.
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I1.1 Introduction

Une infinite de phénoménes physiques et leurs comportements se traduisent
mathématiquement sous la forme d’équations différentielles, équations différentielles
ordinaires (ODE) ou équations différentielles aux dérivées partielles (PDE). Soit linéaire ou
non linéaires avec des conditions initiales et aux limites. La résolution de telles équations par
des méthodes classiques, comme les méthodes des éléments finis, des différences finies, des
volumes finis et la méthode spectrale, donnent des approximations de la solution en des points
discrets. Ces méthodes font appel a des techniques de discrétisation de I’espace et du temps.

Ces dernieres années, les chercheurs ont mis I’accent sur les combinaisons entre les
méthodes analytiques et les méthodes numériques. On s’attend a ce que ces combinaisons
répondent aux difficultés posées par les différents problémes physiques et surtout ceux liés a la
mécanique des fluides, en particulier les equations de Navier-Stokes. Les nouvelles approches

issues de ces combinaisons sont appelées méthodes semi-analytiques.

Dans ce chapitre, nous citerons d’une maniere trés explicite les principales méthodes
analytique, semi-analytiques et numérique que I’on utilise pour résoudre les équations

différentielles non linéaires.

11.3 Méthodes de traitement Numérique

Les méthodes numeriques sont utilisées pour approximer les solutions d'équations
lorsque les solutions exactes ne peuvent pas étre déterminées par des méthodes algébriques. Ils
construisent des approximations successives qui convergent vers la solution exacte d'une

équation ou d'un systeme d'équations.

Bien que les méthodes de résolution d’équations différentielles soient nombreuses, nous
proposons dans cette section celles les plus utilisées dans la résolution des équations
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différentielles ordinaires (EDO). Il s’agit : de la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 et de la
méthode de Tir.

11.3.1 La méthode de Runge Kutta

La méthode Runge Kutta tire les avantages des méthodes de Taylor tout en gardant une
simplicité d’exécution de la méthode d’Euler. En pratique, Runge Kutta remplace I’évaluation
analytique des ordres y(m), m > 1 par des dérivées numériques obtenues en évaluant la
fonction f(t,y(t)) a différents endroits afin d’obtenir presque les mémes résultats que ceux

obtenu avec la méthode de Taylor.

Pour illustrer ces concepts, considérons I’équation différentielle ordinaire d’ordre 1

suivante.

y' =f(xy)
Uy o (1)

Afin de calculer une approximation de la solution sur I’intervalle [Xo X»], on suit les

démarches suivantes.

Subdivisons I’intervalle [Xo X»] en intervalles élémentaires d’extrémités x, < x; <

-+ < X, puis on dénote h,, = x, .1 — x, et on calcule I’approximation y, = y(x,).

Yn+1 = In + hn Q)(hn'xniyn) (“2)

Comme on introduit h,, x,,, y, dans le calcul de y,, ., la relation (11.2) est dite méthode

a un pas
11.3.1.1 Méthode d’Euler (1768)

Rappelons la méthode d’Euler :
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Yn+1 = Wn + hf(xn')/n) (”3)

Comparée a la méthode de Runge Kutta qui est plus symétrique, la méthode d’Euler
n’est pas symetrique par rapport a I’intervalle puisqu’il ne fait pas intervenir I’information sur
la dérivée en fin d’intervalle.

Si nous considérons uniquement le premier pas n = 0 et nous notons hy = h. La

méthode la plus simple est obtenue en remplacant la solution y(x) par sa tangente au point

(x0,¥0), d’ou le résultat :
y1=Yo +h f(x0,¥0) (11.4)
Intégrons I’équation y = f(x,y) de xpa xq + h :

y(o+h) = yo + [0 f(x,y(0)dx (11.5)

Si I’on remplace I’intégrale fx’;°+h £ (x, y(x))dx par h f(xq,¥0), on obtient la méthode

d’Euler. L’idée évidente est d’approcher I’intégrale f;OOJ’h f(x,y(x))dx par une formule de

quadrature ayant un ordre plus élevé.

Exprimons la méthode de Runge (1895), en considérant la formule du point milieu. Ce

qui conduit a:
h h
y(xo + h) =y, +hf<x0 +E,y(x0 +5)) (11.6)
et on remplace la valeur inconnue y (xo + %) par la méthode d’Euler. Ceci nous donne :

h h
Y1 =Y+ hf (xo +3Y + gf(on’o)) (11.7)
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En généralisant cette idée a une formule de quadrature d’un ordre plus élevé, on est
conduit a la définition suivante (Kutta, 1901).

11.3.1.2 La méthode de Runge Kutta d’ordre 4

La derivation de Runge-Kutta a I’ordre 4 est fastidieuse. Heureusement ses formules

sont faciles a programmer et nous nous contentons d’utiliser les résultats.

La formule Runge-Kutta a I’ordre 4 est de loin la plus utilisée. Elle a une forme assez
symétrique et présente une précision remarquable (convergence).
Son principe repose sur le développement de Taylor de la fonction f, jusqu’a I’ordre 5.

Son algorithme de calcul se résume dans les résultats inscrits ci-dessous.

Soit h le pas de calcul et (xg, yo) les conditions initiales.

Pour n le nombre d’itérationstelque 0 <n < N :

Ki = hf (%, yn)

h K
K, = hf (xn +§,yn +7>

h K,
K3 = hf (xn +§,yn +7)

K4 = hf(xn + h,yn + K3)

1
Yn41 =Y T g(K1 + 2K, + 2K5 + Ky ) (11.8)
et,

Xpn41 =X, +h

11.3.1.3 Cas d’un systeme d’équations différentielles :
La forme génerale d’un systéeme de m équations différentielles avec conditions initiales
s’ecrt :
y1(0) = (6 y100,72(0), . ym (), (y1(x0) = ¥10)
YZ'(x) =f (x, y1(x),y2(x), . Y (x)), (J’z(xo) = YZ,O)
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yr;l (x) = fm (x, V1 (x)' V2 (x); = Ym (x)); (ym (x0) = ym,O)

yin est I’approximation numérique de la valeur exacte y;(x,) de la i™¢ variable
dépendante en x = x,,,.

11.3.1.4 Algorithme de Runge Kutta d’ordre 4 pour un systeme d’équations

Soit le pas h, et les conditions initiales (xg, Y10, 2,0, > Ym,0) €t un nombre maximal
d’itérations N.

Pour0 <n<N:
Pouri=1,2,..,m
Ki1 = hf; (xilyl,n'YZ,nl "-me,n)

Pouri=1,2,..,m

h Ki1 K71 K1
Ki,Z = hft (xn +Eiy1,n +T'y2,n + TJ "-'ym,n +%)
Pouri=1,2,..,m

h K1,2 KZ,Z K 2
Ki,3 = hfl (xn +§1y1,n +T!Y2,n + Tl s Ymn +%)

Pouri=1,2,..,m
Kia = hfi(xn + hyin + Ki3, Y20 + K23, s Y + Kin3)
Yint1 =Yin T % (Kip + 2K 2 + 2K 3+ K; 4 ) (11.9)
Xpns1 =X, +h
Ecrire x,, 41 €t y; 4 pour i =1,2,...,m
Arrét
I1.3.2 Meéthode de Tir

Dans ce paragraphe, on considere I’équation différentielle ordinaire de second ordre

avec les conditions initiales (aux limites) :

{y”(x) = a,(0)y (%) + a1 () y(x) + ao(x) (11.10)
y(@ =y, ety(®) =y, |
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a; (x) supposees des fonctions suffisamment régulieres pour assurer I’existence et I’unicité des

équations différentielles avec conditions initiales et celles avec conditions aux limites.

La solution de I’équation différentielle avec les conditions aux limites (I11.10) est donnee

par :

y(0) = y1(0) + (2252) 5, (0) (11.12)

ou y;(x) et y,(x) sont les solutions des équations différentielles avec conditions initiales

suivantes :

{y{(x) = az ()y; () + a1 ()1 (x) + ag (x) (11.12)
yi(a) =y, ety;(a)=0 |
et
{yi'(x) = a,(0)y; (%) + a1 ()1 (x) + a (x) (11.13)
(@y2(a) =0 ety,(a) =1 '

On peut résoudre les équations différentielles avec conditions initiales (1.12) et (1.13) a
I’aide de la méthode de Runge Kutta d’ordre 4. On doit d’abord transformer chacune d’elle en

un systéeme de deux équations différentielles d’ordre un. En posant :

{ul(x) =y1(x) et v(x)=y,(x) (11.14)
u (%) = y;(x) et vy(x) = y,(x) '
On obtient les deux systemes suivants :
{ui () =1 (x) (u1(a) = ) (1115)
Uy (%) = ap (V) up (%) + ag (Vg (x) + ag(x) (uz(x) = 0) .

et,
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{ui (x) = up(x) (wi(a) = y,) (11.16)
v, (%) = az (), (x) + a3 (v (x) + ap(x) (up(x) = 1) '

La solution finale peut alors s’écrire :

y() = 1@ + (L)1) = w@ + () va () (117)

1.2 Méthodes de traitement analytique

Des problémes non-linéaires sont résolus facilement sans linéarisation et discrétisation
en employant les méthodes de décomposition. Ces méthodes permettent de résoudre les
équations fonctionnelles de différents types. La solution est obtenue sous forme de séries

rapidement convergentes.

11.2.1 La méthode de décomposition d’Adomian (ADM)

Introduite par George Adomian, La décomposition d’Adomian est une méthode semi-
analytique de résolution des équations difféerentielles. Ces méthodes consiste a décomposé
I’opérateur non-linéaire en série. Dons lequel les termes sont calculés de facon récursive.
L’avantage de cette méthode et qu’elle permet de résoudre par un schéma direct le probleme

considéré.
11.2.1.1 Principe de la méthode d’Adomian (ADM)

La méthode présente un algorithme formel. La représentation des termes non-linéaires
est nécessaire pour manipuler I’équation non-linéaire d’une maniére efficace. Un algorithme

alternatif pour calculer les polynémes d’ Adomian sera décrit en détails.

Pour mieux illustrer le principe de la méthode de décomposition, considérons I'équation

suivante :
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Fu(t) =g(t) (11.18)
ou F représente un opérateur différentiel ordinaire ou partiel non-linéaire comprenant des
termes linéaires et non-linéaires. Le terme linéaire est généralement décomposeé en deux
termes (L + R), ou L est facilement inversible et R représente le résidu de I’opérateur linéaire.
Dans ces conditions, I'équation précédente peut s’écrire sous la forme suivante :

Lu+Nu+Ru=g (1.19)
Avec Nu indique le terme non-linéaire.

La résolution de I’équation (11.19) pour Lu sachant que L est inversible, conduit a :

L'Lu+ L 'Ru+ L 'Nu="L1g (11.20)
L1 constitue une intégrale d’ordre n (double, triple, ...).

Etant donné que L~'Lu = u — @, alors I’équation (11.20) se transforme en :

u=®+Ltg—L'Ru—L"'Nu (11.21)

La Méthode d'Adomian consiste a chercher la solution u sous la forme d'une série en A

dont les coefficients notés(u, ), o, c'est-a-dire :
U= Ypso Uy A" (11.22)
En utilisant le développement de Taylor :

u™)(0) u®

n!

)(0)
| At = ZnZOun A

n

u= ZnZO -0 = ZnZO

Avec :

35



Chapitre 11 Outils mathématiques

10™u
T waanly—g (11.23)

Un
et,

hmn—»oo((pn = Z?:o ui) =u
Et a décomposer I’opérateur non linéaire N en série :
Nu=3Y*_,A, (11.24)

ou les A, sont des polynébmes qui dépendent de ug,uy,...,u, , appelés les polynémes
d’Adomian.

En substituant les équations (11.30)-(11.33) dans (11.29), on trouve :

YousolUy = @+L g — L7'Ru — L™'Nu (11.25a)
Or,
anl Up +Up = ¢+L_1g —L7'R ZnZO Up — L ZnZOAn (“25b)

D’ou, on déduit :

( uy = &+L71g
u; = =L 'Ruy — L714,
uy, = —L'Ruy — L714, (11.24)

Lunﬂ = —L7'Ru, — LA,
11.2.1.2 Les polynémes d'Adomian
On a, d'une part :

D’autre part, en utilisant le développement de Taylor :

M= F@) = Zsa2CD° 2 — 0
A=0
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Et si on pose :
Fu@) = o4, A", (11.25)
Alors,ona:
(D] ny(n)
A, = (u(j,)) _ f(unrf' ) N (11.26)
: 1=0 A1=0

Ou les polynémes d’Adomian A,, sont donnés par :

_ 1otf(u@)
=W e (11.27)
Et:
or _ 9f ou i _ _
1= .o Puisque f=f(u) etu=uld)
Par ailleurs, la fonction u étant analytique donc développable en série entiere
convergente :
u=up + ud +upd? +
Donc :
0™u (1) o
7 e T (11.28)
Et,
or _9fou
04~ 9u oA
O _ ﬁ(a_u)z of a%u (11.29)
022 ou? \oa u 012
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11.2.1.3 Une autre version du polynéme d’Adomian

On peut écrire les polynémes d’ Adomian sous une autre forme :

) (up)
) = TusoTo (4~ )" ;= Bsg i

fw) = anof(n)(luﬂ) (ug +uy + )", (11.30)

F@) = Tnso Lo (30w )

Donc:

f(u)—f(o)(u)+ (”0) (ug +up + )t +f()(”°) (ug +uy + )2+ (11.31)

11.2.1.4 Tableau de référence des polynémes d’Adomian :

Pour calculer les polynémes d’Adomian, on donne le tableau de référence suivant :

( Ay = f(uo)
A = u fF D (up)

Ay = f D (up) + S ul FP ()
. ' 11.32
Az = usfD(ug) + wyuy f P () + %u%f@(uo) ( )

1 1
Ay =13 f D () + (313 +uyu) FP (uo) + 1 udun f @ (o) + - ud £ (ug)
\ :

11.2.2 La méthode de décomposition d’Adomian généralisée (GDM)

Le terme non-linéaire Nu est la partie la plus importante de I’équation (11.18). Beaucoup
de travaux sont intéresses au développement de nouveaux algorithmes qui augmente

I’efficacité de la méthode d’Adomian (ADM). Parmi ces travaux, on peut trouver I’algorithme
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développé par Yong-Chang et Price (1972) [45]. Cet algorithme représente une méthode
d’Adomian généralisée (GDM).

11.2.2.1 Principe de la méthode d’Adomian généralisée (GDM)

Dans la méthode GDM, les polyndmes de décomposition seront exprimés par la formule
(11.18) suivante.

Ny) = Xizo)n (11.33)

Le point crucial de I'équation y — N(y) = f est la fonction non linéaire N (x). Ici, nous
développons un nouveau type de stratégie de décomposition de la fonction non linéaire N (x)
telle que :

{ Jo = N(yo)
Jn=N@o+y1++¥)—N@o+y1 ++y,_1), n=1

(11.34)
La nouvelle decomposition de la fonction non linéaire N(x) peut utiliser toutes les
informations concernant les conditions obtenues x,, x4, ..., x,,, €t la fonction N (x) elle-méme.

Remplacant y = >.>°_, y,, et (11.35) dans y — N(y) = f, nous obtenons :

n=0Yn — Zn=o0Jn = f (11.35)
La solution y, peut étre déterminée par la relation récurrente :

Yo=f
Yn :]n—l,in = 1

(11.36)
Ci-dessous, nous prenons N(x) = x? comme exemple pour illustrer la différence entre
les polynémes d’Adomian et les nouvelles fonctions de décomposition. Les polyndmes

d'Adomian pour cette fonction sont donnés par :
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Ay = x¢
A1 = 2x9x
Ay, = x1% + 2xx,
Az = 2x1xy + 2xpx3
Ay = x3% + 2x1%35 + 2x0x4

As = 2x1x4 + 2x3x3 + 2X0X5

A, = XoX, +X1Xp_q F o F X X0+ X1 X

Les nouvelles fonctions de décomposition peuvent étre exprimées en :

2
Jo = X

Ji = xf + 2x0x
]2 = xzz + ZXOXZ + 2x1x2
]3 = szX3 + le.X'S) + ZXZ X3 + X32
]4 = ZXOX4 + ZX1X4 + ZXZX4 + ZX3X4 + X42

Js = 2xpxs + 2x1Xs5 + 2XpXs + 2X3Xs + 2X4Xs + X2

Jn = 2%0%, + 2x1%, + 0+ 2X0_pX, + 2Xp_q Xy + X2
Il est évident que :

Yo = Cloy)?,

est une approximation de

N(Z;}:O yn) = (Z::O yn)21

Cependant,
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AO = xg
AO + Al = xg + 2x0x1
AO + Al + Az = (xO + xl)z + ZXOXZ

AO + Al + A2 + A3 = (.X'O + xl)z + szxZ + lexZ + ZXOX3
4
ZAi = (xO + X1 + xZ)Z + ZXOX3 + ZX1X3 + ZXOX4
i=0

5
ZAi = (xg + x1 + %)% + 2x9x3 + 2x1X3 + 2X0Xs + 2X1X4 + 2XXs
i=0

Cela indique que :
izoJi

est une meilleure approximation a N(x) que :
izo An.

11.3.3 Méthode modifiée : Approche de Duan-Rach
C’est la méthode utilisée pour traiter le probléeme dynamique de I’écoulement objet d’étude.
Considérons I’équation différentielle non linéaire du troisieme ordre suivante :

Ly=Ny+Ry+g (1.37)

Avec les conditions aux limites de Dirichlet :

v =ag, y(x) = a1, y(x) = az, %1 # x; (11.38)
Ou L est un opérateur inversible, N est un opérateur non linéaire, R est un opérateur linéaire
représentant le reste et g I’entrée du systéme.

Introduisons L~ dans I’équation (11.37), il vient :

L 'Ly =L"1g+ L' [N+R]y (11.39)

41



Chapitre 11 Outils mathématiques

En tenant en compte I’expression

=[0I J; dndndn (11.40)

et I’équation (11.39) avec les conditions aux limites (11.38), On obtient :

y,(xz) —}’,(x1)
+
Xy — X1

. 1
y(x) =y(xp) —y (x1)(x — x0) + 5([(35 —x1)% — (%o — x1)?]

1 [(e=x1)2=(xp—x1)?]

B 1[( )?~(xg—x1)%] -

L 1g = — fxzf gdxdx — al X1x2 ::10 adl fxzf Nydxdx + L 1Ny—
l[(x x1)%=(xo—x1)?] (x2 -1
. . l,] f Rydxdx + L'Ry (11.41)

A partir de I’équation (11.41), les coefficients y(x,), y (x;) et y (x,) sont inconnues et

la solution est cherchée sous forme de séries (11.42) et les termes non linéaires (11.43) :
u(x) = Xm=o Unm (%), (11.42)
Nu(x) = Y —o A (%), (11.43)

Ou: A, (ug(x),uy (x), ..., uy, (x)) sont les polynémes d’Adomian.

Selon I’approche de Duan-Ruch, les composantes de la solution sont déterminées par le

schéma récurrent suivant :

y’(xz) —y’(xl) n

, 1
Yo(x) = y(x0) =y (x)(x — x0) + E([(x —x1)% = (g — x1)?]

Xy — X1
_ 1 [(r—x1)?=(xo—x1)?
Lg _E[x X1x2—::10 X1 ]fxxlz f;gdxdx (11.44)
K )2 ( )2] X2 x
X—=Xx1)"— (X — X%
F1 () = LMy + 17 Ry = 52T R [
Xy — X1
[(x x1) —(XO—X1) ]fXZJ‘ Rydxdx (”45)

2 X2—X1

42



Chapitre 11 Outils mathématiques

11.4 Conclusion

Les outils mathématiques décrits dans ce chapitre sont couramment utilisées pour
résoudre des probléemes mathématiques modélisés par des équations différentielles ordinaires

(EDO) et aux dérivées partielles (EDP) par le biais qu’ils présentent des avantages tels que :

e Facilité de programmation ;

e Stabilité de la solution ;

e Modification simple du pas d’intégration ;

e Permettent de traiter des problémes non linéaires sans passer par la discrétisation et la
linarisation. Ceci est justifié dans I’application de la méthode de décomposition

d’Adomian (ADM) et I’approche de Duan-Ruch

L’ application de ces outils mathématiques permet de résoudre numériquement et
analytiquement les modeéles mathématiques qui regissent les probléemes dynamiques de

I’écoulement de Jeffrey-Hamel.
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I11.1 Introduction

L’ecoulement de Jeffrey-Hamel auquel nous nous sommes particulierement
intéressés, constitue une famille de solutions exactes des équations de Navier-Stokes
régissant les mouvements radiaux bidimensionnels permanents d’un fluide viscoélastique
entre deux parois planes rigides non paralleles formant un angle 2a entre elles. La
configuration géometrique de I’écoulement du fluide viscoélastique étudié est illustrée par

la figure ci-dessous (Figure 111.1).

n+a —a

Figure I11.1 : Configuration géométrique

Notre probléeme considere donc I’étude dynamique de I’écoulement d’un fluide

viscoélastique entre deux parois planes non paralléles dans un convergent-divergent.

Pour bien distinguer entre écoulement convergent et ecoulement divergent, on peut

agir sur plusieurs parametres:
e Cas 1: Pour distinguer entre les écoulements, on agit sur le signe de I’'angle « :

{Canal convergent : a <0
Canal divergent : a >0

45



Chapitre 111 formulation et résolution du probléme non-lineaire de I’écoulement
d’un fluide viscoélastique entre deux parois non paralleles

e Cas 2 : Dans ce cas, la distinction se fait en considérant les conditions aux limites.

Plus précisément, il faut inverser les conditions aux limites, ce qui donne:

{Canal convergent : f(0)=1letf(1)=0
Canal divergent : f(0)=0etf(1)=1

La fonction f représente la distribution des vitesses.

Dans cette étude, on va considérer le premier cas pour différencier entre écoulement

convergent et écoulement divergent.
I11.2 Etude dynamique de I’écoulement de Jeffrey-Hamel traditionnel
111.2.1 Formulation mathématique
Dans ce paragraphe, on va se concentrer sur I’étude dynamique de I’écoulement de
Jeffrey-Hamel traditionnel (équation de la distribution de la vitesse). Cette étude est basée

sur les travaux de Kezzar et Sari [60].

Le mouvement d’un fluide incompressible et visqueux, se caractérise généralement

par le modele mathématique suivant:
(’}V >\ — _ 1 N u —
—+(VV)V = —grddP + AV (111.1)

(111.1) représente I’équation de Navier-Stokes pour I’écoulement des fluides réels.

L’écriture de I’équation (I111.1) en coordonnées cylindriques pour un écoulement

purement radial (V. =V (r,0), Vy, =V, = 0) est donnée sous la forme suivante :
Lay)=0 (11.2)
ar rv,) = .

(P04 =——(2) +v (V2% - 5) (11.3)
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—_9(r 1ove
0= (p) +2v (111.4)

L’ équation (111.2) conduit a :
o= f(0) >, =12 (111.5)

Des équations (111.3), (111.4) et (111.5), on obtient :

FE)=5+ (o
%(g) :i_;f' (111.7)

La dérivation des equations (I11.6) et (I11.7) par rapport & € et r respectivement,

conduit a :
O] s e
IO o

En additionnant (111.8) et (111.9) et en éliminant le terme de pression, on aboutit a une

équation différentielle non linéaire du troisieme ordre :

frHaf +2ff =0 (111.10)
Avec les conditions aux limites :
+ Sur les parois fixes solides (8 =+ a) . f (#a) = 0, (1n.11)

- Sur I’axe du canal (8 = 0): £'(0) =0 (111.12)
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AVEC frax = Vi représente la vitesse maximale sur I’axe du canal.

La normalisation des équations de I’écoulement étudié est tres importante. A cet

effet, considérons la variable sans dimension F (6)définie par :

_ % _I®
F(O) =, —=70, (111.13)

dont elle peut s’écrire aussi sous la forme :

£ 0
= — = — -1 < <
F(n) 0 avec 1= - (1< p<+1) (11.14)

Introduisons le débit sans dimension qu’on note Q. Par la suite, tenant compte de la

viscosité cinématique v du fluide, il vient :
Q _ +1
“=Re [ F(ndn, (111.15)

et le nombre de Reynolds R, s’exprime ainsi par :

Re — 7 Vinax -@ — f(O).(Z (”|16)

v v

D’autre part, I’dimensionnement des dérivées de la fonction F (&) donne :

((F0)==F
4 F'(8) = —F (1) (111.17)
(70 = 577

L’equation (111.16) et le systeme (I11. 17) donnent :

F"(n) + 4a®F'(n7) + 2ReaF (n)F (1) = 0 (111.18)
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Avec les conditions aux limites :

+ Surles parois (7= +1):F(£1)= 0 (111.19a)
+ Surl’axedelaconduitt(m=0): F(0)=1, F'(0)=0 (111.19b)

La contrainte de cisaillement au niveau des parois (due au frottement fluide-paroi)

est donnee par :

10
T, = u(;.ﬁ) - (111.20)

En outre, le coefficient de frottement est défini comme suit :

Cr=—x (111.21)

p-fi 7%1ax

En utilisant les paramétres sans dimensions, I’équation (I111.21) peut se formuler

comme suite :

C = Rie_.F’(1) (111.22)

111.2.2 Traitement numérique et analytique

Cette partie considére la résolution des equations (I1I. 18) et (Ill. 22) qui
caractérisent, respectivement, la distribution des vitesses et le coefficient de frottement

fluide-paroi dans I’écoulement de Jeffery-Hamel.

Pour le traitement numérique, on utilise la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg
d’ordres 4 et 5 pour résoudre I’équation (I11.18) apres sa réduction en un systéme
d’équations différentielles ordinaires du premier ordre. Par ailleurs, on utilise la méthode

de Tir pour établir les résultats numériques liés au coefficient de frottement.
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Pour sa part, le traitement analytique considére I’application de la méthode de
décomposition d’Adomian (ADM) pour déterminer la distribution des vitesses et le
coefficient de frottement de I’écoulement de Jeffrey-Hamel traditionnel.

L application de la méthode ADM a I’équation (111.18), caractérisant la distribution
des vitesses, est résumée dans ce qui suit.

Soit,

LF = —2R,aFF — 4a’*F’

(111.23)
ou L est I’opérateur différentiel, défini par :
[ = % (111.24)
L’opérateur inverse L~ de I’opérateur différentiel L s’écrit par :
L™= [ fy Jy (w) dndnen (111.25)
Les équations (111.23) et (111.25) donnent :
F(n) = F(0) + F'(0)n + F'(0) L+ L™ (Nuw) (111.26)
Avec la partie non linéaire Nu :
Nu = —2R,aFF — 4a’F’ (111.27)

Les constantes F(0), F'(0) et F"(0) dépendent des conditions aux limites (111.19)

En respectant la distinction entre le type de I’écoulement (Convergent/Divergent), les
constantes F(0), F'(0) et F'(0) s’expriment :
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+ Pour les canaux convergents/divergents:

F(0)=1
F(0)=0 (111.28)
F(0O=a

L application des conditions (111.28) a I’équation (111.27) conduit a :
2
F(n) =1+ 0n+a=-+ L7 (Nu) (111.29)

et I’équation (111.26) devient :

F(n) = Fy + L1(Nu) (111.30)

AvVec :

Fo=1+al (111.31)
La constante a se détermine a partir des conditions aux limites.
111.2.3 Implémentation de la méthode ADM
L’ application de la méthode ADM conduit aux résultats suivants :
Les polynémes d’Adomian sont :

Ay = —2aRean — 4aa’n — a’*Rean? (111.32)

2 8 8 3
Ay = —4aa’n + §cRe2a2n3 + §aRea3n3 + §aa4n3 + gazRezaan +

6 2 3.5, 1 3
ca Rea°n tza (1.33)
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A, = %aRe3a3n5 + %aRezoz“n5 + %aReasn5 + %aa%s + %azRe3a3n7 +

22 on 2 4.7 , 22 2 5.7 11 353 3.9, 11 3,2 4 9
—a‘Re‘a —a“Rea —a’Re’«a —a’Re“«a
315 n +315 n +1890 n +945 n+

1 4533 11
o050 & Re’a’n (11.34)

Les termes de la solution (F;, F5, ... E;,) sont exprimés par :

-1 4_1_ 2.4 1 2 6
F; = - aRean caan’ ———a Rean (111.35)
, = —LaRe2a2n6 aRea3n® — iaoz4n6 - iaZReZszn8
180 5 45 560
_ ! o2p..3.8__ 1 _3p.2.2.10
a0 @ Rea’n 300 & Re“a“n (111.36)
F3; =— aRe3a3n?® —LaRezoc‘*n8 - LaReocSn8 - Laoc6778
37 5040 840 420 630
1 953310 _ 11 959 410 _ _ 11 an 5 19 _ a’Redaip’?
253600 & ReTam Ti3a00 & Re“a™n T13a00 & Rea™n 226800
3pe2 412 _ 1 4R a3 3,14
3200 & Re“a*n ~se2200 & Re’a’n (111.37)

Par ajout des termes (Fy, F;, F», ... ), on obtient la solution du probleme dynamique de

I’écoulement de Jeffery-Hamel traditionnel, qui se traduit par :

La constante a se détermine par application des conditions aux limites. Par ailleurs, la

précision de la solution augmente avec I’augmentation du nombre d’itérations “’n’’.

111.3 Etude dynamique de I’écoulement de Jeffrey-Hamel pour un fluide
viscoélastique
111.3.1 Formulation mathématique

L’écoulement du fluide est supposé constant le long de la direction z et nous

présumons un simple mouvement radial. Donc, nous pouvons écrire :

V.=V(r0),V,=V,=0 (111.39)
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Le modéle mathématique décrivant un tel écoulement est donné par :

v =0, (111.40)
av
pl5+ . WV =-vP+vr (111.41)

Ou V est la vitesse du fluide, p est la densité du fluide, P est la pression du fluide et 7 est le

tenseur des contraintes.

Les formes réduites des équations de continuité et de Navier-stokes pour un
écoulement laminaire, stationnaire et purement radial sont données en coordonnees

cylindriques (r, 8, z) par ce qui suit :

ror V) =0 (111.42)
Ve _ _9oP (10 10t9, _ oo

p (Vr _r) T or + (r or (T'Trr) + r 00 r ) (|||43)
_1op (10 2 10799 | Tor—Tre

0 p 98 +(r26r (r Tre)-l_r Y + ” ) (11.44)

En fonction de I’équation (111.5), nous déclarons que I’expression (rV,.) est seulement

fonction de I’angle 6 et nous pouvons écrire :

V. = £(6) (111.45)

Le fluide viscoélastique considéeré obéit a la forme du second ordre. Dans ce cas, le

tenseur de contrainte, 7, peut étre associé au champs de déformation [49]

T=ayD + ay,DV + azD.D (111.46)

Ou D est la partie déviatorique du tenseur gradient de vitesse, qui est donnée par la formule

suivante :

53



Chapitre 111 formulation et résolution du probléme non-lineaire de I’écoulement
d’un fluide viscoélastique entre deux parois non paralleles

D = [V + (V)] (111.47)
L’indice V est la dérivée supérieure qui est fonction du temps et s’exprime comme

suite [49] :
DY =(WV.V)D — (VW'.D —D.VV (111.48)

a , a, et az sont les propriétés du fluide définies par :

ay = HUo; @z = —P10; a3 = 4Py (111.49)
Ou po est la viscosité du fluide, ;o et ,, sont, respectivement, les coefficients
d’élasticité du premier et deuxieme ordre du fluide de la contrainte normale [50]. L’indice
"zéro" dans I’équation (111.49) indique que les propriétés sont calculées avec un taux de

cisaillement nul.

En utilisant I’hypothese d’un écoulement purement radial, le tenseur de contrainte

peut étre exprimé comme [51] :

-2"’& 1ovr
T=aln o
| 06 or
g B0 _h v
1 " or? r2 90 r 0rof
‘1 o a2y V2o VoV
LTy 2L 4217
r2 00 r 0roé r2 r 06
(%) 2 (2 100K 1 o))
_ or r2\ a6 r dr 00 r? 06
[1awaw+3vraw 4(614)2 ‘
r or 060 r2 060 or
v, \2 1 faV,\2 20V, 9V, v, av,
1G5 +5(Gr) sty
-« 20V, v, v, oV, 1 (av,\2 av.\2 (111.50)
ettt S(5) +4(5H)

Maintenant, définissons les parametres suivants :
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_fe . _9
Fm===in=3 (111.51)

ou f, est le taux de mouvement dans la direction radiale caractérisant la vitesse
maximale(fy, = rV,.x ). En éliminant le terme de pression des équations (111.43) et (111.44),

nous obtenons :
F" +2R,FF + 4a*F + W;(8aFF" +32a°FF) =0 (111.52)

Les nombres de Reynolds (R,) et de Weissenberg (IW;) d’un écoulement de fluide

viscoélastique entre deux parois inclinées sont présentés par :

R = phe _ { fo >0, a>0 Canal divergent (111.53)
¢ w  lfy <0, a<0 Canal Convergent’ '
w, = Lok (111.54)

rluga

En conséquence, en termes de F(n), les conditions aux limites sont exprimées comme :

+ Sur I’axe de la conduite : F(0) =1,F (0) =0, (111.55)

* Sur les parois de la conduite : F(+1) =0 (111.56)

111.3.2 Traitement numérique et analytique de I’écoulement

Dans cette section, nous proposons de résoudre une équation différentielle non
linéaire de troisieme ordre d’un écoulement hydrodynamique d’un fluide viscoélastique
dans des canaux convergents/divergents. L’équation différentielle non linéaire modélisant
I’écoulement étudié est donnee par I’équation (111.52) avec les conditions aux limites
(111.55) et (111.56).

55



Chapitre 111 formulation et résolution du probléme non-lineaire de I’écoulement
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Définissons I’opérateur linéaire L, I’opérateur restant R et I’opérateur non linéaire N

comme sulite :
LF () = =S (111.57)
n
RF(n) = 4a?F (111.58)
NF(n) = 2R,aFF + W;(8aFF" + 32a’FF") (111.59)

D’autre part, I’opérateur inverse L~ de I’opérateur différentiel L représente n — fois

I’intégration et s’écrit :
L7 ) =[] fy [y &) dndndn, (111.60)

En utilisant I’algorithme d’Adomian, I’équation originale de I’écoulement viscoélastique

considérée, entre deux parois planes non paralleles, peut étre réécrite comme suite :
LEmM)+R(Mm)+Nmn) =0 (11.61)
Ensuite, nous résolvons le terme LF comme suit :
LF(n) = —RF(n) — NF(n) (111.62)

L’application de I’opérateur inverse L~ aux deux termes de I’équation (l11.62)

entraine :
L'LF(n) = —L7'RF(n) — L"'NF(n), (111.63)
Ou:
3 , 2y
LLEm) = [ [ [T dd;g“ dndndn = F(n) = F(0) —nF (0) = ZF"(0)  (111.64)

Par conséquent, nous obtenons :
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F@p) — F(0) = F (0) = F" (0) = ~L"'RF () — L™'NF () (111.65)

En considérant les conditions aux limites sur I’axe de la conduite (111.19), I’équation
(111.65) devient :

F) = 1+2F' (0) — L"'RF () — L™'NF (), (111.66)
Ensuite, la solution est évaluée pour n = 1. Nous obtenons :

1+5F"(0) — L{'RF(n) — LT'NF (1) = 0. (111.67)
L’opérateur intégral L7* est défini par :

LG = (L7 Gy= = [, J) [ G(p) dndndn (111.68)

Maintenant, résolvons la dérivée du second ordre évalué aa zéro, nous obtenons :

F"(0) = =2+ 2L7*RF () + 2L7*NF (). (111.69)
La substitution de I’équation (111.69) dans (111.66) donne :
F(n) =1—n*+n%L{'RF() + n?L{NF(n) — L"*RF(n) — L"'NF (n), (111.70)
Selon la méthode d’Adomian, la solution en séries et la non linéarité sont données
par :
F() = Xm=0E.(m), (11.71)

NF(m) = Xm=0Am (M), (1.72)

Ou A,,(Fo(n), F1(m), ..., E,(m)) sont les polynémes d’Adomian.
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Finalement, le schéma récurrent de la méthode de décomposition d’Adomian

modifiée dit de Duan-Rach est donnée par :
Fo(m) = 1-177, (111.73)
Fov1(n) = n?LT'RF() + n?LT'NF () — LT'RF() —L7'NF (). (111.74)
111.3.3 Implémentation de la méthode DRMA
L’ application de la méthode décrite dans la section 111.3.2 ci-dessus sur I’équation de la

dynamique de I’écoulement du fluide viscoélastique étudié permet de déterminer les

termes de la solution. En effet, Les premieres composantes de la solution sont données par:

F,=1-1n?, (11.75)
1 2R,a 32W;a? 1 a’n*
F, = — 2.2 € L 2 ZR 4
134 (12+ 15 )7 Tl T3
+3wadnt — L R,an® — 2 wiadn® (111.76)
3 Viat 30 e @] = viat -
_ 31R.a 124W;a 2 163R,%a? 94 29Rea3 _ 32wa?
F= (1260 + + 315 )77 ( 18900 105R Wia 1260 5T

652ReWia44725—1504Wi2a4105+116Wi2a5315+10432Wi2a6472572+145KRea’
n4—43ReWialyd+245Rea3n4+118Rea3n4—83Wia3nd+19a4y4+1645KRelWiadn4
—643Wi2adyd+85Wiasnd+25645KRelWi2abyd—150Re2aln6+815ReWialy6—145
Rea3n6—245Rea3n6+815Wia3n6—2adn645—825KelWiadn6+12815Wi2ady6—16
15Wiabn6—12825Wi2a6n6+1140Re2aln8—221ReWialy8+1420Rea3n8+184Rea
In8+435ReWia4n8—3221Wi2a4n8+835Wiabn8+6435Wi2ab6y8—11350Re2aly10
—8675ReWiadnl10—128675Wi2a6y10 (I.77)

Finalement, I’ajout des termes de la solution (Fy, F;, F, ... F,) du probléme dynamique de
I’écoulement de Jeffery-Hamel pour un fluide non-Newtonien de type viscoélastique donne
la solution :

F=Fy+F +F +F;+....+F, (111.78)
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I11.4 Conclusion

Dans ce chapitre, l'es équations de la dynamique d’un écoulement d’un fluide
viscoélastique qui gouvernent I’écoulement de Jeffrey-Hamel ont été développées en
considérant le cas traditionnel et celui d’un fluide non Newtonien. Des traitements
numériques et analytiques sont adoptés pour établir la distribution des vitesses. En effet,

les méthodes analytiqgues ADM et DRMA sont utilisées avec succes.
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1VV.1 Introduction

Dans cette partie, on va exposer les principaux résultats du traitement
numérique et analytique du modele étudié tel que le comportement dynamique de
I’écoulement de Jeffrey-Hamel d’un fluide viscoélastique entre deux parois non
paralleles. Le modéle mathématique caractérisant un tel écoulement est une équation
différentielle ordinaire du troisieme ordre. Cette derniere est résolue analytiquement,
en utilisant la technique standard de decomposition d’Adomian (ADM) et une
technique robuste modifiée, appelée Duan-Rach Modified Adomian (DRMA). La
solution numérique utilisée comme guide a été obtenue via I’algorithme de Runge—
Kutta—Fehlberg (RK45). Les effets de divers paramétres physiques caractérisant
I’écoulement tels que le nombre de Reynolds R,, le nombre de Weissenberg IW; et le
demi-angle a du canal sur les distributions des vitesses et le coefficient de frottement
Cr pour les canaux convergents et divergents ont été étudieés. En outre, une étude
comparative a été effectuée afin de tester I’exactitude, I’applicabilité et I’efficacité de

la technique DRMA adoptee.

IV.2 Etude de I’écoulement traditionnel (W; = 0)

Dans cette partie, les résultats des traitements analytique et numérique par les
techniques ADM et RK45 de I’écoulement d’un fluide incompressible et visqueux
entre deux parois inclinées seront visualisés. En effet, ce type d’écoulement est

caracterisé par I’équation (111.18):

F"(n) + 4a®F (1) + 2ReaF (n)F (1) = 0 (Equation 111.18)

Par ailleurs, une attention particuliére a été dédiée aux effets du nombre de Reynolds
(Re) et du demi angle (o) sur les évolutions de la distribution des vitesses et du

coefficient de frottement dans les canaux convergents et divergents.

61



Chapitre 1V Reésultats et discussions

1VV.2.1 Effet du nombre de Reynolds Re

0, 30, 60, 90, 120

—-1.0 —-0.5 0.5 1.0

Figure 1V.1 : Effet du nombre de Reynolds R, sur la distribution de vitesse dans un

canal convergent lorsque W; = 0 et a = —3°

Re = 0, 30, 60, 90, 120

/8
.0

-1 -0.5 0.5 1.0

Figure 1V.2: Effet du nombre de Reynolds R, sur la distribution de vitesse dans un
canal divergent lorsque W; = 0 et ¢ = +3°
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Les figures (IV.1 et IV.2) visualisent I’effet de la variation du nombre de Reynolds
sur la distribution des vitesses dans I’écoulement de Jeffery-Hamel traditionnel dans
des canaux convergents et divergents. D’apres les résultats obtenus, on voit
clairement que les profils de vitesse sont symétriques, et la vitesse présente une

valeur maximale sur I’axe des canaux convergents/divergents.

Pour I’écoulement convergent (débit négatif, Q <0), la vitesse est dirigée vers le
sommet de I’angle et par conséquent la fonction f(&) est négative. En effet, cette
derniére évolue d’une maniére monotone de la valeur 0 au niveau des parois
(6 = ta) jusqu’alavaleur - f (0) (f(0) < 0) surI’axe du canal (8 = 0).

Pour I’écoulement divergent (débit positif, Q > 0), la vitesse est dirigée dans le sens
oppose au sommet de I’angle et par conséquent la fonction £ (&) se verra positive et
variant d’une maniére monotone de la valeur 0 au niveau des parois fixes solides
(6 = ta) jusqu’alavaleur +f (0) (f (0) >0) sur I’axe du canal (6 = 0).

Pour le cas de I’écoulement convergent (Fig. IV.2), il est bien clair que
I’augmentation du nombre de Reynolds conduit & un profil de vitesse plat au centre
du canal avec un gradient de vitesse élevé proche des parois. En conséquence,
I’épaisseur de la couche limite décroit avec I’accroissement du nombre de Reynolds.
Dans un canal divergent (Fig. IV.2), les résultats obtenus montrent clairement que
I’accroissement du nombre de Reynolds peut faire apparaitre le phénomene de
séparation (retour de I’écoulement). 1l est également bien démontré que le débit du
fluide se concentre au centre du canal au fur et a mesure que le nombre de Reynolds

croit. Dans cette situation, I’épaisseur de la couche limite se verra augmentée.
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1V.2.2 Effet du demi-angle a du canal

@ _20, _4(), _6()
0.8

Re =102
0.6}

04;

02}

S — R S S S — "
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0’J

Figure 1V.3 : Effet du demi angle o sur la distribution de vitesse dans un canal
convergent lorsque W; = 0 et Re = 102
F

@ = +2°, +4°, +6°

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figure 1V.4 : Effet du demi angle o sur la distribution de vitesse dans un canal

divergent lorsque W, = 0 et Re = 102
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Pour I’écoulement d’un fluide traditionnel dans un convergent (Figure 1V.3), il
apparait notablement qu’il existe une certaine proportionnalité entre le champ
dynamique et le demi angle a du canal. En effet, I’augmentation du parametre o fait
croitre le gradient de pression favorable et par conséquent la vitesse de I’écoulement
croit, ce qui conduit a la diminution de I’épaisseur de la couche limite. Par contre,
pour un écoulement partout divergent tel que visualisé dans la Figure 1V.4, un
comportement tout a fait inverse a celui constaté pour I’écoulement convergent est
observé. Il est alors bien clair que la vitesse de I’écoulement décroit avec
I’augmentation de I’intensité de 1’angle a et par conséquent 1’épaisseur de la couche
limite augmente se verra augmentée.

D’autre part, le retour d’écoulement (point de séparation) est fortement dépendant du
demi-angle o. En effet, la séparation de I’écoulement est favorisée pour un
écoulement divergent dont le gradient de pression adverse est éleve. Ce phénomene

disparait completement pour un écoulement convergent.

1V.2.3 Evolution du coefficient de frottement

J(=1)

Figure IV.5 : Evolution du coefficient de frottement dans un canal divergent en

fonction du nombre de Re et a pour un écoulement traditionnel lorsque W; = 0.
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Les effets du nombre de Reynolds Re et du demi-angle a sur I’évolution du
coefficient de frottement C; sont illustrés dans la Figure 1V.5 pour I’écoulement
traditionnel d’un fluide incompressible et visqueux dans un convergent/divergent.
D’apres les résultats obtenus, nous constatons que le point de retour dépend du signe
du coefficient de frottement C;. En effet, pour la Figure IV.5, le phénomene de retour
d’écoulement apparait avec le changement de signe du coefficient de frottement
(valeurs négatives, Cr < 0). Il est donc clairement remarqué que I’accroissement du
nombre de Reynolds Re et de I’angle o favorise et accélére 1’apparition du
phénomeéne de retour d’écoulement.

IV.3 Ecoulement d’un fluide viscoélastique (W; # 0)

1V.3.1 Effets de divers paramétres physiques

1VV.3.1.1 Effet du nombre de Reynolds R,

La figure IV.6 illustre I’influence du nombre de Reynolds sur le profil de
vitesse pour un fluide viscoélastique du second ordre dans le cas d’un canal
convergent (@ = —3°) lorsque le nombre de Weissenberg W; = 0,6. Les résultats
obtenus révélent que la vitesse du fluide viscoélastique apparait comme une fonction
croissante du nombre de Reynolds et donc I’épaisseur de la couche limite diminue,
conduisant a des gradients plus élevés aux voisinages des plaques. Cependant, dans
le cas d'un canal divergent (a« = +3°), l'augmentation du nombre de Reynolds R,
conduit principalement a un retour d’écoulement comme indiqué sur la figure IV.7.
En effet, pour un écoulement divergent, le débit du fluide est concentré au centre du
canal avec de faibles gradients de vitesses proche des parois. En conséquence,
I’épaisseur de la couche limite augmente considérablement avec I’accroissement du

nombre de Reynolds R, .

66



Chapitre 1V Résultats et discussions
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Figure 1V.6 : Effet du nombre de Reynolds R, sur la distribution de vitesse dans un

canal convergent lorsque W; = 0,6 et = —3°
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Figure IV.7 : Effet du nombre de Reynolds R, sur la distribution de vitesse dans un

canal divergent lorsque W; = 0,6 et @« = +3°
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IV.3.1.2 Effet de I’angle «
Comme le montrent les Figures 1V.8 et 1V.9, I’effet du demi-angle a du canal
sur la vitesse du fluide viscoelastique a I'intérieur des canaux convergents/divergents,

présente un comportement similaire a celui observé pour les effets du nombre de

Reynolds.
Re = 140 and Wi = 0.2

Numerical
~-—— DRMA

Iy

=10 0.5 0.5 1.0
Figure 1V.8 : Effet du demi-angle a sur le profil de vitesse dans le canal convergent

lorsque W; = 0,2 et R, = 140

Re = 140 and W1 = 0.2
F

Numerical
—~—— DRMA

Figure 1V.9 : Effet du demi-angle a sur le profil de vitesse dans le canal divergent

lorsque W; = 0,2 et R, = 140
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Il est clairement remarqué que le phénomeéne du retour d’écoulement apparait
clairement dans un écoulement divergent, mais il est totalement exclu dans le cas
d'un écoulement dans un canal divergent convergent. Par ailleurs, dans le cas d'un
écoulement convergent, les Figures IV.6 et IV.8 indiquent que de faibles valeurs du
nombre de Weissenberg peuvent avoir un effet stabilisant significatif sur la vitesse
du fluide. Cependant, dans I’écoulement divergeant, l'influence du nombre de
Weissenberg est tout a fait différente. Les figures 1V.7 et 1.9 indiquent que pour des
valeurs supérieures de R, et a (par exemple R, = 300 et a = 9°), le phénomeéne de
séparation dans [I'écoulement peut se produire pour de petits nombres de
Weissenberg. Il convient également de mentionner que le retour d’écoulement
apparait principalement dans le canal divergent pour un nombre de Reynolds R,
élevé, et de grandes valeurs du demi-angle a du canal.

1VV.3.1.3 Effet du nombre de Weissenberg W;

L’influence du nombre de Weissenberg W; sur la vitesse du fluide viscoélastique
pour un canal convergent/divergent (lorsque R, = 180 et a = +3°) est illustré par
les Figure 1V.10 et IV.11. Les résultats obtenus montrent clairement que la vitesse du
fluide est une fonction croissante du nombre de Weissenberg W;. Dans le cas d’un
écoulement divergent comme indiqué sur la Figure 1V.11 (lorsque R, = 180 et

a = +3°), I"augmentation de W; de 0 jusqu’a 2 fait croitre la vitesse du fluide et par

conséquent I’écoulement devient progressivement stable.

Re=180anda = —3°
F

“lawi=o0.0, 1.0 2.0

—— Numerical
-—— DRMA

-1.0 -0.5 0.5 1.0
Figure 1V.10 : Effet du nombre de Weissenberg W; sur la distribution des vitesses

dans un canal convergent lorsque R, = 180 et @« = —3°
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Re=180anda=3°

Wi=0.0, 1.0, 2.0

——— Numerical
| - DRMA

' i n
-1.0 -0.5 0.5 1.0

Figure IV.11 : Effet du nombre de Weissenberg W; sur la distribution des vitesses

dans un canal divergent lorsque R, = 180 et ¢ = +3°

IV.3.1.4 Effet du nombre de Weissenberg W; sur le nombre de Reynolds
critique R,

La Figure 1V.12 montre I’effet du nombre de Weissenberg W; sur le nombre
de Reynolds critique R,.. En effet, les résultats montrent que R,. augmente avec
I’accroissement du nombre de Weissenberg W;. Par ailleurs, comme le montre la
Figure V.13, visualisant I’impact du nombre de Weissenberg W; sur I’évolution de
R,., on constate que I’accroissement de W; de O jusqu’a 2 conduit a I’augmentation
du nombre de Reynolds critique R,.. Cette augmentation a un effet direct sur le
phénoméne de séparation de I’écoulement. De la figure IV.13, il est également
constaté, pour a = 3°, qu’une augmentation du nombre de Weissenberg W; entraine
une augmentation du nombre de Reynolds critique R,. (une augmentation estimée
d’environ 28% ) ; cependant, pour a« =5° R,. augmente d’environ 60% avec
I’augmentation de I’intensité de W,;. Par consequent, comme il est montré
graphiquement, le phénoméne de retour d’écoulement est entierement disparu
avec I’augmentation du nombre de Weissenberg. Il est donc préférable d’utiliser un
liguide possédant un degré d’élasticité peu élevé pour éviter la séparation de

I’écoulement dans certaines configurations telles que les diffuseurs. En effet,
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I’utilisation des additifs polymeéres peut accomplir cette tache. 1l est donc bien clair,

gu’avec lI’augmentation de la concentration d’additifs polymériques, la vitesse du

fluide se trouve augmentée au voisinage de la paroi en raison des contraintes

élastiques importantes créé dans la direction de I’écoulement.

Re.
100
90 |
801 / __ Numerical
/ - = = DRMA
70 i & Spectral method [52]
60 > : . . . : H,I

Figure IV.12 : Evolution du nombre de Reynolds critique R,, en fonction du nombre

-
N

200+

c

de Weissenberg W; le dans un canal divergent (a« = 10°)

—— Numerical

© DRMA

Figure 1\V.13 : Effet de a et W; sur I’évolution de R,. dans un canal divergent
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1V.3.1.5 Evolution du coefficient de frottement Cs

Les effets de divers paramétres physiques tels que le nombre de Reynolds R, ,
le demi-angle a et le nombre de Weissenberg W; sur I’évolution du coefficient de
frottement sont illustrés par les Figures 1V.14, 1V.15 et 1V.16. Les resultats obtenus
montrent clairement que le coefficient de frottement diminue avec I’accroissement
des parameétres R, et a. Autrement dit, le retour d’écoulement commence avec la
génération des valeurs négatives du coefficient de frottement comme montré sur les
Figures 1V.14, 1V.15 et IV.16. Cependant, les Figures IV.15 et 1V.16 montrent que
I’augmentation du nombre de Weissenberg W; retarde la séparation de I’écoulement

et par conséquent le phénomene de retour d’écoulement se trouve entiérement exclu.

Wi=0.2

—— Numerical

a N
Re =100, 120, 140 DU

05}

-1.0¢+

Figure IV.14 : Evolution du coefficient Cr en fonction du demi angle a sous I’effet

du nombre de Reynolds R, lorsque W; = 0,2
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Figure IV.15 : Evolution du coefficient Cr en fonction du nombre de Weissenberg

W; sous I’effet du nombre de Reynolds R, lorsque & = +5°
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Figure IV.16 : Evolution du coefficient de frottement Cr en fonction du nombre de

Reynolds R, sous I’effet du nombre de Weissenberg W; lorsque a = +3°
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IV.4 Comparaison des resultats

Afin de tester la fiabilit¢ de I’algorithme de Duan-Rach adopté, une
comparaison des résultats obtenus par la technique DRMA avec ceux de la méthode
ADM et du traitement numérique RK45 a été faite.

Comme visualisé dans les Tableaux IV.1 et 1V.2, pour les canaux convergents
et divergents, les résultats sont similaires et justifiant ainsi la validité, I’applicabilité
et la grande preécision de la technique DRMA.

Par ailleurs, selon les résultats acquis et illustrés par les Tableaux 1V.3 et IV .4,
une excellente concordance est clairement observée entre les résultats analytiques
DRMA et ceux reportés dans la littérature scientifique obtenus par la méthode de
perturbation d’homotopie (HPM) et de décomposition d’Adomian (ADM).

De plus, la figure IV.17 montre I’évolution de I’erreur entre la technique
DRMA et la solution numérique utilisée comme guide. Il est a préciser que la
méthode DRMA converge rapidement et la 96™¢ approximation donne une meilleure
précision. Finalement, les résultats de la Figure 1V.18, pour le cas d’un écoulement
classique dans un convergent/divergent, montrent une excellente concordance entre

les techniques DRMA et ADM adoptées dans cette etude.

n W,=01,R, =4anda =5°
fNum érique F-DRMA | pruam Erique” _ DRMA]

0.0 1.0 1.0 0.0

0.1 0.9895300324205666 0.9895300364641372 4.0435x 107°
0.2 0.9581909427231841 0.9581909505551663 7.8319 x 10~°
0.3 0.9061906684579893 0.9061906788564463 1.0398 x 1078
0.4 0.8338609514058313 0.8338609652212889 1.3815 x 1078
0.5 0.7416354749597093 0.7416354976383418 2.2678 x 1078
0.6 0.6300199401053593 0.6300199707352995 3.0629 x 1078
0.7 0.4995545811475104 0.4995546199039617 3.8756 x 1078
0.8 0.3507697123508108 0.3507697538611038 41510 x 1078
0.9 0.1841346221095064 0.1841346657025901 43593 x 1078
1.0 0.0 0.0 0.0

Tableau V.1 : Comparaison entre les résultats analytiques et numériques

(cas d’un écoulement divergent)
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n W, =01,R, =4and a = 5°
FNumérique FDRMA |Fnum érique __ FDRMA|
0.0 1.0 1.0 0.0
0.1 0.9904530002185159 0.9904530044903361 42718 x 107°
0.2 0.9617439672275536 0.9617439679865903 7.5903 x 10710
0.3 0.9136726858692538 0.913672683452572 2.4166 x 10~°
0.4 0.8459187403063412 0.8459187332136736 7.0926 x 107°
0.5 0.7580617963641878 0.7580617740976469 2.2266 x 1078
0.6 0.6496106959019802 0.6496106589682232 3.6933 x 1078
0.7 0.5200420180828118 0.5200419614722137 5.6610 x 1078
0.8 0.3688484719128555 0.3688484068159975 6.5096 x 1078
0.9 0.1955975482945193 0.1955974750177266 7.3276 x 1078
1.0 0.0 0.0 0.0
Tableau V.2 : Comparaison entre les résultats analytiques et numériques
(cas d’un écoulement convergent)
Solution Référence HPM [53] ADM Présente étude
n numérique [52] (DRMA)
R,=1a= —%etWi =0.2
0.2 0.962287 0.963548 0.9619 0.962282 0.962282
0.4 0.847183 0.846997 0.8459 0.847167 0.847167
0.6 0.650211 0.648604 0.6485 0.650193 0.650199
0.8| 0.367687 0.368994 0.3663 0.367674 0.340682

Tableau V.3 : Comparaison entre la solution DRMA, la solution numérique et les

données de la littérature disponible (canal convergent)
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Solution Référence HPM [53] ADM Présente étude
n | numérique [52] (DRMA)
&=La=—%ﬂm=02
0.2 0.956554 0.949341 0.956201 0.956547 0.956552
0.4 0.828098 0.830153 0.826919 0.828076 0.828088
0.6 0.620051 0.623 252 0.618181 0.620023 0.620034
0.8 0.340697 0.347518 0.339019 0.340678 0.340682

Tableau IV.4 : Comparaison entre la solution DRMA, la solution numérique et les

données de la littérature disponible (canal divergent)
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Figure IV.17 : Erreur de la méthode DRMA en comparaison avec la solution

numérique
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0 o 05 05 S~ .10 "

Figure 1V.18 : Comparaison des solutions analytiques DRMA et ADM pour

la distribution des vitesses dans un canal convergent/divergent
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1 Introduction

The steady, two-dimensional fluid flow between nonparallel plates is well proven to be one
of the few exact solutions for the Navier—Stokes equations. It is also well recognized. Firstly,
Jeffery [1] and Hamel [2] provided the mathematical formulation of this flow. Thereafter,
a wide number of studies were undertaken that resolve the nonlinear formulations arising
from Jeffery—Hamel flow. In fact, in terms of the Jacobian elliptical functions, Rosenhead
[3] offers a solution to Jeffery—Hamel flow. Millsaps and Pohlhausen [4] studied numerically
the heat transfer Jeffery—Hamel problem using finite difference method and explored the
exact solution of thermal distributions. Fraenkel [5] examined the laminar flow in symmet-
rical channels with marginally curved walls. The effects on Jeffery—Hamel flow of magnetic
field and NPs by Adomian decomposition method (ADM) have been examined by [6]. Their
results are very much in line with the numerical Runge—Kutta (RKM) method. Hatami et al.
[7] utilized various analytical approaches to solve the formula that governs the flow of magne-
tohydrodynamic (MHD) nanofluid Jeffery—Hamel (J-HN). The least square method (LSM)
was found to be more reliable when the studied problem was resolved. On the other hand,
the Jeffery—Hamel flows stability between nonparallel plates has grabbed the interest of the
researcher’s society and was well analyzed by many authors [8—12]. Many investigators,
including Refs. [13-31], have recently examined the fluid flow problems. On the other hand,
non-Newtonian flow via convergence/divergence channels is of extreme importance and has
attracted the interest of researcher’s group [32-37].

Recently, to analytically solve the nonlinear boundary problems, various methods have
been developed, such as homotopy method (HAM) [38, 39], variational iteration method
(VIM) [40, 41] and ADM [42]. In 1980s, AMD was discovered by Georges Adomian, which
is one of the powerful methods. The method solution is a quick-converging array of ele-
gantly computable terms, offers much simpler analytical approximations and requires no
lines, choice or disturbance. Thereafter, various modifications were made on the standard
ADM. The Duan—Rach approach (DRA) [43] was considered as one of the reliable modified
decomposition methods. In fact, DRA method is mainly used to solve a large class of multi-
order and multipoint nonlinear boundary value problems [44, 45]. Eid et al. [46] probed the
magnetoflow of radiation and heat generation via a circular cylinder of SWCNTs into blood
as a base fluid by FEM. Lahmar et al. [47] studied the thermal features and flow between two
parallel plates of a straightening time-dependent nanoliquid (magnetite—water) by utilizing
DTM. Fractional system of longitudinal convective fins in thermal conductivity using the
invariant subspace approach has been elaborated in [48].

This work aims to model and simulate the dynamic behavior of Jeffery—Hamel viscoelastic
liquid flows between nonparallel surfaces. Firstly, the mathematical formulation allowed us
to describe an ordinary differential nonlinear equation of third order. Thereafter, the obtained
equation arising from mathematical modeling was solved numerically via RKM featuring
shooting technique and analytically via a new modified technique of computation called
Duan—Rach modified Adomian method (DRMA). The computer codes were developed pri-
marily to investigate the viscoelastic fluid dynamics in nonparallel plane surfaces. The effects
of various physical parameters of interest such as Reynolds number Re, Weissenberg num-
ber W; and channel half-angle o on velocity distribution and skin friction coefficient for
both converging and diverging flows have been investigated. Also, a comparative study was
performed in order to test the accuracy, applicability and efficiency of the adopted DRMA.
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2 Mathematical description

The geometrical configuration of the studied viscoelastic fluid flow between nonparallel plane
walls is drawn in Fig. 1. The flow is assumed to be constant along the z-direction, and we
presume a simple radial motion; i.e., we can write V, = V(r,0); Vg = Vz = 0.

V.V=0, (1
v
p|:§+(V-V)V:|:—VP+V-t, )

where V is the fluid velocity, p is the fluid density, P is the fluid pressure and 7 is the extra
stress tensor.

The reduced forms of continuity and the equations of Navier—Stokes for steady laminar
and pure radial circulation are given in cylindrical coordinates (r, 6, z) as follows:

19

— = (V) =0, 3)
ror
v, P 19 109, 00
Vi— | =——+-— +— -—, 4
,0( " or ) ar (r ar(””) r 00 r ) @)
10P 1 0 10 -
0= ———+ 77(r21-r0)+7ﬂ+u s (5)
p 90 r2 ar r 06 r

Depending on Eq. (3), we declare that the amount (r V) is based on 6 and we can write:
rVe = f©). (6)

The flowing visco-elastic fluid obeys the second-order form. In this case, the additional
stress tensor, T, can be associated with the deformation field as [49]:

t=a1D+aDY +a3D - D, @)
where D is the velocity gradient tensor deviatoric part which is given in the following formula:

D= %[vvuvvf]. ®)

T+a —a

Fig. 1 Geometrical configuration
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The subscript V is the special upper convected time derivative given as follows [49]:
=W -V)D—-VWI.D-D.VV, 9)
a1, ap and a3 are liquid properties defined as
o1 = Ho; a2 = =105 o3 = 4P, (10)
where (g is the fluid viscosity and 1,0 and Y2 o are the first and second fluids’ elasticity

coefficients of normal stress, respectively [50]. The subscript “0” in Eq. (10) denotes that the
properties are calculated in zero shear rate.

By using the flow assumption of the pure radial, the stress tensor can be expressed as [51]:

av, 1V,
ar r 060
T =0aj.
-1 gy, 20V
r 00

@’ Vl _V.av, Vi 92 V
([ 2V 52 —72%0 Y 7 a0
av, v, 8%V, v, aV,
2 + r dorof 2 +2 r or

r or 90

2
L OV AV, 0V, A
r 90 +3r2 20 4( )

v, \2 14V, 9V, v, ov,
+3%
30 2

| 4)

~ =

2 2
3V, L(aVe\™ 20V, 0Vs L AV, 0Vs
4(ar)+*<ao) P e Y205
L R A A T N ACIVAAT an
P e Y2550 72(39) +4(7>
Now, define the following parameters:
Q)
F() =——n=0/a, 12)
Jfo

where fo is the movement rate in the radial orientation (fp = r - Vmax), and removing the
pressure term from Egs. (4) and (5), we get

F" +2ReFF +40*F + W; - (8aFF" +32° FF') = 0. (13)

The Reynolds (Re) and Weissenberg (W;) numbers of the viscoelastic fluid flow between
inclined walls are introduced as:

Re — p-fo-a| fo >0, a> 0Divergent channel (14)
T o fo <0, « < 0 Divergent channel ’
V1.0 fo
Wi=-—F—7—. (15)
r oo
Accordingly, in terms of F'(#), the boundary conditions are expressed as
at the channel centerline: F(0) = 1, F/(0) =0, (16)
at the channel body: F(£1) = 0. a7
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3 Basic concept of DRMA

Consider the following third-order nonlinear differential equation:
Ly=Ny+Ry+g, (18)
subject to the Dirichlet boundary conditions
y(x1) = o, ¥'(x1) = @1, y(x2) = a2, x1 # x2, 19)

where L is areadily invertible linear operator, N is anonlinear operator, R is alinear remainder
operator and g is the system input.

Now, L~! is deemed as an inverse operator that constitutes an n-fold integration.

In fact, implementing L~! to both sides of Eq. (18) yields:

L~ 'Ly =L 'g+ L7'[N + R]y. (20)

By taking the inverse linear differential operator L~! as

n

nn
L‘lszfdndndn, 1)

xXo X1 B

where f is a prescribed value in the specified interval. Then, we have:
-1 ’ 1 ” 2 2
L™ Ly =y(x) — y(xo) —y (x1) - (x —Xo) — 5 (B) - [(x = x1)* = (xo — x1)*] (22)

Operating with the inverse operator L~! on both sides of Eq. (20) yields:

1
L™ [Ny +Ry+gl=yx)—y(xo)—y (x)-(x — x0)=5-3" (B)-[(x = x)* = (xo — x1)*]

We differentiate Eq. (23), then let x = x, and solve y”(8); hence, (23)
) -yen L[]
Vi) = LRy [ [y« Ry + garar 24)
X2 — X1 X2 — X1
X1 B
Substituting Eq. (24) into Eq. (23) gives
1 ") =y (x1)  _
Y0 =y(0) = ¥ (- = x0) + 5 [0 = x)? = o —x)? ] e L
X2 — X1
X2 X
1 N2 N2
[ =a)? = (o XI)]f/gdxdx
2 Xy — X1
X1 B
X2 X
1[(x = x1)? = (xo — x1)2
— 7[( V) (xo ) ] //Nydxdx+L_1Ny
X2 — X1
X1 B
X2 X
1= x)? = (xo — x1)?
_ e )t - o )] //Rydxdx+L_1Ry (25)
2 X2 — X|
X1 B
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From Eq. (25), we notice that the three boundary values y(xo), y'(x1) and y’(x) are
included and consequently the undetermined coefficient was replaced. Thereafter, the series
solution and the nonlinearity are given as follows:

o0
u(x) =Y um(x), (26)
m=0
o
Nu(x) = Y Ap(x), 27)
m=0
where A, (uo(x), ui(x), ..., un(x)) are the Adomian polynomials.

According to the Duan—Rach approach, the solution components are determined by the
following recursion scheme:

1 ’ oy
yo = y(x0) = ¥/ Gen).(x = x0) + 3 [(x =) = (0 - G R A G S

X — X1
X2 X
1 N2 N2
_7[()6 x1)” — (xo — x1) ]//gdxdx 28)
2 X2 — X1
X1 B
X2 X
1 N2 N2
Vsl :L’lAm+L*1Ry—7[(x *1)” — (0 xl)]//Amdxdx
2 Xy — X1
X1 B
X3 X
1T = 2002 — (g — x1)>
1[G =x)? = (0 — x1) ]//Rydxdx 29
2 X2 — X1
X1 B

4 Implementation of DRMA

In this investigation, we propose to solve via DRMA the third-order nonlinear DE of hydro-
dynamic flow of viscoelastic fluid in convergence/divergence channels. The third-order non-
linear DE of the studied flow is given by Eq. (13) with the boundary conditions as follows:

F(£1) = 0 at the channel body,

F(0) =1, F’(0) = 0 at the channel centerline.

‘We define the linear operator L, remainder operator R and nonlinear operator N as follows:

d*F(n)
dn3

LF(n) = ,RF() =40*F',NF (1)) = 2R.a FF' + W;.(8¢FF" + 322 FF')

(30)

On the other hand, the inverse operator L~! that represents n-fold integration is defined

as
nnn
L~ = / / f (W)dndndn, €3]
0 0 0

and by using the Adomian’s operator-theoretic notation (31), the original equation of the
considered viscoelastic flow between nonparallel plane walls can be rewritten as

LF()+RF()+NF(n) =0 (32)
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Then, we solve the term L F on the left-hand side as
LF() =—RF(n) — NF() (33)
The application of the inverse operator L~! to the two sides of Eq. (33) produces

L™ 'LF() =—L"'RF(n) — L"'NF(), (34)

n nn
dBF 2
L'LF() = / / / D dnindn = Fop ~ FO ~nF' @)~ LF©) (39)
0 0

dn3
Consequently, we get
2
F(n) — F(0) — nF'(0) — %F”(m =—L7'"RF()) — L"'NF (). (36)

By considering the specified boundary conditions at the channel centerline (F(0) = 1, F’
(0) = 0), Eq. (36) becomes

2
F(p) =1+ %F”(O) —L7'RF(m) — L™'NF(n), 37)
Then, the solution is evaluated at n = 1. We obtain
1
1+ EF”(O) —L7'RF() —L'NF(n) = 0. (38)

The definite integral operator Lfl is expressed as:

n

17
oo =['6w] = [ [ [ condnanan. (39)
00 0

Now, solving the second-order derivative evaluated at zero, we get
F'(0) = —2+2L7'RF(n) + 2L ' NF (). (40)
Substituting Eq. (40) into Eq. (37), we arrive at
Fa)=1-n>+n’L7'RF)+n’L7'NF) = L™'RF() = L”'NF@m),  (41)

According to the Adomian method, the series solution and the nonlinearity are given as
follows:

F(p) =Y Fu), (42)
m=0

NF@m) =Y An(), (43)
m=0

where A, (Fo(n), F1(n), ..., F;y(n)) are the Adomian polynomials.
Finally, the recursion Duan—Rach modified Adomian decomposition method scheme is
given as

Fo(p) =1 —n?, (44)

Furt() = L' RF() + L7 'NF(n) — L™'RF () — L™'NF().  (45)
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Consequently, the first few components of the solution are given as follows:

Fo=1-n (46)
1 5, (2Reax 32Wia®\ , 1 oot 8 4, 1 6
Fi=—- — + + =R +—+=-W; — —R
L==3%0 ( 12 15 )1 T Ty Ty e T g et
8
_ EWioﬁnﬁ 47

31Rea® ot 124Wia® ,
) =— +—+ n
1260 15 315

29Rea®  32Wia®  652ReW;a?

163Re’a® 94 )
—| ——=—— — —ReW;a" + — +
18900 105 1260 15 4725
652ReW;a*  1504W2a*  116W;a® 10432W2a®\ , 1, , ,
— + + n~+ —Re“a’n
4725 105 315 4725 45
4 2 1 8 ot
- ERG:W,-ozzr]4 + ERea3n4 + EReoﬁn4 - §Wia3n4 + 5
16 16 64 8 256
+ EReWia4n4 + EReWia4n4 — ?Wi2a4n4 + §Wia5n4 + 5 i2a6n4
- iRezoe2n6 + EReW-ozzn6 — LReoc3n6 — 3Re¢x3n6 + §W~a3n6
50 15 45 45 15
2a%° 8 16_ 38 a6 128 0 46 16 56
5 EReWia n — EReWia n +FW,»01 n — EW,’O[ n
128 1 2 1 1
- —Wi2a6n6 + —Rezaan - —ReWiazng + —Reoﬁng + —Rea3n8
25 140 21 420 84
4 4.8 4 4.8 32 2 4 8 8 5.8 64 2.6 8
+£R€VVI'O! n +gReWia n _ﬁWiO‘ n +gWiOl n +gWi“ n
Re?a?n!0 8 128
— 761:(;5(1)7 — ﬁReWia“T]lO — ﬁReWia“T]lO — EW?Oﬁnlo (48)

5 Results and discussion

This study examines analytically the nonlinear issue of viscoelastic fluid flow in hydrody-
namic Jeffery—Hamel flow in order to probe the influences of various physical parameters
on the velocity distributions and skin friction coefficient for both convergent and divergent
channels. The analytical solution was thus gained via a robust modified technique of decom-
position method, namely DRA. Numerical solution used as a guide was obtained using the
Fehlberg—Runge—Kutta algorithm.

Figure 2 depicts the influence of Reynolds number on the velocity profile for a second-
order viscoelastic fluid in the case of convergence channel (« = — 3°) when the Weissenberg
number W; = 0.6. Obtained results reveal that the viscoelastic fluid velocity appears as
an increasing function of Reynolds number and therefore the momentum boundary-layer
thickness diminishes, leading to higher gradients near the plates. However, in the case of a
diverging channel (¢ = + 3°), increasing Reynolds number mainly leads to a flow reversal as
displayed in Fig. 3. In fact, for divergent flow, the volume flux is concentrated at the channel
centerline with lower gradients through the plates. Accordingly, the momentum boundary-
layer thickness increases considerably.
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Wi=06anda=-3°

F
1
0.5 [Re = 100, 200, 300
0.6+
041
02+
——— Numerical
~-—— DRMA
n
-1.0 -0.5 0.5 1.0
Fig. 2 Re via velocity distribution in convergent channel when W; = 0.6 and « = — 3°
Wi=0.6ande=3°
F
Re = 100, 200, 300
—— Numerical
-~-—— DRMA
-1.0 -0.5 0l5 10 "

Fig. 3 Re via velocity distribution in divergent channel when W; = 0.6 and o = +3°

As displayed in Figs. 4 and 5, the channel half-angle o impact on the viscoelastic fluid
velocity inside convergent/divergent channels is expected to be like that observed for the
Reynolds number effects. In fact, we clearly notice that the apparent opposite flow may
occur in a divergent flow, but it is entirely precluded in the case of a convergent flow. On the
other hand, in the case of convergent flow, Figs. 2 and 4 indicate that a small Weissenberg
number can have a significant stabilizing effect on the fluid velocity. However, in divergent
flow, the influence of Weissenberg number is quite different. Figures 3 and 5 indicate that
for higher values of Re and « (for example Re = 300 and o = 9°), the flow separation may
occur at small Weissenberg number. It is also worth to mention that the backflow mainly
appears in diverging channel at high Reynolds number Re, and large values of the channel
half-angle, o for the second-order fluid flows may lead to the apparition of hydrodynamic
instability.
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Re = 140 and Wi = 0.2
F

1.6

081

061+

04+

0.2+
Numerical
~-——DRMA
n
-1.0 -0.5 0.5 1.0
Fig. 4 « via velocity profile in convergent channel when W; = 0.2 and Re = 140
Re =140 and Wi = 0.2
F
1.0
-_ o o o
ol @=3°6°9
—— Numerical
~— DRMA
0.6
/] // o \\\
02
—1‘. -0.5 0.5 10 4

Fig. 5 « via velocity profile in divergent channel when W; = 0.2 and Re = 140

The influence of Weissenberg number W; on the viscoelastic fluid velocity for a converging
channel (when Re = 180 and « = +£3°) is drawn in Figs. 6 and 7. Results obtained show
the fluid velocity is an increasing function of Weissenberg number for all convergence and
divergence channels. In the case of divergent flow as displayed in Fig. 7 (when Re = 180
and o = +3°), increasing W; from O to 2 raises the fluid velocity and consequently the flow
becomes progressively stable. Figure 8 shows the effect of W; on the critical Reynolds number
Re,, and results reveal that Re. increases as the magnitude of W; increases. Furthermore,
as depicted in Fig. 9, we clearly notice the impact of W; on the magnitude of Re.. In fact,
increasing W; from O to 2 leads to an increase in Rec. This increase has a direct implication
on delaying flow separation phenomenon. From Fig. 9, it is also noticed at « = 3° that an
increasing W; increases Re. by roughly 28%; however, at « = 5°, Re, rises by roughly
60% with the increment in the magnitude of W;. Accordingly, as can be seen, the reversal
phenomenon entirely disappears with the increase in Weissenberg number. It may be better to
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use a working liquid with a little higher degree of elasticity to prevent the flow separation in
some implementations (i.e., the diffuser). The use of polymer additives will accomplish this.
In fact, by the increase in the polymeric additive concentration, the fluid velocity is intensely
increased near the wall due to the substantial elastic stresses created in the flow direction.

Re, @ and W; influences on the coefficient of skin friction are depicted in Figs. 10, 11
and 12. The results display that the size of skin friction reduces with the increment in both
Re and «. Otherwise, the backflow starts with the generation of the negative values of the
coefficient of skin friction as shown in Figs. 10, 11 and 12; however, Figs. 11 and 12 depict
that the increase in W; delays flow separation.

In order to test the reliability of the adopted Duan—Rach algorithm, a comparison of
DRMA solution with numerical outcomes was made. As displayed in Tables 1 and 2 for
both convergent and divergent channels, the results are similar and justify the validity, the
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applicability and the greater precision of DRMA and confirm them. Eventually, depending
on the earned results illustrated in Tables 3 and 4, an excellent agreement is clearly observed
between DRMA numerical method and other methods reported in the literature such as
homotopy perturbation method (HPM) and standard ADM. Also, Fig. 13 shows the error
evolution between DRMA and numerical solution used as a guide. It is pointed out that the
DRMA converges speedily, and the ninth order of approximations gives better accuracy.

6 Conclusion

In this research, we have investigated analytically and numerically the effects of several
physical quantities of interest such as Reynolds number Re, Weissenberg number W; and
channel half-angle o on the viscoelastic fluid flow inside converging/diverging channels.
From this investigation, the main conclusions can be demonstrated the next
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Table 1 Comparison between analytical and numerical results (case of divergent flow)

n

W; =0.1,Re =4 and o = 5°

FNumerical FDRMA FNumerical _ FDRMA

0.0 1.0 1.0 0.0

0.1 0.9895300324205666 0.9895300364641372 4.0435x 1079
0.2 0.9581909427231841 0.9581909505551663 7.8319x 1079
0.3 0.9061906684579893 0.9061906788564463 1.0398 x 10~8
0.4 0.8338609514058313 0.8338609652212889 1.3815x 1078
0.5 0.7416354749597093 0.7416354976383418 22678 x 1078
0.6 0.6300199401053593 0.6300199707352995 3.0629 x 10~8
0.7 0.4995545811475104 0.4995546199039617 3.8756 x 10~8
0.8 0.3507697123508108 0.3507697538611038 4.1510x 1078
0.9 0.1841346221095064 0.1841346657025901 43593 x 10~8
1.0 0.0 0.0 0.0

Table 2 Comparison between analytical and numerical results (case of convergent flow)

n

W; =0.1,Re =4 and « = 5°

FNumerical FPRMA pNumerical _ ;DRMA

0.0 1.0 1.0 00

0.1 0.9904530002185159 0.9904530044903361 42718 x 1079
0.2 0.9617439672275536 0.9617439679865903 7.5903 x 10~10
0.3 0.9136726858692538 0.913672683452572 2.4166 x 10~
0.4 0.8459187403063412 0.8459187332136736 7.0926 x 10~°
0.5 0.7580617963641878 0.7580617740976469 2.2266 x 10~8
0.6 0.6496106959019802 0.6496106589682232 3.6933 x 10~8
0.7 0.5200420180828118 0.5200419614722137 5.6610 x 10~8
0.8 0.3688484719128555 0.3688484068159975 6.5096 x 10~8
0.9 0.1955975482945193 0.1955974750177266 7.3276 x 108
1.0 0.0 0.0 0.0

e Increasing Re of a convergent flow leads to decrease in the thickness of momentum bound-

ary layer.

e Increasing Re in divergent flow centered the volume flux at the channel centerline, leading
accordingly to an increase in the momentum boundary-layer thickness.

e For all converging and diverging flows, the effect of varying o on the viscoelastic fluid
velocity is like that noticed in the status of varying Re.

e The reversal flow is completely dismissed for a converging channel; hence, this phe-
nomenon may happen at large values of o and Re in a diverging channel.
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Table 3 Comparison between n Numerical Reference HPM [53] ADM Present
DRMA, numerical solution and solution [52] study
available literature data (DRMA)
(converging channel) Re=1,a = —% and W; = 0.2

0.2 0962287  0.963548 0.9619 0.962282  0.962282
04 0847183  0.846997 0.8459 0.847167  0.847167
0.6 0.650211 0.648604  0.6485 0.650193  0.650199
0.8 0367687  0.368994  0.3663 0.367674  0.340682

Table 4 Comparison between 7 Numerical Reference HPM[53] ADM Present
DRMA, numerical solution and solution [52] study
available literature data (DRMA)
(diverging channel) Re=1,0=—% and W; =0.2

0.2 0956554  0.949341 0.956201  0.956547  0.956552
0.4 0.828098  0.830153 0.826919  0.828076  0.828088
0.6 0.620051 0.623252  0.618181  0.620023  0.620034
0.8 0.340697  0.347518 0.339019  0.340678  0.340682
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Fig. 13 DRMA error against numerical solution

e Viscoelastic fluid velocity appears as an increasing function of W; for both convergent and
divergent flows. In this situation, the backflow entirely disappears with the increase in W;.

e In divergent flow, critical Reynolds number Re. appears as an increasing function of W;.

e The coefficient of skin friction reduces with the increase in Re and «.

e The magnitude of skin friction rises with the excess of W;, and therefore the reversal flow
is delayed.

e With a working fluid with a somewhat higher level of elasticity, the reversal flow is com-
pletely delayed.

e A perfect accord between DRMA and Runge—Kutta—Fehlberg-based shooting method was
observed.

@ Springer



250 Page 16 of 17 Eur. Phys. J. Plus (2020) 135:250

Comparison between DRMA approach and different available literature results shows the
robustness of the implemented DRMA.
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