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Résumé

Ce travail est consacré a I'étude mathématique et numérique de quelques problémes
d’évolution, tels que I’équation de la chaleur, I'équation des ondes, I’équation du
télégraphe, ainsi que certains problémes d’évolution non linéaire, tels que I’équation
modélisant le phénomeéne de migraine avec aura, et le probleme modélisant la propagation
de cellules tumorales dans un tissu. Enfin, nous avons tenté d’aborder un probleme
d’évolution fractionnaire

Mots-clés :Equation de la chaleur ; Equation des ondes , Equation du télégraphe , Problémes
d’évolution, Problemes non linéaires , Migraine avec aura, Cellules tumorales ,Problemes
fractionnaires ,MDF,MEF,EDO,EDP
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Abstract

This work is devoted to the mathematical and numerical study of several evolution
problems, such as the heat equation, the wave equation, and the telegraph equation, as well
as some nonlinear evolution problems, such as the equation modeling the phenomenon of
migraine with aura, and the problem modeling the propagation of tumor cells in tissue.
Finally, we attempted to approach a fractional evolution problem.

Keywords: Heat equation; Wave equation; Telegraph equation; Evolution problems;
Nonlinear problems; Migraine with aura; Tumor cells; Fractional problems;
FDM,FEM,PDE,ODE
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Notations

Q ouvertde RN, N € N*

I' : frontiere de (2

Q=0x]0,T|

X =Tx]0,T]

On note x = (x1,...,%,) un point quelconque de RN.

dx = dxydx; ...dxy : mesure de Lebesgue sur ().

C*(Q)) : espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Q).

(x,y) : le produit scalaire des vecteurs x = (x;)1<j<n ety = (y;)1<i<n de RY, il est défini par
(x,y) = Ty %y

x| = (x,x)?: La norme associée a ce produit scalaire.

Soit « = (aq,az,...,ay) € RN un multi-indice.

Vu : le gradient de u.

div : 'opérateur divergence.
div(o1(x), ..., 0a(x)) = 2+ -+ + 52
Au : le laplacien de u.

Au(x) = divVu(x) = 327%‘ + 4 g%‘
LP(Q)) : espace des fonctions de puissance p-eme intégrables sur () pour la mesure dx.
L%(Q) : I'espace des fonctions de carré sommable sur ).

V :l'espace de Hilbert.

HY(Q) = {u:ucl*(Q)et gt cL?, Vi=1,...,N}

HL(Q) = {0+ 0 € H(Q), 0]an = 0}
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EDP : équation différentielle a dérivées partielles.
EDO : équation différentielle ordinaire.

MEEF : méthode des éléments finis.

MDF : méthode des différences finies.

espace vectoriel normé.

MDD : méthode de décomposition de domaine.

CL : conditions aux limites



Introduction

Les problémes mathématiques sont des problémes pratiques qu’il ont essayé de résoudre. Avec
I'apparition des premiers ordinateurs qui ont été une révolution pour les mathématiques, il ont
en effet ouvert un champ nouveau, celui de la modélisation et de la simulation ; 'ordinateur a fait
des mathématique une science expérimentale (on fait des expériences numériques comme d’autre
font des expériences physiques).

Le mathématicien Américain Joseph Keller affirmait que les mathématiques appliquées sont la
science dont les mathématiques pures sont juste une branche caractérisée par trois choses les
mensonges(les modeles ne sont pas toujours fideles a la réalité) ;'analyse mathématique moteur
inépuisable des passions humaines et source de tant de plaisirs et la simulation numérique cor-
respondent aux modeles. [1]

De ce point de vue la conception ainsi que 1’analyse des méthodes de calcul sur ordinateur sont
devenues une nouvelle branche de mathématique Ces progres ont aussi permis aux mathémati-
ciens de s’attaquer a des problémes plus complexes et concrets issus des motivations immédiates
industrielles ou scientifiques aux quelles on peut apporter des réponses qualitative et quantita-
tives c’est la modélisation mathématique qui est I’art (la Science) de représenter ou de transformer
une réalité physique des modéles abstraits accessibles a ’analyse et au Calcul. La simulation nu-
mérique est le processus qui permet de calculer sur ordinateur les solutions de ces modeles et
donc de simuler la réalité physiques.

Ce travail regroupe quelques exemples d’application de méthodes classiques de I’analyse numé-
rique mise en oeuvre pour la résolution de quelques probléemes concrets de la physique, méca-

nique, ....ect.
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Nous avons suivi une approche progressive, le sens physique de chaque probleme, étude mathé-
matique en essayant de donner les bases théoriques nécessaires a la résolution. Pour les problemes
discrets obtenus nous avons étudier la Consistance et stabilité nous avons limité 1’étude mathéma-
tique au strict niveau nécessaire a la compréhension du raisonnement et les résultats qui semblent
instructives. Nous avons pris soin d’énoncer des méthodes pratiques et des mises en garde per-
mettant d’éviter les Confusions les plus fréquentes ; ensuite nous avons établit 'étude numérique
et algorithmiques classiques utilisant les différences finis et éléments finis pour obtenir les pro-
blémes discrets correspondants.

Dans un souci de simplicité, nous avons utilisé le logiciel matlab pour de multiples motivation, la
richesse des bibliothéques pré-programmés, et enfin de visualisation graphique des résultats.Ce
logiciel est tres largement employé aussi bien dans le monde de I'éducation que dans les labora-
toires de recherches et de développement.

Ce mémoire comporte quatre chapitres dans le premier on introduit quelques définitions et no-
tions de base nécessaire pour la suite de mémoire, dans le 2" chapitre nous nous sommes inté-
ressé aux problemes d’évolutions d’ordre 1 en temps nous commencons par 1’'équation de la cha-
leur en dimension une ensuite en dimension deux, nous avons établi une étude mathématique
et Numérique illustré par des résultat a I’aide du logiciel matlab, Nous avons abordé quelques
problemes non linéaire d’ordre 1 en temps tel que le probleme modélisant le phénomene de la
migraine avec aura, et le phénomene de la propagation de cellules tumorales dans un tissu.On a
consacré le troisiéme chapitre aux problémes d’évolution d’ordre deux en temps tels que le pro-
bléme de la chaleur en dimension 2, nous avons établit I'étude mathématiques ensuite 1'étude
numérique illustré par des résultats numérique ;ensuite le probleme des ondes en dimensions
deux.

Dans le quatrieme chapitre nous avons voulu initier avec les problémes d’évolution de type frac-

tionnaire .



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons d’abord quelques notions de base nécessaires a ce travail.

1.1 Equation Différentielle Ordinaire(EDO)

Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation mathématique qui relie une fonction
inconnue d'une seule variable indépendante a ses dérivées successives, et s’écrit généralement

sous la forme
E(t,y, v, y",.. .,y(”)) =0

La fonction F est une fonction de n + 2 variables.
La fonction inconnue ¢ + y(t) de la variable réelle t est & valeurs dans R ou R, (k = 2,3, ...1)

On prendra t dans un intervalle I de R (I C R).

1.2 Equation Différentielle Partielles (EDP)

[3] une équation aux dérivées partielles (EDP) est qu’elle comporte plus d"une variable indé-
pendante . Il existe une variable dépendante qui est une fonction inconnue de ces variables, notée
u(x,y).

Nous noterons souvent ces dérivées par des indices, et ainsi de suite. Une EDP est une relation

qui lie les variables indépendantes, la variable dépendante, et les dérivées partielles de . Elle peut
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s’écrire comme
F(x,y,u(x,y), ux(x,y),uy(x,y)) = 0.
ou encore

F(x,y,u,ux,uy) = 0.

Ceci est la forme la plus générale d"'une EDP du premier ordre a deux variables indépendantes.
L’ordre d"une équation est déterminé par le degré le plus élevé de dérivée qui y apparait La forme

la plus générale d"une EDP du second ordre a deux variables indépendantes est

F(x,y,u, Uy, thy, Uxy, Uy, Uyy) = 0.

1.3 Classification des EDP

Le modele mathématique [2] est formulé par des équations aux dérivées partielles et des
conditions aux limites qui garantissent 1'unicité de la solution, donc le fonctionnement du sys-
téme physique.

Nous nous intéressons particulierement aux différents types d’équations du second ordre,a deux

variables indépendantes x et v ,de la physique mathématique écrites sous la forme générale

2%u 0%u 0%u ou ou
Aax2 +B8x8y +C8y2 +D£+E@+Fu = G(x,y)

ou1 u= u(x, y) est la fonction recherchée dépendante de x et y, C’est la fonction qui donne le com-
portement du modéle.

A,B et C sont les coefficients de I'équation aux dérivées partielles, Ils sont fonction de x et y et
peuvent étre des constantes.

Ces équations peuvent étre réécrite sous la forme

ou 0%u ou ou Ju

Ass+ Baxay + Cay2 = f(x,y,u, 5’@)

Selon le signe du déterminant B?> — 4AC on adopte le classement suivant
si B> — 4AC < 0 I’équation est dite elliptique

Si B> — 4AC >0 I’équation est dite hyperbolique

si B2 — 4AC =0 I'équation est dite parabolique
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1.4 Types d’équations différentielles

Définition 1.1 Une équation différentielle [2] d’ordre n est dite linéaire si elle peut s’écrire sous la forme

0"u 0" 1y
g 1) g

(%) bt a9+ ag(xu = f(x)

d

oit a;(x) et f(x) sont des fonctions données, et la fonction inconnue u(x).

Définition 1.2 Une équation différentielle[2] est dite non linéaire si elle ne peut pas étre mise sous la forme
linéaire ci-dessus, c’est-a-dire que la fonction inconnue ou ses dérivées apparaissent dans des termes non

linéaires tels que

du d*u

e Produits de u et/ou de ses dérivées uge 52

2 Pu
7 9x3

eFonctions non linéaires appliquées a u sin(u) ", .....

e Puissances supérieures a 1 u

Définition 1.3 Une équation différentielle d’ordre n est dite quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport
aux dérivées d'ordre n , mais dont les coefficients peuvent dépendre de la variable indépendante x , de la
fonction inconnue u et de ses dérivées d’ordre inférieur.

elle s’écrit sous la forme

1y 9"u ou
ay (x,u,u',...,u(” 1)> P et (xu, ) a—i—ao (!, )u=f(xui,...)

Ot la dépendance des coefficients a u ou ses dérivées inférieures rend I'équation non linéaire, mais la linéa-

rité par rapport a la dérivée d'ordre n fait qu’elle est dite quasi-linéaire.

Définition 1.4 On appelle probleme aux limites [1]une équation aux dérivées partielles munis de condi-

tions aux limites sur la totalité de la frontiére du domaine sur lequel elle est posé.

1.5 Différentes types de conditions au bord

En analyse numérique et en équations différentielle partielles (EDP), on distingue principalement
trois types de conditions aux limites pour un probleme posé sur un domaine unidimensionnel

Q=[a, b], avec son bord réduit aux points x =aetx =b.
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1.5.1 Condition de Dirichlet (ou condition essentielle)

On impose la valeur de la solution elle-méme aux extrémités du domaine

u(x) =g(x), pourx=aoux==

1.5.2 Condition de Neumann (ou condition naturelle)

On impose la valeur de la dérivée spatiale de la solution (flux) aux extrémités

ou
%(x) =h(x), pourx=aoux=>»b

1.5.3 Condition de Robin (ou condition mixte)

C’est une combinaison linéaire de la solution et de sa dérivée

a(x)u(x) + ﬁ(x)g—Z(x) =r(x), pourx =aoux=>»

1.5.4 Probléme a conditions initiales

Un probleme a conditions initiales consiste a déterminer une solution d"une équation différen-
tielle (ordinaire ou aux dérivées partielles) qui satisfait des conditions données a l'instant initial,
généralement noté t = 0 ou t = ty.

Dans le cas d'une équation différentielle ordinaire (EDO), cela revient a résoudre

W fty), v()=w

Dans le cas d'une équation aux dérivées partielles (EDP), par exemple

Ju
S =L, u(x0)=9(x
ou L est un opérateur différentiel agissant sur la variable spatiale.
Ce type de probleme est essentiel dans la modélisation des phénomeénes physiques évoluant dans

le temps, comme la conduction thermique, la propagation des ondes ou I’écoulement des fluides.
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1.5.5 Probléme de Cauchy

Un probléme de Cauchy est un cas particulier de probléeme a conditions initiales, o1 'on
cherche une solution d"une équation différentielle vérifiant a la fois.
— Une équation différentielle donnée.
— Une ou plusieurs conditions initiales a un instant initial , dans un domaine de 1’espace (sou-
vent non borné).

Dans le cas d’'une EDO

d

= fty®), ylt) =wo
Dans le cas d'une EDP, par exemple pour 1'équation de la chaleur

ou o%u

== R, ¢t
o5 ocaxz, xeR, t>0

avec la condition initiale

u(x,0) =¢(x), x€R

1.6 Notion de problemes bien posé

Un probléme bien-posé [15] au sens de Hadamard a les propriétés suivantes
1. Existence d"une solution
2. Unicité de la solution

3. Stabilité de la solution
Sil'une de ces conditions n’est pas satisfaite (respectée), le probleme est qualifié de mal posé
, ce qui le rend inadapté a une résolution directe, en particulier dans un contexte numérique.
Dans ce cas, il est souvent nécessaire de reformuler le probléme ou d’utiliser des méthodes

de régularisation pour en assurer la stabilité.
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1.7 Maéthodes de Discrétisation pour la Résolution des Equations

aux Dérivées Partielles (EDP)

Les méthodes numériques passent toujours par des discrétisations des problemes analytiques des
probléemes numériques, et il existe une infinité des méthodes de discrétisation d"une équation, les
plus couramment utilisés pour la résolution des (EDP) sont

— La méthode des différences finis

— La méthode des éléments finis

— La méthode des volumes finis

— La méthode des caractéristiques

1.8 Matrice symétrique définie positive

Une matrice symétrique M de M, (IR) est dite symétrique positive si pour tout X € R” on a
XTMX > 0.

Elle est dite symétrique définie positive [16]si pour tout € R" non nul, on a

XTMX >0

Théoreme 1.1 [16](critere de Sylvester)
Pour qu’une matrice A = (ajj)1<ij<n réelle symétrique soit définie positive, il faut et suffit que les n
matrices Ay = (a;j)1<ij<p pour p = 1,....,n aient leur déterminants strictement positifs, autrement dit

que les n mineurs principaux de A soient strictement positifs.
Définition 1.5 [16] Une M-Matrice A une matrice carrée vérifiant  a; > 0; a;; < 0sii# |.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes

1. A~ 1 existe et a ses coefficients > 0

2. A est inversible
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Définition 1.6 [16] Une P-Matrice A € R"*" est une P-matrice si tous ses mineurs principaux sont

strictement positifs, c’est-a-dire
det(A;;)) >0 Vie{l,...,n}, i>1
Définition 1.7 [16] Matrice Monotone Soit A € R"*" on dit que A est monotone si
Vx e R", (Ax,x) >0
o <.,.> désigne le produit scalaire usuel dans R" .

Définition 1.8 [16] Une matrice bande est une matrice creuse dont les éléments non nuls sont regroupés
autour de la diagonale principale. Plus précisément, une matrice A = (a;;) € R"*" est dite bande s'il

existe deux entiers p et q tels que
aj=0 si j<i—p ou j>i+q.

— p est la demi-largeur de bande inférieure (sous la diagonale).

— q est la demi-largeur de bande supérieure (au-dessus de la diagonale).

Définition 1.9 La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui I’établit en 1715,permet
'approximation d’une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d'un point par un polynome dont les
coefficients dépendent uniquement des dérivées de la fonction en ce point

Soit une fonction de classe (c’est-a-dire fois dérivable) dans un voisinage d'un point . Le développement de

Taylor de a I'ordre autour de est

"(a () (g4
£x) = @) + Fa)x—a) + L0 o L gy g Ry )

n!
oit Ry, (x) est le reste du développement, qui mesure l'erreur entre la fonction réelle et son approximation

polynomiale.

Définition 1.10 (Théoréme de Fubini) Le théoréme de Fubini permet de calculer une intégrale double
d’une fonction intégrable sur un domaine approprié, en la transformant en deux intégrales simples succes-
sives (appelées intégrales itérées).

Autrement dit, on peut changer I’ordre d’intégration

//fxydxdy /(/ fxydy) /(/ fxde>y

a condition que f(x,y) soit intégrable sur le domaine D.



Chapitre

Ftude de quelques problémes d’évolution

d’ordre 1 en temps

Dans ce chapitre nous nous intéressons a 1’étude mathématique et numérique de quelques pro-
blémes d’évolution d’ordre un en temps; ces problemes apparaissent fréquemment dans la mo-
délisation de phénomenes physiques [13] et seront abordés a travers des formulations mathéma-
tiques et des méthodes numériques appropriées.Le probleme de la chaleur n’est pas seulement un
modele de propagation de la chaleur, il a fait un caractere universel et on le retrouve comme mo-
déle de nombreux phénomeénes par exemple il modélise la diffusion ou migration d"une concen-
tration ou densité a travers un domaine (2 ou un polluant diffusant dans I’atmosphere, ou bien

une espéce chimique migrant dans une substance.

2.1 Equation de La chaleur en 1d

2.1.1 Position du probleme

Nous allons étudier 1’équation de la chaleur en u dimension un qui modélise la propagation de la
température dans une tige mince, homogene et parfaitement conductrice, soumise a une source
de chaleur interne. On suppose que la température a chaque point x de la tige, a un instant ¢,
est représentée par une fonction u(x,t). Cette équation traduit la loi de Fourier sur la diffusion

thermique, ou la variation de température dans le temps est proportionnelle a la dérivée seconde

12
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spatiale; soit le probleme

2
g—?—zng%:f(x,t) x€R t>0

u(x,0) = g(x)

(P1)

u(x, t) est la fonction inconnue représentant, par exemple, la température u au point x a l'instant
t.

a?est le coefficient de diffusion thermique constant et positif.

f(x,t) est le terme source connu qui dépend de l'espace et du temps.

g(x)est la condition initiale représentant la distribution initiale de la température.

2.1.2 FEtude mathématique

On applique la transformée de Fourier pour chercher la solution de ce probleme, la méthode
consiste a séparer le probleme en deux probléemes suivants
oui(t,x)  ,0%up(t x)

— =0 R t>0
) T s x € >

u1(x,0) = g(x)

dup(t,x)  ,d%un(t, x)
—
(P} ot ox2
uy(0,x) = 0.

= f(t,x) x€Rett>0

D’apres le principe de superposition, la solution du probleme (P;) s’écrit sur la forme
u(t,x) = ui(t,x) + ua(t, x)
En appliquant la transformée de Fourier par rapport a x sur le probleme (P;)

F (%(t,x)) _F (lx2%(t,x)> 0
F(u1(0,x)) = F(g(x)).

il .
SH(1) — (P (t,6) =0

11(0,&) = (&)
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d’ou .
g(t &) = —(Ea)%i1 (1, C)
11(0,¢) = &(5)-
et comme
Jdiy B ’
o = (Ca)”iiy

On pose v1(t,¢) = 1(t, ) et on obtient

vi(t) + (ag)*01(t) = 0,

qui est une EDO linéaire du premier ordre par rapport a la variable indépendante . La solution

générale sera donnée par
o1(t,§) = Ce~ (6,
Ou C est une constante d’intégration. Et comme 17 (0,¢) = (&), alors C = (&) eton a

0 (t,8) = §(g)e 0O,

Par la transformée de Fourier inverse, on arrive a

+oo
uq(t, x) \/Tr/ i(t, &)e'*de
\/_/ —(ad) tujxdér

+oo +oo , ,
:7/ (F/ g<y>e‘”€dy) Nz,
7T J —o0 7T J —o0

En vertu du théoréme de Fubini, on aura

—+o0 —+00
1§ x—y)—(a&)t
1) 271/ / AGdy
+o00
= /_ _ Gltx—y)s(y)dy,

ou

+
G(t,x) 2171_/ zé’x oc@’ tdg

/.
V2t

tel que d{ = Ay donne alors

V2t
= %\/1? /_oo exp (ix% — (“2L)2> dn.

Le changement de variable { =

G(t,x)
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On utilise le fait que la transformée de Fourier de h(x) = e ¢/~ * est h(Z) =

wel@n)?/2,

De Fourier de el*?/2¢ ce qui implique que

1 Foo “2’77‘2) X
G(t, = / — — d
) = V) ©P ( 2 )P\ vy )

1 i
a4t
Donc
1 i
G(t,x) = e 4ot
a4t
ol encore

1 +o00 x — 2
i) = —— [ exp (<E ) gy

. La transformée de Fourier par rapport a x sur (P{’), donne

2 g -
S5+l = f(t,)
71\2(0/ (;() =0

On pose v, (t, &) = 1z(t, &) et on obtient

-~

va(t,€) + (Ga)*02(t,€) = F(1,0),

qui est une EDO linéaire du premier ordre non homogene par rapport a la variable indépendante

t On multiplie les deux membres de cette EDO par exp((ag)?t) pour avoir

35 (oat 200 ) = it )0

L’'intégration de 0 a t donne

d’ou
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vy, &)el*) —020€+/f )e(#6)%s s,

02(t,8) = 02(0, ) 1 [ Fls, 0y 00 as,
de
02(0,8) =0,
ona
B(1,8) = 02(1,8) = [ Fls, 0y s,

On applique la transformée inverse de Fourier

(£ x) = ¢_/’ fi(t, &)eltrdg = é;[j(ﬁ?agfwwﬂmgﬁmg

On permute les intégrales (sous hypothese de régularité suffisante)

uy(t,x) = /Ot (\/% /J:o f(s, C)e(“‘:)z(ts)e@xd@) ds

On exprime f(s, &) comme la transformé de Fourier de f(s, y)

fl0) = <= [ rspe
T Vo ) T T

On insére cette expression

t +oo “+o00 .
e = [ [ o) (e [ e e ) s

L’intégrale interne est connue c’est le noyau fondamental de la chaleur

. =y
L/ (0P gi-ygr = L 4aP(t—s)
21 J- 20/ 7t(t —s)

on obtient la solution
- (x—y)°
2(t, x) / / f(s,y) —————e dal(t =) dyds.
(t —s)
Enfin u(t, x) = uq (¢, x) + ua(t, x)
C(x—y)?

u(t,x) =

(x —y)? 1 4a2(t —
N— <— 12 )g(y dy+/ /Oo Za\/me (=5 f(s,y) dy

ds
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2.1.3 Ftude du probléme sur un intervalle borné

Pour des raisons de simplicité et en particulier pour l'illustration numérique on opte pour la

résolution du probléme sur un intervalle borné soit alors

ot dx2
u(t,0) =u(t,1) =0

u(0,x) = ¢(x)

=0 0<x<1 t>0

u (x, 0) = température initiale
(Bien sur I'état stationnaire

=0
— u=0
0 U=ty (Source
froide)
température initale
(Source froide)

FIGURE 2.1 — Diagramme du probléme de diffusion

Nous avons ici une tige finie dont la température aux extrémités est fixée a zéro (supposons qu’il
s’agit d'un probleme de température ot zéro signifie tant de degrés). On nous donne également
des données pour le probleme sous la forme d’une condition initiale , notre objectif est de trouver
la température u(t,x) a des moments ultérieurs.

Nous appliquons la méthode de séparation des variables, nous effectuons les étapes suivantes
Premiere étape(transformer 1" EDP en deux EDOs)[13]

La substitution de u(t,x) = X(x)T(t) dans 'EDP donne

X(x)T'(t) = a®X" (x)T(t) (2.1)
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En divisant par a®X(x)T(t),on obtient

T'(t) _ X"(x)
T X(x)

Nous obtenons ce qu’on appelle des variables discretes, c’est-a-dire que le co6té gauche de 1'équa-

(2.2)

tion ne dépend que de t et le coté droit uniquement de x. Puisque x et t sont indépendants 1'un de

I'autre, chaque coté doit étre constant ;on peut donc écrire

T X"(x)

— —K 23
a2T X(x) (23)
nous avons
T —Ka’T =0
X" KX =0

ainsi, nous pouvons maintenant résoudre ces deux équations différentielles ordinaires et les mul-
tiplier ensemble pour obtenir la solution des deux EDP (K < 0)

posons K=—A? nous pouvons maintenant écrire les deux EDO comme suit
T + AT =0
X"+ 12X =0.

Nous allons maintenant résoudre ces équations,les deux équations sont des équations différen-

tielles ordinaires de type standard et ont les solutions
T(t) = Ae V"

X(x) = Asin(Ax) + Bcos(Ax)

et enfin

u(t, x) = e[ Asin(Ax) + Beos(Ax)] (2.4)

deuxieéme étape (Recherche de solutions a I'EDP et aux conditions aux limites)[13]

Nous avons maintenant atteint le point oti nous avons de nombreuses solutions a EDP, mais toutes
ne satisfont pas aux conditions aux limites ou aux conditions initiales. L'étape suivante consiste a

choisir un sous-ensemble spécifique de notre ensemble actuel de solutions.

e*/\z"‘zt[Asin()\x) + Bcos(Ax)] (2.5)
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qui satisfont aux conditions aux limites
u(t,0) =0 et u(t,1)=0
Nous substituons dans 1’équation
u(t,0) = Be M =0 ce quidonne B =0
u(t,1) = Ae"*sind =0 ce qui donne sinA =0
il faut choisir A = £, £271, £37m1... etA, = £nn n=1,2,3..

et enfin

up(x,t) = Ae*(”"“)ztsin(nnx) (2.6)

Troisieme étape(Trouver la solution de I'EDDP, les conditions aux limites et les conditions initiales)[13]

La derniére étape consiste a ajouter les solutions de base

u(t,x) =Y Ae*(””‘")ztsin(nnx) (2.7)
n=1
la condition initiale u(0,x)=¢(x)
¢(x) = Y Apsin(nmx) (2.8)
n=1

Nous multiplions par sin(m7x) (m un entier arbitraire) et intégrons sur [0, 1]

1 1
/ ¢(x)sin(mmx)dx = Am/ sin®(mmx)dx = %Am (2.9)
0 0
Ou
1
Ay = 2/ ¢(x)sin(mrmx)dx (2.10)
0
la solution est
u(t,x) = Ane*(””‘")ztsin(nnx) (2.11)

2.1.4 FEtude numérique

On veut résoudre le probléme suivant sur un intervalle [2,b] = [0,1] avect > 0
(Ju ,0%u
— =05 0 1 t>0
= =5 <x< >

u(0,t) =u(1,t) =0

4(x,0) = 9(x)
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la donnée initiale est discrétisée par
0 .
uj = ¢(x;) pour j€O,.., N+1
et les conditions aux limites discrets
uy =uy,1 =0 pour t>0

Maillage L'intervalle [0, 1] est discrétisé en N + 1 nceuds de coordonnées x; régulierement espacés

Maillage en 1D

° . o o ° e o
Ty X3 Tg .0 T xy L

o

(ivariant de 0 a N).

Notons Ax le pas d’espace, le temps est discrétisé en intervalles de pas constant At, et notons

ou o%u
up = u(ty,x;) et (a)? = “z(m)?

Par le développement de Taylor on a

ou Ax)? *u Ax)3 Pu
iy = (O 4 X Tty (X Ty o(anyt
ou Ax)? *u Ax)? 3u
wy =y — (g B Tty BXE Ty o(anyt
En faisant la somme de ces deux égalités,on aboutit a
n n n 2 P*u n 4
ul g +up g —2ul = (Ax) (w)l + O(Ax)

Ce qui permet d’obtenir le schéma centré d’ordre deux pour approximer la dérivée seconde de u
0%u u 4+ u . —2ul
n __ i+l i—1 1 —i—O(Ax)Z.

Frli (Ax)?
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Par le développement de Taylor on a

ou (At)?  0%u

+1 _ 3
ul _u?+At(§)?+ > (W)?qLO(At)
~ ou (At)?  0%u
1_ 3
uj = = A(F0)f + 5 (57)i — O(A)
n+1 _  n-1
(G =g + oLy
qui représente la dérivée temporelle(différence centrée) la température a l'itérationn + 1 A =
2At
azw) est donnée par
ul = e Al ol —2u)) Vi=1.N-1 (2.12)

Consistance du schéma

On définit l'erreur locale Ry par la différence entre I'opérateur différentiel exact appliqué a u et
I'opérateur numérique

RA = |L(1/l) — LA(M)|

avec
ou  ,0%u
= — — X —
ot dx?
et . )
La(u) = u?+ — ”? _ a2 uzr'l+1 — 2ui + u?fl
2At (Ax)?

En développant u"*! et u!' ! en série de Taylor autour de x, on a

uY'H—l _ ul"l—l (au)n
MM () o
201 ot ),

et

no__n,n n 2
Ui —2ui +up o“u
ox2

(Ax)? —) . + O(Ax)2

Donc, en remplacant dans

= ()<

i

=

N

n
) +O((At)* + (Ax)?).
i
Ainsi
Ra = O((A1)* + (A%)%)
Le schéma numérique est consistant d’ordre 2 en temps et en espace, car I'erreur locale tend vers

zéro quand At — 0 et Ax — 0 avec un taux d’ordre 2 [1]
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Définition 2.1 [25] Un schéma aux différence finies est dit stable pour la norme ||.||,sil existe une constante

K > 0 indépendante de At et Ax (lorsque ces valeurs tendent vers zéro) telles que
||| < K||u®|| pour tout n >0 (2.13)

quelque soit la donnée initiale u° si cette condition n’a lieu que pour des pas At et Ax astreints i certaines

inégalités, on dit que le schéma est conditionnellement stable.

Remarque 2.1 la norme ||.|| est donnée par

N 1
[l = (3 Ax[u?|?)? pour 1< p< +oo
j=1

Remarque 2.2 d’un point de vue pratique nous traduisons sous forme de la méthode de I'analyse de Fou-

rier pour prouver la stabilité L d'un schéma,on injecte dans le schéma un mode de Fourier

uj = g(k)"exp(2imkx;) avec xj = jAx

et on en déduit la valeur du facteur d’amplification ¢ (k)
Définition 2.2 On appelle condition de stabilité de Von-Neumann l'inégalité
1&(k)| <1 pourtout mode ke Z

Remarque 2.3 Si la condition de stabilité de Von-Neumann est satisfaite alors le schéma est stable pour

la norme L2, sinon il est instable.

Nous étudions la stabilité de ce schéma en utilisant une solution de la forme

n+k __ xk iwylAx
Uiy = G-

En évaluant chaque terme du schéma selon la forme donnée

(

1
n—-1 _ -1
wt =g,
n  _ iwyAx
Uj,, = er

un L= e—iwnAx
j—

n __
U].—l
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Insérons dans le schéma numérique

o <eiwnAx 4 emiwndy _ 2)
En multipliant les deux membres par ¢, on obtient

& = 1 A (e e iens —2)

Sachant que

TwyAx + efiwnAx

e = 2 cos(wpAx)

I’équation devient

&2 =142, (cos(wyAx) — 1)
On réarrange pour écrire une équation quadratique en &,
&2 —2A(1 — cos(wpAx))Em —1 =0
Posons
A = —2A(1 — cos(wnAx))

ce qui donne

G+ AGm —1=0
Les solutions sont données par la formule quadratique

A+ VAT 4

En .

Pour que le schéma soit stable, le module du facteur d’amplification doit étre inférieur ou égal a
1 pour tout w;,

1Em| <1 Vo

Théoréme 2.1 (Lax) [25] Soit u(x,t) la solution suffisamment réguliere de I'équation de la chaleur (avec
des conditions aux limites appropriées), soit u;? la solution numérique discrete obtenue par un schéma de

e .. L e e 0 __ L ., . N .
différence finis avec la donnée initiale u i = uo(x;j),on suppose que le schéma est linéaire a deux niveaux
,consistant et stable pour une norme.Alors le schéma est convergent au sens ot

VT >0 Ii =0
b seplet)
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avec e"* le vecteur erreur défini par ces composantes 6;7 = u;? — u(tn, xj) de plus, si le schéma est précis a

'ordre p en espace et a I'ordre q en temps, alors pour tout temps T > 0 il existe une constante Ct > 0 telle
que

SutpﬂeT”H < Cr((Ax)P) + (At)7)

Preuve 2.1 voir [1]
Convergence

Le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et 1 en espace d’apres le théoreme de Lax le schéma

numérique étudié est convergent.

Forme matricielle

Le probleme discret s’écrit sous la forme

ul —2A A 0 .. 0 uf ull =1

ujtt A=240 A 0 ul uj 1
= +

utt 0 0 0 A 24 A ut ulth

ultt 0 0 00 A =27 ut uih

Résultats numérique

Pour I'application numérique nous avons choisi
u(x,0) = ¢(x) =sin(nmx) pour t=0 et 0<x<1
et les conditions de Dirichlet
u(0,t) =u(l,t) =0 et 0<t<0.025

tf = 0.025 Temps final de la simulation, # = 10 Nombre de points dans 1'espace, m = 15 Nombre

de pas de temps, « = 0.1
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Nous avons obtenue les résultats suivants
x/t |0.000 | 0.111 | 0222 | 0.333 | 0.444 | 0555 | 0.666 | 0.777 | 0.888 | 1.000

0 0 0.3090 | 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 | 1.0000 | 0.9511 | 0.8090 | 0.5878 0

0.005| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.010| O 0.3090 | 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 | 1.0000 | 0.9511 | 0.8090 | 0.5878 0
0.015| 0 |[-0.0031 | -0.0043 | -0.0052 | -0.0055 | -0.0052 | -0.0045 | -0.0033 | -0.0018 | 0
0020 0 0.3090 | 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 | 1.0000 | 0.9511 | 0.8090 | 0.5878 0

2

10

FIGURE 2.2 — Solution de I’équation de la chaleur en 1D
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Voici les valeurs de la solution en quelques points de (), pour différentes valeurs de Ax

_ 1
Pas Ax—m

_ 1
AX—4—0

_ 1
AX—%

0.309016994374947

0.309134426947649

0.318486409036182

0.309026759656825

0.309721786672100

0.354001498378194

0.309046290204802

0.310779860972399

0.418345666402320

0.587785252292473

0.587968327428485

0.603852763392104

0.587798759428547

0.588883974420621

0.664003025747978

0.587825773967394

0.587968327428485

0.772563341674709

0.809016994374947

0.809247791404397

0.830109801977610

0.809032921192628

0.810402095743769

0.909007310519490

O | 0 | I | |G | x| W |IDN |-

0.809064775109793

0.812481184522459

1.051157126187891

2.1.5 Application de la méthode des éléments finis

Soit le probleme suivant posé sur un intervalle

Formulation variationnelle

On multiplie I'équation différentielle par une fonction test v € H'(Q) et on intégre sur le domaine

@)

) =gL(t),

(Ju 0%u

at Vom0
u(0,t) = go(t), u(L
\u(x,O) = up(x),

pour x € (),

t>0

conditions de Dirichlet

condition initiale

/—vdx— /—vdx—/f(x,t)vdx

une intégration par parties donne

#
Q 0x2

formulation variationnelle

/ Evder

vdx = —

ou dv 9
axax

o,
ox |50

Siv € Hi(Q), alors v(0) = v(L) = 0, donc le terme de bord disparait. On obtient ainsi la

/a_u% x—/fxtvdx
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Levée de la condition de Dirichlet On introduit une fonction u¢(x, t) telle que

ug(0,8) = go(t), ug(L,t) = gr(t)

et on définit if(x,t) = u(x,t) — ug(x,t) , qui vérifie (0, t) = (L, t) = 0.

En remplagant dans la formulation variationnelle

Jdiidv | dulg 2 8ugav
/—vdx—l— /aax —/Qﬁvdx e -l—/fxtvdx

avec

V = {v € H(Q) |0(0) = u(L) = 0}

L
Maillage On divise l'intervalle Q) = (0, L) en sous-intervalles de taille 1 = N Les nceuds du
maillage sont

xi:i-h, i=0,...,N
On associe a chaque nceud x; une fonction de forme ¢;(x) , telle que
¢i(x;) = djj
La solution approchée s’écrit
N-1
= ) @i(t)¢i(x)
i=1

Systéme linéaire discrétisé

On remplace dans la formulation variationnelle et on prend v = ¢ . On obtient

1du
— | pippdx + a® i | ¢lgidx=F
)3 /cpkvau/cqukx 0

ou
d d
Fi(t) = — [ S - / %8 ot dx + / F(x, E) e .
ox 0
Ce systeme s’écrit en notation matricielle
M”;—Lt[ + KU = F(t)

avec

® My; = [ ¢ifr dx (matrice de masse)
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o Kii = [ ¢i¢; dx (matrice de rigidité)
On applique une discrétisation en temps par le schéma d’Euler explicite
l:[}’l+1) —g»
At

ce qui donne le systeme linéaire a chaque pas de temps

4 O(ZKCF’H—I — FH+1

(M +Ata?K) G = MU" + At P!
Ce systeme s’écrit sous la forme classique
Al:[nJrl — bn+1

ou
A = M + At «?K est une matrice symétrique définie positive ([7],[25])
b1 = MU"™ + At F"est le second membre au pas de temps ([7],[25])

2.2 FEtude de quelques probléme d’évolution non linéaire

2.2.1 Modeles de la migraine avec aura

La migraine avec aura est plus rare que la migraine connue, des symptomes apparaissent
avant le déclenchement de la migraine elle-méme, troubles de la vision, hallucinations ou méme
troubles de langage. Les médecins s’accordent a penser que les migraines avec aura correspondent
a des ondes de dépolarisation se propageant dans la matiere grise, méme si ces ondes semblent
s’arréter a différents endroits d’un patient a I'autre, il est expérimentalement établi qu’elles s’ar-
rétent en général au creux d"une circonvolution.

Ce phénomene de propagation peut étre modélisé par le probléeme de réaction diffusion suivant

g—;l(x,t)—d%(x,t):f(x,t) xeQuUQO t>0
u(x,0) =ov(x) xeQUQ"

ou(x,t)
o
u(x,t) =1 xe€l, t>0

flxt) = bulx, t)(u(x,t) = 0)(1 —u(x ) xa(x) —au(x, ) xac(x)

=0 x€d(QUQOHY\T, t>0




2. Etude de quelques problémes d’évolution d’ordre 1 en temps

29

() est la matiere grise, ()°est la matiere blanche

Xa et xaesont les fonctions caractéristiques de () et ()¢
v est le coefficient de diffusitivité supposé constant

b est le coefficient de 'amplification de la matiére grise
0 est le seuil de la réaction de la matiéere grise

« est le coefficient de I’absorption dans la matiere grise.

LAY )

Tranche du cerveau humain Domaine numerique

discrétisation du probléme par différences finies

On considere un domaine unidimensionnel [0,L] , contenant deux sous-domaines
- ) C [0,L] la région excitable et ()¢ C [0,L]| () 1a région inhibitrice

On divise I'intervalle [0,L] en sous-intervalles de longueur

Les noeuds sont définis par

x;=iAx, 1=0,1,...,N

Le temps est également discrétisé avec un pas, et on note

t" =nAt,  ul = u(ty, x;).

Dérivée temporelle

ou_ -

ot At

Dérivée seconde spatiale (schéma centré)

n+l

2 no a1 n
O°u Ui —2up +up,

ox2 Ax?

Terme de réaction
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o bul'(ul! —0)(1—ul'), six; e
" —

—auf, six; € QOF

Schéma numérique final

uf =l A(ufly - 2uf uly) + AL

dAt

A= —
on pose A2

Consistance

On définit 'erreur locale Ry comme la différence entre I'opérateur différentiel exact et son ap-
proximation numérique

Rp = |L(u) — La(u)|

avec
ou ,0°u
L(l/l) = E — dﬁ — f(t, X, u)
u™t oy oyl = 2ul 4yl
_ i i i+1 i i-1 _ mn
Lalu) == a A2 Ji

Développons les termes du schéma numérique par des séries de Taylor

n+l _ n n
kel (a—”) +O(At)

At ot )
u o —2ul ?u\"
i+1 i i—1 2
— (2%} 4o
(BxP (5), +ota

fit = f(xi o, )
En remplacant dans 'expression de

ou\" %u\" " 5
La(u)= =) —dl 5= ) — f(xite,ui) +O(At) + O(Ax)
ot J; ox2 )/,
Dong, 'erreur locale est

Rp = |L(u) — La(u)| = O(At) + O(Ax)?

Le schéma numérique est consistant avec I’équation différentielle d’ordre 1 en temps et 2 en es-

pace, car At — Oet Ax — 0
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forme matricielle

1424 —A 0 0
—A  1+20 —A 0
0 -A 1421
—A
0 0 —A 142A

Résultats numérique

1 1
ull + At~ 17+ Aug

+1
ul + At - fY

n+1

Un-—p T At N0

T+ Au

n+1

Nous avons utiliser le logiciel Matlab pour calculer la solution du probleme x € ]0,1[ avec la

condition initiale v(x) = sin(7r x) et les conditions augj;'t) =0 u(t,x) =1,L=1;T =1;

Nx=5,Nt=10;d=01;0a=001;b=1;0=0.5;
x\t 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0.00 | 0.0000 | 0.3090 | 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 | 1.0000 | 0.9511 | 0.8090 | 0.5878 | 0.0000
0.25 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.50 | 0.0000 | 0.3090 | 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 | 1.0000 | 0.9511 | 0.8090 | 0.5878 | 0.0000
0.75 | 0.0000 | -0.0031 | -0.0043 | -0.0052 | -0.0055 | -0.0052 | -0.0045 | -0.0033 | -0.0018 | 0.0000
1.00 | 0.0000 | 0.3090 | 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 | 1.0000 | 0.9511 | 0.8090 | 0.5878 | 0.0000

uft, x)

Space

Time =0.9

FIGURE 2.3 — Résultats du probleme dela migraine avec aura
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2.2.2 Modélisation de la propagation de cellules tumorales dans un tissu

On consideére un tissu biologique de forme allongée, représenté par un intervalle spatial x €
(0, 7) dans lequel se trouvent des cellules tumorales dont la densité est notée en fonction du
temps et de la position.
L’évolution spatio-temporelle de ces cellules est décrite par le probléeme suivant
(Ou(t, x) B %u(t, x)
ot 0x2
u(t,0) =u(t,m)=0, t>0

=ud(x,t), x€(0,m), t>0

\u(O,x) =h(x), x€]0,mn]

Chaque terme de cette équation possede une interprétation biologique

au(t, x)
- ot

0%u(t, x)
 ox2

cellules du fait des différences de concentration

décrit la variation temporelle de la densité cellulaire

représente le phénomene de diffusion, c’est-a-dire le déplacement spontané des

— u3(x,t) modélise un terme de réaction non linéaire 1ié a la prolifération cellulaire. Ici, la
croissance est fortement accélérée lorsque la densité est élevée, ce qui correspond a un com-
portement de type tumoral agressif

— Les conditions aux bords u(t,0) = u(t, 1) = 0 traduisent un environnement fermé ot au-
cune cellule ne peut entrer ni sortir du tissu

— La condition initiale #(0, x) = h(x) décrit la distribution initiale des cellules dans le tissu

Ce modele appartient a la classe des équations de réaction-diffusion et permet de décrire la dyna-
mique de prolifération et de migration de cellules cancéreuses dans un milieu restreint Le schéma
ci-joint illustre 1’évolution de la densité cellulaire dans le domaine, I’axe horizontal représente la
position spatiale dans le tissu, ’axe vertical indique la densité de cellules a un instant donné.

Une concentration maximale apparait au centre du domaine traduisant un effet de prolifération

accélérée.
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- proliféreation
densité des cellulaire
cellules u3(t,x)
tumorales

. diffusion
diffusion

t=0 tissu biologique

tissu biologique

FIGURE 2.4 — Modélisation de la propagation de cellules tumorales dans un tissu

Application

On considere encore I'équation
(Ou(t,x) B %u(t, x)
ot 0x?2
u(t,0) =u(t,1)y=0, t>0

=u3(t,x), x€(0,m),t>0

\u(O,x) =h(x), x¢€]0,mn]

L
Soit L=7t, on divise l'intervalle [0,L] en M sous-intervalles de taille Ax = i
Le temps est divisé en pas de taille At,t" = nAt, pour n=0,1....N
Soit I'approximation de , avec x, i=0,1....M

Schéma explicite

ou uMtl—yn

~ 1 ]

ot At
Pu ey —2ul ul
0x?2 Ax?

L’équation de différence devient

n+1 n n n n
wi—u o upg = 2u g

At Ax?

Nous l'organisons
ull, ;= 2ul +ul
n+l _ . n i+1 1 i—1

Ax?

+ (u;?)3> , i=1,.,M—-1



2. Etude de quelques problémes d’évolution d’ordre 1 en temps 34

Avec conditions aux bords

Et condition initiale

Consistance

Rp = |L(u) — La(u)|

avec »
ou *u ul ™t —uloul = 2ul +ul
L(u) = % 92 u3, La(u) =~ Al : = Axlz — - (”?)3
On développe les approximations
ui_’H—]. _ u’-/l au
ZA—tl = E(Xi; tn) + O(At)

n n n 2
Wipp —2u) Huiy d%u
Ax? ox?2

(uf)® = (u(xi tn))°

(xi, tn) + O(Ax?)

On remplace dans I'expression de

La(u) = (3—1‘ + O(At)) - (% + O(sz)) —u’

Donc

Rp = |L(u) — La(u)| = O(At) + O(Ax)?

Le schéma numérique est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace. L'erreur locale
tend vers zéro lorsque At — 0 et Ax — 0, ce qui garantit la cohérence du schéma.
Nous avons utiliser le logiciel Matlab pour calcules la solution du probléme x € ]0,7t[ avec la

condition initiale u(x,0) = sin(x);L=7; T=0.1; M =30; N =100;
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X; = é%/t(s) 0.000 | 0.001 | 0.002 | 0.003 | 0.004 | 0.005 | 0.006 | 0.007 | 0.008 | 0.009
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
35 0.1045 | 0.1044 | 0.1043 | 0.1042 | 0.1041 | 0.1040 | 0.1039 | 0.1038 | 0.1037 | 0.1036
T 0.2079 | 0.2077 | 0.2075 | 0.2073 | 0.2071 | 0.2069 | 0.2067 | 0.2065 | 0.2064 | 0.2062
5 0.3090 | 0.3087 | 0.3085 | 0.3082 | 0.3079 | 0.3076 | 0.3074 | 0.3071 | 0.3068 | 0.3066
21—757 0.4067 | 0.4064 | 0.4061 | 0.4057 | 0.4054 | 0.4051 | 0.4047 | 0.4044 | 0.4041 | 0.4038
Z 0.5000 | 0.4996 | 0.4993 | 0.4989 | 0.4985 | 0.4981 | 0.4978 | 0.4974 | 0.4971 | 0.4967
z 0.5878 | 0.5874 | 0.5870 | 0.5866 | 0.5863 | 0.5859 | 0.5855 | 0.5851 | 0.5848 | 0.5844
% 0.6691 | 0.6688 | 0.6684 | 0.6680 | 0.6677 | 0.6673 | 0.6669 | 0.6666 | 0.6662 | 0.6659
%T 0.7431 | 0.7428 | 0.7425 | 0.7422 | 0.7418 | 0.7415 | 0.7412 | 0.7408 | 0.7405 | 0.7402
?i—g 0.8090 | 0.8087 | 0.8085 | 0.8082 | 0.8079 | 0.8076 | 0.8073 | 0.8071 | 0.8068 | 0.8065

=
2 0.6 5

1.2 ~

1+

0.8 <

0.4 <

0.2+

0 =l
40

150

FIGURE 2.5 - Solution numérique de 1’'équation de la chaleur non linéaire
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2.3 Ftude de ’équation de la chaleur dans un milieu non homo-

géne a conductivité variable

On Considére le probleme

(. d%u ou ou
27 7 - _
X 5 24—336a 5 vVt >0, Vx 6]1,6[

u(x,0) =Inx

u(1,t) =0, u(et)=0

Cette équation peut s’écrire sous forme divergente

ou 10 ([ s0u
ot  x0x ox

Il s’agit d'une forme généralisée de 1’équation de la chaleur dans un milieu non homogene, ot le
flux thermique est affecté a la fois par la conductivité variable x> et par le facteur de pondération
%, ce qui reflete une géométrie ou une structure interne particuliere du milieu.

Cette équation modélise la propagation de la chaleur (ou la diffusion d’une substance) dans une
barre métallique conique ou un tube a section variable, dont les propriétés internes varient avec
la position

La fonction u(x, t) représente la température (ou la concentration) a un point x et a un instant ¢
Le terme %% (x3 g—Z) traduit un flux diffusif dépendant de la position, plus intense vers les
grandes valeurs de x .

La condition initiale #(x,0) = In x décrit une distribution de température initiale non uniforme

Les conditions aux bords u(1,t) = u(e,t) = 0 traduisent un refroidissement parfait aux extrémi-

tés, c’est-a-dire que la température y est maintenue nulle.

2.3.1 FEtude mathématique

On cherche la solution de 1’'équation différentielle partielle par la méthode de séparation des
variables
Etape 1

Nous supposons que la solution peut étre écrite sous forme d’un produit de deux fonctions

u(x,t) = X(x)T(t)
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Nous calculons les dérivées

u 211
M _X@T), 4= X1

Nous remplagons dans I'équation initiale
XX (x)T(t) +3xX'(x)T(t) = X(x)T'(¢)

Nous divisons par X(x) T(t)

X" (x) +3xX'(x) _ T'(t) _
X(x) T(t)

Ou A est une constante séparant les variables.
Etape 2

L’équation est

Sa solution est

Etape 3

Nous résolvons I'équation

x2X"(x) +3xX'(x) + AX(x) =0

C’est une équation d’Euler. Nous utilisons la solution de forme
X(x) =x"
Nous calculons les dérivées
X' (x)=rx"Y, X"(x)=r(r—1)x"2
Nous remplacons dans I'équation
X or(r =12+ 3x - 4 Ax" =0

Nous simplifions

X'[r(r—=1)4+3r+A] =0
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Nous obtenons 1'équation caractéristique
P4+2r+A=0
Si A > 1, alors les racines sont
r=—14iuy, oup=+vA—-1
Leur solution générale est
X(x) = x [Acos(ulnx) + Bsin(uInx)]

Etape 4

En imposant les conditions aux bords u(1,t)=0 et u(e,t)=0 nous trouvons que
p=nm= A, =1+n*r?
La solution devient donc
Xp(x) = x sin(nmrlnx), T,(t) = e Hn*m)
La solution générale de I'équation est donc
ad 2.2
u(x,t) = Y ApxLsin(nminx)e” !
n=1

Etape 5

En appliquant la condition initiale u(x,0) = In(x) , nous avons

Inx=)_ Apx lsin(nminx)
n=1
Nous calculons les coefficients A, par la méthode de 1’orthogonalité. Cela consiste a multiplier

1

les deux membres de I'équation par x ' - sin(n7rIn x) et & intégrer sur l'intervalle [1, e]

A J{Inx-x"1-sin(nlnx)dx
L=

[{ x2-sin®(nmInx) dx
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2.3.2 FEtude numérique

Nous commencons par appliquer la méthode des différences finies

Nous utilisons la différence centrale pour approximer la dérivée seconde par rapport a I'espace

O%u _ uip1 — 22U+ Ui
ox2 "~ (Ax)?

Et la différence avant pour approximer la dérivée par rapport au temps

ou uMtl—yn

~ [ [
~nN

ot At

En appliquant les différences finies a 1'équation originale, nous obtenons la forme suivante

ul n+l _ n

2 Uiy —2uf tu 13 Mipr T Ui U Ui
! (Ax)? " 2Ax At
n+1 n xi2 n n n 3x; n n
uj = up + A (Ax)2 (Ui — 2uf +uiq) + Ax (ufyq —uiy)
La condition initiale est donnée par
u(x;,0) = In(x;)
Les conditions aux limites sont
u(l,t) =0 et u(et)=0
Cela signifie que
uiy =0 et uyx;=0 pourtout n
Consistance
Ry = [L(u) — La(u)|
ou
0%u ou Ju
L(u) = x*=— +3x— —
W) =52 ™% "
n n+l _ n
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Ona
n
“i+1_2“ + 1 ( +OAx)
Uity — Uiy _” 2)
2Ax ox
u?“ —ul! _ a_u AN
At ot

En remplacant dans L (u)

La(u) = x? (% + O(sz)) + 3x; (g—z + O(Ax2)) (aa” + O(At)>

Donc

Ra = [L(1) — La(u)| = O(Ax2 + A1)
Le schéma est consistant d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps. L'erreur locale de consistance
tend vers zéro quand Ax —> Oet At — 0
Stabilité
Nous analysons la stabilité de ce schéma

n+k ‘;z 1wn€Ax
m

]+£ -
ul! =1
M?—i—l — ezwnAx
”?—1 — e—zwnAx
En substituant dans le schéma, on obtient
eicu,,Ax —2 4 efz'a)”Ax eiw,,Ax _ efiwnAx
=1+At 2% 3x -
bm =1+ [x AX2 o 2Ax }
2x? 3ix sin(w,Ax)

=1+ At [E(cos(wnAx) 1)+ Ax L

Le facteur ¢, étant complexe, la condition de stabilité s’écrit

|&m| <1 pour tout wy,
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On calcule le module

3x sin(wyAx) \ 2
Ax

2x2 2
|En|* = (1 + At - @(cos(wnAx) - 1)) + (At
Ainsi, la condition de stabilité devient

2x2 2 3xsin(wpAx) 2
1+At—5 Ax)—1 At-——= | <1
( + At A (cos(wnAx) )) + ( t A ) <
Cette inégalité impose une restriction sur le pas de temps At , qui dépend de la position x , du

pas spatial Ax, et de la fréquence w;,

2.4 Equation de La Chaleur en 2D

L’équation de la chaleur en deux dimensions permet de modéliser I’évolution de la température
dans une plaque mince et homogene au cours du temps. On considére que la température en un
point (x,y) a l'instant ¢ est représentée par une fonction u(x,y, t). Cette équation traduit la fagon

dont la chaleur se propage dans la surface, selon les propriétés thermiques du matériau étudié.

2.4.1 Position du probleme

Considérons 'équation de la chaleur a deux dimensions dans tout 1’espace, avec des données
initiales et sources données :
u(t,x,y) , (82u 82u> 5
_— = — + = :f(t/x/y)/ (x/y)EIR’t>O’
(P,) ot dx2  Jy?
u(0,x,y) = g(x,y)

u(t, x, y)fonction inconnue représentant la température au point (x,y) € R? au temps t > 0

a? coefficient de diffusion thermique, constant strictement positif, qui dépend des propriétés phy-
siques du matériau (par exemple, la conductivité thermique)

f(t,x,y) terme source représentant la génération ou 1’absorption de chaleur dans le domaine. I
peut dépendre du temps et de 1'espace

¢(x,y) condition initiale qui donne la répartition de la température dans tout 'espace R? a I'ins-
tant initial f = 0

Le domaine spatial est R? , c’est-a-dire que la diffusion est considérée dans un plan infini
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2.4.2 Ftude mathématique

On applique la transformation de Fourier pour la résolution de ce probleme

La méthode consiste a séparer le probleme en deux probléemes

u(t,x,y) =uy(t,x,y) + ux(t, x,y)

Probléeme homogene
uq résout le probleme homogeéne avec donnée initiale g(x,y)

up résout le probléme non homogene avec donnée initiale nulle

ouy 2 0%uq N %ur\
(Pé) ot 0x? ayz a

u1(0,%,y) = 8(x,y)
On applique la transformée de Fourier (par rapport a et )
w1 (t, 1) = Faylur(t, x,y)]
Ce qui transforme 1’équation en
D08 ) + AT+ )1, ) =0
at "’ e
mn(t, &) =8 1)
La solution est donnée par
(1,8, ) = 88 ) e T E Y
On effectue ensuite la transformée de Fourier inverse, et on obtient

1 x_x/ 2+ _ ,\2
ul(t,x,y) = //]RZ 47T£(2t exp (_( )4azfy ]/) >g(x/’y/) dx/ d]/

Probléme non homogeéne

au2 82u2 821/[2
(Py) E ( Ty ) =)
2

uy(0,x,y) =0
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On applique de nouveau la transformée de Fourier

a o~
;;tz(f & 1) +4m2a? (& + )i (t, &) = f(t,E 1)

2(0,¢,17) =0

On résout cette équation différentielle avec facteur intégrant

t
@(t/ C/ 7]) - /O f(S, é’l ;,]) 6—47-[20(2(624_172)(1__5) ds

Ce qui donne, apres transformation inverse

2 _,\2
uz(t,x,y) = /Ot//]RzM{ngTs)exp (— (X ZZZ(:__(:VS) y) )f(S,x/’y/)dx’dy’dS

Finalement, la solution compleéte de I’équation est donnée par la somme

(x—x')?+(y

o 1 (=) +(y—y)? PN At g t 1
u(t,x,y) = [y 7 exP ( R ) g(x y")ax'dy' + [y [[ge (=) P\ map—s

2.4.3 FEtude du probléme sur un intervalle borné

On considére le probléme

/

0,1] x [0,0
u
——oc (—2 )zO dans ), t>0

u(0,y,t) = u(1,y,t) = 200y(0.5 — y)(1 —e~*)
u(x,0,t) = u(x,0.5,t) = 100x(1 — x)(1 — e~3)

u(x,y,0) =

On appliques la méthode de séparation des variables

Etape 1 Supposition de séparation des variables.

On suppose que la solution s’écrit sous la forme

u(x,y,t) = X(x)Y(y)T(¢)

En substituant cette forme dans 1’équation de la chaleur, on obtient

X(@)Y(y)T'(t) = o (X" (x)Y (y) T(t) + X (x)Y" (y) T (1))
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On divise ensuite par #>X (x)Y (y)T(t) des deux cotés
) _ X"(x)  Y'(y)

T(t)  X(x)  Y(y)

Comme le membre de gauche dépend seulement de ¢ et le membre de droite de x et y, ils doivent

étre égaux a une constante —A

;/T(Z) =-A = T(t)+A>T(t) =0

X)) Yy
X(x)  Y(y)
On introduit deux constantes Ay et A, telles que
1! 1
X _ g YW aveed = Ay 1A,

X(x) " Yy

Etape 2 Résolution des équations séparées.

Les équations différentielles ordinaires deviennent
X"(x)+ A X(x) =0, X(0)=X(L)=0

Y'(y) + A Y(y) =0, ¥(0) = Y(L) =0

T'(t) + Aa®T(t) = 0
\

Les solutions non triviales sont données par

. (nmx n 2 y

Xn(x)—sm(T), Ay = < ) , nelN

Yy(y) = sin (PT7T]/> , Ay =

Tn,P(t) = efaz(/\ﬁ/\y)t = 670‘2((

Etape 3 Combinaison linéaire des solutions.
La solution générale est une combinaison linéaire des solutions séparées
oo ()T ) gy g g
u(x,y,t) =Y. Y Aupe L L sin <T> sin <T>

n=1p=1

Etape 4 Calcul des coefficients.
Les coefficients A, ;, sont obtenus a partir du développement en série double de Fourier de la

condition initiale
4 (L (L . (MTTX\ . [ PTTY
App = ?/0 /0 ¢(x,y) sin (T) sin (T) dxdy
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2.4.4 FEtude numérique

Considérons un probléeme de conduction thermique bidimensionnelle statique Dans un do-
maine rectangulaire [0, 1] x [0,0.5]
QO =1[0,1] x [0,0.5]

(P P
ot 9x2 = 9y?

u(0,y,t) = u(1,y,t) = 200y(0.5 — y)(1 — e~ %)
u(x,0,t) = u(x,0.5,t) = 100x(1 — x)(1 — e~3)

)zO dans (), t>0

u(x,y,0) =0

\

On discrétise I'espace et le temps

— On divise l'intervalle [0,1] en Nx sous-intervalles d’amplitude constante Ax = 1

RI

— On divise l'intervalle [0,0.5] en Ny sous-intervalles d’amplitude constante Ay = qu_y

— Le temps est divisé en pas de temps de taille At On définit les nceuds

x;=1-Ax, 1i=0,1,...,Ny

yi=j-4dy, j=01,...,Ny

t"=n-At, n=0,1,2,...

Dérivée temporelle (ordre 1 avant)

n+l . n
Ju Ui Ui

of At
Dérivées spatiales (ordre 2 centré)

n
o2u Uity1;— 2uy; +ul 1,

ox?2 sz
021 B uzj+1—2u —|—1/ll] 1
ay? - Ay?

En remplagant les dérivées dans I'équation, on obtient le schéma explicite suivant

u' .
+1 1,
u;?].H = uy; + a?At ( s Ly +



2. Etude de quelques problémes d’évolution d’ordre 1 en temps 46

Consistance
Rp = |L(u) — La(u)|

_du , (*u | *u
L) =5 o (8_2+8_y2)
n+1

Loy 2 B T (M T2y My M 20
alw) = =gy e A2 * Ay2

avec

Développement en séries de Taylor

n+l _ _n
Ujj Uij  ou

Af = g(x,-,y]', tn) +O(At)

n
Uity1;— 2u?; +ul 1 o2u

(x;, Yi, ty) + O(sz)

sz -~ ox2
u:.’fjﬂ —2u}; i u” . %u )
Ay7— = (xi,Yj, tn) + O(AY7)

La(u) = (Z‘H}(At)) (322+O(A )+§2?+O( y2)>

Donc

Ra = |L(u) — La(u)| = O(At + Ax* + Ay?)
Le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace (x et y).Lorsque At — 0
Ax — 0 et Ay — 0, l'erreur locale tend vers zéro, ce qui garantit la consistance du schéma
numérique.
Stabilité

On introduit la solution test de la forme

n+k i(wxlAx+wyLAYy)
ul+€,]+L gm i !
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p

uz]ﬂ_l = Cm

Lll?fj =1

uln+1/j — eiwax
uln—l,j — e—iwax
uir/szrl — plwyAy
ugj—l — e—iwyAy

remplagons dans le schéma

=1t A plwxAx 4 e iwxAx _ o N elwyAy 4 e~ iwyAy _ 9o
" Ax? Ay?
. 2cos(wyAx) —2  2cos(wyAy) —2
Xip =14 a®At < (Aj;z ) + (Ayyzy)
. . A
En=1—4a’At sin’(#5) + sin’(“5%)
" Ax? Ay?
pour que le schéma soit stable il foi que
[Gm| <1

Le terme avec les sinus est toujours positif ou nul, donc la valeur minimale de est obtenue lorsque

A
sin2 (waAx> —1 et sin? <y) =1

Ceci correspond au pire cas (le mode de plus haute fréquence) Ainsi

1 1
_ 2
Cm=1—4«a At(A_J(fz+A_y2)

Pour que |&m| < 1, il faut que
—1<ém<1

La borne supérieure ¢, < 1 est toujours vraie ici, il faut donc juste que
Em = —1
Ce qui donne

1 1
2
1—4« At(A_JCz+A_]/2) 2—1
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Réarrangeons cette inégalité

1 1
2
—4n~At (E_FA_]/Z) > =2

En multipliant par -1 (et en inversant le sens de 1'inégalité)

1 1
4PAt [ —+— | <2
’ (Ax2+Ay2>_
En divisant par 4
1 1 1
2
At —+-— ) <=
: (Ax2+Ay2)_2

Donc, la condition de stabilité du schéma explicite en 2D est

11 1
2

A b — ) <=
: (Ax2+Ay2)_2

convergence

Le schéma numérique, étant a la fois consistant et stable sous une condition sur le pas de
temps, garantit que la solution approchée converge vers la solution exacte lorsque les mailles et
le pas temporel tendent vers zéro(At, Ax, Ay — 0)

qui s’écrit encore sous la forme matricielle

a -r, 0 -, 0 0 0 0 O uf ul + b
—ry a -1, 0 -r, 0 0 O 0 uj ™ ull + by
0 -1, a 0 0 -r, 0 0 O ultl ul + bs
—-r, 0 0 a —rp 0 —-r, O 0 uj uj + by
0 —r, 0 —ry a —rx 0 —r, O up ™l = | ul +bs
0 0 —-r, 0 -—ry a 0 0 -n uptl ull + be
o 0 0 -r, 0 0 a -ro O uptl ull + by
0 0 0 0 —r, 0 —ry a —ry ugtt upl + bg
0o 0 0 0 0 -r, 0 —r, a ug ™ ull + by
on pose
L R
A VT AR

a=1+2ry+2r

= n+1 n+1
b ) (”'”i/,j Ty )
ij,il j/=1..N
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(i,j) désigne le nceud intérieur courant
(i’;j") désignent les indices des nceuds voisins sur le bord, horizontalement (gauche/droite) ou

verticalement (haut/bas)

n+1
i'j

ou uH!

u ijl

sont les valeurs connues imposées aux bords (selon les conditions de Dirichlet)
Nous avons utiliser le logiciel Matlab pour calcules la solution du probléme nous prenons
x € (0,1),y € (0,0.5) avec la condition initiale
u(x,y,0) =0
et les conditions de Dirichlet
u(0,y,t) = u(1,y,t) = 200y(0.5 — y) (1 — e~3)

u(x,0,t) = u(x,0.5,t) = 100x(1 — x)(1 — e 3"

Les données du code sont Lx = 1 Longueur du domaine selon x, Ly = 0.5 Longueur du domaine
selon y, v = 1.5 Coefficient de diffusion thermique Tmax = 2 Temps final de la simulation ; Nx = 20

Nombre de points selon x, Ny = 20 Nombre de points selon y, Nt = 100 Nombre de pas de temps

1 0.5
dx = Th 0.0526, dy = o~ 0.0263

x/y | 0.000 0.026 | 0.053 0.079 0.105| 0.132| 0.158| 0.184| 0.211 0.237
0.000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.053 0 [-0.0298 | 0.0623 | -0.0998 | 0.1442 | -0.1967 | 0.2574 | -0.3249 | 0.3964 | -0.4674
0.105 0| 0.0498 | -0.1040 | 0.1666 | -0.2409 | 0.3288 | -0.4304 | 0.5436 | -0.6636 | 0.7829
0.158 0 ]-0.0552 | 0.1154 | -0.1851 | 0.2679 | -0.3660 | 0.4795 | -0.6061 | 0.7405 | -0.8743
0.211 0| 0.0481 | -0.1005 | 0.1613 | -0.2337 | 0.3195 | -0.4190 | 0.5301 | -0.6482 | 0.7659
0.263 0 ]-0.0331 | 0.0691 | -0.1109 | 0.1607 | -0.2196 | 0.2880 | -0.3642 | 0.4452 | -0.5259
0.316 0] 0.0125 | -0.0259 | 0.0412 | -0.0590 | 0.0796 | -0.1030 | 0.1286 | -0.1552 | 0.1810
0.368 0] 0.0197 | -0.0419 | 0.0686 | -0.1018 | 0.1429 | -0.1924 | 0.2497 | -0.3126 | 0.3775
0.421 0 |-0.0848 | 0.1788 | -0.2905 | 0.4272 | -0.5936 | 0.7912 | -1.0169 | 1.2620 | -1.5118
0.474 0| 0.2298 | -0.4837 | 0.7839 | -1.1490 | 1.5913 | -2.1141 | 2.7086 | -3.3514 | 4.0036
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Time =2

%1021
2~

FIGURE 2.6 — Solution a I’équation de la chaleur 2D

Exemple 2.1 Nous avons utilisé le logiciel MATLAB pour réaliser une simulation numérique et calculer
la solution d'un probléme suivent

(

QO =[0,4] x [0,4]
ou ’u  d’u
<§_ (W+8_y2)_0 dans ), t>0

u(x,y,t) = e¥cosx — e*cosy

u(x,y,0) =0

Les données du code sont Lx = 4 Longueur du domaine selon x, Ly = 4 Longueur du domaine selon y, x =
10~* Coefficient de diffusion thermique Tmax = 2 Temps final de la simulation ; Nx = 10 Nombre de points

selon x, Ny = 10 Nombre de points selon y, Nt = 2 Nombre de pas de temps,les pas spatiaux ont été fixés a
Lx of dy — Ly
Ne—17"Y " Ny-1

, et le pas temporel a été choisi comme dt=0.1
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x1\y1 n Y2 Y3 Ya Y5 Yo Y7 Ys Y9 Y10

X1 0 0.6568 1.8022 3.5684 | 6.1222 | 9.8341 | 15.2812 | 23.4455 | 35.9228 | 55.251¢
xp | -0.6568 0 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0008 | 0.0012 | 0.0044 | 50.313:
X3 -1.8022 | -0.0001 0 0 0 0 0 0 0.0018 | 36.001¢
xg | -3.5584 | -0.0002 0 0 0 0 0 0 0.0008 | 15.323:
X5 -6.1222 | -0.0003 0 0 0 0 0 0 -0.0004 | -7.352¢
Xe | -9.8341 | -0.0005 0 0 0 0 0 0 -0.0014 | -27.072,
x7 | -15.2812 | -0.0008 0 0 0 0 0 0 -0.0020 | -39.148:
xg | -23.4455 | -0.0012 0 0 0 0 0 0 -0.0020 | -39.901
X9 | -35.9228 | -0.0044 | -0.0018 | -0.0008 | 0.0004 | 0.0014 | 0.0020 | 0.0020 0 -27.104.
x10 | -55.2518 | -50.3134 | -36.0018 | -15.3232 | 7.3529 | 27.0723 | 39.1484 | 39.9011 | 27.1042 0

60 -

40

0

-20

=40 -

60 sl
10

2

10

FIGURE 2.7 — Solution a I’équation de la chaleur 2D
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2.4.5 Application de la méthode des éléments finis

Soit le probleme

——i——):f(x,y,t) dans ), t>0

u(0,y,t) =u(l,y,t) =g(y,t) 0<y<05 t>0

u(x,0,t) =u(x,05,t) =h(x,t) 0<x<1 >0

u(x,y,0) =0

\

On multiplie par une fonction test v € H! et on intégre sur le domaine (2 :

ou , [ u , [ 0%u
o _ s — — = t)vdxd
/Q atvdxdy it /anzvdxdy it /Q ayzvdxdy /Qf(x,y, Judxdy
Intégration par parties

Pour le terme en
ou dv

%u ou .
/Q Wvdxdy == /5 ggdxdy—k /an avnxds
Pour le terme en

d%u ou v ou .
/ S5 0dxdy = — /Q 3y 3y dxdy + 0 @vnyds

Levée de la condition de Dirichlet On pose u(x, y, t)

i(x,y,t) = u(x,y,t) —ug(x,y,t)

On remplace dans 1"équation variationnelle

ou

/Qaa—?vdxdy—kaz/ﬂva~Vvdxdy: _/Q atgvdxdy—az/QVug.Vvdxdy+/0f(x,y,t)vdxdy

En insérant dans la formulation variationnelle et en multipliant par une fonction test , on obtient

ou

/Q(Z—?vdxdy—kﬁ/ﬂvavdxdy: _/Q atgvdxdy—[xz/QVug.Vvdxdy—k/ﬂf(x,y,t)vdxdy

avec

V:{veﬁ@ﬂﬂﬁ@ﬂ”vmyﬁszw:vﬁﬂ):dnﬂazO}

vz{veﬂaan%ﬂzo}
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Construction du maillage
On divise le domaine (2 = Ly x Ly en une grille réguliere composée de petits rectangles. On
choisit

— N, subdivisions dans la direction

— Ny subdivisions dans la direction
On obtient alors un total de Ny x N, éléments finis rectangulaires et (N + 1)(N, + 1) nceuds
(points du maillage)

On définit les pas suivants
Lx W, — Ly
Ny VN

Les coordonnées des nceuds du maillage sont données par

hx:

y]:jhy, j:O,...,Ny

Soit ¢; j(x, y) la fonction de forme associée au nceud(x;, ;) telle que

¢ij(Xx, Y1) = Sik 6

La solution approchée est écrite comme une combinaison linéaire

Ny—1Ny—1

n(x,y,t) Z 2”1] ¢1]xy)

ou ; j(t) sont les inconnues nodales a chaque instant
En injectant cette approximation dans la formulation variationnelle, et en choisissant v = ¢
comme fonction test, on obtient

di; dulg 9
Yij dr dt ! Ja i dxdy + o> Yy i1y o Vepij Vi dxdy = — [ ¢ Pepdxdy —a Ja Vg -V dxdy +
Jo f(xy, ) ridxdy

dil;
Lt oy it dady 2 iy [ sy Vo drdy = B
i i,j

dulg
Fi(t) = — ¢kded3/—“ / Vg - V<szdxdy+/ f(x,y,t) ¢y dxdy
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En notation matricielle, ce systeme devient

dU(t) —n
M=— =+ a’KU(t) = F(t)

e U(t)est le vecteur des inconnues nodales
e M est la matrice de masse M 1)(;j) = Ja $ij¢r, dxdy
o k est la matrice de rigidité My = [o Vi - V1 dxdy
e F(t) est le vecteur second membre On utilise le schéma d’Euler implicite

e —0r_al

o+l
At th( )

Alors nous obtenons
an+1 _ Cln
(5

2 17n+1 . rn+l
K =F
AL >+IX u

Donc

(M+ Ata?K) Q" = MO" + AP
Forme finale utilisable numériquement

Al:[nJrl — bn+1

ou

A= M+ AtpuK

Pt = MU" + AtF*



Chapitre 3

FEtude de quelque problémes d’évolution

d’ordre 2 en temps

3.1 Equation d’onde en 1D

L’équation des ondes en une dimension modélise la propagation d'une perturbation dans un
milieu élastique, comme une corde tendue ou une onde sonore. Elle permet de décrire I’évolution
temporelle d'une déformation u(t, x), qui représente par exemple le déplacement vertical d'un
point de la corde situé en x au temps t. Cette équation rend compte du comportement vibratoire

d’un systeme soumis a une excitation ou a une force extérieure.

3.1.1 Position du probleme

On considere 1'équation aux dérivées partielles suivante

(0%u 502U

w(t,x)—tx W(t,x)—f(t,x), xe€R, t>0,
(P3)  Qu(0,x) = g(x), x €R,

\aa—?(o,x) = h(x), x € R.

u(t, x) fonction inconnue représentant le déplacement vertical d'un point situé en position x a
I'instant ¢.

a? parametre strictement positif représentant le carré de la vitesse de propagation de 'onde dans

55
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le milieu.

f(t,x) terme source (ou terme de forcage) représentant une excitation extérieure agissant sur le
systeme.

g(x) condition initiale décrivant la forme initiale du déplacement au temps t = 0.

h(x) condition initiale représentant la vitesse initiale du déplacement au temps t = 0.

3.1.2 FEtude mathématique

On applique la transformée de Fourier par rapport a la variable spatiale pour chercher la

solution du probléme

i(t,¢) = /+oou(t,x)e_i§x dx

—00

La transformée de Fourier a les propriétés suivantes
0%u 0%u 0%
f N.9 t/ - — 20 t/ 7 F EYD) t/ = 37 tl
(52) o) =-2ato, 7(55) 0o =500
comme la transformée de Fourier s’applique uniquement sur la variable x, donc les dérivées en ¢

ne sont pas affectées ;ce qui donne

(%11 ~

W(t:‘f) + a?Z2(t, &) = f(1,8)
u(0,¢) = g(¢)

ou ~

\5(0/5) = h(¢%)

Sa solution générale est la somme de la solution générale de I'équation homogene et la solution

particuliere
i(t,§) = un(t,¢) + up(t, )
Solution homogene
i (t,¢) = A(G) cos(agt) + B(¢) sin(agt)
Solution particuliére (par variation des constantes)

On utilise la méthode des coefficients indéterminés (ou Duhamel)

a,,6) = [ S Fs g
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Ainsi, la solution complete dans 1'espace de Fourier est

1(t,) = §(&) cos(att) + L sinfagt) + [ =D g

En appliquant la transformation de Fourier inverse, on obtient la solution dans ’espace physique

~

u(t,x) = % / :” [g(g) cosMaH%)sm(agt) + /O PSSt =5) 7o 2y ds]| eftrag

ad

3.1.3 Ftude du probléme sur un intervalle borné

On considere 1'équation aux dérivées partielles suivante

(92 02
a—t;‘(t,x) . [x2a—x”2‘(t,x) =0, x€[0,L], t>0,

u(0,t) =u(L,t) =0

u(0,x) = g(x)

25 (03) = h()

On appliques [13] la méthode de séparation des variables ;La substitution de
u(x,y,t) = X(x)T(t)

En remplagant cette expression dans I'équation d’onde et en séparant les variables, on obtient les
deux EDO
T" — AT =0

X"—AX=0

ou A est une constante —c0 < A < o0
Nous allons maintenant étudier les solutions des deux équations différentielles ordinaires obte-

nues, en fonction des différentes valeurs possibles du parametre spectral A
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Valeurs possibles de A

A <O
(= —p)
1 1

A>0
(A=p%)
!

T(t) = Asin(apt) + Bcos(apt) T(t) = At+B
X(x) = Csin(Bx) + D cos(Bx) X(x)=Cx+D

T(t) = Ae"Pt 4 Be=*P!
X(x) = CeP* + De P>

u(x,t) = X(x)T(t)

Entrez les conditions aux limites de la constante de séparation négative

u(x,t) = [Csin(Bx) + D cos(px)][A sin(apt) 4+ B cos(apt)]

En insérant 1’équation dans u(0, t) = u(L,t) = 0, on obtient

Csin(BL)[Asin(apBt) + Bcos(aft)] =0

nrt
'Bn:T n=20,1,2,...

Donc la solution générale

anrct

un(x,t) = ilsin(n—zx)[An sin( ) + By, cos(

anrtt

)] n=0,1,2,...

Application des conditions initiales pour déterminer les constantes

u(x,0) = g(x)

ou
=y
nous pouvons trouver les coefficients A, et By,
2 L . /NTTX
An = % 0 h(X) sm (T) dx
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B, L/ s1n nﬂx> dx

Nous avons donc terminé, la solution est

> . N7X . anst anrt
:Zsm(T)[Ansm( T ) + By, cos( T )]

3.1.4 FEtude numérique

Soit le probleme

(%:azg 0<x<L teR%
u(0,t) =0

u(L,t) =0

u(x,0) = g(x)

|5 0) = h(w

En discrétisant ce probléme en posant les données aux limites u(x,t) = 0, les données initiales
n _ ,n 3 n
Uy = Un41/ la valeur inconnue est u'.

Le probléme est d’ordre 2 en temps, nous avons

924" n+1 2Lt +un 1
aZI - I bo(Ar? i=1.N -1

On approche les dérivées secondes par un schéma centré a 3 points, ce qui donne

n+1 n—1 n n n
R I 21 2ui +ui
At2 Ax?

=0 i=1.N-1

on pose

r=a—0
Ax

A laide des différences finies, on obtient la forme discréte suivante de 1'équation

n+l __ n n—1 2.1 n n
u! ™t =2ul =l ot (ul g —2ul +ul )
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Consistance
Ra = |L(u) — La(u)]
avec " )
?u  ,0%u ul ™t —2ult 4wl Sl —2ul +ul
M=% o =Ty e e
0%u 5 5 ((9%u )
Donc

Ry = |L(u) = La(u)| = O((A1)* + (Ax)?)

Le schéma numérique est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.

Stabilité

Nous étudions la stabilité de ce schéma au sens de Von-Neumann.

(u?.i_l — Cm
ut =1

n—1 __ i
T
”?+1 — eiwnAx
ku?—l — o lwnAx

‘:m -2 _ gi + 7,2 (eiwnAx + e—iw,,Ax . 2)
m

Utilisant 'identité trigonométrique

TwyAx + efiwnAx

e = 2 cos(wpAx)

on obtient

Cm =2 — @i + 2r2(cos(wnAx) —1)

&2 =28, -1+ 2r2§‘m(cos(wnAx) -1)
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Ce qui donne

sz — [2 + 2r2(cos(wnAx) — 1)} En+1=0

On pose
A=— [2 + 212 (cos(wpAx) — 1)]

D’ou I'équation quadratique devient
&+ Afm+1=0

Les racines de cette équation sont données par

 —A+VAT 4

o .

La stabilité est assurée si le module du facteur d’amplification est inférieur ou égal a 1
Gm| <1 Ve
Le cas le plus défavorable est lorsque (cos(w,Ax) =1, donc
A=— [2 +2r2(—2)} — 422

Cela nous ameéne a la condition de stabilité suivante

A
r<1 = Atg%

Le schéma explicite considéré est stable sous la condition CFL suivante

A
Ar< 22
4

convergence

Le schéma numérique, étant a la fois consistant d’ordre 2 en temps et en espace, et stable sous

Ax
la condition CFL At < 7 converge vers la solution exacte lorsque At, Ax — 0.

Nous avons utiliser le logiciel Matlab pour calculer la solution du probléme nous prenons x €

(0,1) avec la condition initiale

Ju

u(x,0) = sin(7rx) Ey

(x,00=0 et u(x,y)=0
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Les données du code sont L = 1 Longueur du domaine spatial, T = 1 Temps total de la simula-

tion, ¢ = 1 Vitesse de propagation de 1'onde, Nx = 25 Nombre de divisions dans 'espace, Nt = 50

Nombre de pas de temps

Xt

t0

t1

t2

t3

t4

t5

to

t7

t8

t9

0.00

0

0

0.1253

0.1253

0.1248

0.1239

0.1224

0.1204

0.1180

0.1151

0.1117

0.1079

0.2487

0.2487

0.2477

0.2458

0.2428

0.2389

0.2341

0.2284

0.2217

0.2142

0.3681

0.3681

0.3667

0.3638

0.3594

0.3537

0.3466

0.3380

0.3282

0.3171

0.4818

0.4818

0.4799

0.4761

0.4704

0.4629

0.4535

0.4424

0.4295

0.4149

0.5878

0.5878

0.5855

0.5808

0.5739

0.5647

0.5533

0.5398

0.5240

0.5063

0.6845

0.6845

0.6818

0.6765

0.6684

0.6577

0.6444

0.6286

0.6103

0.5896

0.7705

0.7705

0.7675

0.7614

0.7523

0.7403

0.7254

0.7076

0.6870

0.6636

0.8443

0.8443

0.8410

0.8344

0.8244

0.8112

0.7949

0.7753

0.7528

0.7272

0.9048

0.9048

0.9013

0.8941

0.8835

0.8694

0.8518

0.8309

0.8067

0.7793
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FIGURE 3.1 — Probléme d’équation d’onde en 1D
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Voici les valeurs de la solution en quelques points de (), pour différentes valeurs de Ax

— 1
Pas Ax = 10

_ 1
Ax—zo

— 1
Ax—40

0.309016994374947

0.307799550539729

0.301725092185741

0.587785252292473

0.585469536507057

0.573915230106009

0.809016994374947

0.805829685034951

0.789926546600964

0.307807044916651

0.301736294473254

0.275478183789802

0.585483791659071

0.573936538123084

0.52399064358089

0.805849305568457

0.789955874570427

0.275478183789802

0.305391883531384

0.29092268245659

0.231925155290533

0.580889881712348

0.553367825776811

0.441147860463653

O | 0 || O |G || W (DN |-

0.799526330973514

0.761645470769645

0.607187939396712

3.1.5 Application de la méthode des éléments finis

On considere le probléme suivant

(0*u  ,0%u
W_“ axz f(x t) E(O,L), t>0
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0
ou
\u(x,O) = up(x), 5 —(x,0) =vo(x), x€(0,L)

Formulation variationnelle
On cherche une solution u € H}(0, L) telle que pour toute fonction test V = {v € H}(Q) | v(0) =
v(L) =0}, on ait

u BU L
A 8t2 x)dx +a / E —/0 f(x, t)o(x)dx
On divise l'intervalle [0, L] en N sous-intervalles égaux de taille h = % Soient ¢;(x)N7" les

fonctions de forme associées aux noeuds internes

On approxime la solution comme une combinaison linéaire

N-1
=) ut)
=1

On insere cette expression dans la formulation variationnelle, et on choisit v = ¢; , pour obtenir

</ (p](pldx) t) + a? Z (/ 4;}4;1 dx) uj(t ):/OLf(x,t)cpi(x) dx
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Cela donne, en notation matricielle
Mu" (#) + o®Ku(t) = F(t)

ot u(t) = (ur(t), ..., uN — (T

e M est la matrice de masse M;; = fOL ¢ipidx

e K est la matrice de raideur Ki,]- = fOL Pip; dx
= Jo FxDi(x

On approche la dérivée seconde par la formule

u//(n) - Mn+1 —2y" + Mn_l
- Af2

En injectant cette approximation dans le systéme variationnel

n+1 __ 2un n—1
M= Alzz U 2K =

On réécrit ce systeme
Mu"™+1 = A2 (P” — oczKu”) oMy — My

A chaque pas de temps , on résout

Ayt =p"

ou

(dans ce schéma explicite)

b = AR (F” _ zszu”> L oMU — My
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3.2 Equation d’onde en 2D

L’équation des ondes en deux dimensions permet de modéliser la propagation des vibra-
tions dans une plaque mince rectangulaire, fixée sur ses bords. Cette plaque peut représenter,
par exemple, une surface métallique, une membrane élastique ou une fine feuille de matériau
soumise a une perturbation mécanique.

La fonction u(t, x,y) désigne le déplacement vertical d’un point de la plaque situé a la position
(x,y) au temps t. Lorsqu’une force extérieure agit sur une région de la plaque (comme un choc ou
une impulsion initiale), une onde se propage dans toute la surface, causant une série de vibrations

qui dépendent des propriétés du matériau et des conditions aux limites.

propagation
de 'onde u(t, z,y)

FIGURE 3.2 — Propagation d"une onde dans une plaque mince a bords fixes

3.2.1 Position du probleme

On considere 1’équation aux dérivées partielles suivante
(

%273 — a’Au = flt,xy), t>0, (xy) € R2,

u(0,x,y) = g(x,y), (x,y) € R?,
205y =h(ry), (L) R
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ol Au = 32712‘ + 327”2‘ est le Laplacien en deux dimensions
u(t, x,y) est la solution recherchée (par exemple, une déformation ou une onde)
f(t,x,y) est un terme source (ou terme de forcage) qui représente une excitation extérieure agis-
sant sur le systeme
g (x, y)représente la forme initiale de I'onde au temps t = 0

h(x,y)donne la vitesse initiale de 'onde au temps initial

3.2.2 Ftude mathématique

On applique la transformation de Fourier complete [13] par rapport aux variables d’espace x
ety
iw(t,¢,m) = Faylult,x,y)I(E, 1)

~

f(68m) = Faylf (& x,9)](E 1)
On utilise la propriété
FlAu] = —a*(& +4?)i
L'équation devient )
TR e+ 2@ P E ) = FlL 2 )

avec les conditions initiales

~ N ol ~
i(0,6,m) = (& m),  5:(0,&n) =h(En)

On résout cette équation différentielle en ¢, paramétrée par (&, ). On note

w(G,n) =/ a?(§* +1?)

L’équation devient

-~

i (t,¢,n) + wi(t & n) = f(t,&n)

Solution de I’équation homogéene

iy(t,8,m) = A(S, 1) cos(wt) + B(G, 1) sin(wt)
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Solution particuliere

Fsin (w(t—s)) -

iy(t,¢,n) = | ———=f(s,G,1)ds
p(£,8,1) /0 » (s,&,11)
D’apres les conditions initiales, on détermine

(g )

w

Am) =8(&m), B(En) =

On en déduit

=)

u(t,&,n) =g(&n)cos(wt) + (iﬂ) sin(wt) —i—/ MA( n)ds

En appliquant la transformée de Fourier inverse, on obtient la solution

u(t,x,y) =5 //IR2 (&, 1) cos(wt) + A(C ) sin(wt)

w
+/O SIH( (t_s))f( ) }ei(éx—l-ny)dgd;,l

ol w = /a2(Z% +n?).

3.2.3 Ftude du probléme sur un intervalle borné

Considérons 'équation différentielle suivante
(P _ o (R0, P
otz dx?  9y?
u(0,y,t) =u(Ly,y,t) =0
u(x,0,t) = u(x,Ly,t) =0

) 0O<x<Ly 0<y<L, teR]

u(x,y,0) =g(x,y)

Ju
|5 (oY) = hxy)

On suppose une solution sous forme

u(x,y,t) = X(x) - Y(y) - T(¢)

En dérivant et en remplacant, on obtient
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() _ X'(x) | Y'(y)

cT(t)  X(x)  Y(y)

Chaque coté dépend d'une variable différente, donc ils sont égaux a une constante

T//
7 = A=T"4+ AT =0
et
X// Y//
Z 4=
X * Y
On pose
X// Y//

et pour le temps

T+ a®(Ax + Ay)T =0

pour l'espace

X"+ A X =0, Y"—l—/\szo

I1 a une solution générale
X(x) = Acos(y/Axx) + Bsin(y/Axx)

Application des conditions aux limites

X(0) = X(Ly) =0 X,(x) =sin (nfx) P M= (z_n)z

Nous appliquons la méme chose a y

Résoudre la deuxieéme équation

T +a?(Ax + Ay)T =0

En posant

2 2
wn,m:uq/)»x—k)xy:zx\/(zj) + (?)
x y

Tn’m(t) — An’m Cos(wn,mt) + Bn,m Sln(a)n’mt)

la solution devient
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La solution complete s’écrit alors comme une série double

. (nnx\ . [(mm
(x,y,t) Z Z Apm cos(wnmt) + By m sin(wy ,t)] sin ( I ) sin (L—yy>

n=1m=1

A partir des conditions initiales

Le rlLy nmx mrty
nm_LxLy/ / g(x,y sm( >sm <L—y) dy dx

4 Ly pLy . (nnx\ . [(mmy
Bn,m = m/o /0 h(x,y) sin ( Lx ) s (L—y) dydx

3.24 Ftude numérique

ox%  dy?

u(0,y,t) =u(Ly,y,t) =0
u(x,0,t) = u(x,Ly,t) =

u(x,y,0) =g(x,y)

W (x,y) = h(xy)

) 0O<x<Ly 0<y<L, teR}

\

Les fonctions u(x, t) et v(x, t) représentent les données initiales du probleme. En discrétisant cette
équation dans un domaine rectangulaire avec des conditions aux limites de Dirichlet homogénes,
on impose que u(x, t) = 0 sur le bord du domaine pour tout instant ¢. Les conditions initiales sont
données par

u(x,0) = g(x) et wg@

= h(x),
t=0

ot u(x,0) est la forme initiale de ’'onde et v(x) est la vitesse initiale de 1’onde.

L'inconnue principale est u(x, t), qui représente 'amplitude de 'onde au point x a l'instant ¢.
Mais comme il s’agit d"une équation du second ordre par rapport au temps, on doit exprimer les
premiers instants (f = 0) a l'aide d’un schéma explicite, tel que le schéma des différences finies
centrées

Approximation de la dérivée seconde en temps
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On utilise une différence centrée

n+l _~ n n—1
021 ui/j Zui’j + ui/].

o2 (i, yj, 1) ~ Nz

Approximation de la dérivée seconde en espace

Pour la direction

(’92_1/l(x. yi 1) ~ u?+1,] _2u +uz 1,j
axz s ~ AJZC

Pour la direction n
92u o Ui —2u +u,] 1
o2 (xi, yj 1) = Az

En insérant les approximations dans I’équation, on obtient le schéma suivant

u”,]H—Zu ul's 1+)\2( Uy — 2+ U 1])—|—A2( P —2ul+ull )

avec
cAt cAt
Ay = —, Ay = —
X Ax 7 y Ay
Consistance
Rp = |L(u) — La(u)|
avec
B o%u ?u  %u
L(”)_W_C 8x2+8y
. ”]H 2u; —|—u”1 ) l+1,]—2u + ult 1 quH—Zu +u,]1
A1) = Ap — ¢ Ax2 * A1

On développe chaque approximation

n+1 ZM un 1 5
/] _|— a

2 (xi,y;,t") + O(AP)

At2 Tz
Uiy = 2up il Qu )
sz = ox z(xzr]/]r ") + O(Ax7)

upi o —2u; i ul 92
J+1 ij—1 u )
Ay2 ayz (xi/ Yjr tn) + O(Ay )
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En remplagant dans 1'expression de

La(u) = (‘;27;‘ —I—O(At2)> —c? ((g%[ —|—O(Ax2)> + (?92712‘ +O(Ay2))> :
Donc

Rp = |L(1) — La(u)| = O(A£ + Ax* + Ay?)

Le schéma numérique est consistant d’ordre 2 en temps et 2 en espace (selon et ). L'erreur locale

tend vers zéro lorsque At — 0, Ax — 0 et Ay — 0, ce qui garantit la cohérence du schéma.

Stabilité

Pour analyser la stabilité, on analyse au sens de Von-Neumann ; supposons la solution de la

forme
?—ij_él,(j—&-L _ d(n . ei(wxéAx—f—wyLAy)
En remplagant chaque terme
( o :
uzj+1 = ez(wszx+wy]Ay)
qu — ot (wxiAx+wyjAy)
uzj—l — érr;l . ei(wxiAerwyjAy)
u?Jrl,]' — eiwax_
”?—1,]' — e—iwax‘
”Zj+1 — eiwyAy,
kuzkfj—l — o iwyhy.

On factorise tous les termes par le facteur commun
En=2— C;l + )\}Zc (eiwax + e—z’wax _ 2) + )\ﬁ(eiwyAy + e—z’wyAy _ 2)

on obtient

Em =2 — & +2A5(cos(wyAx) — 1) 4 227 (cos(wyAy) — 1)

En réarrangeant

Em + &t =24 2A2(cos(wyAx) — 1) + ZAﬁ(cos(wyAy) -1)
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Soit
A =24 2A2(cos(wyAx) — 1) + 2A§(cos(wyAy) -1)

L’équation devient alors

Co— AGn+1=0

Pour que le schéma soit stable, il faut que
1&m| <1 pour tout wy, wy

Cela est vérifié si

AT+A <1
A2 A2
) H () <
Ax Ay

Convergence

Le schéma numérique, étant a la fois consistant d’ordre 2 en temps et en espace, et stable sous

la condition CFL , converge vers la solution exacte lorsque At, Ax — 0.

Dans cette partie, nous avons utilisé le logiciel MATLAB pour calculer la solution numérique

du probléeme des ondes en deux dimensions. La méthode adoptée est celle des différences finies

explicites, appliquée sur un domaine carré Q) = [0,4] x [0,4], avec des conditions initiales et

aux limites appropriées. L'objectif est de simuler 1’évolution de I'onde jusqu’a un temps final

Tmax = 2, et d’observer le comportement de la solution dans le domaine.
Les parametres numériques utilisés sont
- Longueurs du domaine Ly = L, = 4
— Nombre de points spatiaux Ny = N, = 30
— Nombre de pas de temps N; = 10
- Vitesse de propagationc = 1
— Condition initiale u(x, y,0) = sin(7rx) sin(7ty)

— Conditions aux bords Dirichlet homogenes u = 0 sur 0Q2
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TABLE 3.1 — Valeurs de la solution u(x;, y;, T = 2) extraites du centre du domaine, sur une sous-

matrice 10 x 10

yj/ Xi X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10
y1 | —1.2890 | —1.3855 | —1.2259 | —0.8397 | —0.2983 | 0.2983 | 0.8397 | 1.2259 | 1.3855 | 1.288&
y2 | —1.3855| —1.4892 | —1.3177 | —0.9025 | —0.3206 | 0.3206 | 0.9025 | 1.3177 | 1.4892 | 1.385¢
y3 | —1.2259 | —1.3177 | —1.1659 | —0.7986 | —0.2837 | 0.2837 | 0.7986 | 1.1659 | 1.3177 | 1.225¢
ya | —0.8397 | —0.9025 | —0.7986 | —0.5470 | —0.1943 | 0.1943 | 0.5470 | 0.7986 | 0.9025 | 0.8397
ys | —0.2983 | —0.3206 | —0.2837 | —0.1943 | —0.0690 | 0.0690 | 0.1943 | 0.2837 | 0.3206 | 0.298:
Ye 0.2983 | 0.3206 | 0.2837 | 0.1943 | 0.0690 | —0.0690 | —0.1943 | —0.2837 | —0.3206 | —0.29¢
y7 | 0.8397 | 09025 | 0.7986 | 0.5470 | 0.1943 | —0.1943 | —0.5470 | —0.7986 | —0.9025 | —0.83¢
Y8 1.2259 | 1.3177 | 1.1659 | 0.7986 | 0.2837 | —0.2837 | —0.7986 | —1.1658 | —1.3177 | —1.22°F
Yo 1.3855 | 1.4892 | 1.3177 | 0.9025 | 0.3206 | —0.3206 | —0.9025 | —1.3177 | —1.4892 | —1.38C
yio | 12889 | 1.3855 | 1.2258 | 0.8397 | 0.2983 | —0.2983 | —0.8397 | —1.2259 | —1.3855 | —1.28¢
10
Time =2

x101%

1.5 <

14

0.5 4

04

0.5

A4

155

FIGURE 3.3 — Evolution de la solution de 1’équation des ondes en 2D
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3.3 Ftude de I'équation du télégraphe

3.3.1 Position du probleme du télégraphe

L’équation du télégraphe est une équation aux dérivées partielles qui modélise la propagation
d’un signal ou d’une onde dans un milieu ot I'on tient compte a la fois de la propagation, de
I’amortissement et de la dissipation. La fonction inconnue ¢(x, t) représente une variable d’inté-
rét, par exemple la tension, la déformation, ou toute autre fonction liée a la propagation d"une
onde ou d"un signal.

L’équation a résoudre est

%9 CLBqu

52 o — (RC+ £6)2% _ RGg = 0.

ot

Les parametres physiques qui apparaissent dans 1’équation sont les suivants

C la capacité du systéme,

L I'inductance,

R la résistance,

G la conductance ou les pertes supplémentaires dues a la dissipation d’énergie.

3.3.2 FEtude mathématique

On introduit[17] les constantes suivantes

. 1 a_RC+LG ﬁ_RG
- JCL’ ~ 2CL '  CL

Avec ces notations, I’équation (E) devient

824) 1 azq) 99
o 2o T T

Posons

oa,0) =yl exp (5 )

Ce changement permet de simplifier 'équation

On calcule les dérivées de Premiere dérivée par rapport au temps

dop  (d¢ wt
5= (o av)en (5)
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Deuxieme dérivée
0%¢ 0% oy a? ot
E?_(5ﬁ+“5?+2¢)“p<3>
En remplagant ces expressions dans (E) et en simplifiant, on obtient une équation pour
?Yy  10%Y o?
5?‘2E?<Wi>¢
On a effectué un changement de variables
X=x+ct et Y=x—ct

Puis, on a calculé les dérivées partielles

a observé que
0 0X 0 9Y

r aXox avax
0 0 0
v ﬁ(l) + W(l)

et

Pour la dérivée seconde par rapport a x

Yy %y Yy %y
oz~ axZ T 23xay T av2

Pour la dérivée seconde par rapport a t

Py o (P9, Py Py
o2 X2 0XaY = 9Y2

La substitution signifie qu’il remplace les dérivées par les expressions nouvellement calculées

0% A T 1, (3% 0’y %Y B — a?
(axz T 25%ay t aYZ) e <8X2 ~23%ov ay2> gz =0

_|_

2

Simplification Les termes avec ¢ s’annulent

ale azlp azlp azlp 821/) 821/1 ’B _ 062
(8X2 2%y t ay2> a (aXZ ~ %oy aYZ) gz =0

Il reste
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Nous simplifions maintenant

4 021 +(,B—zxz

axay 4z V=0
p—a
En mettant y? = ( o2 ) cela donne
021 B—a?  (RC—LG)?

axay THY=0 W =Ga2) = eep 20

Autempst,ona X = x +ct, et Y = x — ct Les conditions données sont

0 =) 0 =)

On doit exprimer aa—lf en fonction de X et Y
W _ (%% ¥
ot \oX aY
A t=0 (c’est-a-dire X=Y=x ), cela donne
oY oY 1

ﬁ(x,x) - W(x,x) = Eg(x)

en résumé, nos nouvelles conditions sont

w06 x) = f (355 =0
ay 9y 1
W(X/X) - W(X, X) = Eg(X)

Recherche d"une fonction de Riemann On cherche une fonction de Riemann dans le domaine pour
résoudre cette équation, La fonction v(X, X) doit vérifier
(i) L’équation adjointe

v

2. _
axay THV=0

(ii) Condition sur la diagonale

Sur la diagonale X = Y, la fonction de Riemann est généralement normalisée de sorte que
v(X,X)=1

Ce choix est justifié par la méthode de Riemann, afin de garantir que la solution obtenue respecte

les conditions initiales données pour le probleme de Cauchy.
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(iii) Condition de dérivée sur la diagonale

ov
W(X’ X)=0

On suppose que dépend aussi de (xg, Yp) On note

vV = V(Xo, Yo, X, Y)

et on cherche une solution sous la forme

V(X0 Yo, X,Y) = ®(z) ot z=2u\/(Xo—X)(Yo—Y)

ot ®(z) est une fonction a déterminer, et ot est positif ou nul dans T

Nous calculons la dérivée

a—Z—2>< !
ox ~ 1 2 %0 V)

Nous résumons
0z —(YO — Y)

X MR oMY

Nous avons

z
VXo-X) (Y- Y) = 2y 7= 20/ (Xo — X)(Yo — Y)
En compensation
z 1 2u
(Xo—X)(Yo—Y):— = =
\/ K VX -X)(Yo-Y) 2
si
dz 2u 2uA(Yo—Y)
ax — HYo—Y) x —=————"
Egalement g—; méme méthode de calcul
oz 2u 243 (Xo — X)
& =X x) x B RIS

On calcule les dérivées partielles nécessaires



3. Etude de quelque problémes d’évolution d’ordre 2 en temps 78

On veut calculer
0%v
0XoY

Utilisant la regle de dérivation en chaine

% 0 , .0z
aXoY oY (q’ (Z)a_x)

Développant
0z 0z 0%z
— B 9% 94 !
=*Egvax T Eaxay
on obtient
0%v 2
XY = —% (z®"(z) + @' (2))
donc,en remplagant
2 2

I (20" (2) +20/(2)) + L o(z) = 0

(on a remplacé v par ®(z) car v(X,Y) = P(z) )

2
On peut diviser toute 'équation par % (qui est une constante non nulle) pour simplifier

3.3.3 FEtude numérique

On considere 1'équation différentielle partielle suivante

(azlp
oxdy

P(x,0) = £(x), 3—‘5<x,o> — g()

p(0,y) =0, ¥(L,y)=0 pourtout y e [0,T]

+u2p =0 sur (x,y)€[0,L]x][0,T]

\

On divise le domaine en N, points dans la direction x avec un pas Ax = N1
. —

et N, points dans la direction y avec un pas Ay = N T
Y —
Les points de discrétisation sont donnés par

x;,=iAx, i=0,1,...,Nx—1 Y =jAy, j=01,...,Ny—1

Schéma numérique

Pour approximer la dérivée croisée au point , on utilise un schéma de différences finies centré
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d’ordre deux

02 1
(aspy) 7 Tavay (Pertin ~Yistin —Yisi i) +O(0) +0(8r7)

En remplagant cette approximation dans I’équation différentielle, on obtient le schéma suivant

1
4AxDy (Y141 — Yim1j41 — Pic1jm1 + Pivrjo1) + #79; =0

ce qui donne apres simplification

Yis1je1 = Pic1je1 + Pio1jo1 — Pir1j—1 — AAXDY PP

Consistance
Rp = [L(Y) — La(Y)]
avec
0%y
L(Y) = 2y
(¥) dxay T
1
La(Y) = IAxhy (Fis1,j01 — Yimrjor — Fivrjor + ¥im1jo1) + 928
On développe les termes autour du point
1 %Y ) )
IAxhy (Fit1,jt1 — Yirje1 — Yigrjo1 + ¥ic1, 1) = m(xi, yj) +O(Ax" + Ay?)

En remplagant dans L, (Y), on obtient

821{, 2 2 2

Donc l’erreur locale est
Rp = |L(¥) — Ly(¥)| = O(Ax? 4+ Ay?)

Le schéma est consistant d’ordre 2 en espace. L'erreur locale tend vers zéro quand Ax — 0 et

Ay — 0.
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Stabilité
On suppose une solution de la forme

n+k C wxﬁAx—l—wyLAy)
i+l,j+L — om

‘Yi—l—l,j—&-l Ck . el (wx (i+1)Ax+wy (j+1)Ay)
PSil’*l,]’Jrl gk .ol (wx(i—1)Ax+wy (j4+1)Ay)
Ti—l,j—l (;rk . zwx i—1)Ax+wy(j— 1)Ay)]

\Ifl_l_l,] L= Ck . zwr(z+1)Ax+wy(] 1)Ay)

\ ,] — gk . 1wx1Ax+wy]Ay)]

gk — p2iwxx (ezwAy + 1) — ePORBX L e HAY 4N Ay P

m

Pour que le schéma soit stable, il faut
[l <1

On évalue donc le module de I’expression trouvée a droite et on cherche la condition sur y,Ax,Ay

afin de satisfaire cette inégalité.

Convergence

Puisque le schéma est a la fois :

— consistant d’ordre O(Ax? + Ay?),

— stable d’apres l'analyse précédente,
on en déduit que l'erreur globale entre la solution numérique et la solution exacte diminue lorsque
les pas Ax et Ay tendent vers zéro.

Autrement dit, la solution numérique ¥;; converge vers la solution exacte ¥ (x;,y;), ce qui
montre que le schéma est convergent d’ordre O(Ax? + Ay?).

Application
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Nous considérons 1'équation aux dérivées partielles suivante

( 82¢

0x9y

P(x,0) = exp (— (x —
P _

@(.X,O) =0

L ¥(0,y) =¢(L,y) =0 pourtouty € [0,T]

— 4+ u2p =0 sur(x,y)€[0,L] x[0,T]

")

Y1

Y2

Y3

Ya

Y5

Ye

Y7

Ys

Y9

Y10

X1

0.0014

0.0014

0

0

0

0

0

X2

0.0023

0.0023

0.0026

0.0031

0.0041

0.0057

0.0077

0.0101

0.0130

0.0160

X3

0.0038

0.0038

0.0039

0.0041

0.0042

0.0041

0.0035

0.0019

-0.0009

-0.0055

X4

0.0061

0.0061

0.0064

0.0069

0.0076

0.0086

0.0101

0.0125

0.0163

0.0224

X5

0.0100

0.0100

0.0103

0.0111

0.0121

0.0133

0.0146

0.0160

0.0169

0.0167

X6

0.0161

0.0161

0.0167

0.0178

0.0194

0.0213

0.0237

0.0266

0.0300

0.0344

X7

0.0259

0.0259

0.0268

0.0285

0.0309

0.0339

0.0375

0.0415

0.0461

0.0509

X8

0.0414

0.0414

0.0428

0.0454

0.0490

0.0536

0.0590

0.0652

0.0722

0.0800

X9

0.0658

0.0658

0.0680

0.0719

0.0774

0.0843

0.0925

0.1017

0.1121

0.1235

X10

0.1042

0.1042

0.1074

0.1134

0.1216

0.1320

0.1441

0.1579

0.1732

0.1900
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FIGURE 3.4 — Titre de la figure ici.




Chapitre I

Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et théorémes utiles pour utilisé dans ce que

suit

4.1 Fonction d’Euler

La fonction d’Euler désigne généralement une classe de fonctions spéciales introduites par
Leonhard Euler, notamment les fonctions Gamma et Beta. Ces fonctions permettent d’étendre les
notions classiques de 1’analyse, comme la factorielle, aux réels et aux complexes, et jouent un role

fondamental dans le calcul fractionnaire.

4.1.1 Fonction Gamma

Définition 4.1 On appelle fonction Gamma la fonction définie par
—+o00
I(z) = / #~le7tdt, (z € C,Re(z) > 0)
0

Exemple 4.1

i) T(1) = [;"Cetdt =1.

]— o o .
i) T (§> = [FC 2 tdt =2 [ e Tdr = \/7r  (posant le changement de variable t = T?).

Lemme 4.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C*° sur R, (resp. holomorphe sur le demi plan

{z € C,Re(z) > 0}).

83
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Proposition 4.1
D) T(z+1) =2zI(z2)

2) T(n) = (n—1)!

Preuve 4.1
1) T(z+1) = [, e tdt = [~ e t|§™ +z [[F7 # letdt.= 2T (2).

2) onposez=mn—1

Lemme 4.2 Pour tout p > 0,0na

_ m n!nf
R N T R Y ey

Remarque 4.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs négatives non entiers par la for-

r 1
muleT(z) = (Z—+), et La transition d’un intervalle a un autre (—1,0), (=2, —1)... La fonction Gamma

n’existe pas pour les valeur négatives entiéres

4.1.2 Fonction Beta
Définition 4.2 La fonction béta est un type d’intégrale d’Euler, définie par :
1
B(p,q) = / tP=L(1 — )77 dt,  avec R(p) > 0,R(q) > 0.
0

Lemme 4.3 la fonction de beta est relative par la fonction Gamma par la formule suivante

pour tout R(p) > 0,R(q) >0,
Blpa) = w3
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Preuve 4.2 Soit D = (0, +00) x (0, +00) on a

F(P)F(q)z(/ e "dx) (/ yle ydy)
_// 2P Ly T L= () gy,

En utilisant le changement des coordonnées, considérons les nouvelles coordonnées

y :x+y X = Uuv
—

X =u y =u(l—vo)

v u
=—uv—u(l—v)=—u

Jxy) =|q &)=
g_y g_y 1-v —u
ou 9v
De méme que le domaine D correspondant a D dans les coordonnées u, v est
D' ={(u,v)/u>0,0<0v<1}.
Alors
/ xP Ly le= ) dydy = (uv)p Yu(1 =) e " |u|dudo
D
= / / uP~loP~ 141711 — )1 e " dudo
= / / uP TP =11 — v)1~te " dudo
0o Jo

00 1
:/ up+q_1e_”du/ P 1 —0)T 1o
0 0

=T(p+9)B(p.9)-

par conséquent
_I(pT(q)
Pp1) = T+ )

4.2 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 4.3 La fonction de Mittag-Leffler est déﬁnie par

[ee]

kZ;)I“ zxk+1

(z € C,R() > 0).
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et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par

Eup(x) = kér(“;‘—iﬁ) (x € C,R(a) > 0, R(B) > 0).
Exemple 4.2
1) .
Eo1(x) :kg;)% :k;)xk
2) 00 xk 00 xk
Eia(x) k;r(kﬂ) _k;) K C
3) 00 xk xk
E2r(x) _k:zor(zkﬂ) =,§0 (2K)! = cosh v/x
4) 00 xk 00 xk 1 & xk+1
F12(x) k;)l"(kJrz) - ,;0 (k+1)! ;,EO k+1)! PG

Proposition 4.2

i) poura =n € N, ona
d n
(E) Ey(Ax*) = A"Eg(Ax®), (n € N; A € C).

ii) poura =1/n(n e N\ {1}),ona

x n—1 k
1 +n/0 =1, <Z F(I:/n)> dt] ,(neIN\{1}).

Ei/u(x) =e"

4.3 Intégration Fractionnaire

Dans cette section, on va définir l'intégrale d’ordre fractionnaire sur un intervalle fini de I’axe

réel au sens de Riemann-Liouville avec quelques propriétés dans I'espace des fonctions continues.
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4.3.1 Formule de Dirichlet

Pour tout «, B € R tels que a, B > 0, et si h est une fonction continue, I’expression suivante est

appelée formule de Dirichlet

[ a -y dy = [Cay [T 000 - 0P e ar
a a Yy

a

En prenant
h(x,y) =8(x)f(y), et glx)=1,

on obtient

[ =0 [ =P )y = B, p) [ )y

ot B(w, B) est la fonction béta d"Euler.

4.3.2 L’intégrale fractionnaire

Définition 4.4 Soit f[a,b] — R une fonction continue. La primitive de f est donnée par

— /a " F(h)at

Proposition 4.3 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La primitive d’ordre n de f est donnée par

BF) = Gy [ =t e

Preuve 4.3 En effet, les primitives d’ordre supérieur sont données par
I f(x / F(s)ds,
2f(x / ( / s ds)
en utilisant la formule de Dirichlet, on a
B = [ [ s ) ar
- / £(1) (/ ds) dt
a t
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Alors

De méme on a

Par récurrence, on a

nLix) — 1 xx_ (n—1)
) = oy [, =0

n—1

4.3.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 4.5 Soit Q) = [a, b] un intervalle fini sur R, et f une fonction intégrable sur (3, I'intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville I§ f d’ordre o € C (R(«) > 0) est définie par

B0 = 5 [ =0 (0

et

B0) = g [ (6= 20 o)

out I est la fonction Gamma.

4.4 Dérivation fractionnaire

Dans la littérature, il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons
citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications : La dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

4.4.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 4.6 La dérivée fractionnaire d’ordre « > 0 au sens de Riemann-Liouville d'une fonction f

définie sur un intervalle [a, b] de R est donnée par

Dif() = DI () = ot

/ﬂ (= ()t
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oit n = [a] + 1 et [«] la partie entiere de «.

Side plus a € [0,1], alorsn = 1, d’oil

d [* _
Dif() = rg =y J, (50 O
Exemple 4.3 Supposons que

f(t)=1, a=05=n=1, donc n—a=05
DR f(x) = & [ﬁ [ x=nossal

d x05
0.5 e
Nous savons que T'(0.5) = /7

donc

_d [2a%° 2 d 2 1 1
05 ) 05 2,05
4.4.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 4.7 Soit « > 0et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre w est définie
par

e [0, Df ) = 2 (1) £ = ot [0 0

n—uw

Définition 4.8 Soit & > 0 et n = [« + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre « est définie

pﬂ?’
€ (0,6 0§ () = = (— o) 00 = pls [ et

Théoréme 4.1 la dérivée fractionnaire de Caputo o gauche “D% et a droit “D}  d’ordre a € C(R(a) >
0) avec n = [R(«)] + 1 est définie par

v € [o,b], D f(x) = T (D)) = g [ (- 007D 0t

Vx € [a, b],CDz‘ff(x) = (—1)nIg:a(an)(x) = m /xb(t — x)(”—zx—l)f(n)(t)dt_
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Exemple 4.4

i) La dérivée fractionnaire d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle
cp*C =o.
ii) La dérivée de f(x) = (x — a)P~1 au sens de Caputo Soit a non entier et

0<n—-1<a<mnetp—1>0, alorsona

(“DE ) (H)(x) = LD f) (x) = ﬁ /a S — 1)) £ () g,
et
dd:n (x—a)f t=B-1)(B-2)..B—n)(x—a)f ",
posons

(t—a)=s(x—a)ets e [0,1],

dt = (x —a)ds.
CD2‘+(t _ a)/%fl(x) — (;B - 1)%3(;1__2)0()(18 — Tl) (x _ a)ﬁfucfl /01(1 _ S)nfocflsﬁfnfldsl
_B=DB=2)-(B=1)  palp, 4 g
= s P P B p ),
(B2 (B m I (B n) e
[(n—a) F(B—a) '
— F(ﬁ) (x _ a)ﬁ—a—l
I —a) '

la méme résultat avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

4,5 La méthode itérative variationnelle (VIM)

La méthode [9] itérative variationnelle (VIM), introduite par Ji-Huan He, est une technique
semi-analytique efficace pour résoudre les équations différentielles ordinaires, les équations dif-

térentielles fractionnaires et les équations aux dérivées partielles, linéaires ou non linéaires.
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Cette méthode repose sur le principe variationnel, selon lequel on construit une correction
fonctionnelle contenant un multiplicateur lagrangien optimisé par des considérations variation-
nelles. Le schéma général consiste a construire une suite d’approximations qui converge vers la

solution exacte.

4.5.1 Description de la méthode

Nous considérons 1'équation différentielle suivante

L(y(t)) + N(y(t)) = g(t),

ol L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire et g(¢) est une fonction connue.
Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itérative variationnelle
suivante

Bt () = a(0) + [ A@)(Llya] + N7 - g(x)d. (@.1)
ou A est un multiplicateur générale du Lagrange. L'indice n représente la n-iéme approximation,
7n(t) est considéré comme une variation restreinte c’est a dire 0¥, (t) = 0. Pour résoudre 1'équa-
tion par la méthode VIM, on doit d’abord déterminer le multiplicateur de Lagrange A qui va étre
identifier par une intégration par partie. Alors les approximations successives un de la solution
y(t) vont étre obtenues en utilisant le multiplicateur de Lagrange et une fonction y( bien choisie
(qui doit étre au moins satisfaire les conditions initiales), par conséquent, la solution exacte sera

la limite

lim yy (£) = y(t)

n—oo

4.5.2 Application de 1a méthode VIM

On considere 'équation différentielle fractionnaire suivante avec dérivée de Caputo d’ordre
=05
Dyt =, y(0) =0
ott € D¥ désigne la dérivée de Caputo d’ordre & € (0,1).

La méthode VIM propose une solution approchée sous la forme

Bt () = ya(®) + [ AC)(Llya] + N[5 - ().
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Nous écrivons

Et aussi

donc

yn+1(t) = yn(t) + m /Ot(t - T)lxil (CD?’Syn(T) — T) dat

approximation initiale y(0) = yo(t) =0

Premiére itération y1(t)

ya(t) = yo(t) + ﬁ /Ot(t ~7)7%5(0 ~1)dt = 5] /Ot(t _ )05 4t

On utilise la formule connue

t
/ ot — 7 dr = 1. B(2, a)
0

I'(p)I
ou B(p,q) = T(p+q) est la fonction Béta d"Euler. Donc

intht(t — 7)7%°dr = t1° . B(2,0.5)

Or
1. T(2) =1
2. T(05) = V7t
3. T(25) = Z\/%
Alors
B(2,05) — L5 _ 1 Vi _ 4
e T(2.5) 3 3
VT
Ainsi
/tr(t ) %%dr = ét15
0 3
nlt) = ~grggy - ) -1 rdr = ——
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Deuxiéme itération y ()

On remplace dans la formule
1 : ~05 (CH05
va(t) = () + gy (=070 (CDVa(r) —7) de
Rappel de la dérivée de Caputo pour y(7) = c.7f avec B > a

Cpe [Tﬁ] _ TB+Y) g

r(B—a+1)
Ici
4 15
y1(7) N ™, a=05 § 5
donc
4 r'(2.5) 4 3
C05 _ i R e T = —
Den(n) = —5 = re) 37 YrT=-T

On remplace dans la formule

va(t) =) + 755 /Ot(t — 1) 05 (—r—T)dT =y () — ﬁ /ot(t )95 rar

t 4
/(t—’()_o5 TdT = = - #1°
0 3
Donc
2 4 45 8 15
B =y (f) — —— - = -t~ ) — —— .t
v(t) =n() - =307 =n(0) - 5=
on obtient
4 15 8 15 12 15
= 5 2yl .t
valt) = =3 NG NG
4 15
)= ———-t
yZ() ﬁ

4.5.3 Résolution numérique avec MATLAB

En utilisant MATLAB, nous avons implémenté la méthode d’itération variationnelle (VIM)

pour approximer la solution de I'équation différentielle fractionnaire suivante

“DPy(t) =t y(0) =0
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La dérivée fractionnaire est ici définie au sens de Caputo avec un ordre a« = 0,5. Les expressions
des solutions y1(t) et y»(t) sont obtenues a laide de la méthode d’itération variationnelle (VIM),
appliquée de maniere symbolique. Ces solutions prennent la forme

h(t) =~ 2, ya(t) = = £

= 3ﬁ ’ yz():_ﬁt

out y1 () représente la premiére itération, et y,(¢) une approximation améliorée. Le programme
trace ces deux fonctions sur l'intervalle [0, 1], discrétisé en 100 points, ce qui permet de compa-
rer visuellement la précision croissante des approximations obtenues par la méthode VIM. Cette

comparaison illustre comment la méthode affine progressivement la solution a chaque itération.
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t

ya(t)

ya(t)

0.00

0.000000

0.000000

0.01

-0.000764

-0.002291

0.02

-0.002160

-0.006480

0.03

-0.003968

-0.011905

0.04

-0.006109

-0.018328

0.05

-0.008538

-0.025615

0.06

-0.011224

-0.033671

0.07

-0.014144

-0.042431

0.08

-0.017280

-0.051840

0.09

-0.020619

-0.061858

TABLE 4.1 — Les 10 premiéres valeurs de t, i1 (t) et y2(t) obtenues par la méthode VIM

D5

15[

Méthode VIM pour D*® y(t) = t avec y(0)=0

-2.5

FIGURE 4.1 — Application de la méthode VIM a I'équation fractionnaire D?’Sy(t) =t

0.4 0.5

0.6 0.7

0.8

09



Conclusion et perspectives

Nous nous sommes intéressé dans ce mémoire a 1’'étude mathématique et numérique d"une
classe de problemes d’évolution, d’ordre un et d’ordre deux en temps, nous avons traité quelques
exemples numériquement, nous avons exploité les méthodes numériques classique, principales
tels que la méthode des différences finis, la méthode des éléments finis.

Nous avons étudier la stabilité et la consistance des analogues discret de chaque probleme ainsi
que la Convergence. Nous avons obtenu des résultats numériques pour chaque problemes en
utilisant le logiciel matlab nous avons initier au problémes fractionnaires, nous souhaitons ap-
profondir notre étude par des problémes d’évolution fractionnaire non linéaire et appliquer dif-
térents méthodes numériques notamment la méthode des volumes finis sur différents problemes

d’évolution en dimension deux.
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