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Abstract

The object of this work is the study of the existence of weak solutions for fractional
ordinary differential equations in the sense of derivate Riemann-Liouville in the space of
fractional sobolev in dimension one, using the Mountain-pass method, Ekeland principle.

Keywords: Sobolev space, Ekeland principle, Mountain-pass theorem, critical point.

Résumé

L’objet de ce mémoire est I’étude de I’existence des solutions faibles pour les équations
différentielles fractionnaires au sens de dérivée de Riemann-Liouville dans 1’espace de
sobolev fractionnaire en dimension un, en utilisant la méthode de passe-Montagne, principe
d’Ekeland.

Mots clés: Espace de Sobolev, principe d’ Ekeland, théoréme de passe-Montagne,point
critique.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une champ d’étude mathématiques qui sort du tra-
ditionnel définitions des opérateurs intégrales et dérivées : définir 'intégrale frac-
tionnaire comme simple généralisation de l'intégrale d’ordre entier, et la dérivée
fractionnaire comme l'opération inverse, c’est un sujet presque aussi ancien que le
calcul différentiel classique connu aujourd’hui . On croit généralement que le concept
de calcul fractionnel découle d’une question posée en 1695 par le marquis de 'Hopi-
tal (1661-1704) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),qui cherchait & comprendre

n
x
le sens de Leibniz (actuellement populaire) notation T pour la dérivée de l'ordre

1
n € N quand n = - (Et qu’est —ce qui se passerait si n = —. ) Dans sa réponse

en date du 30 septembre 1695, Leibniz écrivit & L'Hopital comme suit :”. .. C’est un
paradoxe apparent a partir duquel, un jour, des conséquences utiles seront tirées. . .
7 Une mention ultérieure de dérivés fractionnaire a été fait, par(par exemple) Euler
en 1730,Lagrange en 1772,Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liou-
ville en 1832, Riemann en 1847, Greer 1859, Holmgren en 1865, Griinwald en 1867,
Letnikov en 1868, Sonin en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888 Krug en 1890
et Weyl en 1917.

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous présentons les notions générales des espaces fonc-
tionnels, espace de Lebesgue LP, I'espace des fonctions spéciales Gamma et Beta,
fonction de Mittag-LefHler. Nous terminons le chapitre par quelques théorémes :Lax-
Milgram , Passe Montagne.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons abordé l'intégrale de Riemann-Liouville et
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo ,et quelque propriétés.
Dans le troisiéme chapitre, nous présentons ’espace de Sobolov fractionnaire et ses
propriétés.

Le dérniér chapitre est consacré a la résolution du probléme fractionnaire aux limites
non linéaires Voir|[5].



Chapitre 1

Notions générales et définitions

Dans ce chapitre nous mentionnons les notations de base, les définitions et les
espaces que nous utilisons dans le calcul de dérivée fractionnaire.

1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces L*

Définition 1.1. voir [6] Soit Q un ouvert de R".
1. On définit

LYQ) = {f : Q = R/f; est mesurable et/ |fldx < oo}.
Q

2. Soitp € R avec 1 < p < o0 on définit
LP(Q) = {f : Q = R/ f; est mesurable et |f|P € L'(Q).}

C’est un espace vectoriel sur R"™, on le muni de la norme :

1l = ( / |fv’dx)" .

3. Sip =00 on définit l’espace
L>®(Q) ={f:Q—=R; [ est mesurable et 3 C > 0 telle que |f(x)| < C, p.p sur Q}.

On note

[flloc = inf{C' > 0:[f(z)] < Cpp surQ}.

4. Pour p =2, espace L*(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
<fg>= [ f@gle)ds
Q

5. L}, désigne I'ensemble des fonction localement intégrable sur Q, donc

L (Q)={f: fe€ LYK) pour tout compact K de Q}.



Chapitre 1. Notions générales et définitions

Proposition 1.1. voir [6]
e Inégalité de Young

1 1
Ya,b>0 ona: ab< —d’ + -b%
p q
e Inégalité de Hélder Soient f € LP(QQ), et g € LI(Q) avec 1 < p < oo, et
1
— 4+ — =1 alors
p g

fge LNQ) et |Ifalls < IIf llp Nglle
e Inégalité de Chauchy Schwartz Soient f € L*(Q) et g € L*(2), alors

fge L) et |fglls <IIf 2 llgll2

e Inégalité de Minkowsk Soient f,g € LP(Q), avec p > 1 alors

f+g9elP(Q) et [If +gllp <[ fllp+ llglly

Proposition 1.2. voir[6/

(LP(2),]|-1l,) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.
(LP(2),]|-]l,) est un espace séparable pour tout 1 < p < +o0.
(LP(S2), ||-Il,) est un espace réflexif pour tout 1 < p < oco.

Théoréme 1.1. (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi) voir[6)

Soit f, une suite croissante de fonctions de L' telle que sup | f, < co. Alors f,(x)

converge p.p. sur S vers une limite finie notée f(x);
de plus f € L' et ||fn — fllz2 — 0.

Théoréme 1.2. (Théoréme de Convergence dominée de Lebesgue) voir[6)]
Soit (fn)n une suite des fonctions de L'(Q) qui converge presque par tout vers une
fonction mesurable f. On suppose qu’il existe g € L'(Q) telle que, pour tout n > 1
on ait : || < g p.p. sur ), alors

feri(®) et liml|f, — fllu =0.

Théoréme 1.3. (Théoréme de Convergence dominée-inverse) voir [6]

On suppose 1 < p < +oo. Soient (fn)nen une suite de LP(Q) et f € LP(Q2) tels

que || fr— fllp, — 0. Alors il existe une sous-suite extraite (f,, )ren et h € LP(Q2) tq :
n—oo

o fn.(x) — f(x), presque par tout sur .
o | fu.(z) |< h(x) VEk et presque par tout sur ) .



1.1 Espaces fonctionnels

Lemme 1.1. (Lemme de Fatou) voir[6)
Soit f, une suite des fonctions de L'(Q) telle que :

1. ¥, fo(x) >0 p.p sur Q.

2. sup/ fo(x)dr < +00.

neNJQ
Pour chaque x € Q on pose f(x) = lim inf f,(z), alors

n—o0

fe L) et/ﬁf(x)dq: < Jingoinf/glfn(x)dx

Théoréme 1.4 (Fubini). Soit f une fonction sommable de deux variables sur le
produit des espaces mesurables (X, p) et (Y,v). On a alors les assertions suivantes

1. Pour u presque tous les x € X, la fonction. f(x,y) est sommable sur'Y et son
intégrale sur'Y est une fonction sommable sur X.

2. Pour v presque tous les y € Y, la fonction f(z,y) est sommable sur X et son
intégrale sur X est une fonction sommable sur'Y .

3. On a

[ @) /(/f:vydv ) /(/f:vydu ) v(y).

Théoréme 1.5. Théoréme d’Arzela-Ascoli : voir [J]
Soit & un espace de Banach compact et F un espace de Banach quelconque.
Une partie M de C(E, F) est relativement compact si et seulement si :

1. M est équicontinue sur E.
2. Pour tout x € E, l’espace M (x) défini par :

M(x) = {f(z) € M}

est relativement compact dans F .

Espace C"(I,R) et quelques notions

1. Soit n € N, I = [a,b] C R P’espace des fonctions n fois dérivable sur I et f®
est continue noté C"(I) et définie par

C"(1,R) { f:I =R f, f, .. f™sont existes et contlnues}

2. L’application
N:C"(I,R) — R

Fr= N =Y M Pl 1P e = sup f P ()]
k—0 e

existe et continue sur C"(1,R).

Théoréme 1.6. C"(I,R) muni de la norme ||.||

e =D 1P lee,
k=0

est un espace de Banach.
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Définition 1.2 (Lipschitzienne). Soient G une partie de R® f : G — R une
application et L un nombre réel positif. On dit que [ est lipschitzienne par rapport
ay si

V(yi,92) € G, [f(ty1) — f(Ly2)| < Ly — yal.

Ou L est appelée la constante de Lipschitz. St 0 < L < 1, On dit que f est contrac-
tante par rapport a y.

Définition 1.3 (Convergence uniforme). On dit que la suite des fonctions f,
définies sur l'intervalle I de R converge uniformément vers la fonction f, quand n
tendant vers +o00, si

Ve>0,3m e N,V € I, Vn>m: |fu(x) — f(x)] <e.
Définition 1.4 (Fonction bornée). Une fonction f: G C R — R est bornée si
IM > 0,Vt € G: |f(t)| < M.

Définition 1.5 (Fonction convexe). La fonction f est conveze si et seulement si
pour tout x,y € I CR et pourt € [0, 1] on a

flz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y).

Espace des fonctions absolument continues

Définition 1.6. voir [3,[7] Soit f une fonction de [a,b] dans R.f est dite absolument

continue si pour tout € > 0 il existe 6(g) > 0 tel que pour tout partition {]ay, bg[}i_,

de [a,b].si Z(bk —ay) < 0, alors

D 1Fbe) = flar)| <e.

L’espace des fonctions absolument continues sur [a,b] noté par AC(|a, b))

Définition 1.7 (voir [1]). Pour n € N ,on désigne par AC"[a,b] l’espace des fonc-
tions [ ayant des dérivées continues sur [a,b] jusque’a Uordre (n — 1) telles que
f Y e AC([a, b)), c’est-a-dire

AC™a,b] = {f : [a,b] — C (n-1) dérivable et fb e AC([a,b])} .
En particulier AC*[a,b] = AC|[a,b].

Définition 1.8 (Fonction a variation bornée voir [7]). Une fonction f définie
sur |a,b] est dit a variation bornée,s’il existe une constant ¢ positif telle que, pour
tout subdivision a = xo < 11 < xg < ... < x, = b de [a,b],on ait

Do) = fla)] < .
k—1
Remarque 1.1. La quantité
N-1
sup {Z lf(zig1) — f(x); N >2,a=21 < ..<ay= b} 7
i=1

s’appelle la variation totale de fonction sur [a,b].

4



1.2 Les fonctions spéciales

Lemme 1.2 (voir [7]).
Si f une fonction monotone de [a,b], dans R, alors elle a variation bornée.

Preuve. Il est clair qu’une fonction monotone est a variation bornée, car on peut
toujours enlever les valeurs absolues lors du calcul de la variation totale, et celle-ci

est égale a |f(b) — f(a)]..

Soit U[xk_l,xk] une partition de [a,b] On suppose que f est croissante, de plus
k=1
a=1x9<x <Ty<..<x, =0 ¢aimplique f(xx) — f(xx_1) < f(b) — f(b) Donc :

|f(zr) — flzr—)| < [f(b) — f(a)l,
D @) = flaea)l = flan) = flzo) < |F(B) = f(a)].

D’ot

n

ST () = fla-n)] < [F0) = f(a)l.

k=1

2.
Proposition 1.3 (voir [1]).

e Si f est absolument continue alors elle est uniformément continue donc conti-
nue. La réciproque est,en général,fausse.

e La somme de deux fonction absolument continue et le produit d’une telle fonc-
tion par un nombre sont absolument continue.

o Tout fonction absolument continue est a variation bornée.

e Tout fonction absolument continue est la différence de deux fonction absolu-
ment continue croissantes.

Caractérisation d’ espace des fonctions AC"([a,b]) et AC([a, b))

Théoréme 1.7 (voir [1]). Soit f € L'([a,b],R), alors ¢(z) = / f(t)dt est absolu-

ment continue.
o (AC([a,b],R),|.]|ac) est une espace de Banach,avec

Ifllac = 1£(a)| + / F(3)|ds.

o fecAC([a,b],R) <= f(z) = f(a +/w f'(s)ds, '€ L'([a,b],R).
- (x —a)k

o f e AC™([a,b),R) <= f(x) = Tf(k)(a)nL/xf(”)(s)ds.

k=1
1.2 Les fonctions spéciales

La Fonction Gamma I'(.)

Définition 1.9. voir [7] La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale
susvant

“+o0o
['(z) = / t*"te7'dt z € C,Re(z) > 0.
0

5
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quand la partie réelle de z est strictement positive Re(z) > 0.
propriété 1.1. voir[7]

1. T'(z41) = 2I'(2).

2. T'(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =n! pour neN.

Exemple 1.1.

+oo
L r(1)_/ et — 1.
0

1 400 i +o00 e o0 e
2. T(z) = e ‘t2dt = e 't2dt =2 e " dr = /7.
2 0 0 0

(Posant le changement de variable t = r?)

La Fonction Béta

Définition 1.10. voir [7] La fonction Béta On définie par 'intégral :
Pour tout (z,w) € C* avec Re(z) > 0, Re(w) >0 on a

1
B(z,w):/ =1 — vt
0

propriété 1.2. voir [7] Soit (z,w) € C?, avec Re(z) > 0, Re(w) > 0, alors
I'(2)I'(w)

I'(z+w)

2. B(z,w) = B(w, ).

1. B(z,w) =

Fonction de Mittage-Leffler

Définition 1.11. voir [1] La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de

fonction suivant :
400 k

z
EQ(Z>—ZW OZ>O,Z€<C.

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par :

+o0
Zk

Eop(2) = Zm, a,5>0,z¢€C.

k=0

Proposition 1.4. voir [1]

1. Eyq(2) = €.

2. E12(z) = - 1.

3. Eys(z) = e_z—j_l
4. Ey1(2%) = cosh(z).
5. Byy(22) = Sing('z).



1.3 Théoréme de Lax-Milgram

1.3 Théoréme de Lax-Milgram

Soient V' un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (./.) de norme
associée noté ||.|| et a(.,.) une forme bilinéaire de V' x V' dans R qui est :

1. Continue, ce qui équivalent : dire qu’il existe C' > 0 tel que pour tout (u,v) €
VZ, on a la(u,v)| < Cllullv|lvllv
2. Coercive sur V, c’est-a-dire qu’il existe a > 0 tel que pour tout u € V, |a(u, u)| >
allull?.
Et soit L une forme linéaire continue sur V. Alors il existe une solution unique telle
que a(u,v) = L(v) soit vérifiée pour tout v de V,

Jlu eV,
a(u,v) = L(v), YveV

1.4 Fonction semi-continue inférieurement

Définition 1.12. voir[6)]

Soit X wun espace topologique,une fonction f : X — ]—o00,+00] est dite semi-
continue inférieurement (s.c.i.) en xg € X si pour tout A € Ry \ < f(xg) il existe
un voisinage V' de xq tel que Vr € V . f(x) > A

f est s.c.i sur X si elle est en tout v € X.

Si f est s.ci en xg € X alors IV, ;Ve € V o f(x) > f(xo) il suffit de prendre
A= f(xg) —€,e>0.

Proposition 1.5. voir[6/
1. Si f est continue alors elle est s.c.i, la réciproque est fausse.
2. f est s.ci. et si x, —> x, si et seulement si liminf f(z,) > f(x).
3. 81, et Iy, sont s.c.i alors Iy +1 est s .c.i .

Proposition 1.6. St X est compact et si I s.c.i alors I atteint sa borne inférieure
sur X.

1.5 Dérivées et points critiques

Soit X, Y deux espaces de espaces de Banach sur K et I une application d’un
ouvert U de X a valeurs dans Y. On utilise la notation de Landau o(v) pour designer

une fonction de v telle que lim —O(HUH)
lvl—0 ||v|

Dérivées aux sens de Fréchet et Gateaux

Définition 1.13. Dérivée de Fréchet. Soit u € U, on dit que I est Fréchet diffé-
rentiable (F-Diff) au point u s’il existe une application linéaire et continue L de X
dans 'Y tel que :

I{u+v) = I(u) = L(v) = o([[v]])

L’application L, si elle existe, est unique et s’appelle différentielle de I en u et notée
DIu= L.

On dit que I est continument différentiable sur U, ou de classe C", si I est diffé-
rentiable en tout point de U et si l'application qui a u associe DIu est continue. si

7
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I et I, : X =Y sont différentiables en u, alors \I1 + Is, X € K est différentiable
enu et DA + Is)u = ADIu+ Dlyu

Définition 1.14. Dérivée de Gateaux On dit que I est Gateaux différentiable

(G-diff) au point u € U s’il existe une application linéaire et continue L de X dans

Y telle que pour tout direction v € X,
hmI(u + tv) — I(u)
t—0 t

= L(v) = 0 (u+ tv)—

L est appelée La différentiel I au point u et est notée DI(u) = L.

Remarque 1.2.
x [ est Fréchet différentiable = I est Gadteaux différentiable.

x I est Gateaux différentiable en u et l'application uw —> DIu est continue en
ce point alors I est Fréchet différentiable.

Points critiques

Définition 1.15. On dit que u € U est un point critique de I, si DI(u) = 0. Si non
on dit que u est un point régulier de I. St c € R, on dit que ¢ est une valeur critique
de I, s’il existe uw € U;1(u) = ¢ et DI(u) = 0. Si non on dit que c est une valeur
réquliere de 1.

Lemme 1.3. Lemme d’Ekeland

Soit (X,d) un espace métrique complet et I : X — R une fonctionnelle s.c.i. bornée
inferieurement sur X. Soit ¢ = igl(f[. Alors, pour tout € > 0, il existe x. € X tel que

c<I(z:)<c+e (1.1)
I(z.) < I(x) + ed(x,x.),Vr € X avec x # .. '

Définition 1.16. La condition de Palais-Smale

Soit I : X — R une fonction de classe C*. On dit que I wvérifie la condition de
Palais-Smale ( local au niveau ¢ € R), notée (PS) ((PS),), si toute suite (uy,), de
X telle que

I(uy)n  est bornée (I(u,) — ¢ dans X) et I' (u,) — 0
dans X' contient une sous-suite convergente.

Théoréme 1.8. Théoréme de passe Montagne

Soit I € C'(X;R) vérifiant la condition de Palais-Smale et telle que
1. 1(0) = 0.
2. Il existe r > 0a > 0 tels que si ||u||x = alors I(u) > a.

3. Il exsiste v € X, ||v||x > 7, tel que I(v) < a.
Alors I admet une valeur critiquec > a. De facon plus précise, si on pose

[={y€C(0,1], B yla,b]) s 7(0) = 0 et 4(1) = v},
et :

¢ = inf sup I(y(t)).
€L te(0,1]



Chapitre 2

Intégration et dérivation
fractionnaire

Dans ce chapitre nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et intégrable, on considére l'intégrale :
Une primitive de f est donnée par

1or.
I, fila,b] — R

x— (I, f /f

Il f:la,b) — R

v (I f /f

Pour une primitive seconde, on aura :

et

2.6 = 15 s = ([ is) e wss<i<asy

03 9w =150 g0 = [ ([ o) i @sr<iss<

D’aprés le théorém de Fubini nous raménons cette intégrale double & une intégrale

simple
:/:f(s)ds/sxdt:/j @f@)d&

:/:f(s)ds/:dt:/: (S;x)

Dans le cas général pour tout entier n et par une itération on a la formule de Cauchy :

12.0)@) = = [ =0 (o

(n -
9



Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

et
Ly f)(x) =

Comme I'(n) = (n — 1)!, donc

b
ﬁ/ (t — )" L f(t)dt.

D) = s [ o — o for,

n _ 1 ’ _ n—1
(1)) = 55 / (t— 1)L F (1)t

)

Définition 2.1. voir [1] Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville I, f et
I} f d’ordre o € C(Re(cr) > 0) sont définies par

(EJN@:Iélemfghﬂt (v > a; Re(a) > 0), (2.1)
(mjxmzréwl:“fgbﬂt (z < b: Re(a) > 0), (2.2)

respectivement. Ici T'(«) est la fonction Gamma . Ces intégrales sont appelées inté-
grales fractionnaires de gauche et de droite.

Cas particulier : Pour a =0
Ig+f(:v) = f(x).(]2+ est 'opérateur identité ).
L’intégrale fractionnaire des fonctions usuelles

1- La fonction f(t) = (t —a)”.
Soit Re(a), Re(B) > 0

1= )0 = s [ =9 s
Posons s = x + r(x — a) alors on obtient
I3 [(t = a)")() = ﬁ/o v —a—(z =) [r(z — a)]’(z — a)dr
S ) lrﬁ — ) dr
- gl [
B (x _ a)‘”'g N
=TT B(a, B+1)

_ (z=a)* (B +1)
T(@) T(a+pB+1)

_ F(ﬁ + 1) ({lf o a)a+,8
MNa+B+1) '
Donc :
19 (- a))(@) = =P gyess (23
O+ [a+p8+1) ' '

10



2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

12 [(b— 1))(x) = ﬁ / (s — )21 (b — 8)%ds

Posons s = x + (b — z) alors on obtient

o [(b— 1)%(2) = —ﬁ /1 (b= 2y b — 2P (1 — )P
= % /01 ro 1 — ) dr
e
_ F(E(—f)a)(b e

2- La fonction f(t) =C

IRCEI A

!

Donec :

C

0=——
¢ [a+1)

(x —a)”.
De méme maniére on montre que :

C

(e —
¢ ['1l+ «)

(b—t)~.

Propriétés principales de 'intégrale de Riemann-Liouville

Théoréme 2.1. voirfl] Soit f € L*[a,b]. Pour a, B > 0, lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville posséde la Propriérté de semi-groupe suivante :

I3 (I, ) (@) = 1577 f (=),
Iy (1) f)(x) = 0 f ().
Preuve. D’apres , 0N a

19 (I8 f)(a) = ﬁ / "o — 00N ) (1)t

_ ﬁ /:(x _ gyt (ﬁ /at(t _ s)ﬂ—lf(s)ds) dt
1

== ' x:x— =Lt — )L f(s)ds
- ST / /Q< Bt — )P f(s)dst.

11



Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

D’apres le théoreme de Fubini, on obtient :

—; ' s)ds xx— alp — 5)f1
- L s [ @t a (2.4)

En y’effectuant le changement de variable t = s 4+ r(x — s), alors

dt = (x — s)dr,
t=s=s+(x—s)r=s=r=0,
t=r=s+@x—s)r=0=r=1,

donc

/m(a: — )2 Nt — 5)P 7 dt = /0 (x—(s+r(@x—3s)*Y(s+r(x—s))—s) "z —s)dr
= /0 (x —8)* 1 —7)* Yo —8) P a — s)dr
= /Ol(x — §) AL — )Ly

1
= (z — s)o‘+ﬁ_1/ P71 — ) tdr
0

D’apres[1.10
= (v =)' B(a, )
D’apres (1.9
_ _ \otp— F(@)F(ﬁ)
= (z —s)*" 1—F(Oz+ﬁ)'

En remplacant la derniére expression dans , on obtient :

1

I D) = gy [ o= ) = 12 f o)

De la meéme maniére on montre que : I I f = I*P f. 2.
Proposition 2.1. Les opérateurs I, I" sont linéaires.
Preuve. Soient f,g deux fonctions telles que I7, f et If, g existent et soil ¢; et ¢y
deux constantes réelles on a :
1

I3 (erf + cag)(z) = () /m(x — 1) erf + cag)(t)dt

C1 C2

_ F(a)/a (x — )" f(0)dt + F(@)/a (x — ) g(t)dt
=cly, f(x) + el g(2).

Donc :
I3 (erf + cag)(w) = er Ly f(x) + c2lg g(x).
2.
Proposition 2.2. Soit f € C[a,b], pour Re(a) > 1 on a :

d « . a—1
e, (@) = L7 f)(@).

12



2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

Proposition 2.3. Intégration par partie de l’intégrale fractionnairevoir[j)]

b b
/[Ig‘u(w)]v(x)dx:/ u(z)lfv(x)de, a >0, (2.5)

a condition que u € LPla,b],v € Lia,b] et
1 1 1 1
p>1l,g>1 et —+-<l4+aoup#l,g#1 et —-+-=1+q.
p g p q

Les injections continus de l'intégrale de Riemann-Liouville

Théoréme 2.2. voir[]/
Soit a € (0,1) et p € [1,00], alors les énoncés suivants sont satisfaits :

1- Si o € (0,1), alors les opérateures Iy | I} - L'a,b] — L%a,b] sont continus

1
pour tout q € [1, —) .
11—«

1
2- Siae <O, —), alors les opérateures 17, , Iy : LP[a,b] — Lf[a,b] sont conti-
p

nus pour tout q € [1, L] i
1—ap
1 1

3- Si a = —, alors les opérateures 17,17 : LPla,b] — L%a,b] sont continus

1
p
pour tout q € [1,00).
1
4- Sia€e (—, 1), alors les opérateures Iy, I" : LP[a,b] — L>[a, b] sont conti-
p
nus.

De plus, I, I)' peut étre identifié a la fonction continue Holderienne avec

1
l'exposant o« — — nul a t = a et t = b respectivement.

Les injections compacts de l’'intégrale de Riemann-Liouville

Théoréme 2.3. voir[]/

1- Soit a € (0,1) et p > 1. Alors les opérateurs Iy, Iy : LP[a,b] — L"[a,b] sont
compacts.

a

b
1 —ap*

1
2- Soit a € (0, —) Alorslesoprateurs Iy, , I} : L'[a,b] — Lf[a,b] sont com-
p

pacts pour tout q € [1,pL), ou pl, =

2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

Définition 2.2. voir [1] Soit n € N\ {0} ,n —1 < a < n et a > 0. Les dérivées
fractionnaires de Riemann-Liouville Dy, et Dy d’ordre a € C(Re(a) > 0) sont

13



Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

définies par
0z, 1)) = (41 0z

n (2.6)
7; i I—f(t) n = [Re(x ‘x> a
“I(n-a) (dg;> / @ e (n=I[Rela)]+ Lz >a)

et

059 = (32 e

B S e WY A (S NN
_Nn_a)(dx) / Tt (0= [Re(o)] + L <)

Remarque 2.1. En particulier

(2.7)

1. Pour a =0, alors
(D, f)(x) = (Dy_f)(z) = f(2),

2. Pour a = n,alors

{(DZJ)(SU) = [ (@) S

(Dy_f)(z) = (=1)" f")(x)

ot f™(z) est la dérivée usuelle de f(x) d’ordre n.

3. Pour 0 < a <1, alors

(D2.Dle) = U0 = it | et (0> a)
_ _ b
(D5 1)e) = 0N = st | gt (@<

Remarque 2.2. Si a <0, on convient de prendre Dy, f(t) = 1, f(t).

Lemme 2.1. Soienta >0 etn €N
dn
w(x —a)"*=n—-a)(n—a—-1)...(1—-a)(r—a)

Exemple 2.1.
1 La fonction f(t) = (t —a)® D’apres la définition [2.2)-2.6), on a :

(0% d " n—oa
Dy, (v — a)? = <%) Iz — a)?

D’apres , donc pour l’ordre n — « on obtient :

Alors,
o AR I(g+1) o
B LB+1) d\" tna
T T(B+1+n-0) (%) [z = a)™ ] (28)

14



2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

D’apres le lemme , on obtient :

%(m—a)ﬁm—a =B+n—a)(B+n—a—1)..(B+1—a)(z—a)’" (2.9)

Et comme :
F(B+1+n—a)=(B+n—a)(B+n—a—1)..(8+1—a)[(B+1—a) (2.10)

Par substitution de @ et dans (@, on obtient :
s TB+DB+n—a)B+n—a—-1)..(B+1—a)(z—a)™

Dy, (x —a)” = B+n—a)f+n—a—-1)..(B+1-a)l(B+1-a)
T+ —a)f
T(B+1—0)
Donc,
DS, (x—a)’ = LB+ 1)(z — a)f~

F'+1-a)
2 La fonction f(t) =C

0= (i) 0= rg (&) [ e
1

_ ﬁ (%)n (z — a)".

D’apres le lemme et , on trouve

Clr—a)™®

P9 = Ta—a)

Lemme 2.2. voir [3] Soient o € R ,n € N tel que n=[a]+ 1 et f:[a, 0] — R
un fonction donnée. Supposons que Dy, f = 0. Alors :

T(k+1)
/(@) :];C’“r(wrua—n)(x_a)

ot les ¢;, sont des constantes réelles quelconques .

Preuve. D’abord, on a

0z 1)@ =0 = () (zenw =0



Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

Par composition avec I, on a
« n—o «
Ie 1 ) =1I] (E cx(r —a) )
E eI (z — a)*

[(k+1)
_Zk (x_a)k+o¢

L(k+a+1)

puis par dérwation classique d’ordre n, on obtient
n—1 n
B [(k+1) d ko
= gc’m ra+) (d) )

= Z +1) (z — a)Frem.

k+a+1—n)

2.

Lemme 2.3. voir [1f Soit « 2 0, et n = [a] + 1). Si f(z) € AC"[a,b], alors les
dérivées fractionnaires Dy, [ et Dy f existent presque partout sur [a,b] et peuvent
étre représentées sous les formes

n—1
1 A0
—a)f dt.
F1+k—a (x—a) +F(n—oz)/a (t — x)o—ntl 7

k=0
et
n=y < (=1)® £ (a) I G VY S AL )
_z% Frl+k—a) Tk ) +F(n—a)/a (t—x)“*"“dt'

Corollaire 2.1. voir [1/ Si0 < o < 1(a #0) et f(x) € AC([a,b]), alors

L [t e
L) == [@—ap v/ <x—t>adt] ’

R N L
LD = F=a) |G = o) -/ <t—x>adt] ‘

et

2.3 Composition des 'opérateurs au sens de Riemann-
Liouville

Composition des dérivées fractionnaires

Théoréme 2.4.
Soient oy, a9 > 0, alors

DD f # DFesf et DD f 4 Dyiter f

16



2.3 Composition des 'opérateurs au sens de Riemann-Liouville

Exemple 2.2. Soit la fonction f définie par

fila,b] — R

xr— f(z)=1

N

1 11 1,1
Calculons : D f,DEDZf et DE *f

1
De la méme maniére que [’exemple précédent,on trouve que (D§ f) = 0, de plus on a

141 d 1 1 3
(D§ "2 @) = (D'f)(x) = —a7s = —cas.
D'oit (DEDE f)(x) = 0 # _%x—;

Remarque 2.3. voir [3]
En particulier :
D Dazf — Dartaz
ar"a

+ a+ ’

Exemple 2.3. On considere la fonction f définie par

f:la,b] — R
x— f(x)=1

1 1 11
Calculons : D¢ f,DED¢ f et DE *f

1 -1
On a Di1 = —=x"2 ceci nous donne

NG

On sait que

N

Donc DEDE1=0= DZ " ?1.

Composition mixte

Lemme 2.4. voir [1] Soient « > 0,n = [a] + 1 et f : [a,b] — R une fonction
intégrale, alors

Dg, (15, f)(x) = (=),

est vraie pour presque tout sur [a,b].

17



Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

Preuve.
DG 15 f(z) = DI (15, f(x)
= D(I; 15, f)(x)
= DI f(z) = f(z).
2.

Lemme 2.5. voir[J] Si f € AC'[a,b], alors :

mwmw»:ﬂm—Ukwumaﬁggén
zﬁwanzﬂm—uswwm@@%%§ﬂ

pour x € [a,b].

Théoréme 2.5. voir [3] Soient a, 5 € R tels quen —1 < a<nm—1<p<m,

avec n,m € N* et D = —, alors :

dx
1- Si0< B < a alors :

B (T _ Jo—B
Da+(Ia+f)(x) =1, (x). p.p.x € [a,bl.
2- Si0<a< et Df;o‘f existe alors :
B (T — o
Da+(Ia+f)(x> - (DaJr )(CL’)
3- S’il existe une fonction g € L*[a,b] tel que f = I3 g, alors :
18,05, f(x) = f(@). ppa € [ab]
4= Pour a >0,k € N*. Si Dy f et Dfio‘f existent, alors :
DM(Dg, f)(x) = Dyl f(x).

Preuve.

1- Pour 0 < B < a. D’aprés la définition ,0n a:

Dy (I3 f)(x) = D"I;77(I7, f)()
= D"(I;7°I3 ()

D’apres le théoréeme
= DI ) (@)
= 1577 f(x).

2- Pour 0 < a < 3, d’aprés la définition on a:

Dg (I3 f)(x) = D™ [P (17, f)(x)
= D157 Ig f)(@)

18



2.3 Composition des 'opérateurs au sens de Riemann-Liouville

D’apres le théoréeme
— DI ) )
= D" I (1,7 ) ()
— ([~ (B—0a)
= (L))
D’apres la remarque , on obtient :
= D7 “f(x)
3- D’aprés le lemme
15, D f(z) = I3, DG, (15 g(x))
= I3 g(x)
= f(z)
4- Pour a > 0,k € N*, on a :
DMDg, f)(x) = D*D" ;7 f(x)
o k+n rn—at+k—k
=D " Ia+ " f($)
_ Dk+n1k+n7(k+a)f(x>
— Dk+af( )
2.

Lemme 2.6. voir [3] Soit a > 0 avec n = [a] + 1 et soit (I} “f)(x) lintégrale
fractionnaire d’ordre n — a.

1. Si f(x) € L'[a,b], alors

(Ia, Dg, f)(x) = f(x).
2. Si f(x) € L'a,b] et (I3 “f)(z) € AC"[a,b], alors 'égalité
" (1)

T D@ — o . a—k'
05, D8 D) = 1) = 30 =gy e =
tient presque partout sur [a,b].
En particulier, s1 0 < a < 1, alors
o o L;"f(a) 1
(Ia+Da+f)(x) :f<l'>——(33—@) ’

()

pour o = n € N, [’égalité suivante est vériﬁée
(k)

Lemme 2.7. voir [3] Soit a > 0 avec n = [Oz] + 1.
Soit (1}~ f)(z). Uintégral fractionnaire d’ordre n — .

1. Si f(x) € L'[a,b], alors
(L5 Dy f)(x) = f(x).
2. Si f(x) € L'[a,b] et (I}~ “f)(x) € AC"[a,b], alors la formule
" ()

(I D f)(@) = f(2) - N

k=1

(2.11)
tient presque partout sur [a,b].

19



Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

2.4 La dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 2.3. voir [1] La dérivée fractionnaire de Caputo & gauche et a droite
(CD;if)(x) et (°Df f)(x) respectivement d’ordre o > 0, avec 0 <n—1<a <n

sur |a, b] sont définis par :

[ k) (g
€Dz f)(w) = (Da ri -y )<t—a>’f]><x>,

k=0
et ~
n—1 (k)
€D 1)) = (Ds: -3 1 k,(”)w—t)k])(x),
L k=0 ’
O1u

n = [a] + 1pour n € N.

Proposition 2.4. voir [1] Soit 0 <n—1<a<netn=[a]+1ona:

AU

(“Dg f)(z) = (Dg, f(t)(z) — Z m(ﬂi —a)** (z),
et
n—1 (k)
(CDE ) = (D)) =~ 3 s o= 0 @)
Preuve.

pa
= Dy, f(z) - S (Zf‘l)D; (t — )t

£k
= DaJ(@) = :Z_é ri:)iai) F(ll}f 2-131) (v —a)™
= Dy, f(x) - :_: %(t — )k

2.

Remarque 2.4. Cas particuliéres

1. Sia=nona
(“Dg, f)(x) = (D f)(x) = (D" f)(x).

2. S90<a<lona

(“Dg, f)(@) = (D5, )(z) -

(“Df f)(@) = (Df_ @) = w7 ——

20
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2.4 La dérivée fractionnaire de Caputo

Proposition 2.5. voir [1]
Soit o > 0, si f®(a) =0 et fRb) pour k =0,1,....n — 1 alors

(“Dg, f)(@) = (D3, )(2),

(“D f)(x) = (Dy_f)(x).

Théoréme 2.6. voir [I] Soit « > 0,n = [a] +1
- Si f € AC"([a, b)), alors

0806 = 1 (£) Do = pos [ L

I'n—« xr — t)otl-n

N oy b )
Cop 0@ =1 (35) N0 = s | et

Cas particulier : Pour 0 < a <1 et f € AC([a,b]), alors

DN =T = iy [ et (> 0)

CDE 1)) = () = gy | et G <)

Preuve.

D’apres les définitions et on a :

n 1) (g
~(4) [f(t)—;f o )<t—a>k] (@
n o 1) (g
(@) mem ([ po- B o]a)
on pose :
B 1 * I n! f(k)(a)
FU) = e ( [ @=n [f(t)—kzo - <t—a>’f] dt>,

en intégrant par partie, on aura :
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

Cmean d — f®(a) ‘
=1 +E<f(t)—k:0 ot —a)t ) dt,

en répétant ce procédé n fois, on trouve :

n 1) (g
Fio =1 (5) (f(t)— = ><t—a>k> n

= [a+[a+ (%> (f(t) - Ll (t— a)k> dt,

n—1 (k) a
comme Z / k'( )(t —a)* est un polynoéme de degré n — 1, par conséquent
k=0 '

P -0 () U,

ainst,

d’apres le lemme , on obtient :

oz = () N
1

= ’ x—t)nemt ) )
s / (2 — )" ) () dt
.

Proposition 2.6. voir [3] Soit f € AC"([a,b]),R), avec a un réel strictement positif
et [a) =n. On a CDg+f =0 alors

n—1
flz) = ch(x —a)* pour ¢, €R.
k=0
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2.5 Composition des 'opérateurs au sens de Caputo

Preuve.
A
On a CD;’;f = 0 ¢a implique que Dy, | f — Z o (x —a)*| =0, et dapres le
k=0 ’
théoreme @, alors
n—1 n—1
f¥(a) b Tk +1) kta—
flz) = (r—a)" = (x —a)™.
—~ kI ~T(k+1+a—n)
D’ou )
flz) = ch(a: —a)*,  pour € |a,b],
k=0

. Mk+1 f®) (a
avec ¢y = CF(k: +(1 +a)— ) + k'( ),
Exemple 2.4.
1. la fonction f(t) = (t —a)’ et B> —1.
D’apres la définition On a :

pour k=1,...,n — 1. 2.

(g
(D% D) = (Dz: [f(t) > - >D (x),
k=0 ’
et
@) =0, Vk=0,1,..,n—1.
Donc :

CDC‘L (t—a)’ = Dy (t— a)?
GRS
CT(B+1-a)
De la méme maniere, on obtient :

(z—a)” (B>n).

©Dg b= 1))) = =0Ty (85 m).

B+1—a)
D’apres le théoréme On a:

o)
.00 = 7 | T O iotny = 0.

Donc :

C Nna _

( Da+C’)(x) = 0.
De la mame maniére, on obtient :

(“Dy C)(x) = 0.

2.5 Composition des ’opérateurs au sens de Caputo

La Composition des opérateurs CD3‘+ avec 'opérateur IC‘Z:L
Lemme 2.8. voir [1] Soit Re(a) > 0 et soit f(z) € Cla,b).
1. Si Re(a) ¢ N ou o € N, alors :

(“Dg I3 f)(x) = f(x),
et
(“Dp_ Iy () = f(2).
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

La composition de 'opérateur CD2‘+ avec 'opérateur CDZ

Lemme 2.9. voir [3] Soit a, 8 € [0,1] avec a+ B <1 et f € C'([a,b]),R) alors
(“Dg, “D;, f)(@) = ("D f)(x) = D, “Dg, f(x).
Preuve. On a
(“Dg, “D7 f)(@) =C Dy (“D7 ) f(x) = Dy (177 f)(x)
=Dy (L7 f)(x) = Dléf(fif)f( )
= (DL, 1,7 f)(x) = DI (1,7 f') (@)
—= DI () = (ODS, °D, f)(@)
= D, (1, ) (@) = D3 12, (1,7 5 (@),
= (L7 f)(@) = (“Dgf7 f)(x).
Donc on obtient
(“Dg, “Dp, f)(@) = ("D f)(w) = (“Di, “Dg, ().
.

La composition de 'opérateur [ §+ avec l'opérateur CDng
Théoréme 2.7. voir [3] Soit a > 0 avec [o] = n+1 avec n € N et f € AC"([a,b]),R).
Alors .
([a CDa Z
k=0

En particulier : pour 0 < a <1 et f € AC([a,b]),R), alors an a

(I3, “ Dy, (@) = f(z) = f(a).
Preuve. Soit f € AC"([a,b]),R), par définition on a
05, e = i, [ () ] )

-1, (d%)nf)(x) .10
B ST

.1'—&

.

2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de
Riemann-Liouville

Lemme 2.10. voirf2] Soit f(x) est une fonction tel que les deuz opérateurs (D, f)(x)

avec C(Dg‘+f)(x) et (DY f)(x) avec ©(Dg f)(z) ewistent, avecn—1 < o < n,n € N,
alors

(Dg, f)(x) # (“Dg, f)(x),
et
(Dy_f)(x) # (“Dy_f)(x).
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2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Remarque 2.5. voir[2] Si f*)(a) = 0,k =0,1,2,....n — 1, alors les dérivée frac-
tionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo coincident,i.e :

(“Dg, (@) = (Dg, f)(x).

Proposition 2.7. voir[2] Soit n — 1 < a < n, alors :

lim (D3, f)(x) = lim (°D3, f)(x) = £ (x),

a—n

et
lim (Dy f)(x) = lim (“Dy_f)(z) = (=1)" f™(x),

a—n a—n

Remarque 2.6. (Commutativité) Soit la fonction f(t) telle que f*)(a) =0,k =
0,1,2,...,n, alors les deux dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo
sont commutatives avec la dérivée d’ordre n, n € N

(D, Dy, () = (D" f)(x) = (D5, Dy, (),
et
(“Dg, D, [)(@) = (“Dii" f)(@) = (D, “Dg, ().
2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires
Théoréme 2.8. voir [1] L’Opérateur de dérivée fractionnaire est un Opérateur li-
néaire
Dy, (Mf(z) + pg(x)) = ADg, f(x) + puDg g(z), x> 0.

Preuve. Par exemple, pour l'opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre ot, (b—1 < <n)

Dy, (Mf(2) + pg(z)) = = a) (%) . — )" NS () + pg(t))dt

o () [ - £y (e

7o) (i> 0 — )" g(t)dt
= AD“ S (@) + 1Dy g(x).

.

Proposition 2.8. Intégration par partie de la dérivée fractionnaire voir[j)
Soit f € LP[a,b] et g e ACla,b]. Alors :

/ f(2)D2g(x)de = / g(2) D3 f () + g(B) I}~ £ (b), (2.15)

et

/ F(2) Dy g(w)dx = / o) D2 F (@) + g(a) 1= f(a). (2.16)
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

Corollaire 2.2. (Régle de Leibniz) voir[2] Soitt > a,a € R,n—1<a<neN.
Si fi(zx), fo(x) et tous ses dérivées sont continues sur |a,t], alors

Dz (h02:0) = Y- () DA O - X (i (RO A0 @),

k=0 k=0

Preuve. On applique consécutivement la relation

—_

~— (t—a)k@

mf(k) (a),

“Dg f(t)=Dg f(t) -

B
Il

0

et la régle de Leibniz pour la dérivée de Riemann-Liouville

“DLR0A0) = Y () D),

Apres, la régle de Leibniz pour la dérivée de Caputo est obtenue :

n—1

“DE (R0 = D, ; ’;‘fl_z (AOLO) (@)
Z( ) DIERO0 ~ X f g (O£ @)
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Chapitre 3

L’espace de Sobolev fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville

Dans ce chapitre, nous introduisons I’espace fractionnaire et quelques propriétés
(Voir [4]).

Note : Dans ce chapitre, on note

D, = D2 et Di = Dg.

3.1 L’espace des dérivées fractionnaires

Soient u € L*(a,b) et a € (0,1). S'il existe v € Lj,.(a,b) telle que :

b b
[ w@Dpetaids = [ o@ele)dn, o € G (ab) (3.1)
alors v est appelé la dérivée fractionnaire & gauche faible de u et, on note par :
Dou = v.

a

De la méme maniére, s’il existe w € L}, (a,b) telle que :

b b
/ w(z)DSp(x)dx = / w(x)p(x)dz, Yo e C5(a,b), (3.2)
alors w est appelé la dérivée fractionnaire a droite faible de u et, on note par :

Dyu = w.

Tout au long de cette section, nous considérons certains résultats pour les deux dé-
rivées fractionnaires faibles Dju, D, u, mais nous ne donnons la preuve que pour la
dérivée faible fractionnaire & gauche D;u ,puisque pour 'autre nous pouvons pro-
céder de la méme maniére.

Lemme 3.1. Les dérwées fractionnaires faibles Dy, D, sont uniques.

Preuve. Soient u € L'(a,b) et v,w deuz dérivées faibles de u, on a :
b b b
[ v@iorts = [ u@Diela)ds = [ w@ps, Vo e CFlab)
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Ce qui implique que :

b b
/v(a:)go(x)dx:/ w(x)p(z)dr, Yo e Cy°(a,b).

Donc :

b
/ (v—w)(z)p(z)dr =0 VYo e C;°(a,b).

En suite, par [ [6l], corollaire 4.24] on a v =w p.p.x € (a,b).
2.

Lemme 3.2. Les dérivées fractionnaires faibles Dy, Dy sont lineaires.

Preuve. Soient u,v € L'[a,b] et k € R. On fire ¢ € C5°a,b], on a :
b b b
/ (ku +v)(x)Dyp(x)de = k/ u(z) Dyl o(z)dx + / v(x)Dyo(x)dx
a ab ab
=k Dgu(x)go(:v)dx—i-/ Dov(x)e(x)dx

b
— [ IDzu(w) + D@ (o)
Donc, d’apres la définition de la dérivée fractionnaire faible , on obtient :

Do (ku + v)(x) = kDSu(x) + Dyv(x).
2.

Remarque 3.1. Si u € C'[a,b], alors :
Diu=D¢u et Dyu= Dju. (3.3)
Preuve. Soit ¢ € C§°[a,b], alors :

Dyp(x) = “Dye(z).
Donc,d’apres le théoreme (@ et [intégration par parties , on obtient :

/ab“(x)Dz?w(x)dx = /abu(x)CD,?w(x)dx =— /abU(at)Iblago’(x)dx
-/ [u(a)g!(2)de

a

e Y,
= [ u@)d @)+ [ L) p(e)de

a

b d
:/a Elj_au(a:)gp(a:)d:c

_ / ' Deu(a)ple)d.

Ainsi, d’apres la définition de la dérivée fractionnaire faible on obtient .
De la méme maniere, on peut montrer que :

Di'u = Dju.
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3.1 L’espace des dérivées fractionnaires

.

Lemme 3.3. Soient a € (0,1) et u € L'[a,b] avec :

b
/ uw(z)Dyp(z)de =0 Vo € C§la,bl.

Alors, il existe une constante C' telle que :

C

u(z) = o) (x—a)* " pp. x€la,b]

Preuve. Comme ¢ € C§°[a,b], alors :

Dyp(x) = “Dyep(x).
En utilisant le théoréeme @ et lintégration par partie, on obtient :

0= / ' u() D () = / () DS ()
-/ () [ ) = / () )

c’est-a-dire :

/b I u(x)¢' (z)dx = 0.

a

Donc, d’apres [[6], lemme 8.1], il existe C' telle que :

II™u(x) = C, pp. x€la,b). (3.4)
Maintenant, comme :

,a C o
D, sz(i’f—a) Y

alors, on applique DX~* sur les deuz cotés de on a :

Dy (I;™u(x)) = D°C = FE/;) (x—a)*"", pp. x€lab],
donc o
u(x) = m(m —a)* ', pp x€ab]
2.

Remarque 3.2. Comme dans le lemme , siu € La,b] avec :

b
[ u@)Dset@ids =0 Vo€ OFla.bl
alors, il existe C telle que :

u(z) = %(b —2)* ' pp. x€a,b].

Maintenant, motivés par la définition des espaces de sobolev, on introduit les
espaces des dérivées fractionnaires suivants :
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Définition 3.1. Soit o € (0,1). On définit les espaces de dérivée a gauche fraction-
naire de type sobolev comme :

Effa,b] = {u € L?[a,b] : Du € L*[a,b]} .

On définit la norme :

lulle = (/ab|U(rc‘)|2dfc’+/abIDSU(fE)IdeY. (3:5)

De la méme maniére, on définit les espaces de dérivée a droite fractionnaire de type
sobolev comme :

Egla,b] = {u € L?[a,b] : Dyu € L*[a,b]} .

On définit la norme :

ol = [t + [ |z>;<u<ac>|%z9c)é | (3.

Théoréme 3.1. Les espaces fractionnaires (Ef|a,b],|.||2) et (Egxla,bl,]|.||r) sont
des espaces de Banach, réflizifes et séparables.

Preuve.

Etapel : E¥[a,b] est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

Soit (uy) est une suite de Cauchy dans EF, y[a,b], alors (u,) et (Dguy) sont des suites
de Cauchy dans LP|a,b], donc :

LP[a,b]

LP[a,b]
u, ——u et Diu,

Comme Dyu,, C LP[a,b] = I3Du,, C LP[a,b], alors :

I9DYu, () = uy () — [“%Zj)(a)(x —a)*' pp x€la,b.
= uy(z) = I$DYu,(x) + M(m a)* ' pp x€lab

En passant d la limite pour n — +00, on a :

]1—a "
u(z) = Igv(r) + lim L tun(a) ol

A STy @Y

On pose A, = lim et en composition avec I'™*, on a :

n—-+o00 F(Oz)
IIu(z) = 1% (x) + I Ay (v — a)* 71,
d’apres le théoreme , on obtient :
IIu(z) = o(x) + AL (2 —a)* 1.

Comme I}~*u(x) € LP[a,b], alors :

d 11—« . d 1 d 11— a—1
@I“ u(x)—%lav(a:)—i—fla%[a (x —a)
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3.1 L’espace des dérivées fractionnaires

Diu(x) = v(z) + AuDS(x — a)* !,

comme D%(z — a)*~' =0, on obtient :

Diu(x) = v(x).
Etape2 : E¥[a,b] est un espace réflexif pour 1 < p < oo.
On a X = LP[a,b] x LP[a,b] est un espace réflexif.On définit l’opérateur
T : Efa,b] — LP[a,b] x LP|a, b
u — T(u) = (u, D)

T est isométrie car :

1

N 7

lullxe = (Il + D50l )
= [Jullz-

Comme T(E{[a,b]) est un sous espace fermé de l’espace de Banach réflexif X, alors
T(E}|a,b]) est réflexif, donc Ef|a,b] est réflexif.
Etape3 : Ef|a,b] est un espace séparable pour 1 < p < 0.
On a X = LP[a,b] x LPla,b] est un espace métrique séparable.On définit l’opérateur

T : Efa,b] — LP[a,b] x LP|a, b
u — T(u) = (u, D)

T est isométrie car :

=

lullx = (oo + D5l )
= .

Comme T(E{[a,b]) est un sous espace de l’espace métrique séparable X , alors T'(Ef|a, b])
est séparable, donc Ef[a,b] est séparable.

.

Théoréme 3.2. Soient u : [a,b) — R une fonction mesurable et o« € R. Alors u
est localement intégrable sur [a,b) si et seulement si la fonction :

o) = [ o= o ute)ds

existe presque par tout pour x > a. De plus g € L'[a, c] pour tout c € [a,b) et :

(c—a)

< X7
HgHLl[a,C] > F(

o1 1) HuHLl[a,C]‘

Preuve. Soit ¢ € [a,b) telle que u € L'[a, c] alors :

19l = /

D’autre part, on suppose que la fonction (v — s)* u(s) est intégrable sur [a,z].
Alors, étant donné ¢ > a, il existe xo > c telle que la fonction (zg — 5)* 'u(s) est

(c—a)*

d;vg/ ]u(s)|/ (x—s)a_ldxdsg ——lu|| .10,

«

[ @9 utsyas
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intégrable sur [a,xo]. Donc, sia > 1, on a :

/ac lu(s)|ds < (zg — )"~ /ac (20 — ) "u(s) |ds.

Sia € (0,1], alors :

/|u )|ds < (2¢ — a)’ /‘x — )% tu(s)|ds.

Par les derniéres expressions on obtient que u € L'[a, c].

Lemme 3.4. Soient g € L}, [a,b] et a € (0,1). On considére la fonction suivante :
() = I7g(x), x € (a,b). (3.7)
Alors v € Ly, [a,b] et :
b b

/ v(x)Dyp(x)dx = / g(x)p(z)dx, Vo e Cila,bl. (3.8)
Preuve. D’apres le théoréme , v e L[a,b].
D’autre part, comme ¢ € C3°[a,b], alors :

Dyp(x) =* Dyp(z).

Alors, d’apres le théoréme(@), [intégration par partie et le théoreme ,

on obtient :

/abv(:c)D?w(w)dI = /ab 159(x)* Dy p(z)da
— / ’ 13g(x)1, ¢ (z)dx
-/ LIl o)

= [ o @

b
:/ g(z)p(z)dz Vo € Ci°la,b).
.

Remarque 3.3. Comme dans le lemme , Si:

v(x) = Ig(x), x € (a,b).

Alors v € Lj,.[a,b] et :
b b
/ v(x)DSp(x)dr = / g(x)p(z)dz, Vo e C§la,bl.
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Théoréme 3.3. Soient u € Ef[a,b] avec a € (0,1), si :
v(x) = I$Dyu(z).
Alors, il existe une constante C' € R telle que :

lim, o I}7%u(z)

(o)

Preuve. Soit u € E¢[a,b], alors : D*u € L*[a,b] C L'[a,b].

u(z) = v(z) +

(x—a)* pp x€la,b].

Soient g(x) = Dyu(x) et v(x) = IZg(x). Alors, d’apres le lemme on a :
b b

[ v@Dpe@is = [ e o e OFla.b (39

D’autre part, par la définition de la dérivée fractionnaire faible , on obtient :
b b
/ u(z) Dyt p(z)dr = / g(x)p(z)dz. (3.10)

Alors, par (@ et , on a :

b b b

| v@be@ar = [ g@pwis = [ u)Dypla)d.

donc : ,
[ 0@ - @)Dy =0
En suite, d’apres le lemme , il existe C' € R telle que :

(x—a)* pp x€la,b], (3.11)

Comme I}~ est linéaire, on a :

C
11—« _ 7l—« _ 11—« _ a—1
I, %u(x) = I, “v(x) —F(a)[“ (x —a)
1— C 1— 1
— IO DRu(x)) — 1 — a) .

()
D’apres le théoréme , on obtient :

C
-« B o ¥ Yol o -« _ \a—1
I, %u(x) = I[,DYu(x) —F(a)l" (x —a)*™.

De plus, comme :
I,z —a)" =T(a),

alors :
I u(x) = [}Du(z) — C.
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D’apres 'inégalité de Cauchy Schwartz, on a :

/;\Dgu<x)|dxg(/x|u2dx) (/ Do 2da;)
mHD u(x HL2ab]

En passant a la limite on a :

lim / |Dyu(z)|dr < lim /(z — a)||Dyu(z)| 12[0,4,
Tr—ra

Tr—ra
a

alors :

lim / |DSu(x)|de = 0.
r—ra a

Ce qui implique que :

lim I} %u(x) = lim / |Diu(x)|de — C = — (3.12)

Tr—a Tr—a

Done, en remplagant (3.14) dans (m, on obtient :

lima, oI %u(z)
I(a)

u(z) = I3DSu(x) +

.

Définition 3.2. Soit a € (0,1); E7 gla,b] désigne la fermeture de Cg°la,b] dans
E¢la,b] il est muni par la norme de Ef|a,b] c’est-a- dire :

(z—a)*' pp z€lab).

Egolab) = Cla, 8] "
Maintenant, nous considérons quelques résultats antérieurs pour étudier les pro-
priétés des espaces fractionnaires EY ,[a, b].
Lemme 3.5. L’opérateur I® : L*[a,b] — E%[a,b] est lincaire et borné.
Lemme 3.6. L’opérateur D : E¢[a,b] — L*[a,b] est lincaire et continu.
Lemme 3.7. Soient o € (0,1) et u € Cla,b], alors :
lim I, %u(x) = 0.

Tr—ra

Preuve. Notez que :

I u(z)] = ‘ﬁ / - t)_o‘u(t)dt‘

<wicar ) (o — ) fu(b)]dt
! ' % sup |u
< ey J, (07 g Ol
Julls  [* o

:—F(l—a)/a (x —t)"“dt
Dl [
v Ce
I
B (1—a)F(1—a)( )
= —F(HZUHOOQ) (x —a)'™®, Vz€la,b].
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3.1 L’espace des dérivées fractionnaires

En passant a la limite on a :

el oo

. 11— < : . l1—a
S, [l el < =gy Jm e =
donc
lim I}~ %*u(x) = 0.
r—ra
2.

Lemme 3.8. Soit u € Ef g[a,b], alors :
IYDiu(z) = u(x), p.p. x € [a,b].

Preuve. Soit u € E7 [a,b], alors par la définition de EY y[a,b] (5.9), il eviste une
suite (Yn)nen C C°la, b] telle que :

lim ||ju —,|L =0. (3.13)
o—a
Alors :
e Dgu —ulle < HEDG(u = )l + HEDGYn — Unlle + [[n —ull. (3.14)
Comme b, € C[a,b] C C*[a,b], d’apres la remarque(3.1) on a :
Dgthn = Dgpn.
Uy, € Cla,b] C Cla,b], d’apres le lemme(3.7) on a :
lim I, (x) =0,

T—ra

et d’aprés le lemme , on obtient :
13Dgn () = thn(x).

Donc
12 Dgtpn () = Un ()| = [[9n(2) = Pn(2)]|lL = 0.
D’autre part, d’apres le lemme

bh— 2« %
1250 = vl < (s 4 1) 1P )

D’aprés la définition de la norme de Ef[a,b], on obtient :
D5 (= ¥n)ll 20l < llu = YnllL,

alors,

D5 (u — ) L2jap) < Cllu — ¢nllz,
donc

e Dgu — ulle < (C+ Du— tul|,

en prenant n — 400, d’apres on conclu :
112 Dgu — ul[ =0,

ce qui implique que :
||];1D3U, — u||L2(a,b) == 0,

I9DYu(z) = u(z) p.p. x € la,b)].
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Chapitre 3. L’espace de Sobolev fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville

Corollaire 3.1. (Inégalité de Poincaré Fractionnaire )
Pour tout u € EF yla,b] on a :

2tapl < | D%ul| 121041 3.15
HU’HL [ 7b] — P(Oé+ 1)” auHL [ »b] ( )

Remarque 3.4. D’aprés le corollaire , on peut muni E7 o[a,b] avec la norme :
= ([ 02 Zda:) ,

Théoréme 3.4. Soit a € (0,1), si u € EF y[a,b] alors :

ce qui équivalent a ||.||.

lim I} %u(x) =0, pp. > a.

Tr—ra

Preuve. On dit que siu € Ef j[a,b] alors u, Du € L?[a,b]. En fait, par la définition
il existe p,, € C°a,b] telle que :

|lu— @nllL — 0 pour n — +oo.

Alors, d’apreés le lemme de Fatou, on a :

b
/ lu(z)Pdz < lim 1nf/ lon(z)?dx < +o00
a n—+

et
b
/|Df;u(x)]2da:§ lim 1nf/ D%, ()P dr < +o0.

n———+00
Ainsi, d’apres le lemme@ et le théoréme(m, on a :
I="u(x) = [ (I5D0u(x)) = [MD0u(x)

D’apres 'inégalité de Cauchy Schwartz, on a :

/ | DY u(x)|de < (/ |1|2dm> (/ |D3u(:p)|2dm)
<V (z = a)|[|Dyu(z)| r2(0;

en passant a la limite on a :

xT

lim I} %u(z) = lim Dou(z)dx = 0.

T—a Tr—a a

Donc

lim I}~ %u(x) = 0.

Tr—>a
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3.2 Injection des résultats
Injection continu

1
Théoréme 3.5. Si a € (0, 5) , alors linjection EF ya,b] — L%a,b] est continu

pour tout q € [1,27], ou 2}, = T3 est l’exposant critique fractionnaire.
o

Preuve. D’abord, nous considérons q = 2;,. D’apres le lemme(@, pour tout u €
E7 ola,b] on a :

u(z) = I3Du(x) p.p. x € [a,b].
De plus, d’aprés le théoréme , D € L*[a,b], alors d’apres le théoreme
on a : )
23]
INa+1)

En suite, comme |a,b] est borné, il existe une constante positive C' telle que :

[ull 2t o) = e Daull 2y < D5 ull 20 (3.16)
[ullLoay) < Cllull ey Ve € [1,25]-
Combiner cwec, on obtient :

23] 7= C

Dy 2[q Yq € [1,25].
P s 1) P8l Ve € (12

lull zaja) <
On a ||lulla = 1 Pgull2pa),

[2:]7=C

oy < =—||ulla 1,27 ].

lellonen < gy Iulle Vo € 1,2
.

1 1
Théoréme 3.6. Si a = o1 alors Uinjection Ef y[a,b] — LP[a,b] est continu pour

tout p € [1,400).
Preuve. Soit u € Egvo[a, b, alors, d’apres le lemme
w(z) = 12 D2u(x) p.p. x € la,b].

Donc, d’apres le théoréme on a :

11
[ull o) = [ Daul| ooy < el 2210,

}1

—
N =
~—
NS | o
—_

S =

pour tout p € [1,4+00),. 2.

1
Théoréme 3.7. Sia € (5, 1) , alors linjection EY j[a, b] — H“_%[a, b] est continu.
De plus :
(b—a)

Jufloo < 272
I'(a)2a — 1]z

I Dgul| L2fay)- (3.17)

37
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1
Preuve. Soit u € E} y[a,b], alors, D’apres linégalité de Hélder :

x

1
(x — 5)* D%u(s)ds

u(z)] = [IZDGu(z)| = m

ity ([ ([ o)

Do ul| 24
_ DG ull 22 . (¢ — a)*3
MNa)2a0 — 12

Ce qui implique. D’autre part, soit a < x < z < b, alors d’aprés le théoreme

on obtient :
amya amya (22 — 1)~ 3 o
[u(z2) — u(z1)| = |17 Dgulze) — I3 Dgu(z:)| < mHD aullr2ay.  (3.18)
Donc :
s s @0 =)

z,y€la,b],x#y ’JI — y’a

L - )3 1
(

||u||HOL*7[

- | D ul| L2ay + D5 ul| L2fapy

a)[2a — 1]} D(a)[2a — 1]}
_ -ty

1
T Do‘u 2[a
< Taypa 1t Dl

2.

Injection compact

1
Théoréme 3.8. Si o € (0, 5) , alors linjection EY qla,b] — L[a,b] est compact
pour tout p € [1,27).

Preuve. D’aprés le théoréeme .L’opémteurz’ . E7ola,b] — LPla,b] avec p €
[1,2%] est borné. De plus, il existe une constante C, > 0 telle que :

[unllzria) < Cpllunlla Vp € [1,2;]. (3.19)

Donc, si u, — u dans Efgla,b] alors (un)nen est borné dans Ef yla,b] et par
3.19) est borné dans LP[a,b] pour tout p € [1,2.]. De lautre coté, comme la
suite : (D%Uy)nen est borné dans L*[a,b], D’apres le théoréme —(2), la suite
(I3(DSup))nen est précompact dans LP[a,b] pour tout p € [1,2)), c’est qu’il existe
une suite croissante (Unk)ren €t u € LPla, b] telle que :

115 (DG tnr) — UHLP(a,b) — 0 pour k— +00

Maintenant, comme u, € EY y[a,b], alors u,(x) = I (Dgu,(v)), alors :
i(uy) = (i 0 IS)(Duy,), par la continuité de i, on conclu que l'opérateur
i B la,b] = LP[a,b] est compact pour tout p € [1,27,). .

1
Théoréme 3.9. Soit a = 2 alors EY gla,b] < L[a,b] est compact pour tout p €
[1,00).
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1
Théoréme 3.10. On suppose que « € <§, 1) , et 80it (un)nen € BT ola,b] telle que

U, — u dans E7 yla,b] alors :
up, — u dans Cla,b]
C’est-a-dire : lim ||u — upl|e = 0.
n—ao0

Preuve. Comme u,, — u dans E7 g[a, b] alors (u,)nen est borné dans E7 g|a, b], donc
d’apres le théoreme (3.7), (un)nen est borné dans Cla,b]. Maintenant on dit que :

(a) (tn)nen est uniformément borné.Comme (un)nen est borné dans EY gla,bl,
alors il existe K > 0 telle que

lunlla <k VneN.

Donc, d’aprés on a :

K(b—a)* 2

”un”oo S ——————=
I(a)2a — 1]z

9

ce qui implique la bornitude uniforme de u,.
(b) (un)nen est équicontinu. Soit a < x <y < b, alors D’aprés on a :

K(y — )"

—— VneN.
I'(a)2a —1]2

[un(y) — un(z)] <

Alors, d’apres le théoréeme d’Arzela-Ascoli (uy,)nen est précompact dans Cla, bl,
donc il existe une suite croissante (Unk)ren €t u dans Cla,b] telle que :

Im |[upg — /e = 0.
n——~oo

2.

3.3 Le caractérisation des espaces des dérivées frac-
tionnaires
Dans cette section, nous allons caractériser les espaces fractionnaires Ef[a, b

et BT y[a,b]. On commence notre analyse en considérant les espaces fractionnaires
« .
Efla,b] :

Théoréme 3.11. Soita € (0,1) etu € EY[a,b] si et seulement siu € L*[a,b], [} *u €
H'a,b] et

d
Diu(x) = Elﬁau(aj) p.p. x € (a,b).

d
ou T s’entend au sens faible.
T

Preuve. Soit u € Ef[a,b]. Le théoreme(3.3) implique que :

limg, oI} 7u(z)
()

u(z) = ISDSu(x) + (x —a)* ' pp xc(ab). (3.20)
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En suite, on applique I~ sur les deux cotés de :

li Ilfa
I u(z) =12 <I§D2‘u(w) + me'_fa(;) uz) (x — a)a_1>

b
:/ Dou(x)dw + limg, oI} *u(x),

de la derniére expression, on obtenue I} *u(x) € AC|a,b] et ainsi I' “u € H'[a,b]
d’autre part, comme I ~*u € H'[a,b], il existe g € L*[a,b] telle que :

b b
[ @ @an = [ gappr v e Clo.

a

En outre, on utilise le théoréme(@) et lintégration par partie , on obtient :

/abu(a:)Dg‘cp(x)d:p:/ab (z)°Dgp(z /bu VI (x)da

b
== o

Diu(x) = g(x) = - I}~ u(a)

Donc :

ou T s’entend au sens faible.
x

De l'autre coté, on suppose que u € L*[a,b] telle que : I}™*u € H'a,b] et
d
Do _ _Il «
u(e) = L u().

d

Comme I}™“u € H'[a,b] alors d—I;_au € L?*la,b]. Donc Du € L*[a,b]. alors
T

u € Ef|a,b. .

Théoréme 3.12. Soit « € (0, 1), alors :

E7ola, b] = {u € L*[a,b] : DSu € L?[a,b] et lim I}"®u(x) =0, pp. x> a} .

Tr—>a

1
En outre, st a € (O, 5) on a :

EY ola,b] = {u € L*[a,b] : DYu € L*[a,b] et lim I}"%u(x) =0, V x> a} :
’ T—>ra
, 1
et st o € (5,1) on a :

Ef ola,b) = {u € L?a,b] : Dfu € L?[a,b] et u(a) =wu(b) =0} .
Preuve. Par la définition on a :
Eg,()[aa b] = Cgo[a’ b]H”L7
done, pour tout u € EF y[a,b] il existe (¢n)nen C C°a, b] telle que :

lim ||u— ¢l = 0.
T—ra
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Alors, d’apres le lemme de Fatou, on a :

b b
20 < L i 2
/a |u(z)|*dx < nin}roolnf/a lon(x)]“dr < 400

et
/ |Dou( |dm< hm 1nf/ D%, ()P dx < +o00.
Done, u € L*[a,b] et D2u € L*[a,b]. Ainsi, d’apres le théoreme (3.4), si u €

E7 ola,b] alors :
lim I'u(z) =0, pp. z>a.

T—ra

Donc :

E7 ola, b] = {u € L*[a,b] : D¢u € L?[a,b] et lim I} %u(x) =0, pp. x> a} .

Tr—>a

1
D’autre part, si « € (0, 5) le théoréme (2.2)) implique que :

lim I} %u(z) =0, V z>a.

Tr—ra

1
car 1 —a > 7 Donc :

Ef la, b] = {u € L*[a,b] : DYu € L?[a,b] et lim I}"%u(x) =0, V x> a} .

T—>a

1
Sia € (5, 1) , alors d’apres le théoréeme (3.10) on a :

[ulloe < Cllullz-

Par la définition de E7 yla,b], alors il existe une suite (on)nen C Cgla, b] telle que :

lim ||u— |l =0 (3.21)
Tr—a
Donc :
[t = nlloo < Coollu — @ullL
Jnax [u(z) — n(z)| < Coollu — @nllL
Alors

u(a) = ¢n(a)] < Cullu = enllL
Comme pp(a) =0 et par alors :

0 <l|u(a)] < Cuxllu — @ul|lr — 0 quand n — oo,
ce qui implique que u(a) = 0. de la méme maniére on peut avoir u(b) = 0. Donc, si
1
a € <§, 1) on obtient :
Ef ola,b] = {u € L?*[a,b] : Diu € L*[a,b] et u(a) = u(b) =0}.
2.
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3.4 La composition de D} avec une fonction convexe

Théoréme 3.13. soit a € (0,1) et ® € C'(R) est une fonction convere telle que
®(0) = 0. Alors, pour tout u € EY y[a,b] on a :

DEP(u) < P'(u)Dlu.

Preuve. D’abord, on dit que, si ¢ € C'[a,b], alors

e ) = ela) a () = o(s)
Preln) = F o) —ape T T —a) / (5ot (3.22)

En fait, notez que :

S

(x—8)"=(r—a) "+ oz/ (z —t)" > dt. (3.23)
Par le théoreme(2.6) et([3.25) :

“Diole) = g | (o= 5) @i

— F(l;—a) /j ((a: —a) "+ a/:(:v - t)_a_ldt) ©'(s)ds
1

“Ti—a) (/ax(x —a)"%¢ (s)ds + oz/:(ac — t)“ldtgo’(s)ds)
~ = (o [ #otera [ a0 adtin)
- L = ( - fa)a ()] +a ; / (z— t)aldtgo’(s)ds)

D’apres le théoréme de Fibuni

_ 1 () — pla)
( ¢

Fl—-a)\ (z—a)

—a
1 p(x) — vla) " L))y
Tl Grercall e o)
_ 1 p(z) = pla) “or) — (1)
i (e te ).
Soit u € ET y[a,b], alors par la définition il existe @, € C°a,b] telle que :

lu — nllL — 0 pour n — oo, (3.24)
ce qui implique que
| — @nllr2y — 0 et |Dgu — Dgppl| 120 — 0 pour n — oo. (3.25)

Donc par on a :

Dig(a) =* Diven(o) = it Py 0 [ o) iy,

Tl-—a)z—ar Tl-a) ), (z—s0
De plus ® € C'(R) est convere, alors :

®(a) — d(b) < d'(a)(a—b) Va,beR.
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sy Bl 0 st
< Vo) s 2 s [ ) 2 e
= (o)) (s B o [y
= (i, (a)) D).

o DE®(p(x)) < ¥ (p0(0)) D). (3.26)

De lautre coté, comme ® € C(R), par on obtient :
' (o (2)) — D' (u(x)) p.p. z € (a,b). (3.27)
Et par on a :
Dg(#n(x)) — Di(u(z)) pp x € (a,b). (3.28)
Done, par (53.20), (3.27) et (3.28) on obtient :
Dy®(u(x)) < @'(u(z))Dyu(x)

En outre, on a :

b b
[Da®(u(x))*de < [ [®'(u(z))Dgu(z)|*dz

a
a a

ce qui implique que ®(u) € ET yla, b]. 2.

Remarque 3.5. Si & € Lip(R) est une fonction conveze et dérivable presque par
tout telle que ®(0) = 0, alors le théoreme est vrai, c’est -a- dire :

DEP(u) < P'(u)DSu

et (u) € EF o(a,b).
Dans ce qui suite, on note par u™ la partie positive d’ une fonction u, c’est -a- dire :

ut(z) = max {u(z),0}
Lemme 3.9. Soit u,v : R — R. alors pour tout x,y € R,
™ () = v ()| < Julz) —v(y)].
Lemme 3.10. Soit u € Ef g[a,b]. Alors sa partie positive u™ € Ef o[a,b].

Preuve. D’apres le lemme avec v = u, la fonction u™ est lipschitzienne conti-
nue avec constante 1 et d’aprés le théoréme de Rademacher u™ est dérivable presque
par tout. Donc, d’aprés la remarque on obtient que u € ET o[a,b] et :

Dgu'(x) < (u”(x)) Dgu
et ut € Ef gla, b]. 2.
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Chapitre 4

Applications aux problémes aux
limites

Dans ce chapitre, nous étudions deux problémes (Voir [4]) :

— Probléme linéaire aux limites (étude de l'existence et 'unicité ).
— Probléme non linéaire (étude de 'existence de plusieurs solutions)

4.1 Probléme 01 : Le probléme linéaire
Soit a,b € R,a < b. On considére le probléme linéaire aux limites suivant :

Trouver u € V,
Dy(Dgu) = f, p.p sur (a,b), (4.1)

lim I}~ *u(x) = 0.
Tr—ra

Ot a € (0,1), et f € L*[a,b].

DY, Dy sont les dérivées faibles fractionnaires a gauche et droite respectivement.
La solution forte : Comme f € L*[a,b] alors la fonction D%u admet une dérivée
faible droite dans L?[a,b] donc il suffit de prendre u € Ef g[a,b] et Dy(Du) €
L*[a,b).

Proposition 4.1. La solution faible du probleme est une fonction de EF y[a, b]
qui vérifice :

b b
/Dg‘u(x)Dg‘v(a:)dx:/ f(x)v(z)dz, Yve Efla,b. (4.2)

Preuve. On multiplie [’équation du probléme par une fonction de test ¢ et on
intégre sur |a, bl.

b b
/ D (D%u(x) o () dix = / f(2)p(x)dz, Vi € Dla,b.

D’apres la définition de la dérivée faible , ona :

/Dgu(a:)DfL“go(x)dx:/ f(x)p(x)dz, V¢ € Dla,b.
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4.1 Probléme 01 : Le probléme linéaire

Comme Dla,b] dense dans E7 y|a,b], alors pour tout v € EY y[a,b] il existe une suite
(¢n)nen C Dla,b] telle que :

lim ||jv— @]l =0,

n—>- 400
Alors : , ,
/ Dg‘u(a:)Dg‘cpn(x)dx:/ f(z)pn(z)dz, Yo, € Dla,b].

En passant a la limite pour n — 400, on obtient :
b b
/ Du(x)DSv(x)dx = / f(x)v(x)dr, Vv e B la,b].

Donc la formulation variationnelle est donnée par :

Trouver u € EY ya,b] telle que ,

a(u,v) =1l(v) Yv € Ef yla,b].

Avec : a(u,v) / Du(x)DSv(x)dx, / f(z
.
Proposition 4.2. Le probléme admet une solution unique dans l'espace ET y|a, b].

Preuve. On muni lespace E7 yla,b] par la norme ||ul|o = || Dgul| 2.
D’apres le théoréme de Lax-Milgram,on a :

1. La continuité de af.,.) :
3C > 0,Yu,v € E7 gla, b] : |a(u,v)| < Cllullal|v]|a-

D’apres 'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient :

/a " Do) D) de

b
< / |D%u(a)|| Do () |da

<(/ b |D§:u<ac>|2d:c>é (/ b |ng(x>|2dx)5

< lull L2a vl L2a

Vu,v € Efgla,b], [a(u,v)| =

< lullal[v]la

Alors, 3C = 1 telle que |a(u,v)| < ||Julla||v]a, Vu,v € EY gla, b] donc a(.,.) est
continu.

2. La coercivité de af.,.) :

Ja > 0,Vu € E7 yla,b] : |a(u,u)| > allul?.
b
@ o 2
a(u, u) :/ | Dau(@)[*de = || D3|z, = llulla
Alors, 3o = 1,Vu € Ef ja, b] : |a(u,w)] > [Jul]?.
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3. La continuité de l(.) :
3C > 0,Yv € Efyla,b] : [I(v)] < Cfv|q-

En utilisant les inégalié de Cauchy Schwartz et Pointcaré, on obtient :

< [ 1@l
<( / |f<ac>|2d:c>é (/ b |v<:c>r2dac)é

= [1fl2taa 0]l 21y

Vv € E7 gla,b] : v)| = x)dx

(b—a)

< — || D®
< ||f||L2[a,b]F(1+a)|| oVl 20
~ (b—a)®
— L el
= Cljolla
Alors, l(v) est continu.
D’apres (1),(2) et (3) le probléme admet une solution unique. 2.

Proposition 4.3. La solution faible du ) est une solution forte.

Preuve. Soit u € E} g[a,b] donc lim I, *u(z) =0, on a :
r—ra

/DO‘ x)Dgu( dx—/ f(x)v(z)dx Vv € EF yla,b].

Comme Dla,b] C EY yla,b], alors :

b
/Dg‘u( So(x da:—/ f(x)p(x)dx V¢ € Dia,b).

Comme Djp = Do, on a :

/DO‘ x)°Dyp(z dx—/ f(x)p(x)dx Ve € Dia,b].

D’aprés le théoréme @, on a:

/ DR () (x)de = /  fa)pla)da

D’apreés l'intégration par partie ,ona:

/b[1 @D d:c—/ f(z
/—11 D%y dx—/ f(z
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D’apres la définition de dérivée faible, on obtient :

/ab D¢ D%u(z)p(z)dr = /abf(x)go(x)dx

Donc :
DyDSu—f=0 pp x€la,b].

C’est-a-dire :
DyDiu=f pp x € a,bl.

.

4.2 Probléme 02 :Le probléme non linéaire

. 1
Etape 01 : Cas a € (0, 5)

Soit a,b € R, a < b. On considére le probléme non linéaire voir suivant :

trouver u € V,

Dy (Dgu) = f(u), p sur (a,b), (13)

lim I} ®u(x) = 0.
r—ra

avec les hypothéses suivantes :

1 2
(Hy): a € (0,—) etpe (1,2 —1). 2}

2 T 1-2a
(Ha) : f(u) =Aut)”+ ()P, AeR:etoe(0,1), u(z) = max(u(z),0)
La solution forte : on a
Va € fa, b - |f(u())] < Mu()]” + |u(@)[” <A+ (1 + Mfu(z)].
Si on prend u € EY y[a,b] (pour prendre la condition aux limites en considération)
et comme l'injection E7 ;< L” est continue d’apres 1) ona

b b
/\f(u)|da:§)\(b—a)+(1+)\)/ |uP| dx
< Ab—a) + Clulf?,

alors f(u) € L'[a,b], donc la solution forte du probéme u € Ef g[a, b] est admet une
dérivée fractionnaire faible & droite dans L'[a, b].

1 1
+ = =1 clest-a-dire ¢ = 1+ = > 1 alors LP™! —

Plus précisement, si on pose )

BT est continue d’aprés I'inégalité de Holder on a f € L[a, b].
Nous introduisons la fonctionnelle I : ET j[a,b] — R définit par :

1 b b
I(u) = 5/ | D%u|?da —/ F(u)de =1 + I,

avec
u

F(u) = / F(a)da.

0
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1 b
I = 5/ | D%u|*dz

|
Iy =1y + Iy = /

p+1

A
oc+1

b
(u+)p+1dl’ + /

(u™)dx

I est bien définie :
I est bien définie car D%u € L*[a, b].
I est bien définie car E7 y[a, b] s'injecte continument dans L7+ [a, b], LP**[a, b).

Proposition 4.4. La fonctionnelle I est de classe C'(Ef o[a,b],R), tout point u €
E7 ola, b] point critique de I est vérifie la formulation variationnelle :

Vv € E7 gla, b] :/ Diu(z)Dgv(x)dx :/ fu(x))v(x)dx

Preuve. Montrons que I, est G-diff et sa dérivée est continue. Soit u,v € EY ;la, b]
on a :

Lu+tv)—Lw) L [21De(u+ to)Pde — L [P 1D (u)2dx

t t

1 b b . ,
=5 [/ ’Dgu|2dx+t2/ |ng‘2d:c+2t/ Dgqufvdx—/ |D3u\2d:c]
‘ b ¢ b a a
1, o o
=5 |D&v|*dx + 2t DuD%vdx

1 b b
=5 {t/ |D§v|2dx+2/ Dg‘qu;vdx}

En passant a la limite quand t — 0.

I tv) — T b
li L1000 = A / DeuDvda

t—0 t

Montrons que lapplication u € Ef o[a,b] — I1(u) € (Ef o[a,b])" est continue.

. B ola,b] a L?[a,b] a
Soit u, ——— u alors Dju,, —— Dju. On a :

b
1T} (1) (0) — T, (w)(0)] = / (D2, — Du)Dludz

< | Dgun — Dgul| 2y | Dgvll 220,
< [|Dgun — Dgullz2pap|v]la

|11 (un) (v) = I (u) ()|

donc
[v][a

S HDgun - DSUHLQ[a,b]a

on prend le sup par rapport a v et en passant a la limite pour n — oo nous obtenons
que :

11 (wn) = L1 (W]l (mg o (ratpyy — 0

Donc, I] est continue.
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Maintenant, montrons que Iy est G-diff et sa dérivée est continue.

*) D’abord : on montre que Is est G-diff et sa dérivée est continue.
Soit [t| < 1 on pose S(t) = |u+ tv[P™', on applique le théoréme des accroisse-
ment finis sur S dans [0,t], alors il existe un nombre 0 €)0,1] tel que :

lu+ to[PT — uPt — (p+ Dtv|ulP " u = t(p + Dolu + OtoP~ (u + Otv) — t(p + Vv|ulf " u
= (p+ Dtv(|u + 0to[P~  (u + 0tv) — |uP~ u)
Par continuité, dans le second membre tend vers 0 presque partout sur [a,b]

lorsque t — 0.
En majorant Le second membre par une fonction intégrable sur |a,b], on a :

lu + to[PTt — |u|PTt — pto|ulP~ u
t

< (p+ Dlol((ul + [0)? + |ul”)

< (p+ Dl (Jul + o) + [uf)
< (p+ Dl + Dul” + 277 ol?)
< clol(ful” + [v[?)

Enfin, en utilisant 'injection continue de EY qla,b] dans LP(a,b) et linégalité
de Cauchy-Schwartz, on voit que l'intégrale de cette derniere fonction est majo-
rée par ||v]|o(||t]la+[|v||la). On peut donc appliquer le théoréme de convergence
dominée et conclure la G-différentiabilité de I>q au point u.

Montrons que Uapplication u € Ef [a,b] — Iy, (u) € (Ef gla,b])" est

continue.
/ +ip—1 + + ) Ef olab]
Onaly,(u)=|u"P""u" = (u")P. Soit u,, ——— u montrons que

Iy yun = Iy yu dans (ET gla, b))’
EY la.b]
Comme u,, —=—— u et injection de E7 ola, b] dans LP[a, b] est continue alors,

v € LPla,b] on a

b
|(T.1 (n) = 151 (u)) ()] = I/ (")) = (u)") (v)da]

S ”un - uHLq[a,b]

|U||LP[a7b]

! !
= |15 (un) — IQJ(U)”(EE’O[a,b])/ — 0 quand n — oo
*) De la méme maniére on va monter que I 5 est G-diff et sa dérivée est continue.

Alors I, est G-diff et sa dérivée est continue.par conséquent I est de classe C*.
De plus si u est un point critique alors on a I'(u)(v) = 0; Vv € E (([a,b])

.

Proposition 4.5. Si I admet une minimum alors on a :

b b
/Dg‘u(:v)Dg‘v($)d$:/ f(u)vdz, Vv € BT a,b].

C’est-a-dire : u est une solution faible du probleme .
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Chapitre 4. Applications aux problémes aux limites

Preuve. On multiplie l’équation du probléme par une fonction de test @ et on
intégre sur |a, bl.

b b
t/wwmmmwma/mwmw7w6mwy

D’apres la définition de la dérivée faible , on a:

/Da( o dx_/f d, Ve € Dla,b].

Comme Dla,b] dense dans ET la,b], alors Vv € ET y([a,b]) il eviste une suite
(¢n)nen C Dla, b] telle que :

lim o gl =0
Alors :
b b
/D%@W%@Mz/fM%@M,WwDM%

En passant a la limite pour n — 400, on obtient :

/Dgu(x)ng(x)dx:/ fu)v(z)dr, Yo € Efla,b].

Donc la formulation variationnelle est :

trouver u € EY y[a, b] tq,

/ Diu(x)DSv(x)dx = / fu)v(z)dx, Vv € Efla,b].
Proposition 4.6. il existe r,a, A > 0 tels que :
I(u) > a >0 pour ||ull, =7 et A € (0,A).

De plus, la fonctionnelle I bornée inferieurement sur B(0,r).

Preuve. - On a :
1 (u+)p+1

b
[ 1Pwlas -
a o |l0+1 p+1
b
A 1
S/ <—\u!"+l+ |u]p+1) dx
a +1 p+1
< /|u|o+1 +_/ |u|p+1d$
0+1

(u+>o+1 dx

1
SU+NWMﬂw@+p+NWMLw@
Alors on a :
1
—/|F ux>———w|m$ab———wuﬂﬂm>
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4.2 Probléme 02 :Le probléme non linéaire

Par la définition de I, on a :

Lo ’ Lo A o+1 1 p+1
) 2 gl = [ 1F@Ide 2 gl = Il = 1l
D’apres le théoreme , il existe Coqq, Cpyq tels que :

1 A Cpi1
T > 2 Co‘ o+1 P+ p+1
() 2 Sllulle = ——7 Cornllullg o1 [l

Maintenant, on fize ||u||lo = r le dérnier inégalité implique que :

2
I(w) > e )\Ca+1ra+1 G Pl

-2 o+1 p+1
r2 Cp+lrp+1 1 1
Commep+1>2 et lim 2 vl 2 alors pour € = — dans la définition de
r—0+ 72 2 4
la limite il existe r1 > 0 tel que pour tout 0 <r <1y on a
71_2 _ %rp-ﬁ-l > T_Q
2 p+1 !

Donc on peut choisir r suffisamment petit (r < rq) telle que

2
T . )\Cg+1 o+1

I >
(u)_4 oc+1

, pour ||ulla =7

2 2 2
r )\Ca+1 TO'+1 _

,
En suite on a Alirgl+ T ot =7 alors pour € = T dans la définition de la

limate il existe A > 0 telle que :

2 2

T ACoi1 o1 _ T
T AMotle - A A).
R > 5= VA € (0,A)
E

Alors, pour tout u € EY 4(a,b) avec ||ullo =17 et pour tout A € (0,A) on obtient :

I(u) > a>0.

-Montrons maintenant que la fonctionnelle est borné inferieurement sur la boule
fermé de rayon r. D’apres la définition de I et le théoréeme on a :

1 b 1 A Coiq
I(W)| < =||ul? F(u)ldz < =|lul]? + —=——C, ol 4 ZPHL e+l
[ (u)] < 2||U||a+/a |F(u)|dx < 2|IU||a+ P pallullg +p+1||U||a

Alors, siu € B(0,7), on a ||ulla <7, et :

C, C,
|()\<—+A Topotl g PRl = |
oc+1 p+1

’

ce qui implique que :

I(u) > —K, Yu€ B(0,r).

.
Proposition 4.7. La fonctionnelle I admet une suite (u,) C B(0,r) tel que
I(uy,) = Io = inf I(u) et I'(u,) — 0 dans (E7 yla, b))
( :

,T
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Chapitre 4. Applications aux problémes aux limites

Preuve. Soit d(u,v) = [lu — v[la. Comme X = B(0,r) est fermé dans l’espace
de Hilbert E7 o(a,b), alors le couple (B(0,7),d) est un espace métrique complet.
La fonctionnelle I est continue alors il est semi continue inférieurement d’apreés

le proposition (@.On applique le principe d’Ekeland sur la boule fermé pour € =
1 —

—, I(un)nen C B(0,r) telle que :

n

1
I(u,) < inf I(u)+ —, (4.4)
B(0,r) n
et
1
I(up) < I(u) + —||u — uplla.  pour u # uy,. (4.5)
n

D’apres (4.4) et en passant a la limite pour n — +oo, on a I(u,) — inf I(u),

B(0,r)
Maintenant Montrons que ||I’(un)|](Eg’0[a’b])/ — 0 pour n — oo. En fait, étant
donné v € B(0,7) avec ||v]|o < 1, comme u, € B(0,7) on a u, +tv € B(0,7) pour
t est suffisamment petit et u, + tv # u,.
D’apres , en prendant u = u, +tv on a :

1 1
I(up +tv) — I(uy) > ——||tv||la = ——1||v|]a-
(tn +t0) = I(ttn) = == [[tv]la = ——t]o]

Alors,
I(up, + tv) — I(uy)
t
En passant a la limite quand t — 0, on a :

1
> ——|lv
n

o

I () (v) = lim I(uy, + tv) — I(uy,)

t—0+ t

1
> ——|lv]l,. 4.6
>~ o] (16)
St on change v par —v, on obtient :
!/ 1 ! 1
I'(un)(=0) 2 = = vl = =T (un)(v) = =~ [l]a

on multiplie les deux cotés par (—1) :

1
(1) (v) < —[0]la- (4.7)
Donc, d’aprés (@ et on obtient :
1
() (0)] < — o]l (4.8)
/
)] 1
o]l n

Alors, on prend le sup sur la boule unité fermé et en passant a la limite nous obte-
nons :
H],(un)H(Eg’O[a,b])/ — 0 pour n — oo.

.

Proposition 4.8. le nombre I, = inf I(u) est strictement négatif et I, = I(uy),
B(0,r)

c-a-d un mininmum donc uy est un point critique.
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4.2 Probléme 02 :Le probléme non linéaire

Preuve. Soit ¢ € D([a,b]) — {0} est une fonction non négative et t > 0. On a :

2 ) Mo+l b T 1 b »
I(te) = =lell? - e — Tz
(o) = Sl = 2o et o= [Pt

Comme, 1 <o+ 1<2<p+1, on peut prendre t suffisamment petit tel que :
I(tp) <0 et to € B(0,7).
Alors, pour t suffisamment petit :
I, < I(ty) <0.
D’apres , on a I(u,) = I <0 quand n — 400, on peut suppose que :
I(u,) <0 Vn €N,

Par conséquent, u,, € B(0,7) pour tout n € N. Notez que, d’apres les résultats de la
proposition on a I(u,) C B(0,r) et :

I(u,) = Io = inf I(u) et I'(u,) — 0.

B(0,r)

Comme E7 ((a,b) est un espace réflexif et (un)est borné alors il eviste u; €
E7 o(a,b) et une sous suite de (u,) notée (u,) tel que :

u, — uy dans E7 o(a,b)

et Comme Uinjection de Ef o(a,b) dans L*'(a,b); L7"'(a,b) est compact on a,

o+l pt+1
pourn—)—i—oo Uy — Uy etun—>u1 . Ona

I o 2 A ’ o+1 1 ’ p+1
I(u,) = 3 | D&y, ()| *dx — ] [ (2)|7 " dx — m |t ()P da.

En passant a la limite quand n — 400 nous obtenons que ||uy||o est convergente
donc est borné alors
[un —wila — 0

en utilisant la continuité de I alors [I(u,) — I(u1)] — 0 et par Uunicité de la limite
on a I(uy) = I, <0 de plus I'(uy) =0
2.

Proposition 4.9. Soit ¢ € C°la,b] 0 est une fonction non négative, alors :
I(tp) = —o0 pour t — 0.

C’est -a-dire :
Jw € Ef y(a,b), [|[w|le > 7 A T(w) < a.

Preuve. Pourt >0, on a :

+ 2 e AT ’ +o+1 A +|p+1
I(tot) = — -2 o+lge P+l
(te™) 2||90 s 0+1/a|90| v erl/alwl T

Commep+1>2>0c+1, alors :
I(te*) — —o0 pour t — +oc.

En prenant t suffisamment grand et v = to™T. .
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Chapitre 4. Applications aux problémes aux limites

Proposition 4.10. Le probléme admet une deuzxiéme solution.

Preuve. Notez que I(0) = 0. De plus d’aprés les propositions (4.6) et (4.9) la
fonctionnelle I vérifie les conditions de théoréme de Passe Montagne . De plus la
condition de Palais-Smale est vérifie. Alors il éxiste uy € ET o[a,b] telle que :

I(ug) = ¢ >0 et I'(ug) =0,

Ou :
c=inf sup 1
inf sup (v(2))

et :

I = {7 € C([0,1], B gla, b)) : 7(0) = 0 et 7(1) = i} .
.

Remarque 4.1. D’apres le principe d’ Ekeland, on obtient uy € ET ((a,b) telle que :

I(uy) zﬁigéf)f(u) <0 et I'(uy) =0.

De plus, d’apres le théoreme de Passe Montagne, on obtient uy € ET (a,b) telle que :

I(ug) = ¢ >0 et I'(up) = 0.

En suite,

I(Ul) <0< I(UQ>,

Ce qui montre que uy # uy sont des solutions faibles du probléme .
Dans les deux cas, on a que uy,uy € E7 o(a,b) alors :

lim I} 7%u(z) = 0= lim I} %uy(z)

r—at z—at

1
Proposition 4.11. Soit o € (0,§> et f € C([a,b] x R,R). Alors, tout point
critique u de I dans EY la,b] est une solution de(d.3| sur [a, b].

Preuve. Soit u € E7 g[a,b] donc lim I, u(z) =0, on a :
Tr—ra

/DO‘ x)Dv( dx—/ f(u r)dx Vv € Efla,b).

Comme Dla,b|] C EY ¢la,b], alors :

b
/fou(x) “o(x dx—/ f(u z)dx Yy € Dla,b.

Comme Djp = Dip, on a :

b
/Dg‘u(x)c Yo(x da:—/ f(u x)dxr Yy € Dla,b].



4.2 Probléme 02 :Le probléme non linéaire

D’apres le théoréeme (@, on a:

b b
/ Deu()I ! () d = / F(u(x))plx)da

D’apres intégration par partie, on a:

/a b [, (Dgu())] ¢'(x)da = / b {— / mf(u(t))dt} o (x)dz.

Donc, il existe une constante C| telle que :

I} 7*D%u /f ))dt+C.  p.p surla,bl.

1
Comme o € (0, 5) , alors 1 —a > 5 Alors, comme u € ET yla,b] alors Dju €

L?*[a,b]. Donc, par le théoréme —(4) I}7*(D%u) € C[a,b]. Donc
I=*(D%u / f(u(t))dt + C.

Finalement, comme ['opérateur de ["intégrale est différentiable, par la différentiation
on obtient [’égalité recherchée.

. 1
Etape 02 : Cas o € (5,1) .

Soit a,b € R,a < b. On considére le probléme non linéaire suivant :
trouver u € V,
Dy (Dgu) = f(u), p.p sur (a,b), (4.9)
u(a) = 0,u(b) = 0.

1
Ou a € (5, 1) ;o0 €(0,1),p € (1,400), X est une paramétre dans RY et

f=Xu")7+ (u")? dans LP|a,b).
Nous introduisons la fonctionnelle I : EY la,b] — R définit par :

1 b b
:5/ ‘Dgu’2dx—/ F(u)dz.

Comme ci-dessus, la fonctionnelle I € Cl(Ez‘,O[a, b, R) et ses points critiques sont
des solutions faibles de (@)

En suite les méme étapes précédent pour obtenir par le principe d’Ekeland [’existence
de v1 € Ef yla,b] tel que : I(vy) = inf I(u) <0 et I'(vy) =0, et par le théoréme de
’ ‘B(0,r)

Passe Montagne l'existence de vy € ET g[a,b] tel que :

I(vg) = c¢=inf sup I(y(z)) >0

€L 2¢0,1]

1
De plus, comme vy,vy € Eg’o[a, b| et v € (5, 1) alors d’apres le théoreme (3.14

v1(a) = va(a) = v1(b) = ve(b) = 0.
.
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