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Abstract

The object of this work is the study of the existence of weak solutions for fractional
ordinary differential equations in the sense of derivate Riemann-Liouville in the space of
fractional sobolev in dimension one, using the Mountain-pass method, Ekeland principle.

Keywords: Sobolev space, Ekeland principle, Mountain-pass theorem, critical point.

Résumé

L’objet de ce mémoire est l’étude de l’existence des solutions faibles pour les équations
différentielles fractionnaires au sens de dérivée de Riemann-Liouville dans l’espace de
sobolev fractionnaire en dimension un, en utilisant la méthode de passe-Montagne, principe
d’Ekeland.

Mots clés: Espace de Sobolev, principe d’ Ekeland, théorème de passe-Montagne,point
critique.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une champ d’étude mathématiques qui sort du tra-
ditionnel définitions des opérateurs intégrales et dérivées : définir l’intégrale frac-
tionnaire comme simple généralisation de l’intégrale d’ordre entier, et la dérivée
fractionnaire comme l’opération inverse, c’est un sujet presque aussi ancien que le
calcul différentiel classique connu aujourd’hui . On croit généralement que le concept
de calcul fractionnel découle d’une question posée en 1695 par le marquis de l’Hopi-
tal (1661-1704) à Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),qui cherchait à comprendre

le sens de Leibniz (actuellement populaire) notation
dnx

dy
pour la dérivée de l’ordre

n ∈ N quand n =
1

2
(Et qu’est –ce qui se passerait si n =

1

2
. ) Dans sa réponse

en date du 30 septembre 1695, Leibniz écrivit à L’Hopital comme suit :”. . . C’est un
paradoxe apparent à partir duquel, un jour, des conséquences utiles seront tirées. . .
.” Une mention ultérieure de dérivés fractionnaire a été fait, par(par exemple) Euler
en 1730,Lagrange en 1772,Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liou-
ville en 1832, Riemann en 1847, Greer 1859, Holmgren en 1865, Griinwald en 1867,
Letnikov en 1868, Sonin en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888,Krug en 1890
et Weyl en 1917.
Ce mémoire se décompose en quatre chapitres de la manière suivante :
Dans le premier chapitre, nous présentons les notions générales des espaces fonc-
tionnels, espace de Lebesgue Lp, l’espace des fonctions spéciales Gamma et Beta,
fonction de Mittag-Leffler. Nous terminons le chapitre par quelques théorèmes :Lax-
Milgram , Passe Montagne.
Dans le deuxième chapitre, nous avons abordé l’intégrale de Riemann-Liouville et
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo ,et quelque propriétés.
Dans le troisième chapitre, nous présentons l’espace de Sobolov fractionnaire et ses
propriétés.
Le dèrniér chapitre est consacré à la résolution du problème fractionnaire aux limites
non linéaires Voir[5].

8



Chapitre 1

Notions générales et définitions

Dans ce chapitre nous mentionnons les notations de base, les définitions et les
espaces que nous utilisons dans le calcul de dérivée fractionnaire.

1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces Lp

Définition 1.1. voir [6] Soit Ω un ouvert de Rn.

1. On définit

L1(Ω) = {f : Ω→ R/f ; est mesurable et
∫

Ω

|f |dx <∞}.

2. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R/f ; est mesurable et |f |p ∈ L1(Ω).}

C’est un espace vectoriel sur Rn, on le muni de la norme :

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |pdx
)

1
p

.

3. Si p =∞ on définit l’espace

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f est mesurable et ∃ C > 0 telle que |f(x)| 6 C, p.p sur Ω}.

On note
‖f‖∞ = inf{C ≥ 0 : |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

4. Pour p = 2, l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

< f, g >=

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

5. L1
loc désigne l’ensemble des fonction localement intégrable sur Ω, donc

L1
loc(Ω) = {f : f ∈ L1(K) pour tout compact K de Ω}.

1



Chapitre 1. Notions générales et définitions

Proposition 1.1. voir [6]
• Inégalité de Young

∀a, b ≥ 0 on a : ab 6
1

p
ap +

1

q
bq.

• Inégalité de Hölder Soient f ∈ Lp(Ω), et g ∈ Lq(Ω) avec 1 < p 6 ∞, et
1

p
+

1

q
= 1 alors

fg ∈ L1(Ω) et ‖fg‖1 6 ‖f ‖p ‖g‖q
• Inégalité de Chauchy Schwartz Soient f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(Ω), alors

fg ∈ L1(Ω) et ‖fg‖1 6 ‖f ‖2 ‖g‖2

• Inégalité de Minkowsk Soient f, g ∈ Lp(Ω), avec p ≥ 1 alors

f + g ∈ Lp(Ω) et ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Proposition 1.2. voir[6]
(Lp(Ω), ‖.‖p) est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.
(Lp(Ω), ‖.‖p) est un espace séparable pour tout 1 ≤ p < +∞.
(Lp(Ω), ‖.‖p) est un espace réflexif pour tout 1 < p <∞.

Théorème 1.1. (Théorème de convergence monotone de Beppo Levi) voir[6]

Soit fn une suite croissante de fonctions de L1 telle que sup
n

∫
fn <∞. Alors fn(x)

converge p.p. sur Ω vers une limite finie notée f(x) ;
de plus f ∈ L1 et ‖fn − f‖L1 → 0.

Théorème 1.2. (Théorème de Convergence dominée de Lebesgue) voir[6]
Soit (fn)n une suite des fonctions de L1(Ω) qui converge presque par tout vers une
fonction mesurable f. On suppose qu’il existe g ∈ L1(Ω) telle que, pour tout n ≥ 1
on ait : |fn| ≤ g p.p. sur Ω, alors

f ∈ L1(Ω) et lim
n→∞
‖fn − f‖L1 = 0.

Théorème 1.3. (Théorème de Convergence dominée-inverse) voir [6]
On suppose 1 ≤ p ≤ +∞. Soient (fn)n∈N une suite de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω) tels
que ‖fn−f‖p −→ 0

n→∞
. Alors il existe une sous-suite extraite (fnk)k∈N et h ∈ Lp(Ω) tq :

• fnk(x)→ f(x), presque par tout sur Ω.
• | fnk(x) |6 h(x) ∀ k et presque par tout sur Ω .
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1.1 Espaces fonctionnels

Lemme 1.1. (Lemme de Fatou) voir[6]
Soit fn une suite des fonctions de L1(Ω) telle que :

1. ∀n, fn(x) ≥ 0 p.p sur Ω.

2. sup
n∈N

∫
Ω

fn(x)dx < +∞.

Pour chaque x ∈ Ω on pose f(x) = lim
n→∞

inf fn(x), alors

f ∈ L1(Ω) et
∫

Ω

f(x)dx 6 lim
n→∞

inf

∫
Ω

fn(x)dx.

Théorème 1.4 (Fubini). Soit f une fonction sommable de deux variables sur le
produit des espaces mesurables (X,µ) et (Y, υ). On a alors les assertions suivantes

1. Pour µ presque tous les x ∈ X, la fonction. f(x, y) est sommable sur Y et son
intégrale sur Y est une fonction sommable sur X.

2. Pour υ presque tous les y ∈ Y , la fonction f(x, y) est sommable sur X et son
intégrale sur X est une fonction sommable sur Y .

3. On a∫
X×Y

f(x, y)d(µ×υ)(x, y) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dυ(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)

)
dυ(y).

Théorème 1.5. Théorème d’Arzela-Ascoli : voir [5]
Soit E un espace de Banach compact et F un espace de Banach quelconque.
Une partie M de C(E,F ) est relativement compact si et seulement si :

1. M est équicontinue sur E.
2. Pour tout x ∈ E, l’espace M(x) défini par :

M(x) = {f(x) ∈M}
est relativement compact dans F .

Espace Cn(I,R) et quelques notions

1. Soit n ∈ N, I = [a, b] ⊆ R l’espace des fonctions n fois dérivable sur I et f (n)

est continue noté Cn(I) et définie par

Cn(I,R) =
{
f : I → R; f, f ′, ..., f (n)sont existes et continues

}
.

2. L’application

N : Cn(I,R) −→ R+

f 7−→ N(f) =
n∑
k=0

‖f (k)‖∞., ‖f (k)‖∞ = sup
x∈I
|f (k)(x)|

existe et continue sur Cn(I,R).

Théorème 1.6. Cn(I,R) muni de la norme ‖.‖

‖f‖Cn =
n∑
k=0

‖f (k)‖∞,

est un espace de Banach.

3



Chapitre 1. Notions générales et définitions

Définition 1.2 (Lipschitzienne). Soient G une partie de R2, f : G → R une
application et L un nombre réel positif. On dit que f est lipschitzienne par rapport
à y si

∀(y1, y2) ∈ G, |f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|.
Oú L est appelée la constante de Lipschitz. Si 0 ≤ L < 1, On dit que f est contrac-
tante par rapport à y.

Définition 1.3 (Convergence uniforme). On dit que la suite des fonctions fn
définies sur l’intervalle I de R converge uniformément vers la fonction f , quand n
tendant vers +∞, si

∀ε > 0,∃m ∈ N, ∀x ∈ I, ∀n ≥ m : |fn(x)− f(x)| ≤ ε.

Définition 1.4 (Fonction bornée). Une fonction f : G ⊂ R −→ R est bornée si

∃M > 0,∀t ∈ G : |f(t)| ≤M.

Définition 1.5 (Fonction convexe). La fonction f est convexe si et seulement si
pour tout x, y ∈ I ⊂ R et pour t ∈ [0, 1] on a

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Espace des fonctions absolument continues

Définition 1.6. voir [3, 7] Soit f une fonction de [a, b] dans R.f est dite absolument
continue si pour tout ε > 0 il existe δ(ε) > 0 tel que pour tout partition {]ak, bk[}ni=1

de [a, b].si
n∑
i=1

(bk − ak) < δ, alors

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b] noté par AC([a, b])

Définition 1.7 (voir [1]). Pour n ∈ N ,on désigne par ACn[a, b] l’espace des fonc-
tions f ayant des dérivées continues sur [a, b] jusque’à l’ordre (n − 1) telles que
f (n−1) ∈ AC([a, b]), c’est-à-dire

ACn[a, b] =
{
f : [a, b] −→ C (n-1) dérivable et f (n−1) ∈ AC([a, b])

}
.

En particulier AC1[a, b] = AC[a, b].

Définition 1.8 (Fonction à variation bornée voir [7]). Une fonction f définie
sur [a, b] est dit à variation bornée,s’il existe une constant c positif telle que, pour
tout subdivision a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b de [a, b],on ait

n∑
k−1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ c.

Remarque 1.1. La quantité

sup

{
N−1∑
i=1

|f(xi+1)− f(xi)|;N ≥ 2, a = x1 < ... < xN = b

}
,

s’appelle la variation totale de fonction sur [a, b].
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1.2 Les fonctions spéciales

Lemme 1.2 (voir [7]).
Si f une fonction monotone de [a, b], dans R, alors elle à variation bornée.

Preuve. Il est clair qu’une fonction monotone est à variation bornée, car on peut
toujours enlever les valeurs absolues lors du calcul de la variation totale, et celle-ci
est égale à |f(b)− f(a)|..

Soit
n⋃
k=1

[xk−1, xk] une partition de [a, b] On suppose que f est croissante, de plus

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b ça implique f(xk)− f(xk−1) < f(b)− f(b) Donc :

|f(xk)− f(xk−1)| < |f(b)− f(a)|,
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| = f(xn)− f(x0) ≤ |f(b)− f(a)|.

D’où
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ |f(b)− f(a)|.

l.

Proposition 1.3 (voir [1]).

• Si f est absolument continue alors elle est uniformément continue donc conti-
nue. La réciproque est,en général,fausse.
• La somme de deux fonction absolument continue et le produit d’une telle fonc-
tion par un nombre sont absolument continue.
• Tout fonction absolument continue est à variation bornée.
• Tout fonction absolument continue est la différence de deux fonction absolu-
ment continue croissantes.

Caractérisation d’ espace des fonctions ACn([a, b]) et AC([a, b])

Théorème 1.7 (voir [1]). Soit f ∈ L1([a, b],R), alors φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt est absolu-

ment continue.
• (AC([a, b],R), ‖.‖AC) est une espace de Banach,avec

‖f‖AC = |f(a)|+
∫ b

a

|f ′(s)|ds.

• f ∈ AC([a, b],R)⇐⇒ f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(s)ds, f ′ ∈ L1([a, b],R).

• f ∈ ACn([a, b],R)⇐⇒ f(x) =
n−1∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

f (n)(s)ds.

1.2 Les fonctions spéciales

La Fonction Gamma Γ(.)

Définition 1.9. voir [7] La fonction Gamma est généralement définie par l’intégrale
suivant

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt z ∈ C, Re(z) > 0.

5



Chapitre 1. Notions générales et définitions

quand la partie réelle de z est strictement positive Re(z) > 0.

propriété 1.1. voir[7]

1. Γ(z + 1) = zΓ(z).

2. Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)! = n! pour n ∈ N.

Exemple 1.1.

1. Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt = 1.

2. Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

e−tt
1
2
−1dt =

∫ +∞

0

e−tt
−1
2 dt = 2

∫ +∞

0

e−r
2

dr =
√
π.

(Posant le changement de variable t = r2)

La Fonction Bêta

Définition 1.10. voir [7] La fonction Bêta On définie par l’intégral :
Pour tout (z, w) ∈ C2 avec Re(z) > 0, Re(w) > 0 on a

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt.

propriété 1.2. voir [7] Soit (z, w) ∈ C2, avec Re(z) > 0, Re(w) > 0, alors

1. B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

2. B(z, w) = B(w, z).

Fonction de Mittage-Leffler

Définition 1.11. voir [1] La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de
fonction suivant :

Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
α > 0, z ∈ C.

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0, z ∈ C.

Proposition 1.4. voir [1]

1. E1,1(z) = ez.

2. E1,2(z) =
ex − 1

z
.

3. E1,3(z) =
ez − z − 1

z2
.

4. E2,1(z2) = cosh(z).

5. E2,2(z2) =
sinh(z)

2
.
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1.3 Théorème de Lax-Milgram

1.3 Théorème de Lax-Milgram
Soient V un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (./.) de norme

associée noté ‖.‖ et a(., .) une forme bilinéaire de V × V dans R qui est :
1. Continue, ce qui équivalent : dire qu’il existe C > 0 tel que pour tout (u, v) ∈
V 2, on a |a(u, v)| < C‖u‖V ‖v‖V

2. Coercive sur V, c’est-á-dire qu’il existe α > 0 tel que pour tout u ∈ V, |a(u, u)| ≥
α‖u‖2

V .

Et soit L une forme linéaire continue sur V. Alors il existe une solution unique telle
que a(u, v) = L(v) soit vérifiée pour tout v de V,{

∃!u ∈ V,
a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V

1.4 Fonction semi-continue inférieurement
Définition 1.12. voir[6]
Soit X un espace topologique,une fonction f : X → ]−∞,+∞] est dite semi-
continue inférieurement (s.c.i.) en x0 ∈ X si pour tout λ ∈ R;λ < f(x0) il existe
un voisinage V de x0 tel que ∀x ∈ V : f(x) ≥ λ.
f est s.c.i sur X si elle est en tout x ∈ X.
Si f est s.c.i en x0 ∈ X alors ∃Vx0 ;∀x ∈ V : f(x) ≥ f(x0) il suffit de prendre
λ = f(x0)− ε, ε > 0.

Proposition 1.5. voir[6]
1. Si f est continue alors elle est s.c.i, la réciproque est fausse.
2. f est s.c.i. et si xn −→ x, si et seulement si lim inf f(xn) ≥ f(x).

3. Si I1 et I2 sont s.c.i alors I1 + I est s .c.i .

Proposition 1.6. Si X est compact et si I s.c.i alors I atteint sa borne inférieure
sur X.

1.5 Dérivées et points critiques
Soit X, Y deux espaces de espaces de Banach sur K et I une application d’un

ouvert U de X à valeurs dans Y. On utilise la notation de Landau o(v) pour designer

une fonction de v telle que lim
‖v‖→0

o(‖v‖)
‖v‖

Dérivées aux sens de Fréchet et Gâteaux

Définition 1.13. Dérivée de Fréchet. Soit u ∈ U, on dit que I est Fréchet diffé-
rentiable (F-Diff) au point u s’il existe une application linéaire et continue L de X
dans Y tel que :

I(u+ v)− I(u)− L(v) = o(‖v‖)
L’application L, si elle existe, est unique et s’appelle différentielle de I en u et notée
DIu = L.
On dit que I est continument différentiable sur U , ou de classe C1, si I est diffé-
rentiable en tout point de U et si l’application qui à u associe DIu est continue. si
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Chapitre 1. Notions générales et définitions

I1 et I2 : X → Y sont différentiables en u, alors λI1 + I2, λ ∈ K est différentiable
en u et D(λI1 + I2)u = λDI1u+DI2u

Définition 1.14. Dérivée de Gateaux On dit que I est Gâteaux différentiable
(G-diff) au point u ∈ U s’il existe une application linéaire et continue L de X dans
Y telle que pour tout direction v ∈ X,

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
= L(v) = ∂tI(u+ tv)t=0

L est appelée La différentiel I au point u et est notée DI(u) = L.

Remarque 1.2.

∗ I est Fréchet différentiable =⇒ I est Gâteaux différentiable.

∗ I est Gâteaux différentiable en u et l’application u −→ DIu est continue en
ce point alors I est Fréchet différentiable.

Points critiques

Définition 1.15. On dit que u ∈ U est un point critique de I, si DI(u) = 0. Si non
on dit que u est un point régulier de I. Si c ∈ R, on dit que c est une valeur critique
de I, s’il existe u ∈ U ; I(u) = c et DI(u) = 0. Si non on dit que c est une valeur
régulière de I.

Lemme 1.3. Lemme d’Ekeland
Soit (X, d) un espace métrique complet et I : X → R une fonctionnelle s.c.i. bornée
infèrieurement sur X. Soit c = inf

X
I. Alors, pour tout ε > 0, il existe xε ∈ X tel que{

c ≤ I(xε) ≤ c+ ε
I(xε) < I(x) + εd(x, xε), ∀x ∈ X avec x 6= xε.

(1.1)

Définition 1.16. La condition de Palais-Smale
Soit I : X → R une fonction de classe C1. On dit que I vérifie la condition de
Palais-Smale ( local au niveau c ∈ R), notée (PS) ((PS)c), si toute suite (un)n de
X telle que

I(un)n est bornée (I(un)→ c dans X) et I ′ (un) −→ 0

dans X ′contient une sous-suite convergente.

Théorème 1.8. Théorème de passe Montagne
Soit I ∈ C1(X;R) vérifiant la condition de Palais-Smale et telle que

1. I(0) = 0.
2. Il existe r > 0a > 0 tels que si ||u||X = r alors I(u) ≥ a.

3. Il exsiste v ∈ X, ||v||X > r, tel que I(v) < a.
Alors I admet une valeur critiquec ≥ a. De façon plus précise, si on pose

Γ =
{
γ ∈ C([0, 1], Eα

L,0[a, b]) : γ(0) = 0 et γ(1) = v
}
,

et :

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

I(γ(t)).
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Chapitre 2

Intégration et dérivation
fractionnaire

Dans ce chapitre nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation
au sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
Soit f : [a, b] 7−→ R une fonction continue et intégrable, on considère l’intégrale :

Une primitive de f est donnée par

I1
a+
f : [a, b] −→ R

x 7−→ (I1
a+
f)(x) =

∫ x

a

f(t)dt,

et

I1
b−f : [a, b] −→ R

x 7−→ (I1
b−f)(x) =

∫ b

x

f(t)dt.

Pour une primitive seconde, on aura :

(I2
a+
f)(x) = I1

a+
f(I1

a+
f(t))(x) =

∫ x

a

(∫ t

a

f(s)ds

)
dt. (a ≤ s ≤ t ≤ x ≤ b)

(I2
b−f)(x) = I1

b−f(I1
b−f(t))(x) =

∫ b

x

(∫ b

t

f(s)ds

)
dt. (a ≤ x ≤ t ≤ s ≤ b)

D’après le théorèm de Fubini nous ramènons cette intégrale double à une intégrale
simple

(I2
a+
f)(x) =

∫ x

a

f(s)ds

∫ x

s

dt =

∫ x

a

(x− s)
1!

f(s)ds,

et

(I2
b−f)(x) =

∫ b

x

f(s)ds

∫ s

x

dt =

∫ b

x

(s− x)

1!
f(s)ds.

Dans le cas général pour tout entier n et par une itération on a la formule de Cauchy :

(Ina+f)(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt,
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

et

(Inb−f)(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt.

Comme Γ(n) = (n− 1)!, donc

(Ina+f)(x) =
1

Γ(n)

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt,

(Inb−f)(x) =
1

Γ(n)

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt.

Définition 2.1. voir [1] Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville Iαa+f et
Iαb−f d’ordre α ∈ C(Re(α) > 0) sont définies par

(Iαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)1−αdt (x > a;Re(α) > 0), (2.1)

(Iαb−f)(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

f(t)

(t− x)1−αdt (x < b;Re(α) > 0), (2.2)

respectivement. Ici Γ(α) est la fonction Gamma .Ces intégrales sont appelées inté-
grales fractionnaires de gauche et de droite.

Cas particulier : Pour α = 0

I0
a+
f(x) = f(x).(I0

a+
est l’opérateur identité ).

L’intégrale fractionnaire des fonctions usuelles

1- La fonction f(t) = (t− a)β.

Soit Re(α), Re(β) > 0

Iαa+ [(t− a)β](x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(s− a)βds

Posons s = x+ r(x− a) alors on obtient

Iαa+ [(t− a)β](x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

[x− a− (x− a)r]α−1[r(x− a)]β(x− a)dr

=
1

Γ(α)
(x− a)α+β

∫ 1

0

rβ(1− r)α−1dr

=
(x− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
(x− a)α+β

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.

Donc :
Iαa+ [(t− a)β](x) =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β. (2.3)
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2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Iαb− [(b− t)β](x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(s− x)α−1(b− s)βds

Posons s = x+ r(b− x) alors on obtient

Iαb− [(b− t)β](x) = − 1

Γ(α)

∫ 0

1

(b− x)αrα−1(b− x)β−1(1− r)β−1dr

=
(b− x)α+β−1

Γ(α)

∫ 1

0

rα−1(1− r)β−1dr

=
(b− x)α+β−1

Γ(α)
B(α, β)

=
Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)α+β−1.

2- La fonction f(t) = C

Iαa+C =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1Cds

=
C

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1ds

=
C

Γ(α)

[
(x− s)α

α

]x
a

=
C

αΓ(α)
[(x− s)α]xa

=
C

Γ(α + 1)
(x− a)α

Donc :
Iαa+C =

C

Γ(α + 1)
(x− a)α.

De même manière on montre que :

Iαb−C =
C

Γ(1 + α)
(b− t)α.

Propriétés principales de l’intégrale de Riemann-Liouville

Théorème 2.1. voir[1] Soit f ∈ L1[a, b]. Pour α, β > 0, l’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville possède la Propriérté de semi-groupe suivante :

Iαa+(Iβa+f)(x) = Iα+β
a+

f(x),

Iαb−(Iβb−f)(x) = Iα+β
b−

f(x).

Preuve. D’après (2.1), on a

Iαa+(Iβa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(Iβa+f)(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1

(
1

Γ(β)

∫ t

a

(t− s)β−1f(s)ds

)
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ x

a

(x− t)α−1(t− s)β−1f(s)dsdt.
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D’après le théorème de Fubini, on obtient :

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)ds

∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1dt. (2.4)

En y’effectuant le changement de variable t = s+ r(x− s), alors

dt = (x− s)dr,
t = s =⇒ s+ (x− s)r = s =⇒ r = 0,

t = x =⇒ s+ (x− s)r = x =⇒ r = 1,

donc∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1dt =

∫ 1

0

(x− (s+ r(x− s)))α−1((s+ r(x− s))− s)β−1(x− s)dr

=

∫ 1

0

(x− s)α−1(1− r)α−1(x− s)β−1rβ−1(x− s)dr

=

∫ 1

0

(x− s)α+β−1rβ−1(1− r)α−1dr

= (x− s)α+β−1

∫ 1

0

rβ−1(1− r)α−1dr

D’après 1.10
= (x− s)α+β−1B(α, β)

D’après 1.2

= (x− s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

En remplaçant la dernière expression dans (2.4), on obtient :

Iαa+(Iβa+f)(x) =
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− s)α+β−1f(s)ds = Iα+β
a+

f(x).

De la même manière on montre que : Iαb−I
α
b−f = Iα+β

b−
f. l.

Proposition 2.1. Les opérateurs Iαa+ , I
α
b− sont linéaires.

Preuve. Soient f, g deux fonctions telles que Iαa+f et Iαa+g existent et soit c1 et c2

deux constantes réelles on a :

Iαa+(c1f + c2g)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(c1f + c2g)(t)dt

=
c1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt+
c2

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1g(t)dt

= c1I
α
a+
f(x) + c2I

α
a+
g(x).

Donc :
Iαa+(c1f + c2g)(x) = c1I

α
a+
f(x) + c2I

α
a+
g(x).

l.

Proposition 2.2. Soit f ∈ C[a, b], pour Re(α) > 1 on a :

d

dx
(Iαa+f)(x) = (Iα−1

a+
f)(x).
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Proposition 2.3. Intégration par partie de l’intégrale fractionnairevoir[4]∫ b

a

[Iαa u(x)]v(x)dx =

∫ b

a

u(x)Iαb v(x)dx, α > 0, (2.5)

à condition que u ∈ Lp[a, b], v ∈ Lq[a, b] et

p ≥ 1, q ≥ 1 et
1

p
+

1

q
< 1 + α ou p 6= 1, q 6= 1 et

1

p
+

1

q
= 1 + α.

Les injections continus de l’intégrale de Riemann-Liouville

Théorème 2.2. voir[4]
Soit α ∈ (0, 1) et p ∈ [1,∞], alors les énoncés suivants sont satisfaits :

1- Si α ∈ (0, 1), alors les opérateures Iαa+ , I
α
b− : L1[a, b] −→ Lq[a, b] sont continus

pour tout q ∈
[
1,

1

1− α

)
.

2- Si α ∈
(

0,
1

p

)
, alors les opérateures Iαa+ , I

α
b− : Lp[a, b] −→ Lq[a, b] sont conti-

nus pour tout q ∈
[
1,

p

1− αp

]
.

3- Si α =
1

p
, alors les opérateures I

1
p
a+ , I

1
p

b−
: Lp[a, b] −→ Lq[a, b] sont continus

pour tout q ∈ [1,∞) .

4- Si α ∈
(

1

p
, 1

)
, alors les opérateures Iαa+ , I

α
b− : Lp[a, b] −→ L∞[a, b] sont conti-

nus.
De plus, Iαa+ , I

α
b− peut être identifié à la fonction continue Hölderienne avec

l’exposant α− 1

p
nul à t = a et t = b respectivement.

Les injections compacts de l’intégrale de Riemann-Liouville

Théorème 2.3. voir[4]

1- Soit α ∈ (0, 1) et p ≥ 1. Alors les opérateurs Iαa+ , I
α
b− : Lp[a, b] −→ Lp[a, b] sont

compacts.

2- Soit α ∈
(

0,
1

p

)
.Alorslesoprateurs Iαa+ , I

α
b− : Lp[a, b] −→ Lq[a, b] sont com-

pacts pour tout q ∈ [1, p∗α), où p∗α =
p

1− αp∗
.

2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

Définition 2.2. voir [1] Soit n ∈ N \ {0} , n − 1 < α < n et a > 0. Les dérivées
fractionnaires de Riemann-Liouville Dα

a+
et Dα

b− d’ordre α ∈ C(Re(α) ≥ 0) sont
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définies par

(Dα
a+
f)(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa+

f)(x)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt (n = [Re(α)] + 1; x > a)

(2.6)

et

(Dα
b−f)(x) =

(
−d
dx

)n
(In−αb−

)(x)

=
1

Γ(n− α)

(
−d
dx

)n ∫ b

x

f(t)

(t− x)α−n+1
dt (n = [Re(α)] + 1; x < b)

(2.7)

Remarque 2.1. En particulier
1. Pour α = 0, alors

(D0
a+
f)(x) = (D0

b−f)(x) = f(x),

2. Pour α = n,alors {
(Dn

a+
f)(x) = f (n)(x)

(Dn
b−f)(x) = (−1)nf (n)(x)

(n ∈ N)

où f (n)(x) est la dérivée usuelle de f(x) d’ordre n.
3. Pour 0 < α < 1, alors

(Dα
a+
f)(x) =

d

dx
(I1−α
a+

f)(x) =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt; (x > a).

(Dα
b−f)(x) =

−d
dx

(I1−α
b−

f)(x) =
−1

Γ(1− α)

d

dx

∫ b

x

f(t)

(t− x)α
dt; (x < b).

Remarque 2.2. Si α < 0, on convient de prendre Dα
a+
f(t) = I−αa+ f(t).

Lemme 2.1. Soient α > 0 et n ∈ N

dn

dxn
(x− a)n−α = (n− α)(n− α− 1)....(1− α)(x− α)−α.

Exemple 2.1.
1 La fonction f(t) = (t− a)β D’après la définition (2.2)-(2.6), on a :

Dα
a+

(x− a)β =

(
d

dx

)n
In−αa+

(x− a)β

D’après (2.3), donc pour l’ordre n− α on obtient :

In−αa+
(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)
(x− a)β+n−α.

Alors,

Dα
a+

(x− a)β =

(
d

dx

)n [
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)
(x− a)β+n−α

]

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)

(
d

dx

)n [
(x− a)β+n−α] (2.8)
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D’après le lemme (2.1), on obtient :

dn

dxn
(x− a)β+n−α = (β+n−α)(β+n−α− 1)....(β+ 1−α)(x− a)β−α. (2.9)

Et comme :

Γ(β+ 1 +n−α) = (β+n−α)(β+n−α−1)...(β+ 1−α)Γ(β+ 1−α) (2.10)

Par substitution de (2.9) et (2.10) dans (2.8), on obtient :

Dα
a+

(x− a)β =
Γ(β + 1)(β + n− α)(β + n− α− 1)...(β + 1− α)(x− a)β−α

(β + n− α)(β + n− α− 1)...(β + 1− α)Γ(β + 1− α)

=
Γ(β + 1)(x− a)β−α

Γ(β + 1− α)

Donc,

Dα
a+

(x− a)β =
Γ(β + 1)(x− a)β−α

Γ(β + 1− α)

2 La fonction f(t) = C

(Dα
a+
C) =

(
d

dx

)n
(In−αa+

C) =
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

C

(x− t)α−n+1
dt

=
C

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

1

(x− t)α−n+1
dt

=
C

Γ(n− α)

(
d

dx

)n [−(x− t)n−α

n− α

]x
a

=
C

Γ(n− α)

(
d

dx

)n [
(x− a)n−α

n− α

]
=

C

Γ(n− α + 1)

(
d

dx

)n
(x− a)n−α.

D’après le lemme (2.1) et (2.10), on trouve

(Dα
a+
C) =

C(x− a)−α

Γ(1− α)

Lemme 2.2. voir [3] Soient α ∈ R+, n ∈ N tel que n = [α] + 1 et f : [a, b] −→ R
un fonction donnée. Supposons que Dα

a+
f = 0. Alors :

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n

où les ck sont des constantes réelles quelconques .

Preuve. D’abord, on a

(Dα
a+
f)(x) = 0 =⇒

(
d

dx

)n
(In−αa+

f)(x) = 0

=⇒ (In−αa+
f)(x) =

n−1∑
k=0

ck(x− a)k
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Par composition avec Iαa+ on a

Iαa+ [In−αa+
f ](x) = Iαa+

(
n−1∑
k=0

ck(x− a)k

)

=⇒ [Ina+f ](x) =
n−1∑
k=0

ckI
α
a+

(x− a)k

=
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + α + 1)
(x− a)k+α

puis par dérivation classique d’ordre n, on obtient

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + α + 1)

(
d

dx

)n
(x− a)k+α

=⇒ f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + α + 1− n)
(x− a)k+α−n.

l.

Lemme 2.3. voir [1] Soit α = 0, et n = [α] + 1). Si f(x) ∈ ACn[a, b], alors les
dérivées fractionnaires Dα

a+
f et Dα

b−f existent presque partout sur [a, b] et peuvent
être représentées sous les formes

(Dα
a+
f) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(x− a)k−α +

1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)

(t− x)α−n+1
dt.,

et

(Dα
b−f) =

n−1∑
k=0

(−1)(k)f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(b− x)k−α +

(−1)n

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)

(t− x)α−n+1
dt.

Corollaire 2.1. voir [1] Si 0 5 α < 1(α 6= 0) et f(x) ∈ AC([a, b]), alors

(Dα
a+
f) =

1

Γ(1− α)

[
f(a)

(x− a)α
+

∫ x

a

f ′(t)

(x− t)α
dt

]
,

et

(Dα
b−f) =

1

Γ(1− α)

[
f(b)

(b− x)α
−
∫ b

x

f ′(t)

(t− x)α
dt

]
.

2.3 Composition des l’opérateurs au sens de Riemann-
Liouville

Composition des dérivées fractionnaires

Théorème 2.4.
Soient α1, α2 > 0, alors

Dα1
a+
Dα2
a+
f 6= Dα1+α2

a+
f et Dα1

b−
Dα2
b−
f 6= Dα1+α2

b−
f

.
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2.3 Composition des l’opérateurs au sens de Riemann-Liouville

Exemple 2.2. Soit la fonction f définie par

f : [a, b] −→ R

x 7−→ f(x) = x−
1
2

Calculons : D
1
2
0 f,D

1
2
0 D

1
2
0 f et D

1
2

+ 1
2

0 f

De la même manière que l’exemple précédent,on trouve que (D
1
2
0 f) = 0, de plus on a

(D
1
2

+ 1
2

0 f)(x) = (D1f)(x) =
d

dx
x−

1
2 = −1

2
x−

3
2 .

D’où (D
1
2
0 D

1
2
0 f)(x) = 0 6= −1

2
x−

3
2 .

Remarque 2.3. voir [3]
En particulier :

Dα1
a+
Dα2
a+
f = Dα1+α2

a+
f.

Exemple 2.3. On considère la fonction f définie par

f : [a, b] −→ R
x 7−→ f(x) = 1

Calculons : D
1
2
0 f,D

1
2
0 D

1
2
0 f et D

1
2

+ 1
2

0 f

On a D
1
2
0 1 =

1√
π
x
−1
2 ceci nous donne

D
1
2
0 D

1
2
0 1 =

1

Γ(1
2
)

d

dx

1

π

∫ x

0

t−
1
2

(x− t) 1
2

dt

=
1

π

d

dx

∫ x

0

t−
1
2 (x− t)−

1
2dt.

On sait que ∫ x

0

t−
1
2 (x− t)−

1
2dt =

∫ 1

0

r−
1
2 (1− r)−

1
2dr

=

∫ 1

0

r
1
2
−1(1− r)

1
2
−1dr

= B(
1

2
,
1

2
).

Donc D
1
2
0 D

1
2
0 1 = 0 = D

1
2

+ 1
2

0 1.

Composition mixte

Lemme 2.4. voir [1] Soient α > 0, n = [α] + 1 et f : [a, b] −→ R une fonction
intégrale, alors

Dα
a+

(Iαa+f)(x) = f(x),

est vraie pour presque tout sur [a, b].
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

Preuve.
Dα
a+
Iαa+f(x) = DnIn−αa+

(Iαa+f(x))

= Dn(In−αa+
Iαa+f)(x)

= DnIna+f(x) = f(x).

l.

Lemme 2.5. voir[4] Si f ∈ AC1[a, b], alors :

Iαa (Dα
a f(x)) = f(x)− [I1−α

a f(x)]x=a
(x− a)α−1

Γ(α)
,

Iαb (Dα
b f(x)) = f(x)− [I1−α

b f(x)]x=b
(b− x)α−1

Γ(α)
,

pour x ∈ [a, b].

Théorème 2.5. voir [3] Soient α, β ∈ R tels que n − 1 ≤ α < n,m − 1 ≤ β < m,

avec n,m ∈ N∗ et D =
d

dx
, alors :

1- Si 0 < β < α alors :

Dβ
a+

(Iαa+f)(x) = Iα−βa+
(x). p.p.x ∈ [a, b].

2- Si 0 < α ≤ β et Dβ−α
a+

f existe alors :

Dβ
a+

(Iαa+f)(x) = (Dβ−α
a+

f)(x)

3- S’il existe une fonction g ∈ L1[a, b] tel que f = Iαa+g, alors :

Iαa+D
α
a+
f(x) = f(x). p.p.x ∈ [a, b].

4- Pour α > 0, k ∈ N∗. Si Dα
a+
f et Dk+α

a+
f existent, alors :

Dk(Dα
a+
f)(x) = Dk+α

a+
f(x).

Preuve.

1- Pour 0 < β < α. D’après la définition (2.2), on a :

Dβ
a+

(Iαa+f)(x) = DnIn−βa+
(Iαa+f)(x)

= Dn(In−βa+
Iαa+f)(x)

D’après le théorème (2.1)

= Dn(In+α−β
a+

f)(x)

= Iα−βa+
f(x).

2- Pour 0 < α < β, d’après la définition (2.2) on a :

Dβ
a+

(Iαa+f)(x) = DmIm−βa+
(Iαa+f)(x)

= Dm(Im−βa+
Iαa+f)(x)
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2.3 Composition des l’opérateurs au sens de Riemann-Liouville

D’après le théorème (2.1)

= Dm(Im−(β−α)
a+

f)(x)

= DmIma+(I−(β−α)
a+

f)(x)

= (I−(β−α)
a+

f)(x)

D’après la remarque (2.2), on obtient :

= Dβ−α
a+

f(x)

3- D’après le lemme (2.4)

Iαa+D
α
a+
f(x) = Iαa+D

α
a+

(Iαa+g(x))

= Iαa+g(x)

= f(x)

4- Pour α > 0, k ∈ N∗, on a :

Dk(Dα
a+
f)(x) = DkDnIn−αa+

f(x)

= Dk+nIn−α+k−k
a+

f(x)

= Dk+nIk+n−(k+α)
a+

f(x)

= Dk+α
a+

f(x).

l.
Lemme 2.6. voir [3] Soit α > 0 avec n = [α] + 1 et soit (In−αa+

f)(x) l’intégrale
fractionnaire d’ordre n− α.

1. Si f(x) ∈ L1[a, b], alors

(Iαa+D
α
a+
f)(x) = f(x).

2. Si f(x) ∈ L1[a, b] et (In−αa+
f)(x) ∈ ACn[a, b], alors l’égalité

(Iαa+D
α
a+
f)(x) = f(x)−

n∑
k=1

(In−αa+
f)(n−k)(a)

Γ(α− k + 1)
(x− a)α−k.

tient presque partout sur [a, b].
En particulier, si 0 < α < 1, alors

(Iαa+D
α
a+
f)(x) = f(x)−

I1−α
a+

f(a)

Γ(α)
(x− a)α−1,

pour α = n ∈ N, l’égalité suivante est vérifiée

(Ina+D
n
a+
f)(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Lemme 2.7. voir [3] Soit α > 0 avec n = [α] + 1.
Soit (In−αb−

f)(x). l’intégral fractionnaire d’ordre n− α.
1. Si f(x) ∈ L1[a, b], alors

(Iαb−D
α
b−f)(x) = f(x).

2. Si f(x) ∈ L1[a, b] et (In−αb−
f)(x) ∈ ACn[a, b], alors la formule

(Iαb−D
α
b−f)(x) = f(x)−

n∑
k=1

(−1)(n−k)(In−αb−
f)(n−k)

Γ(α− k + 1)
. (2.11)

tient presque partout sur [a, b].
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

2.4 La dérivée fractionnaire de Caputo
Définition 2.3. voir [1] La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche et à droite
(CDα

a+
f)(x) et (CDα

b−f)(x) respectivement d’ordre α ≥ 0, avec 0 ≤ n − 1 ≤ α < n
sur [a, b] sont définis par :

(CDα
a+
f)(x) =

(
Dα
a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x), (2.12)

et

(CDα
b−f)(x) =

(
Dα
b−

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)

k!
(b− t)k

])
(x), (2.13)

Où
n = [α] + 1pour n ∈ N.

Proposition 2.4. voir [1] Soit 0 ≤ n− 1 ≤ α < n et n = [α] + 1 on a :

(CDα
a+
f)(x) = (Dα

a+
f(t))(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α (x),

et

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−f(t))(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(b)

Γ(k − α + 1)
(b− x)k−α (x).

Preuve.

(CDα
a+
f)(x) =

(
Dα
a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x)

= Dα
a+
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
Dα
a+

(t− a)k

= Dα
a+
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!

Γ(k + 1)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α

= Dα
a+
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k + 1)

Γ(k + 1)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α

= Dα
a+
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(t− a)k−α.

l.

Remarque 2.4. Cas particulières
1. Si α = n on a

(CDα
a+
f)(x) = (Dα

a+
f)(x) = (Dnf)(x).

2. Si 0 < α < 1 on a

(CDα
a+
f)(x) = (Dα

a+
f)(x)− f(a)

Γ(1− α)
(x− a)−α,

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−f)(x)− f(b)

Γ(1− α)
(b− x)−α.
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2.4 La dérivée fractionnaire de Caputo

Proposition 2.5. voir [1]
Soit α > 0, si f (k)(a) = 0 et f (k)(b) pour k = 0, 1, ..., n− 1 alors

(CDα
a+
f)(x) = (Dα

a+
f)(x),

(CDα
b−f)(x) = (Dα

b−f)(x).

Théorème 2.6. voir [1] Soit α > 0, n = [α] + 1

– Si f ∈ ACn([a, b]), alors

(CDα
a+
f)(x) = (In−αa+

(
d

dx

)n
f)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)

(x− t)α+1−ndt,

(CDα
b−f)(x) = (In−αb−

(
−d
dx

)n
f)(x) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

f (n)(t)

(t− x)α+1−ndt.

Cas particulier : Pour 0 < α < 1 et f ∈ AC([a, b]), alors
(CDα

a+
f)(x) = (I1−α

a+
f ′)(x) =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

f ′(t)

(x− t)α
dt (x > a),

(CDα
b−f)(x) = (−I1−α

b−
f ′)(x) =

−1

Γ(1− α)

∫ b

x

f ′(t)

(t− x)α
dt (;x < b).

Preuve.
D’après les définitions (2.3) et (2.2) on a :

(CDα
a+
f)(x) =

(
Dα
a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x)

=

(
d

dx

)n
In−αa+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
(x)

=

(
d

dx

)n
1

Γ(n− α)

(∫ x

a

(x− t)n−α−1

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
dt

)
,

on pose :

F (t) =
1

Γ(n− α)

(∫ x

a

(x− t)n−α−1

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
dt

)
,

en intégrant par partie, on aura :
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

F (t) =
1

Γ(n− α)

[
−(x− t)n−α

n− α

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)

+

∫ x

a

(x− t)n−α

n− α
d

dt

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
dt

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α d
dt

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
dt

=
1

Γ(n− α− 1)

∫ x

a

(x− t)n−α d
dt

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
dt

=
1

Γ(n− α− 1)

∫ x

a

(x− t)n−α+1−1 d

dt

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
dt

= In−α+1
a+

d

dt

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
dt,

en répétant ce procédé n fois, on trouve :

F (t) = In−α+n
a+

(
d

dt

)n(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
dt,

= Ina+I
n−α
a+

(
d

dt

)n(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
dt,

comme
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k est un polynôme de degré n− 1, par conséquent

F (t) = Ina+I
n−α
a+

(
d

dt

)n
(f(t)) ,

ainsi,

(CDα
a+
f)(x) =

(
d

dt

)n
F (t)

=

(
d

dt

)n
Ina+I

n−α
a+

(
d

dt

)n
f(t)

d’après le lemme (2.4), on obtient :

(CDα
a+
f)(x) = In−αa+

(

(
d

dt

)n
f)(x)

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt.

l.

Proposition 2.6. voir [3] Soit f ∈ ACn([a, b]),R), avec α un réel strictement positif
et [α] = n. On a CDα

a+
f = 0 alors

f(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k pour ck ∈ R.
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2.5 Composition des l’opérateurs au sens de Caputo

Preuve.

On a CDα
a+
f = 0 ça implique que Dα

a+

[
f −

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

]
= 0, et d’après le

théorème (2.6), alors

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k =

n−1∑
k=0

Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n.

D’où

f(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k, pour x ∈ [a, b],

avec ck = c̃
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
+
f (k)(a)

k!
, pour k = 1, ..., n− 1. l.

Exemple 2.4.
1. la fonction f(t) = (t− a)β et β > −1.

D’après la définition (2.3) On a :

(CDα
a+
f)(x) =

(
Dα
a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x),

et
f (k)(a) = 0, ∀k = 0, 1, ..., n− 1.

Donc :
CDα

a+
(t− a)β = Dα

a+
(t− a)β

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β (β > n).

De la même manière, on obtient :

(CDα
b−(b− t)β)(x) =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(b− x)β (β > n).

D’après le théorème(2.2) On a :

(CDα
a+
C)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

C(n)(t)

(x− t)n−α+1
dtC(n) = 0.

Donc :
(CDα

a+
C)(x) = 0.

De la màme manière, on obtient :

(CDα
b−C)(x) = 0.

2.5 Composition des l’opérateurs au sens de Caputo

La Composition des l’opérateurs CDα
a+

avec l’opérateur Iαa+
Lemme 2.8. voir [1] Soit Re(α) > 0 et soit f(x) ∈ C[a, b].

1. Si Re(α) /∈ N ou α ∈ N, alors :

(CDα
a+
Iαa+f)(x) = f(x),

et
(CDα

b−I
α
b−f)(x) = f(x).
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Chapitre 2. Intégration et dérivation fractionnaire

La composition de l’opérateur CDα
a+

avec l’opérateur CDβ
a+

Lemme 2.9. voir [3] Soit α, β ∈ [0, 1] avec α + β ≤ 1 et f ∈ C1([a, b]),R) alors :

(CDα
a+

CDβ
a+
f)(x) = (CDα+β

a+
f)(x) =C Dβ

a+
CDα

a+
f(x).

Preuve. On a
(CDα

a+
CDβ

a+
f)(x) =C Dα

a+
(CDβ

a+
)f(x) =C Dα

a+
(I1−β
a+

f ′)(x)

= Dα
a+

(I1−β
a+

f ′)(x) = DI1−α
a+

(I1−β
a+

)f(x)

= (DI1−β
a+

I1−α
a+

f)(x) = DI1−β
a+

(I1−α
a+

f ′)(x)

== DI1−β
a+

(I1−α
a+

f)(x) = (CDβ
a+

CDα
a+
f)(x)

= Dα
a+

(I1−β
a+

f ′)(x) = Dα
a+
Iαa+(I1−α−β

a+
f ′)(x),

= (I1−α−β
a+

f ′)(x) = (CDα+β
a+

f)(x).

Donc on obtient

(CDα
a+

CDβ
a+
f)(x) = (CDα+β

a+
f)(x) = (CDβ

a+
CDα

a+
f)(x).

l.

La composition de l’opérateur Iαa+ avec l’opérateur CDα
a+

Théorème 2.7. voir [3] Soit α > 0 avec [α] = n+1 avec n ∈ N et f ∈ ACn([a, b]),R).
Alors

(Iαa+
CDα

a+
f)(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

En particulier : pour 0 < α < 1 et f ∈ AC([a, b]),R), alors an a

(Iαa+
CDα

a+
f)(x) = f(x)− f(a).

Preuve. Soit f ∈ ACn([a, b]),R), par définition on a

(Iαa+
CDα

a+
f)(x) = (Iαa+

[
In−αa+

(
d

dx

)n]
f)(x)

= (Ina+

(
d

dx

)n
f)(x)

= f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

(2.14)

l.

2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de
Riemann-Liouville

Lemme 2.10. voir[2] Soit f(x) est une fonction tel que les deux opérateurs (Dα
a+
f)(x)

avec C(Dα
a+
f)(x) et (Dα

b−f)(x) avec C(Dα
b−f)(x) existent, avec n−1 < α < n, n ∈ N,

alors
(Dα

a+
f)(x) 6= (CDα

a+
f)(x),

et
(Dα

b−f)(x) 6= (CDα
b−f)(x).
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2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Remarque 2.5. voir[2] Si f (k)(a) = 0, k = 0, 1, 2, ..., n − 1, alors les dérivée frac-
tionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo coïncident,i.e :

(cDα
a+
f)(x) = (Dα

a+
f)(x).

Proposition 2.7. voir[2] Soit n− 1 < α < n, alors :

lim
α→n

(Dα
a+
f)(x) = lim

α→n
(CDα

a+
f)(x) = f (n)(x),

et
lim
α→n

(Dα
b−f)(x) = lim

α→n
(CDα

b−f)(x) = (−1)nf (n)(x),

Remarque 2.6. (Commutativité) Soit la fonction f(t) telle que f (k)(a) = 0, k =
0, 1, 2, ..., n, alors les deux dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo
sont commutatives avec la dérivée d’ordre n, n ∈ N

(Dn
a+
Dα
a+
f)(x) = (Dα+n

a+
f)(x) = (Dα

a+
Dn
a+
f)(x),

et
(CDα

a+
Dn
a+
f)(x) = (CDα+n

a+
f)(x) = (Dn

a+
CDα

a+
f)(x).

2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Théorème 2.8. voir [7] L’Opérateur de dérivée fractionnaire est un Opérateur li-
néaire

Dα
a+

(λf(x) + µg(x)) = λDα
a+
f(x) + µDα

a+
g(x), x > 0.

Preuve. Par exemple, pour l’opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre α, (b− 1 ≤ α < n)

Dα
a+

(λf(x) + µg(x)) =
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

0

(x− t)n−α−1(λf(t) + µg(t))dt

=
λ

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

0

(x− t)n−α−1f(t)dt

+
µ

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

0

(x− t)n−α−1g(t)dt

= λDα
a+
f(x) + µDα

a+
g(x).

l.

Proposition 2.8. Intégration par partie de la dérivée fractionnaire voir[4]
Soit f ∈ Lp[a, b] et g ∈ AC[a, b]. Alors :∫ b

a

f(x)Dα
a g(x)dx =

∫ b

a

g(x)Dα
b f(x)dx+ g(b)I1−α

b f(b), (2.15)

et ∫ b

a

f(x)Dα
b g(x)dx =

∫ b

a

g(x)Dα
a f(x)dx+ g(a)I1−α

b f(a). (2.16)
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Corollaire 2.2. (Règle de Leibniz) voir[2] Soit t > a, a ∈ R, n− 1 < a < n ∈ N.
Si f1(x), f2(x) et tous ses dérivées sont continues sur [a, t], alors

CDα
a+

(f1(t)f2(t)) =
∞∑
k=0

(
α
k

)
(Dα

a+
f1(t))f

(k)
2 (t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
((f1(t)f2(t))k(a)).

Preuve. On applique consécutivement la relation

CDα
a+
f(t) = Dα

a+
f(t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
f (k)(a),

et la règle de Leibniz pour la dérivée de Riemann-Liouville

CDα
a+

(f1(t)f2(t)) =
∞∑
k=0

(
α
k

)
(Dα−k

a+
f1(t))f

(k)
2 (t),

Après, la règle de Leibniz pour la dérivée de Caputo est obtenue :

CDα
a+

(f1(t)f2(t)) = Dα
a+

(f1(t)f2(t)))−
n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
((f1(t)f2(t))(k)(a)),

=
∞∑
k=0

(
α
k

)
(Dα−k

a+
f1(t))f

(k)
2 (t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
((f1(t)f2(t))(k)(a)).

l.
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Chapitre 3

L’espace de Sobolev fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville

Dans ce chapitre, nous introduisons l’espace fractionnaire et quelques propriétés
(Voir [4]).

Note : Dans ce chapitre, on note

Dα
a+

= Dα
a et Dα

b− = Dα
b .

3.1 L’espace des dérivées fractionnaires
Soient u ∈ L1(a, b) et α ∈ (0, 1). S’il existe v ∈ L1

loc(a, b) telle que :∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

v(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (a, b), (3.1)

alors v est appelé la dérivée fractionnaire à gauche faible de u et, on note par :

Dαau = v.

De la même manière, s’il existe w ∈ L1
loc(a, b) telle que :∫ b

a

u(x)Dα
aϕ(x)dx =

∫ b

a

w(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (a, b), (3.2)

alors w est appelé la dérivée fractionnaire à droite faible de u et, on note par :

Dαb u = w.

Tout au long de cette section, nous considérons certains résultats pour les deux dé-
rivées fractionnaires faibles Dαau, Dαb u, mais nous ne donnons la preuve que pour la
dérivée faible fractionnaire à gauche Dαau ,puisque pour l’autre nous pouvons pro-
céder de la même manière.

Lemme 3.1. Les dérivées fractionnaires faibles Dαa ,Dαb sont uniques.

Preuve. Soient u ∈ L1(a, b) et v, w deux dérivées faibles de u, on a :∫ b

a

v(x)ϕ(x)dx =

∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

w(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (a, b).
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Ce qui implique que :∫ b

a

v(x)ϕ(x)dx =

∫ b

a

w(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (a, b).

Donc : ∫ b

a

(v − w)(x)ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (a, b).

En suite, par [ [6], corollaire 4.24] on a v = w p.p.x ∈ (a, b).
l.

Lemme 3.2. Les dérivées fractionnaires faibles Dαa ,Dαb sont linèaires.

Preuve. Soient u, v ∈ L1[a, b] et k ∈ R. On fixe ϕ ∈ C∞0 [a, b], on a :∫ b

a

(ku+ v)(x)Dα
b ϕ(x)dx = k

∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx+

∫ b

a

v(x)Dα
b ϕ(x)dx

= k

∫ b

a

Dαau(x)ϕ(x)dx+

∫ b

a

Dαa v(x)ϕ(x)dx

=

∫ b

a

[kDαau(x) +Dαa v(x)]ϕ(x)dx.

Donc, d’après la définition de la dérivée fractionnaire faible (3.1), on obtient :

Dαa (ku+ v)(x) = kDαau(x) +Dαa v(x).

l.

Remarque 3.1. Si u ∈ C1[a, b], alors :

Dαau = Dα
au et Dαb u = Dα

b u. (3.3)

Preuve. Soit ϕ ∈ C∞0 [a, b], alors :

Dα
b ϕ(x) = cDα

b ϕ(x).

Donc,d’après le théorème (2.6) et l’intégration par parties (2.3), on obtient :∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

u(x)cDα
b ϕ(x)dx = −

∫ b

a

u(x)I1−α
b ϕ′(x)dx

= −
∫ b

a

I1−α
a u(x)ϕ′(x)dx

= −
[
I1−α
a u(x)ϕ′(x)

]x=b

x=a
+

∫ b

a

d

dx
I1−α
a u(x)ϕ(x)dx

=

∫ b

a

d

dx
I1−α
a u(x)ϕ(x)dx

=

∫ b

a

Dα
au(x)ϕ(x)dx.

Ainsi, d’après la définition de la dérivée fractionnaire faible on obtient (3.3).
De la même manière, on peut montrer que :

Dαb u = Dα
b u.
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l.

Lemme 3.3. Soient α ∈ (0, 1) et u ∈ L1[a, b] avec :∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 [a, b].

Alors, il existe une constante C telle que :

u(x) =
C

Γ(α)
(x− a)α−1 p.p. x ∈ [a, b].

Preuve. Comme ϕ ∈ C∞0 [a, b], alors :

Dα
b ϕ(x) = cDα

b ϕ(x).

En utilisant le théorème (2.6) et l’intégration par partie(2.3), on obtient :

0 =

∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

u(x)cDα
b ϕ(x)dx

= −
∫ b

a

u(x)I1−α
b ϕ′(x)dx = −

∫ b

a

I1−α
a u(x)ϕ′(x)dx,

c’est-à-dire : ∫ b

a

I1−α
a u(x)ϕ′(x)dx = 0.

Donc, d’après [[6], lemme 8.1], il existe C telle que :

I1−α
a u(x) = C, p.p. x ∈ [a, b]. (3.4)

Maintenant, comme :

D1−α
a C =

C

Γ(α)
(x− a)α−1,

alors, on applique D1−α
a sur les deux cotés de (3.4) on a :

D1−α
a (I1−α

a u(x)) = D1−α
a C =

C

Γ(α)
(x− a)α−1, p.p. x ∈ [a, b],

donc
u(x) =

C

Γ(α)
(x− a)α−1, p.p. x ∈ [a, b].

l.

Remarque 3.2. Comme dans le lemme (3.3), si u ∈ L1[a, b] avec :∫ b

a

u(x)Dα
aϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 [a, b],

alors, il existe C telle que :

u(x) =
C

Γ(α)
(b− x)α−1 p.p. x ∈ [a, b].

Maintenant, motivés par la définition des espaces de sobolev, on introduit les
espaces des dérivées fractionnaires suivants :
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Définition 3.1. Soit α ∈ (0, 1). On définit les espaces de dérivée à gauche fraction-
naire de type sobolev comme :

Eα
L[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαau ∈ L2[a, b]

}
.

On définit la norme :

‖u‖L =

(∫ b

a

|u(x)|2dx+

∫ b

a

|Dαau(x)|2dx
) 1

2

. (3.5)

De la même manière, on définit les espaces de dérivée à droite fractionnaire de type
sobolev comme :

Eα
R[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαb u ∈ L2[a, b]

}
.

On définit la norme :

‖u‖R =

(∫ b

a

|u(x)|2dx+

∫ b

a

|Dαb u(x)|2dx
) 1

2

. (3.6)

Théorème 3.1. Les espaces fractionnaires (Eα
L[a, b], ‖.‖L) et (Eα

R[a, b], ‖.‖R) sont
des espaces de Banach, réflixifes et séparables.

Preuve.
Étape1 : Eα

L[a, b] est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.
Soit (un) est une suite de Cauchy dans Eα

L,0[a, b], alors (un) et (Dαaun) sont des suites
de Cauchy dans Lp[a, b], donc :

un
Lp[a,b]−−−→ u et Dαaun

Lp[a,b]−−−→ v.

Comme Dαaun ⊂ Lp[a, b] =⇒ IαaDαaun ⊂ Lp[a, b], alors :

IαaDαaun(x) = un(x)− I1−α
a un(a)

Γ(α)
(x− a)α−1 p.p x ∈ [a, b].

=⇒ un(x) = IαaDαaun(x) +
I1−α
a un(a)

Γ(α)
(x− a)α−1 p.p x ∈ [a, b].

En passant á la limite pour n −→ +∞, on a :

u(x) = Iαa v(x) + lim
n−→+∞

I1−α
a un(a)

Γ(α)
(x− a)α−1.

On pose Aα = lim
n−→+∞

I1−α
a un(a)

Γ(α)
et en composition avec I1−α

a , on a :

I1−α
a u(x) = I1−α

a Iαa v(x) + I1−α
a Aα(x− a)α−1,

d’après le théorème (2.1), on obtient :

I1−α
a u(x) = I1

av(x) + AαI
1−α
a (x− a)α−1.

Comme I1−α
a u(x) ∈ Lp[a, b], alors :

d

dx
I1−α
a u(x) =

d

dx
I1
av(x) + Aα

d

dx
I1−α
a (x− a)α−1
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Dαau(x) = v(x) + AαDαa (x− a)α−1,

comme Dαa (x− a)α−1 = 0, on obtient :

Dαau(x) = v(x).

Étape2 : Eα
L[a, b] est un espace réflexif pour 1 < p <∞.

On a X = Lp[a, b]× Lp[a, b] est un espace réflexif.On définit l’opérateur

T : Eα
L[a, b] −→ Lp[a, b]× Lp[a, b]

u −→ T (u) = (u,Dαau)

T est isométrie car :

‖u‖X =
(
‖u‖pLp[a,b] + ‖Dαau‖

p
Lp[a,b]

) 1
P

= ‖u‖L.

Comme T (Eα
L[a, b]) est un sous espace fermé de l’espace de Banach réflexif X, alors

T (Eα
L[a, b]) est réflexif, donc Eα

L[a, b] est réflexif.
Étape3 : Eα

L[a, b] est un espace séparable pour 1 ≤ p <∞.
On a X = Lp[a, b]× Lp[a, b] est un espace métrique séparable.On définit l’opérateur

T : Eα
L[a, b] −→ Lp[a, b]× Lp[a, b]

u −→ T (u) = (u,Dαau)

T est isométrie car :

‖u‖X =
(
‖u‖pLp[a,b] + ‖Dαau‖

p
Lp[a,b]

) 1
P

= ‖u‖L.

Comme T (Eα
L[a, b]) est un sous espace de l’espace métrique séparable X, alors T (Eα

L[a, b])
est séparable, donc Eα

L[a, b] est séparable.
l.

Théorème 3.2. Soient u : [a, b) 7−→ R une fonction mesurable et α ∈ R+. Alors u
est localement intégrable sur [a,b) si et seulement si la fonction :

g(x) =

∫ x

a

(x− s)α−1u(s)ds

existe presque par tout pour x ≥ a. De plus g ∈ L1[a, c] pour tout c ∈ [a, b) et :

‖g‖L1[a,c] ≤
(c− a)α

Γ(α + 1)
‖u‖L1[a,c].

Preuve. Soit c ∈ [a, b) telle que u ∈ L1[a, c] alors :

‖g‖L1[a,c] =

∫ c

a

∣∣∣∣∫ x

a

(x− s)α−1u(s)ds

∣∣∣∣ dx ≤ ∫ c

a

|u(s)|
∫ c

s

(x−s)α−1dxds ≤ (c− a)α

α
‖u‖L1[a,c].

D’autre part, on suppose que la fonction (x − s)α−1u(s) est intégrable sur [a, x].
Alors, étant donné c ≥ a, il existe x0 > c telle que la fonction (x0 − s)α−1u(s) est

31



Chapitre 3. L’espace de Sobolev fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville

intégrable sur [a, x0]. Donc, si α > 1, on a :∫ c

a

|u(s)|ds ≤ (x0 − c)1−α
∫ c

a

∣∣(x0 − s)α−1u(s)
∣∣ds.

Si α ∈ (0, 1], alors :∫ c

a

|u(s)|ds ≤ (x0 − a)1−α
∫ c

a

∣∣(x0 − s)α−1u(s)
∣∣ds.

Par les dernières expressions on obtient que u ∈ L1[a, c]. l.

Lemme 3.4. Soient g ∈ L1
loc[a, b] et α ∈ (0, 1). On considère la fonction suivante :

v(x) = Iαa g(x), x ∈ (a, b). (3.7)

Alors v ∈ L1
loc[a, b] et :∫ b

a

v(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 [a, b]. (3.8)

Preuve. D’après le théorème (3.2), v ∈ L1
loc[a, b].

D’autre part, comme ϕ ∈ C∞0 [a, b], alors :

Dα
b ϕ(x) =c Dα

b ϕ(x).

Alors, d’après le théorème(2.6), l’intégration par partie (2.3) et le théorème (2.1),
on obtient : ∫ b

a

v(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

Iαa g(x)cDα
b ϕ(x)dx

= −
∫ b

a

Iαa g(x)I1−α
b ϕ′(x)dx

= −
∫ b

a

I1−α
a Iαa g(x)ϕ′(x)dx

= −
∫ b

a

I1
ag(x)ϕ′(x)dx

=

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞0 [a, b].

l.

Remarque 3.3. Comme dans le lemme (3.4), si :

v(x) = Iαb g(x), x ∈ (a, b).

Alors v ∈ L1
loc[a, b] et :∫ b

a

v(x)Dα
aϕ(x)dx =

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞0 [a, b].
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Théorème 3.3. Soient u ∈ Eα
L[a, b] avec α ∈ (0, 1), si :

v(x) = IαaDαau(x).

Alors, il existe une constante C ∈ R telle que :

u(x) = v(x) +
limx−→a I

1−α
a u(x)

Γ(α)
(x− a)α−1 p.p x ∈ [a, b].

Preuve. Soit u ∈ Eα
L[a, b], alors : Dαau ∈ L2[a, b] ⊂ L1[a, b].

Soient g(x) = Dαau(x) et v(x) = Iαa g(x). Alors, d’après le lemme (3.4) on a :∫ b

a

v(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞0 [a, b]. (3.9)

D’autre part, par la définition de la dérivée fractionnaire faible (3.1), on obtient :∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx. (3.10)

Alors, par (3.9) et (3.10), on a :∫ b

a

v(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx =

∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx,

donc : ∫ b

a

(v(x)− u(x))Dα
b ϕ(x)dx = 0.

En suite, d’après le lemme (3.3), il existe C ∈ R telle que :

u(x) = v(x)− C

Γ(α)
(x− a)α−1 p.p x ∈ [a, b], (3.11)

alors, en appliquant I1−α
a des deux côtés de (3.11) :

I1−α
a u(x) = I1−α

a

(
v(x)− C

Γ(α)
(x− a)α−1

)
.

Comme I1−α
a est linéaire, on a :

I1−α
a u(x) = I1−α

a v(x)− C

Γ(α)
I1−α
a (x− a)α−1

= I1−α
a (IαaDαau(x))− C

Γ(α)
I1−α
a (x− a)α−1.

D’après le théorème (2.1), on obtient :

I1−α
a u(x) = I1

aDαau(x)− C

Γ(α)
I1−α
a (x− a)α−1.

De plus, comme :
I1−α
a (x− a)α−1 = Γ(α),

alors :
I1−α
a u(x) = I1

aDαau(x)− C.
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D’après l’inégalité de Cauchy Schwartz, on a :∫ x

a

|Dαau(x)|dx ≤
(∫ x

a

|1|2dx
) 1

2
(∫ x

a

|Dαau(x)|2dx
) 1

2

≤
√

(x− a)‖Dαau(x)‖L2[a,b].

En passant à la limite on a :

lim
x−→a

∫ x

a

|Dαau(x)|dx ≤ lim
x7−→a

√
(x− a)‖Dαau(x)‖L2[a,b],

alors :

lim
x−→a

∫ x

a

|Dαau(x)|dx = 0.

Ce qui implique que :

lim
x−→a

I1−α
a u(x) = lim

x−→a

∫ b

a

|Dαau(x)|dx− C = −C. (3.12)

Donc, en remplaçant (3.12) dans (3.11), on obtient :

u(x) = IαaDαau(x) +
limx 7−→aI

1−α
a u(x)

Γ(α)
(x− a)α−1 p.p x ∈ [a, b].

l.

Définition 3.2. Soit α ∈ (0, 1);Eα
L,0[a, b] désigne la fermeture de C∞0 [a, b] dans

Eα
L[a, b] il est muni par la norme de Eα

L[a, b] c’est-à- dire :

Eα
L,0[a, b] = C∞0 [a, b]

‖.‖L
.

Maintenant, nous considérons quelques résultats antérieurs pour étudier les pro-
priétés des espaces fractionnaires Eα

L,0[a, b].

Lemme 3.5. L’opérateur Iαa : L2[a, b] −→ Eα
L[a, b] est linéaire et borné.

Lemme 3.6. L’opérateur Dαa : Eα
L[a, b] −→ L2[a, b] est linéaire et continu.

Lemme 3.7. Soient α ∈ (0, 1) et u ∈ C[a, b], alors :

lim
x 7−→a

I1−α
a u(x) = 0.

Preuve. Notez que :∣∣I1−α
a u(x)

∣∣ =

∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)−αu(t)dt

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)−α|u(t)|dt

≤ 1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)−α sup
x∈[a,b]

|u(t)|dt

=
‖u‖∞

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)−αdt

=
‖u‖∞

Γ(1− α)

[
1

(1− α)
(x− t)1−α

]x
a

=
‖u‖∞

(1− α)Γ(1− α)
(x− a)1−α

=
‖u‖∞

Γ(2− α)
(x− a)1−α, ∀x ∈ [a, b].
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En passant à la limite on a :

lim
x−→a

∣∣I1−α
a u(x)

∣∣ ≤ ‖u‖∞
Γ(2− α)

lim
x 7−→a

(x− a)1−α,

donc
lim
x−→a

I1−α
a u(x) = 0.

l.

Lemme 3.8. Soit u ∈ Eα
L,0[a, b], alors :

IαaDαau(x) = u(x), p.p. x ∈ [a, b].

Preuve. Soit u ∈ Eα
L,0[a, b], alors par la définition de Eα

L,0[a, b] (3.2), il existe une
suite (ψn)n∈N ⊂ C∞0 [a, b] telle que :

lim
x−→a

‖u− ψn‖L = 0. (3.13)

Alors :

‖IαaDαau− u‖L ≤ ‖IαaDαa (u− ψn)‖L + ‖IαaDαaψn − ψn‖L + ‖ψn − u‖L. (3.14)

Comme ψn ∈ C∞0 [a, b] ⊂ C1[a, b], d’après la remarque(3.1) on a :

Dαaψn = Dα
aψn.

ψn ∈ C∞0 [a, b] ⊂ C[a, b], d’après le lemme(3.7) on a :

lim
x 7−→a

I1−α
a ψn(x) = 0,

et d’après le lemme (2.5), on obtient :

IαaDαaψn(x) = ψn(x).

Donc
‖IαaDαaψn(x)− ψn(x)‖L = ‖ψn(x)− ψn(x)‖L = 0.

D’autre part, d’après le lemme(3.5)

‖IαaDαa (u− ψn)‖L ≤
(

(b− a)2α

Γ2(α + 1)
+ 1

) 1
2

‖Dαa (u− ψn)‖L2[a,b]

D’après la définition de la norme de Eα
L[a, b], on obtient :

‖Dαa (u− ψn)‖L2[a,b] ≤ ‖u− ψn‖L,

alors,
‖Dαa (u− ψn)‖L2[a,b] ≤ C‖u− ψn‖L,

donc
‖IαaDαau− u‖L ≤ (C + 1)‖u− ψn‖L,

en prenant n −→ +∞, d’après (3.13) on conclu :

‖IαaDαau− u‖L = 0,

ce qui implique que :
‖IαaDαau− u‖L2(a,b) = 0,

IαaDαau(x) = u(x) p.p. x ∈ [a, b].

l.
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Corollaire 3.1. (Inégalité de Poincaré Fractionnaire )
Pour tout u ∈ Eα

L,0[a, b] on a :

‖u‖L2[a,b] ≤
(b− a)α

Γ(α + 1)
‖Dαau‖L2[a,b]. (3.15)

Remarque 3.4. D’après le corollaire (3.1), on peut muni Eα
L,0[a, b] avec la norme :

‖u‖α =

(∫ b

a

|Dαau(x)|2dx
) 1

2

,

ce qui équivalent à ‖.‖L.

Théorème 3.4. Soit α ∈ (0, 1), si u ∈ Eα
L,0[a, b] alors :

lim
x−→a

I1−α
a u(x) = 0, p.p. x > a.

Preuve. On dit que si u ∈ Eα
L,0[a, b] alors u,Dαau ∈ L2[a, b]. En fait, par la définition

(3.2) il existe ϕn ∈ C∞0 [a, b] telle que :

‖u− ϕn‖L −→ 0 pour n −→ +∞.

Alors, d’après le lemme de Fatou, on a :∫ b

a

|u(x)|2dx ≤ lim
n7−→+∞

inf

∫ b

a

|ϕn(x)|2dx < +∞

et ∫ b

a

|Dαau(x)|2dx ≤ lim
n7−→+∞

inf

∫ b

a

|Dαaϕn(x)|2dx < +∞.

Ainsi, d’après le lemme(3.8) et le théorème(2.1), on a :

I1−α
a u(x) = I1−α

a (IαaDαau(x)) = I1
aDαau(x)

D’après l’inégalité de Cauchy Schwartz, on a :∫ x

a

|Dαau(x)|dx ≤
(∫ x

a

|1|2dx
) 1

2
(∫ x

a

|Dαau(x)|2dx
) 1

2

≤
√

(x− a)‖Dαau(x)‖L2[a,b],

en passant à la limite on a :

lim
x 7−→a

I1−α
a u(x) = lim

x 7−→a

∫ x

a

Dαau(x)dx = 0.

Donc

lim
x 7−→a

I1−α
a u(x) = 0.

l.
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3.2 Injection des résultats

Injection continu

Théorème 3.5. Si α ∈
(

0,
1

2

)
, alors l’injection Eα

L,0[a, b] ↪→ Lq[a, b] est continu

pour tout q ∈ [1, 2∗α], où 2∗α =
2

1− 2α
est l’exposant critique fractionnaire.

Preuve. D’abord, nous considérons q = 2∗α. D’après le lemme(3.8), pour tout u ∈
Eα
L,0[a, b] on a :

u(x) = IαaDαau(x) p.p. x ∈ [a, b].

De plus, d’après le théorème (3.4),u,Dαau ∈ L2[a, b], alors d’après le théorème (2.2)
on a :

‖u‖L2∗α [a,b] = ‖IαaDαau‖L2∗α [a,b] ≤
[2∗α]

1
1+2α

Γ(α + 1)
‖Dαau‖L2[a,b]. (3.16)

En suite, comme [a, b] est borné, il existe une constante positive C telle que :

‖u‖Lq [a,b] ≤ C‖u‖L2∗α [a,b] ∀q ∈ [1, 2∗α].

Combiner avec(3.16), on obtient :

‖u‖Lq [a,b] ≤
[2∗α]

1
1+2αC

Γ(α + 1)
‖Dαau‖L2[a,b] ∀q ∈ [1, 2∗α].

On a ‖u‖α = ‖Dαau‖L2[a,b],

‖u‖Lq [a,b] ≤
[2∗α]

1
1+2αC

Γ(α + 1)
‖u‖α ∀q ∈ [1, 2∗α].

l.

Théorème 3.6. Si α =
1

2
, alors l’injection E

1
2
L,0[a, b] ↪→ Lp[a, b] est continu pour

tout p ∈ [1,+∞).

Preuve. Soit u ∈ E
1
2
L,0[a, b], alors, d’après le lemme (3.8)

u(x) = I
1
2
a D

1
2
a u(x) p.p. x ∈ [a, b].

Donc, d’après le théorème(2.2) on a :

‖u‖Lp[a,b] = ‖I
1
2
a D

1
2
a u‖Lp[a,b] ≤

(b− a)
1
p
− 1

2

Γ(1
2
)[p

2
+ 1]

1
p

‖u‖L2[a,b]

pour tout p ∈ [1,+∞),. l.

Théorème 3.7. Si α ∈
(

1

2
, 1

)
, alors l’injection Eα

L,0[a, b] ↪→ Hα− 1
2 [a, b] est continu.

De plus :

‖u‖∞ ≤
(b− a)α−

1
2

Γ(α)[2α− 1]
1
2

‖Dαau‖L2[a,b]. (3.17)
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Preuve. Soit u ∈ E
1
2
L,0[a, b], alors, D’après l’inégalité de Hölder :

|u(x)| = |IαaDαau(x)| = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ x

a

(x− s)α−1Dαau(s)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

(∫ x

a

(x− s)2(α−1)ds

) 1
2
(∫ x

a

|Dαau(s)|2 ds
) 1

2

=
‖Dαau‖L2(a,b)

Γ(α)[2α− 1]
1
2

(x− a)α−
1
2

Ce qui implique(3.17). D’autre part, soit a ≤ x < z ≤ b, alors d’après le théorème
(2.2) on obtient :

|u(x2)− u(x1)| = |IαaDαau(x2)− IαaDαau(x1)| ≤ (x2 − x1)α−
1
2

Γ(α)[2α− 1]
1
2

‖Dαau‖L2[a,b]. (3.18)

Donc :

‖u‖
Hα− 1

2 [a,b]
= ‖u‖∞ + sup

x,y∈[a,b],x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α− 1

2

≤ (b− a)α−
1
2

Γ(α)[2α− 1]
1
2

‖Dαau‖L2[a,b] +
1

Γ(α)[2α− 1]
1
2

‖Dαau‖L2[a,b]

≤ (b− a)α−
1
2 + 1

Γ(α)[2α− 1]
1
2

‖Dαau‖L2[a,b].

l.

Injection compact

Théorème 3.8. Si α ∈
(

0,
1

2

)
, alors l’injection Eα

L,0[a, b] ↪→ Lp[a, b] est compact

pour tout p ∈ [1, 2∗α).

Preuve. D’après le théorème (3.5).L’opérateur i : Eα
L,0[a, b] ↪→ Lp[a, b] avec p ∈

[1, 2∗α] est borné. De plus, il existe une constante Cp > 0 telle que :

‖un‖Lp[a,b] ≤ Cp‖un‖α ∀p ∈ [1, 2∗α]. (3.19)

Donc, si un ⇀ u dans Eα
L,0[a, b] alors (un)n∈N est borné dans Eα

L,0[a, b] et par
(3.19) est borné dans Lp[a, b] pour tout p ∈ [1, 2∗α]. De l’autre côté, comme la
suite : (Dαaun)n∈N est borné dans L2[a, b], D’après le théorème (2.3)-(2), la suite
(Iαa (Dαaun))n∈N est précompact dans Lp[a, b] pour tout p ∈ [1, 2∗α), c’est qu’il existe
une suite croissante (unk)k∈N et u ∈ Lp[a, b] telle que :

‖Iαa (Dαaunk)− u‖Lp(a,b) −→ 0 pour k −→ +∞

Maintenant, comme un ∈ Eα
L,0[a, b], alors un(x) = Iαa (Dαaun(x)), alors :

i(un) = (i ◦ Iαa )(Dαaun), par la continuité de i, on conclu que l’opérateur
i : Eα

L,0[a, b] ↪→ Lp[a, b] est compact pour tout p ∈ [1, 2∗α). l.

Théorème 3.9. Soit α =
1

2
, alors Eα

L,0[a, b] ↪→ Lp[a, b] est compact pour tout p ∈
[1,∞).
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Théorème 3.10. On suppose que α ∈
(

1

2
, 1

)
, et soit (un)n∈N ∈ Eα

L,0[a, b] telle que

un ⇀ u dans Eα
L,0[a, b] alors :

un −→ u dans C[a, b]

C’est-à-dire : lim
n−→∞

‖u− un‖∞ = 0.

Preuve. Comme un ⇀ u dans Eα
L,0[a, b] alors (un)n∈N est borné dans Eα

L,0[a, b], donc
d’après le théorème (3.7), (un)n∈N est borné dans C[a, b]. Maintenant on dit que :
(a) (un)n∈N est uniformément borné.Comme (un)n∈N est borné dans Eα

L,0[a, b],
alors il existe K > 0 telle que

‖un‖α ≤ k ∀n ∈ N.

Donc, d’après (3.17) on a :

‖un‖∞ ≤
K(b− a)α−

1
2

Γ(α)[2α− 1]
1
2

,

ce qui implique la bornitude uniforme de un.
(b) (un)n∈N est équicontinu. Soit a ≤ x < y ≤ b, alors D’après (3.18) on a :

|un(y)− un(x)| ≤ K(y − x)α−
1
2

Γ(α)[2α− 1]
1
2

∀n ∈ N.

Alors, d’après le théorème d’Arzela-Ascoli (un)n∈N est précompact dans C[a, b],
donc il existe une suite croissante (unk)k∈N et u dans C[a, b] telle que :

lim
n−→∞

‖unk − u‖∞ = 0.

l.

3.3 Le caractérisation des espaces des dérivées frac-
tionnaires

Dans cette section, nous allons caractériser les espaces fractionnaires Eα
L[a, b]

et Eα
L,0[a, b]. On commence notre analyse en considérant les espaces fractionnaires

Eα
L[a, b] :

Théorème 3.11. Soit α ∈ (0, 1) et u ∈ Eα
L[a, b] si et seulement si u ∈ L2[a, b], I1−α

a u ∈
H1[a, b] et

Dαau(x) =
d

dx
I1−α
a u(x) p.p. x ∈ (a, b).

où
d

dx
s’entend au sens faible.

Preuve. Soit u ∈ Eα
L[a, b]. Le théorème(3.3) implique que :

u(x) = IαaDαau(x) +
limx 7−→aI

1−α
a u(x)

Γ(α)
(x− a)α−1 p.p x ∈ (a, b). (3.20)
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En suite, on applique I1−α
a sur les deux côtés de (3.20) :

I1−α
a u(x) = I1−α

a

(
IαaDαau(x) +

limx 7−→aI
1−α
a u(x)

Γ(α)
(x− a)α−1

)
=

∫ b

a

Dαau(x)dx+ limx 7−→aI
1−α
a u(x),

de la dernière expression, on obtenue I1−α
a u(x) ∈ AC[a, b] et ainsi I1−α

a u ∈ H1[a, b]
d’autre part, comme I1−α

a u ∈ H1[a, b], il existe g ∈ L2[a, b] telle que :∫ b

a

I1−α
a u(x)ϕ′(x)dx = −

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞0 [a, b].

En outre, on utilise le théorème(2.6) et l’intégration par partie (2.3), on obtient :∫ b

a

u(x)Dα
b ϕ(x)dx =

∫ b

a

u(x)cDα
b ϕ(x)dx = −

∫ b

a

u(x)I1−α
b ϕ′(x)dx

= −
∫ b

a

I1−α
a u(x)ϕ′(x)dx =

∫ b

a

g(x)ϕ(x)dx

Donc :
Dαau(x) = g(x) =

d

dx
I1−α
a u(x)

où
d

dx
s’entend au sens faible.

De l’autre côté, on suppose que u ∈ L2[a, b] telle que : I1−α
a u ∈ H1[a, b] et

Dαau(x) =
d

dx
I1−α
a u(x).

Comme I1−α
a u ∈ H1[a, b] alors

d

dx
I1−α
a u ∈ L2[a, b]. Donc Dαau ∈ L2[a, b]. alors

u ∈ Eα
L[a, b]. l.

Théorème 3.12. Soit α ∈ (0, 1), alors :

Eα
L,0[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαau ∈ L2[a, b] et lim

x 7−→a
I1−α
a u(x) = 0, p.p. x > a

}
.

En outre, si α ∈
(

0,
1

2

)
on a :

Eα
L,0[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαau ∈ L2[a, b] et lim

x−→a
I1−α
a u(x) = 0, ∀ x > a

}
,

et si α ∈
(

1

2
, 1

)
on a :

Eα
L,0[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαau ∈ L2[a, b] et u(a) = u(b) = 0

}
.

Preuve. Par la définition (3.2) on a :

Eα
L,0[a, b] = C∞0 [a, b]

‖.‖L
,

donc, pour tout u ∈ Eα
L,0[a, b] il existe (ϕn)n∈N ⊂ C∞0 [a, b] telle que :

lim
x 7−→a

‖u− ϕn‖L = 0.
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Alors, d’après le lemme de Fatou, on a :∫ b

a

|u(x)|2dx ≤ lim
n7−→+∞

inf

∫ b

a

|ϕn(x)|2dx < +∞

et ∫ b

a

|Dαau(x)|2dx ≤ lim
n7−→+∞

inf

∫ b

a

|Dαaϕn(x)|2dx < +∞.

Donc, u ∈ L2[a, b] et Dαau ∈ L2[a, b]. Ainsi, d’après le théorème (3.4), si u ∈
Eα
L,0[a, b] alors :

lim
x 7−→a

I1−α
a u(x) = 0, p.p. x > a.

Donc :

Eα
L,0[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαau ∈ L2[a, b] et lim

x 7−→a
I1−α
a u(x) = 0, p.p. x > a

}
.

D’autre part, si α ∈
(

0,
1

2

)
le théorème (2.2) implique que :

lim
x 7−→a

I1−α
a u(x) = 0, ∀ x > a.

car 1− α > 1

2
. Donc :

Eα
L,0[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαau ∈ L2[a, b] et lim

x 7−→a
I1−α
a u(x) = 0, ∀ x > a

}
.

Si α ∈
(

1

2
, 1

)
, alors d’après le théorème (3.10) on a :

‖u‖∞ ≤ C‖u‖L.

Par la définition de Eα
L,0[a, b], alors il existe une suite (ϕn)n∈N ⊂ C∞0 [a, b] telle que :

lim
x 7−→a

‖u− ϕn‖L = 0 (3.21)

Donc :
‖u− ϕn‖∞ ≤ C∞‖u− ϕn‖L

max
x∈(a,b)

|u(x)− ϕn(x)| ≤ C∞‖u− ϕn‖L

Alors
|u(a)− ϕn(a)| ≤ C∞‖u− ϕn‖L

Comme ϕn(a) = 0 et par (3.21) alors :

0 ≤ |u(a)| ≤ C∞‖u− ϕn‖L −→ 0 quand n −→∞,

ce qui implique que u(a) = 0. de la même manière on peut avoir u(b) = 0. Donc, si

α ∈
(

1

2
, 1

)
on obtient :

Eα
L,0[a, b] =

{
u ∈ L2[a, b] : Dαau ∈ L2[a, b] et u(a) = u(b) = 0

}
.

l.
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3.4 La composition de Dαa avec une fonction convexe
Théorème 3.13. soit α ∈ (0, 1) et Φ ∈ C1(R) est une fonction convexe telle que
Φ(0) = 0. Alors, pour tout u ∈ Eα

L,0[a, b] on a :

DαaΦ(u) ≤ Φ′(u)Dαau.

Preuve. D’abord, on dit que, si ϕ ∈ C1[a, b], alors

cDα
b ϕ(x) =

ϕ(x)− ϕ(a)

Γ(1− α)(x− a)α
+

α

Γ(1− α)

∫ x

a

ϕ(x)− ϕ(s)

(x− s)α+1
ds. (3.22)

En fait, notez que :

(x− s)−α = (x− a)−α + α

∫ s

a

(x− t)−α−1dt. (3.23)

Par le théorème(2.6) et( 3.23) :

cDα
aϕ(x) =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− s)−αϕ′(x)ds

=
1

Γ(1− α)

∫ x

a

(
(x− a)−α + α

∫ s

a

(x− t)−α−1dt

)
ϕ′(s)ds

=
1

Γ(1− α)

(∫ x

a

(x− a)−αϕ′(s)ds+ α

∫ s

a

(x− t)−α−1dtϕ′(s)ds

)
=

1

Γ(1− α)

(
1

(x− a)α

∫ x

a

ϕ′(s)ds+ α

∫ x

a

∫ s

a

(x− t)−α−1dtϕ′(s)ds

)
=

1

Γ(1− α)

(
1

(x− a)α
[ϕ(s)]xa + α

∫ x

a

∫ s

a

(x− t)−α−1dtϕ′(s)ds

)
D’après le théorème de Fibuni

=
1

Γ(1− α)

(
ϕ(x)− ϕ(a)

(x− a)α
+ α

∫ x

a

∫ x

t

(x− t)−α−1ϕ′(s)dsdt

)
=

1

Γ(1− α)

(
ϕ(x)− ϕ(a)

(x− a)α
+ α

∫ x

a

[ϕ(s)]xt
(x− t)α+1

dt

)
=

1

Γ(1− α)

(
ϕ(x)− ϕ(a)

(x− a)α
+ α

∫ x

a

ϕ(x)− ϕ(t)

(x− t)α+1
dt

)
.

Soit u ∈ Eα
L,0[a, b], alors par la définition (3.2) il existe Φn ∈ C∞0 [a, b] telle que :

‖u− ϕn‖L −→ 0 pour n −→∞, (3.24)

ce qui implique que

‖u− ϕn‖L2[a,b] −→ 0 et ‖Dαau−Dαaϕn‖L2[a,b] −→ 0 pour n −→∞. (3.25)

Donc par (3.22) on a :

Dα
aϕn(x) =c Dα

aϕn(x) =
ϕn(x)− ϕn(a)

Γ(1− α)(x− a)α
+

α

Γ(1− α)

∫ x

a

ϕn(x)− ϕn(s)

(x− s)α+1
ds

De plus Φ ∈ C1(R) est convexe, alors :

Φ(a)− Φ(b) ≤ Φ′(a)(a− b) ∀a, b ∈ R.
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3.4 La composition de Dαa avec une fonction convexe

En suite :

Dα
aΦ(ϕn(x)) =

Φ(ϕn(x))− Φ(ϕn(a))

Γ(1− α)(x− a)α
+

α

Γ(1− α)

∫ x

a

Φ(ϕn(x))− Φ(ϕn(s))

(x− s)α+1
ds

≤ Φ′(ϕn(x))
ϕn(x)− ϕn(a)

Γ(1− α)(x− a)α
+

α

Γ(1− α)

∫ x

a

Φ′(ϕn(x))
ϕn(x)− ϕn(s)

(x− s)α+1
ds

= Φ′(ϕn(x))

(
ϕn(x)− ϕn(a)

Γ(1− α)(x− a)α
+

α

Γ(1− α)

∫ x

a

ϕn(x)− ϕn(s)

(x− s)α+1
ds

)
= Φ′(ϕn(x))Dα

aϕn(x).

Donc :
Dα
aΦ(ϕn(x)) ≤ Φ′(ϕn(x))Dα

aϕn(x). (3.26)

De l’autre côté, comme Φ′ ∈ C(R), par (3.24) on obtient :

Φ′(ϕn(x)) −→ Φ′(u(x)) p.p. x ∈ (a, b). (3.27)

Et par (3.25) on a :

Dαa (ϕn(x)) −→ Dαa (u(x)) p.p x ∈ (a, b). (3.28)

Donc, par (3.26), (3.27) et (3.28) on obtient :

DαaΦ(u(x)) ≤ Φ′(u(x))Dαau(x)

En outre, on a :∫ b

a

|DαaΦ(u(x))|2dx ≤
∫ b

a

|Φ′(u(x))Dαau(x)|2dx

≤ [ max
x∈[a,b]

Φ′(u(x))]2
∫ b

a

|Dαau(x)|2dx,

ce qui implique que Φ(u) ∈ Eα
L,0[a, b]. l.

Remarque 3.5. Si Φ ∈ Lip(R) est une fonction convexe et dérivable presque par
tout telle que Φ(0) = 0, alors le théorème (3.13) est vrai, c’est -à- dire :

DαaΦ(u) ≤ Φ′(u)Dαau

et Φ(u) ∈ Eα
L,0(a, b).

Dans ce qui suite, on note par u+ la partie positive d’ une fonction u, c’est -à- dire :

u+(x) = max {u(x), 0}

Lemme 3.9. Soit u,v : R −→ R. alors pour tout x, y ∈ R,

|u+(x)− v+(y)| ≤ |u(x)− v(y)|.

Lemme 3.10. Soit u ∈ Eα
L,0[a, b]. Alors sa partie positive u+ ∈ Eα

L,0[a, b].

Preuve. D’après le lemme (3.9) avec v = u, la fonction u+ est lipschitzienne conti-
nue avec constante 1 et d’après le théorème de Rademacher u+ est dérivable presque
par tout. Donc, d’après la remarque (3.5) on obtient que u ∈ Eα

L,0[a, b] et :

Dαau+(x) ≤ (u+(x))′Dαau

et u+ ∈ Eα
L,0[a, b]. l.
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Chapitre 4. Applications aux problèmes aux limites

Chapitre 4

Applications aux problèmes aux
limites

Dans ce chapitre, nous étudions deux problèmes (Voir [4]) :

– Problème linéaire aux limites (étude de l’existence et l’unicité ).
– Problème non linéaire (étude de l’existence de plusieurs solutions)

4.1 Problème 01 : Le problème linéaire
Soit a, b ∈ R, a < b. On considère le problème linéaire aux limites suivant :

Trouver u ∈ V,

Dα
b (Dα

au) = f, p.p sur (a, b),

lim
x−→a

I1−α
a u(x) = 0.

(4.1)

Où α ∈ (0, 1), et f ∈ L2[a, b].
Dα
a , D

α
b sont les dérivées faibles fractionnaires à gauche et droite respectivement.

La solution forte : Comme f ∈ L2[a, b] alors la fonction Dα
au admet une dérivée

faible droite dans L2[a, b] donc il suffit de prendre u ∈ Eα
L,0[a, b] et Dα

b (Dα
au) ∈

L2[a, b].

Proposition 4.1. La solution faible du problème (4.1) est une fonction de Eα
L,0[a, b]

qui vérifiée : ∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ Eα
L,0[a, b]. (4.2)

Preuve. On multiplie l’équation du problème (4.1) par une fonction de test ϕ et on
intègre sur [a, b].∫ b

a

Dα
b (Dα

au(x))ϕ(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D[a, b].

D’après la définition de la dérivée faible (3.1), ona :∫ b

a

Dα
au(x)Dα

aϕ(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D[a, b].
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4.1 Problème 01 : Le problème linéaire

Comme D[a, b] dense dans Eα
L,0[a, b], alors pour tout v ∈ Eα

L,0[a, b] il existe une suite
(ϕn)n∈N ⊂ D[a, b] telle que :

lim
n−→+∞

‖v − ϕn‖L = 0, .

Alors : ∫ b

a

Dα
au(x)Dα

aϕn(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕn(x)dx, ∀ϕn ∈ D[a, b].

En passant à la limite pour n −→ +∞, on obtient :∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ Eα
L,0[a, b].

Donc la formulation variationnelle est donnée par :
Trouver u ∈ Eα

L,0[a, b] telle que ,

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ Eα
L,0[a, b].

Avec : a(u, v) =

∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx, l(v) =

∫ b

a

f(x)v(x)dx.

l.

Proposition 4.2. Le problème (4.2) admet une solution unique dans l’espace Eα
L,0[a, b].

Preuve. On muni l’espace Eα
L,0[a, b] par la norme ‖u‖α = ‖Dα

au‖L2 .
D’après le théorème de Lax-Milgram,on a :

1. La continuité de a(., .) :

∃C > 0,∀u, v ∈ Eα
L,0[a, b] : |a(u, v)| ≤ C‖u‖α‖v‖α.

D’après l’inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient :

∀u, v ∈ Eα
L,0[a, b], |a(u, v)| =

∣∣∣∣∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx

∣∣∣∣
≤
∫ b

a

|Dα
au(x)||Dα

a v(x)|dx

≤
(∫ b

a

|Dα
au(x)|2dx

) 1
2
(∫ b

a

|Dα
a v(x)|2dx

) 1
2

≤ ‖u‖L2[a,b]‖v‖L2[a,b]

≤ ‖u‖α‖v‖α

Alors, ∃C = 1 telle que |a(u, v)| ≤ ‖u‖α‖v‖α,∀u, v ∈ Eα
L,0[a, b] donc a(., .) est

continu.
2. La coercivité de a(., .) :

∃α > 0,∀u ∈ Eα
L,0[a, b] : |a(u, u)| ≥ α‖u‖2

α.

a(u, u) =

∫ b

a

|Dα
au(x)|2dx = ‖Dα

au‖2
L2[a,b] = ‖u‖2

α

Alors, ∃α = 1,∀u ∈ Eα
L,0[a, b] : |a(u, u)| ≥ ‖u‖2

α.
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Chapitre 4. Applications aux problèmes aux limites

3. La continuité de l(.) :

∃C > 0,∀v ∈ Eα
L,0[a, b] : |l(v)| ≤ C‖v‖α.

En utilisant les inégalié de Cauchy Schwartz et Pointcaré, on obtient :

∀v ∈ Eα
L,0[a, b] : |l(v)| =

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)||v(x)|dx

≤
(∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2
(∫ b

a

|v(x)|2dx
) 1

2

= ‖f‖L2[a,b]‖v‖L2[a,b]

≤ ‖f‖L2[a,b]

(b− a)α

Γ(1 + α)
‖Dα

a v‖L2[a,b]

=
(b− a)α

Γ(1 + α)
‖f‖L2[a,b]‖v‖α

= C‖v‖α

Alors, l(v) est continu.
D’après (1),(2) et (3) le problème admet une solution unique. l.

Proposition 4.3. La solution faible du (4.1 ) est une solution forte.

Preuve. Soit u ∈ Eα
L,0[a, b] donc lim

x−→a
I1−α
a u(x) = 0, on a :

∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(x)v(x)dx ∀v ∈ Eα
L,0[a, b].

Comme D[a, b] ⊂ Eα
L,0[a, b], alors :∫ b

a

Dα
au(x)Dα

aϕ(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D[a, b].

Comme Dα
aϕ =c Dα

aϕ, on a :∫ b

a

Dα
au(x)cDα

aϕ(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D[a, b].

D’après le théorème (2.6), on a :∫ b

a

Dα
au(x)I1−α

a ϕ′(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx

D’après l’intégration par partie (2.3), on a :∫ b

a

I1−α
b Dα

au(x)ϕ′(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx

∫ b

a

d

dx
I1−α
b Dα

au(x)ϕ′(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx
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4.2 Problème 02 :Le problème non linéaire

D’après la définition de dérivée faible(2.1), on obtient :∫ b

a

Dα
bD

α
au(x)ϕ(x)dx =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx

Donc :
Dα
bD

α
au− f = 0 p.p x ∈ [a, b].

C’est-à-dire :
Dα
bD

α
au = f p.p x ∈ [a, b].

l.

4.2 Problème 02 :Le problème non linéaire

Étape 01 : Cas α ∈
(

0,
1

2

)
Soit a, b ∈ R, a < b. On considère le problème non linéaire voir suivant :

trouver u ∈ V,

Dα
b (Dα

au) = f(u), p.p sur (a, b),

lim
x−→a

I1−α
a u(x) = 0.

(4.3)

avec les hypothèses suivantes :

(H1) : α ∈
(

0,
1

2

)
et p ∈ (1, 2∗α − 1) . 2∗α =

2

1− 2α

(H2) : f(u) = λ(u+)σ + (u+)p, λ ∈ R∗+ et σ ∈ (0, 1), u+(x) = max(u(x), 0)

La solution forte : on a
∀x ∈ [a, b] : |f(u(x))| ≤ λ|u(x)|σ + |u(x)|p ≤ λ+ (1 + λ)|u(x)|p.
Si on prend u ∈ Eα

L,0[a, b] (pour prendre la condition aux limites en considération)
et comme l’injection Eα

L,0 ↪→ Lp est continue d’après (3.5), ona∫ b

a

|f(u)| dx ≤ λ(b− a) + (1 + λ)

∫ b

a

|up| dx

≤ λ(b− a) + C‖u‖pα,

alors f(u) ∈ L1[a, b], donc la solution forte du probème u ∈ Eα
L,0[a, b] est admet une

dérivée fractionnaire faible à droite dans L1[a, b].

Plus précisement, si on pose
1

p+ 1
+

1

q
= 1 c’est-à-dire q = 1 +

1

p
> 1 alors Lp+1 ↪→

Eα
L,0 est continue d’après l’inégalité de Hölder on a f ∈ Lq[a, b].

Nous introduisons la fonctionnelle I : Eα
L,0[a, b]→ R définit par :

I(u) =
1

2

∫ b

a

|Dα
au|2dx−

∫ b

a

F (u)dx = I1 + I2,

avec :
-F (u) =

∫ u

0

f(x)dx.
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Chapitre 4. Applications aux problèmes aux limites

-I1 =
1

2

∫ b

a

|Dα
au|2dx

-I2 = I2.1 + I2.2 =

∫ b

a

1

p+ 1
(u+)p+1dx+

∫ b

a

λ

σ + 1
(u+)σ+1dx

I est bien définie :
I1 est bien définie car Dα

au ∈ L2[a, b].
I2 est bien définie car Eα

L,0[a, b] s’injecte continument dans Lσ+1[a, b], Lp+1[a, b].

Proposition 4.4. La fonctionnelle I est de classe C1(Eα
L,0[a, b],R), tout point u ∈

Eα
L,0[a, b] point critique de I est vérifie la formulation variationnelle :

∀v ∈ Eα
L,0[a, b] :

∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(u(x))v(x)dx

Preuve. Montrons que I1 est G-diff et sa dérivée est continue. Soit u, v ∈ Eα
L,0[a, b]

on a :

I1(u+ tv)− I1(u)

t
=

1
2

∫ b
a
|Dα

a (u+ tv)|2dx− 1
2

∫ b
a
|Dα

a (u)|2dx
t

=
1

2t

[∫ b

a

|Dα
au|2dx+ t2

∫ b

a

|Dα
a v|2dx+ 2t

∫ b

a

Dα
auD

α
a vdx−

∫ b

a

|Dα
au|2dx

]
=

1

2t

[
t2
∫ b

a

|Dα
a v|2dx+ 2t

∫ b

a

Dα
auD

α
a vdx

]
=

1

2

[
t

∫ b

a

|Dα
a v|2dx+ 2

∫ b

a

Dα
auD

α
a vdx

]
En passant à la limite quand t −→ 0.

lim
t→0

I1(u+ tv)− I1(u)

t
=

∫ b

a

Dα
auD

α
a vdx

Montrons que l’application u ∈ Eα
L,0[a, b] 7→ I ′1(u) ∈ (Eα

L,0[a, b])‘ est continue.

Soit un
EαL,0[a,b]
−−−−−→ u alors Dα

aun
L2[a,b]−−−→ Dα

au. On a :

|I ′1(un)(v)− I ′1(u)(v)| =
∣∣∣∣∫ b

a

(Dα
aun −Dα

au)Dα
a vdx

∣∣∣∣
≤ ‖Dα

aun −Dα
au‖L2[a,b]‖Dα

a v‖L2[a,b]

≤ ‖Dα
aun −Dα

au‖L2[a,b]‖v‖α

donc
|I ′1(un)(v)− I ′1(u)(v)|

‖v‖α
≤ ‖Dα

aun −Dα
au‖L2[a,b],

on prend le sup par rapport à v et en passant à la limite pour n→∞ nous obtenons
que :

‖I ′1(un)− I ′1(u)‖(EαL,0([a,b]))′ −→ 0.

Donc, I ′1 est continue.
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4.2 Problème 02 :Le problème non linéaire

Maintenant, montrons que I2 est G-diff et sa dérivée est continue.

*) D’abord : on montre que I2.1 est G-diff et sa dérivée est continue.
Soit |t| < 1 on pose S(t) = |u+ tv|p+1, on applique le théorème des accroisse-
ment finis sur S dans [0, t], alors il existe un nombre θ ∈]0, 1[ tel que :

|u+ tv|p+1 − |u|p+1 − (p+ 1)tv|u|p−1u = t(p+ 1)v|u+ θtv|p−1(u+ θtv)− t(p+ 1)v|u|p−1u

= (p+ 1)tv(|u+ θtv|p−1(u+ θtv)− |u|p−1u)

Par continuité, dans le second membre tend vers 0 presque partout sur [a,b]
lorsque t→ 0.
En majorant Le second membre par une fonction intégrable sur [a, b], on a :∣∣∣∣ |u+ tv|p+1 − |u|p+1 − ptv|u|p−1u

t

∣∣∣∣ ≤ (p+ 1)|v|((|u|+ |v|)p + |u|p)

≤ (p+ 1)|v|(2p−1(|u|p + |v|p) + |u|p)
≤ (p+ 1)|v|((2p−1 + 1)|u|p + 2p−1|v|p)
≤ c|v|(|u|p + |v|p)

Enfin, en utilisant l’injection continue de Eα
L,0[a, b] dans Lp(a, b) et l’inégalité

de Cauchy-Schwartz, on voit que l’intégrale de cette dernière fonction est majo-
rée par ‖v‖α(‖u‖α+‖v‖α). On peut donc appliquer le théorème de convergence
dominée et conclure la G-différentiabilité de I2.1 au point u.
Montrons que l’application u ∈ Eα

L,0[a, b] 7→ I ′2,1(u) ∈ (Eα
L,0[a, b])′ est

continue.
On a I ′2.1(u) = |u+|p−1u+ = (u+)p. Soit un

EαL,0[a,b]
−−−−−→ u montrons que

I ′2.1un → I ′2.1u dans (Eα
L,0[a, b])′

Comme un
EαL,0[a,b]
−−−−−→ u et l’injection de Eα

L,0[a, b] dans Lp[a, b] est continue alors,
v ∈ Lp[a, b] on a

|(I ′2.1(un)− I ′2.1(u))(v)| = |
∫ b

a

((u+)pn − (u+)p)(v)dx|

≤ ‖un − u‖Lq [a,b]‖v‖Lp[a,b]

⇒ ‖I ′2.1(un)− I ′2.1(u)‖(EαL,0[a,b])
′ → 0 quand n→∞

*) De la même manière on va monter que I2.2 est G-diff et sa dérivée est continue.
Alors I2 est G-diff et sa dérivée est continue.par conséquent I est de classe C1.
De plus si u est un point critique alors on a I ′(u)(v) = 0; ∀v ∈ Eα

L,0([a, b])

l.

Proposition 4.5. Si I admet une minimum alors on a :∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(u)vdx, ∀v ∈ Eα
L,0[a, b].

C’est-à-dire : u est une solution faible du problème (4.3).
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Preuve. On multiplie l’équation du problème (4.3) par une fonction de test ϕ et on
intègre sur [a, b].∫ b

a

Dα
b (Dα

au(x))ϕ(x)dx =

∫ b

a

f(u)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D[a, b].

D’après la définition de la dérivée faible (2.1), on a :∫ b

a

Dα
au(x)Dα

aϕ(x)dx =

∫ b

a

f(u)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D[a, b].

Comme D[a, b] dense dans Eα
L,0[a, b], alors ∀v ∈ Eα

L,0([a, b]) il existe une suite
(ϕn)n∈N ⊂ D[a, b] telle que :

lim
n−→+∞

‖v − ϕn‖L = 0, .

Alors : ∫ b

a

Dα
au(x)Dα

aϕn(x)dx =

∫ b

a

f(u)ϕn(x)dx, ∀ϕn ∈ D[a, b].

En passant à la limite pour n −→ +∞, on obtient :∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(u)v(x)dx, ∀v ∈ Eα
L,0[a, b].

Donc la formulation variationnelle est : trouver u ∈ Eα
L,0[a, b] tq,∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(u)v(x)dx, ∀v ∈ Eα
L,0[a, b].

l.

Proposition 4.6. il existe r, a,Λ > 0 tels que :

I(u) ≥ a > 0 pour ‖u‖α = r et λ ∈ (0,Λ).

De plus, la fonctionnelle I bornée infèrieurement sur B(0, r).

Preuve. - On a :∫ b

a

|F (u)|dx =

∫ b

a

∣∣∣∣ λ

σ + 1
(u+)σ+1 +

1

p+ 1
(u+)p+1

∣∣∣∣ dx
≤
∫ b

a

(
λ

σ + 1
|u|σ+1 +

1

p+ 1
|u|p+1

)
dx

≤ λ

σ + 1

∫ b

a

|u|σ+1dx+
1

p+ 1

∫ b

a

|u|p+1dx

≤ λ

σ + 1
‖u‖σ+1

Lσ+1(a,b) +
1

p+ 1
‖u‖p+1

Lp+1(a,b)

Alors on a :

−
∫ b

a

|F (u)|dx ≥ − λ

σ + 1
‖u‖σ+1

Lσ+1(a,b) −
1

p+ 1
‖u‖p+1

Lp+1(a,b)
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Par la définition de I, on a :

I(u) ≥ 1

2
‖u‖2

α −
∫ b

a

|F (u)|dx ≥ 1

2
‖u‖2

α −
λ

σ + 1
‖u‖σ+1

Lσ+1(a,b) −
1

p+ 1
‖u‖p+1

Lp+1(a,b)

D’après le théorème (3.5), il existe Cσ+1, Cp+1 tels que :

I(u) ≥ 1

2
‖u‖2

α −
λ

σ + 1
Cσ+1‖u‖σ+1

α − Cp+1

p+ 1
‖u‖p+1

α

Maintenant, on fixe ‖u‖α = r le dèrnier inégalité implique que :

I(u) ≥ r2

2
− λCσ+1

σ + 1
rσ+1 − Cp+1

p+ 1
rp+1

Comme p+ 1 > 2, et lim
r→0+

r2

2
− Cp+1

p+1
rp+1

r2
=

1

2
alors pour ε =

1

4
dans la définition de

la limite il existe r1 > 0 tel que pour tout 0 < r < r1 on a

r2

2
− Cp+1

p+ 1
rp+1 ≥ r2

4

Donc on peut choisir r suffisamment petit (r < r1) telle que

I(u) ≥ r2

4
− λCσ+1

σ + 1
rσ+1, pour ‖u‖α = r

En suite on a lim
λ→0+

r2

4
− λCσ+1

σ + 1
rσ+1 =

r2

4
alors pour ε =

r2

8
dans la définition de la

limite il existe Λ > 0 telle que :

r2

4
− λCσ+1

σ + 1
rσ+1 >

r2

8
= a, ∀λ ∈ (0,Λ).

Alors, pour tout u ∈ Eα
L,0(a, b) avec ‖u‖α = r et pour tout λ ∈ (0,Λ) on obtient :

I(u) ≥ a > 0.

-Montrons maintenant que la fonctionnelle est borné infèrieurement sur la boule
fermé de rayon r. D’après la définition de I et le théorème (3.5) on a :

|I(u)| ≤ 1

2
‖u‖2

α +

∫ b

a

|F (u)|dx ≤ 1

2
‖u‖2

α +
λ

σ + 1
Cσ+1‖u‖σ+1

α +
Cp+1

p+ 1
‖u‖p+1

α .

Alors, si u ∈ B(0, r), on a ‖u‖α ≤ r, et :

|I(u)| ≤ r2

2
+ λ

Cσ+1

σ + 1
rσ+1 +

Cp+1

p+ 1
rp+1 = K,

ce qui implique que :
I(u) ≥ −K, ∀u ∈ B(0, r).

l.

Proposition 4.7. La fonctionnelle I admet une suite (un) ⊂ B(0, r) tel que
I(un)→ I∞ = inf

B(0,r)
I(u) et I ′(un)→ 0 dans (Eα

L,0[a, b])′.
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Preuve. Soit d(u, v) = ‖u − v‖α. Comme X = B(0, r) est fermé dans l’espace
de Hilbert Eα

L,0(a, b), alors le couple (B(0, r), d) est un espace métrique complet.
La fonctionnelle I est continue alors il est semi continue infèrieurement d’après
le proposition (4.6).On applique le principe d’Ekeland sur la boule fermé pour ε =
1

n
, ∃(un)n∈N ⊂ B(0, r) telle que :

I(un) ≤ inf
B(0,r)

I(u) +
1

n
, (4.4)

et

I(un) < I(u) +
1

n
‖u− un‖α. pour u 6= un. (4.5)

D’après (4.4) et en passant à la limite pour n→ +∞, on a I(un)→ inf
B(0,r)

I(u),

Maintenant Montrons que ‖I ′(un)‖(EαL,0[a,b])′ −→ 0 pour n → ∞. En fait, étant
donné v ∈ B(0, r) avec ‖v‖α ≤ 1, comme un ∈ B(0, r) on a un + tv ∈ B(0, r) pour
t est suffisamment petit et un + tv 6= un.
D’après (4.5), en prendant u = un + tv on a :

I(un + tv)− I(un) ≥ − 1

n
‖tv‖α = − 1

n
t‖v‖α.

Alors,
I(un + tv)− I(un)

t
≥ − 1

n
‖v‖α.

En passant à la limite quand t→ 0, on a :

I ′(un)(v) = lim
t→0+

I(un + tv)− I(un)

t
≥ − 1

n
‖v‖α. (4.6)

Si on change v par −v, on obtient :

I ′(un)(−v) ≥ − 1

n
‖ − v‖α. =⇒ −I ′(un)(v) ≥ − 1

n
‖v‖α.

on multiplie les deux côtés par (−1) :

I ′(un)(v) ≤ 1

n
‖v‖α. (4.7)

Donc, d’après (4.6) et (4.7) on obtient :

|I ′(un)(v)| ≤ 1

n
‖v‖α. (4.8)

|I ′(un)(v)|
‖v‖α

≤ 1

n
.

Alors, on prend le sup sur la boule unité fermé et en passant à la limite nous obte-
nons :

‖I ′(un)‖(EαL,0[a,b])′ −→ 0 pour n→∞.
l.

Proposition 4.8. le nombre I∞ = inf
B(0,r)

I(u) est strictement négatif et I∞ = I(u1),

c-à-d un mininmum donc u1 est un point critique.
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Preuve. Soit ϕ ∈ D([a, b])− {0} est une fonction non négative et t > 0. On a :

I(tϕ) =
t2

2
‖ϕ‖2

α −
λtσ+1

σ + 1

∫ b

a

|ϕ|σ+1dx− tp+1

p+ 1

∫ b

a

|ϕ|p+1dx.

Comme, 1 < σ + 1 < 2 < p+ 1, on peut prendre t suffisamment petit tel que :

I(tϕ) < 0 et tϕ ∈ B(0, r).

Alors, pour t suffisamment petit :

I∞ ≤ I(tϕ) < 0.

D’après (4.4), on a I(un)→ I∞ < 0 quand n→ +∞, on peut suppose que :

I(un) < 0 ∀n ∈ N,

Par conséquent, un ∈ B(0, r) pour tout n ∈ N. Notez que, d’après les résultats de la
proposition (4.7) on a ∃(un) ⊂ B(0, r) et :

I(un)→ I∞ = inf
B(0,r)

I(u) et I ′(un)→ 0.

Comme Eα
L,0(a, b) est un espace réflexif et (un)est borné alors il existe u1 ∈

Eα
L,0(a, b) et une sous suite de (un) notée (un) tel que :

un ⇀ u1 dans Eα
L,0(a, b)

et Comme l’injection de Eα
L,0(a, b) dans Lp+1(a, b); Lσ+1(a, b) est compact on a,

pour n→ +∞ : un
Lσ+1

−−−→ u1 et un
Lp+1

−−−→ u1 . On a

I(un) =
1

2

∫ b

a

|Dα
aun(x)|2dx− λ

σ + 1

∫ b

a

|un(x)|σ+1dx− 1

p+ 1

∫ b

a

|un(x)|p+1dx.

En passant à la limite quand n → +∞ nous obtenons que ‖un‖α est convergente
donc est borné alors

‖un − u1‖α −→ 0

en utilisant la continuité de I alors [I(un)− I(u1)] −→ 0 et par l’unicité de la limite
on a I(u1) = I∞ < 0 de plus I ′(u1) = 0

l.

Proposition 4.9. Soit ϕ ∈ C∞0 [a, b] 0 est une fonction non négative, alors :

I(tϕ)→ −∞ pour t→∞.

C’est -à-dire :
∃w ∈ Eα

L,0(a, b), ‖w‖α > r ∧ I(w) < a.

Preuve. Pour t > 0, on a :

I(tϕ+) =
t2

2
‖ϕ+‖2

α −
λtσ+1

σ + 1

∫ b

a

|ϕ+|σ+1dx− tp+1

p+ 1

∫ b

a

|ϕ+|p+1dx.

Comme p+ 1 > 2 > σ + 1, alors :

I(tϕ+)→ −∞ pour t→ +∞.

En prenant t̂ suffisamment grand et v = t̂ϕ+. l.
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Proposition 4.10. Le probléme admet une deuxième solution.

Preuve. Notez que I(0) = 0. De plus d’après les propositions (4.6) et (4.9) la
fonctionnelle I vérifie les conditions de théorème de Passe Montagne . De plus la
condition de Palais-Smale est vérifie. Alors il éxiste u2 ∈ Eα

L,0[a, b] telle que :

I(u2) = c > 0 et I ′(u2) = 0,

Où :

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

I(γ(t))

et :

Γ =
{
γ ∈ C([0, 1], Eα

L,0[a, b]) : γ(0) = 0 et γ(1) = t̂ϕ
}
.

l.

Remarque 4.1. D’après le principe d’ Ekeland, on obtient u1 ∈ Eα
L,0(a, b) telle que :

I(u1) = inf
B(0,r)

I(u) < 0 et I ′(u1) = 0.

De plus, d’après le théorème de Passe Montagne, on obtient u2 ∈ Eα
L,0(a, b) telle que :

I(u2) = c > 0 et I ′(u2) = 0.

En suite,

I(u1) < 0 < I(u2),

Ce qui montre que u1 6= u2 sont des solutions faibles du problème (4.3).
Dans les deux cas, on a que u1, u2 ∈ Eα

L,0(a, b) alors :

lim
x→a+

I1−α
a u1(x) = 0 = lim

x→a+
I1−α
a u2(x)

Proposition 4.11. Soit α ∈
(

0,
1

2

)
et f ∈ C([a, b] × R,R). Alors, tout point

critique u de I dans Eα
L,0[a, b] est une solution de 4.3 sur [a, b].

Preuve. Soit u ∈ Eα
L,0[a, b] donc lim

x−→a
I1−α
a u(x) = 0, on a :

∫ b

a

Dα
au(x)Dα

a v(x)dx =

∫ b

a

f(u(x))v(x)dx ∀v ∈ Eα
L,0[a, b].

Comme D[a, b] ⊂ Eα
L,0[a, b], alors :∫ b

a

Dα
au(x)Dα

aϕ(x)dx =

∫ b

a

f(u(x))ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D[a, b].

Comme Dα
aϕ =c Dα

aϕ, on a :∫ b

a

Dα
au(x)cDα

aϕ(x)dx =

∫ b

a

f(u(x))ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D[a, b].
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D’après le théorème (2.6), on a :∫ b

a

Dα
au(x)I1−α

a ϕ′(x)dx =

∫ b

a

f(u(x))ϕ(x)dx

D’après l’intégration par partie(2.3), on a :∫ b

a

[
I1−α
b (Dα

au(x))
]
ϕ′(x)dx =

∫ b

a

[
−
∫ x

a

f(u(t))dt

]
ϕ′(x)dx.

Donc, il existe une constante C, telle que :

I1−α
b Dα

au(x) = −
∫ x

0

f(u(t))dt+ C. p.p sur[a, b].

Comme α ∈
(

0,
1

2

)
, alors 1 − α >

1

2
. Alors, comme u ∈ Eα

L,0[a, b] alors Dα
au ∈

L2[a, b]. Donc, par le théorème (2.2)-(4), I1−α
b (Dα

au) ∈ C[a, b]. Donc

I1−α
b (Dα

au(x)) = −
∫ x

0

f(u(t))dt+ C.

Finalement, comme l’opérateur de l’intégrale est différentiable, par la différentiation
on obtient l’égalité recherchée.

Étape 02 : Cas α ∈
(

1

2
, 1

)
:

Soit a, b ∈ R, a < b. On considère le problème non linéaire suivant :
trouver u ∈ V,
Dα
b (Dα

au) = f(u), p.p sur (a, b),

u(a) = 0, u(b) = 0.

(4.9)

Où α ∈
(

1

2
, 1

)
, σ ∈ (0, 1), p ∈ (1,+∞) , λ est une paramètre dans R+ et

f = λ(u+)σ + (u+)p dans Lp[a, b].
Nous introduisons la fonctionnelle I : Eα

L,0[a, b]→ R définit par :

I(v) =
1

2

∫ b

a

|Dα
au|2dx−

∫ b

a

F (u)dx.

Comme ci-dessus, la fonctionnelle I ∈ C1(Eα
L,0[a, b],R) et ses points critiques sont

des solutions faibles de (4.9).
En suite les même étapes précédent pour obtenir par le principe d’Ekeland l’existence
de v1 ∈ Eα

L,0[a, b] tel que : I(v1) = inf
B(0,r)

I(u) < 0 et I ′(v1) = 0, et par le théorème de

Passe Montagne l’existence de v2 ∈ Eα
L,0[a, b] tel que :

I(v2) = c = inf
γ∈Γ

sup
x∈[0,1]

I(γ(x)) > 0

De plus, comme v1, v2 ∈ Eα
L,0[a, b] et α ∈

(
1

2
, 1

)
alors d’après le théorème (3.12)

v1(a) = v2(a) = v1(b) = v2(b) = 0.

l.
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