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Resume

Equation aux dérivées partielles linéaire floues

Dans ce travail nous avons étudions I'existence et 'unicité de la solution faible pour
les équation aux dérivées partielles elliptiques floues par application du théoreme de
Lax-Milgram sur I’espace de Sobolev avec 'espace de Lebesgue, qui a une fonction de
poids positive, et nous avons utilisé le lemme de Céa pour comparer la solution avec la
solution approchée que nous avons obtenons par méthode de Galerkin.
Mots-clés : Les équation aux dérivées partielles elliptiques floues, Lax-Milgram, Méth-
ode de Galenkin.
Fuzzy linear partial differential equation

In this work we study the existence and the uniqueness of the weak solution for the
Fuzzy elliptic partial differential equations by application of the theorem of lax-Miegram
on the Sobolav space with the Lebesgue space, which has a positive weight function, in
the and laste, and we have used the lemma of Céa to compare the solution with the
approximate solution that we obtain by Galerkin méthod.
Key words : The Fuzzy elliptic partial dffierential equations, lax-Miegram,

Galerkin méthod.
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NOTATIONS

Chaptre 2

a Les ensemble flous sont désignés par la superposition
d'un a tilde sur le nom de ’ensemble.

d(z,a)  La distance d’'un point = & I’ensemble a.

d;(a,b)  La séparation de Hausdorff de @ 4 b dans K.

dy(a,b) La distance de Hausdorff entre a,b € K.

dso(a,b)  La distance de Hausdorff entre a,b € Ry

d, La distance de Hausdorff de type L”.

|- [l7 La norme d’un nombre flou.

R% L’ensemble des nombres flous a des extrémités continus.

V Un ensemble quelconque.

Wa La fonction d’appartenance de ’ensemble a.

Rr L’ensemble des nombre flous.

H(a) La hauteur de I’ensemble floue a.

noy(a)  Le Noyau de I'ensemble floue a.

a a-coupe de ’ensemble floue a.

« a-coupe forte de ’ensemble floue a.

F(V) L’ensemble des nombres flous dans V.

Q(V, W) L’ensemble de tous les fonctions flous de Rx(V) & Rx(W).

K L’ensemble de sous ensembles convexes de R™.
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Chaptre 3
« a-niveau d'un a-coupe.
) a-coupe forte d’ensemble flou.

F(V)  Ensemble de tout les ensemble flous.
a Les ensemble flous sont désignés par la superposition

d’un a tilde sur le nom de ’ensemble.

o Fonction d’appartenance d'un ensemble.

\Y% Opérateur de gradient.

Q Domaine spatil domaine de Lipshitz dans R".
T Coordonne spatiale, élément de 2.

Parmétre élément de =.
La métrique induite.
dy La distence de Hausdorff.
dso Distance supérieure.
H'(Q) Espace de Sobolev : = {u € L*(Q2) : D'u € L*(Q)V||i|l; < 1}.
H}(Q) Espace de Sobolev : = {u € H'(Q) : u|0Q = 0}.

approximation numérique de u.



INTRODUCTION

Les incertitudes qui surviennent dans la modélisation physique peuvent généralement étre
classées en deux catégories. Premierement, les incertitudes irréductibles et inhérentes a la
physique sont dites aléatoires. Deuxiemement, les incertitudes qui découlent d’une connais-
sance incomplete de la physique sont appelées épistémiques. Habituellement, les deux types
d’incertitudes sont modélisés par des parametres aléatoires. En cas d’incertitudes épisté-
miques, cette pratique peut cependant conduire a des résultats trés peu fiables car il faudra
faire des hypotheses sur la fonction de densité de probabilité. Les intervalles, ainsi que les
nombres flous, les processus flous et les champs flous offrent alors une alternative intéressante.
Ils nécessitent moins d’informations sur 'incertitude, ce qui signifie que moins d’informa-
tions éventuellement incorrectes sont ajoutées au modele. Cela les rend par exemple tres
utiles dans les premieres étapes de conception d’une application d’ingénierie lorsque 1’on sait
peu de choses sur les détails spécifiques de la conception.

Dans ce mémoire, nous nous concentrons sur l'approche de modélisation floue. Elle
contient 'utilisation des incertitudes d’intervalle en tant que sous-classe simple. Plus pré-
cisément, nous considérerons une équation aux dérivées partielles (EDP) elliptique avec un
coefficient de diffusion flou. Malheureusement, il n’y a pas de consensus dans la littérature
sur la fagon de définir ou d’interpréter la solution aux équations différentielles floues. Au
moins trois classes d’interprétations peuvent étre identifiées, Une premiere est basée sur le
concept de la dérivée de Hukuhara , une autre sur la théorie des inclusions différentielles
et une derniere sur le principe d’extension de Zadeh C’est cette derniere interprétation que
nous utiliserons. Le principe d’extension de Zadeh est au coeur de la plupart des calculs

flous. Pourtant, des différences subtiles peuvent étre trouvées dans la littérature quant a
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la facon dont le principe d’extension doit étre appliqué aux équations différentielles floues.
Dans ce mémoire, nous proposons une définition des processus et des champs flous permet-
tant une application simple du principe d’extension de Zadeh aux équations aux dérivées
partielles floues. Quelle que soit la définition retenue, la résolution d’une équation aux déri-
vées partielles floue reste tres cotiteuse. Alors que les calculs flous sont définis par le principe
d’extension de Zadeh, 'approche a-coup plus pratique est plus largement utilisée pour effec-
tuer les calculs flous réels. L’approche a-coup reformule le probleme flou comme un probleme
d’analyse d’intervalles empilés. Dans le cas d’'une EDP floue, les calculs d’intervalle résul-
tants reviennent alors généralement a minimiser et maximiser la valeur de la solution EDP
sur un domaine de parameétres (et des parties de celui-ci) qui est déterminé par les para-
metres d’entrée flous. Afin d’accélérer ce processus d’optimisation cotiteux, des surfaces de
réponse peuvent étre utilisées. Une telle surface de réponse, par exemple sous la forme d’'un
polyndéme multivarié, est généralement beaucoup moins chere a évaluer que l'opérateur de
solution EDP. Le probléeme cependant avec les techniques de surface de réponse qui sont
actuellement utilisées dans la littérature est qu’elles sont souvent utilisées de maniere boite
noire et ont une précision et une convergence difficiles & quantifier.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

e Le premier chapitre : est consacré a la présentation des concept de base ainsi que le
rappel des outils d’analyse fonctionnelle nécessaires al’étude et rappelle des quelque 'espace
de Sobolev.

e Dans le chapitre 02. On introduit a I'analyse floue avec une illustration de quelques
exemple.

e Le troisiéme chapitre : est consacré a I’étude des équation aux dérivées partielles ellip-
tique linéaire floue. Pour analyse cette probléme nous proposons la méthode de Lax-Milgram

et 'approximation de Galerkin.
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CHAPITRE 1

RAPPELER DE I’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1 Les Espaces

Définition 1.1.1. [8/(Espace de Banach) On dit qu’un espace normé est complet si toute

suite de Cauchy est convergente. On appelle espace de Banach tout espace normé complet.

Définition 1.1.2. [§/(Espace préhilbertien) Si l’espace vectoriel H est muni d’un produit

scalaire, on dit que c’est un espace préhilbertien.

Définition 1.1.3. [8/(Espace de Hilbert) Si un espace préhilbertien est complet, pour sa

norme hilbertienne, on dit que c’est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.4. [//(EspaceD () ) On note par D(S) [’espace vectoriel des fonctions

définies et indéfiniment dérivables sur £ et a support compact inclus dans €.

Définition 1.1.5. [//(Espace L},.(Q))[4] On définit l'espace Li,, (Q) des classes des fonc-

loc loc

tions localements intégrables sur ) par

L (Q) = {f mesurable ; / |f(z)|dz < 00, VK compact de Q} )
K

1.1.1 L’espace H'(Q)

Définition 1.1.6. [10] On note H'(Q) l'espace des fonctions de L*(Q) dont la dérivée au
sens des distributions est associée a une fonction qui appartient également a L*(2), c’est a
dire

ou

HY(Q) = {u € L*(Q); 5. € L*(Q) pour tout i =1,... ,n} :

12



1.1. LES ESPACES

On munit HY(Q) du produit scalaire

(vl :/Q )+ Z/ 81:@ 8:62 (z)de,

la norme associée est donnée par

ou |?
(930,-

)

L2(Q)

HUH%H(Q) = HUH%Z(Q) +>
i=1

on utilisera également une norme équivalent, notée de la méme maniere, définie par

ou
8:151-

lull i) = lullz@) + D

i=1 L2()

Proposition 1.1.1. [10] L’espace H'(R) est un espace de Hilbert séparable *.

Théoréme 1.1.1. [10/(Application trace) Si Q est un ouvert borné de classe C* alors

lapplication
7 (CHQ ) = (2209, [z 00 )

u —» u’ag,

est une application linéaire et continue et se prolonge de maniere unique en une application

linéaire et continue de H'(Q2) dans L*(0Q) encore notée 7.

Définition 1.1.7. [10](Les espace H}())) On désigne par H}(QY) l'adhérence de D(1)
dans H'(QY) pour la norme de H'(Q)
H'(Q)

Hy(Q) = D(Q)

Ce qui signifie que les fonctions de Hj(S)) sont les limites dans H' () des suites de fonction
de D(Q2),

alors H}(Q) est le noyau de v, on a

HY(Q) = Ker(y) = {u € H'(Q);v(u) = 0 danc L2(8Q)} .

13



1.2. ESPACE AVEC POID

1.2 Espace avec poid

Définition 1.2.1. [4] On définit I’espace
W(Q) ={w:Q — R telle que w est mesurable et w(x) >0 p.p v € Q}.

Exemple 1.2.1. Soit Q = {(z,y) € R : 22 + y* < 1}. On pose w(z,y) = x> + y?, alors
w € W(Q). En effet, la fonction w est mesurable, car elle est continue sur ). On a z*+y* > 0
pour tout (z,y) € Q {(0,0)}, mais mes ({(0,0)}) = 0. On déduit que w(x,y) > 0 p.p.
(z,y) € L.

1.2.1 Espace L*(Q;w)

Soit w € W(Q).

Définition 1.2.2. On définit l’espace
LA (Qw) = {u . Q — R;u mesurable et uw? € L2(Q)},

muni du produit scalaire

1

1 1
(0] )2y = (vw? |0w?) o

et de la norme associce

Il
/N
—~
N
<
S~—

~
[
2
£
N—
=

[l 220

Définition 1.2.3. (Espace produit (L?(2;w))™) Soit m € N*. On pose

(LQ(Q;w))m: {f: (fi, s fm)i fi € L*(Qw), Vi = 1,...,m}7

14



1.3. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

muni du produit scalaire
1 1 o 1 1
(1 9az@ym = (w2 193] o = 2 (Fis% 1 90%) 1o g
et de la norme

2 2 m 9 %
i=1

fiw%

£l z2(@wpym = (Z
=1

1=

Proposition 1.2.1. [7/(Formule de Green) On suppose que Q est borné et de classe C*.

Ou vdr = — / u v dz + uvn;do,
Q Ox; o 0x; a0

ou n; désigne la i-éme composante de la normale extérieure unitaire 1 a OS).

Théoréme 1.2.1. [3/(Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel et a une forme
bilinéaire sur H x H continue et coercive, c’est a dire tell qu’il existe C,a > 0 telles que
Ve,y € H,

la(@,y) < Cllzllallyle et a(z,z) > allz|lz,

alors pour toute forme linéaire L de H il existe un unique u € H tel que Vx € H
L(z) = a(u,x),

1
de plus si a est symétrique, en posant J(x) = ia(x, x) — L(z) pour x € H, u est caractérisé
par

J(u) = min J(z).

xeH

Proposition 1.2.2. [7] (Inégalité de Poincaré.) On suppose que ) est borné et de classe
Ct. Alors il existe C = C(Q) > 0 telle que pour tout u € H} () on a

[ullz20) < ClIVull2q) -

1.3 Discrétisation par éléments finis

On s’intéresse a la discrétisation par éléments finis du probleme variationnel :

trouver u € H}(Q) tel que

15



1.3. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

Vo e H (), a(u,v) = [o f(x)v(z)dz

on introduit [’espace
X, = {Uh € H1<Q),VK € ﬁ,vh\k S Pk(K)},

et on considére lespaceX) = X, N HY(Q), Uespace des fonctions de Xj, d trace nulle sur
0N). Le probléme approché suivant est simplement construit par la méthode de Galerkin qui
consiste a remplacer Hy(Q)par X} :

trouver updansX) tel que

Yo, € X7, a(up, v) = L(vp).
Lemme 1.3.1. /9] (Lemme de Céa) On a la majoration d’erreur a priori entre la solution

u du probléme variationnel et la solution uy, du probléme approché

< M f
o= wnll ey < o inf u = vl

Théoréme 1.3.1. /8, 1/(Inégalité de Hdélder) Sil < p < oo et siq est 'exposant conjugué
de p, on a, pour f € LP(Q) et g € LU(Q), l'inégalité de Holder

1/p 1/q 1 1
/ [ fgldr < (/ If!”dw) (/ !g!qdw> . avec — 4+ — =1,
¢ Q Q P q

pour p = q = 2, on l'appelle inégalité de Cauchy-Schwarz

/Q\fg!dx < (/Q ’f’de>1/2 </Q ’gygdm)l/Q.

Théoréme 1.3.2. [8/(Inégalité de Minkowski) Soit 1 < p < co. Pour fig € LP(Q2), on

a linégalité de Minkowski

(/Q \f+g|pdx)1/p < (/Q |f|pdx>1/pJr (/Q |g|pdx>1/p,

il en résulte que LP(QY) est un sous-espace vectoriel de 'espace des fonctions mesurables et

que || - ||, est une semi-norme sur LP(S2). Pour p = 1, l'inégalité est évidente.

16



1.4. BASES ORTHONORMEES

1.4 Bases orthonormées

Définition 1.4.1. [8] On dit qu'une suite orthonormée (¢,),~, dans un espace préhilbertien
H est une base orthonormée de H si l’ensemble {¢,;n > 1} est total dans H, on dit aussi

que (Pn),s, est une base hilbertienne.

Théoréme 1.4.1. [8] Soit H un espace préhilbertien et soit (¢n),~, une base orthonormée

de H. Alors, tout élément x € H s’écrit

r = Z §nn, avec §, = (37 ‘ 9071)'
n=1

De plus, pour tous x,y € H, on a les formules de Parseval

0o 2
1) ||l = 5% (= | on)l

2) (x|y) =201 (x ]| pn) (Y| ¢n), la série convergeant absolument.

17



CHAPITRE 2

ANALYSE FLOUE

2.1 La logique floue

La logique floue est une logique plus large que la logique binomiale classique qui repose
sur les valeurs 0 et 1. C’est une logique d valeurs multiples dans la période fermée [0, 1]

qu’indique le degré de logique floue.

FI1GURE 2.1 — La logique classique et la logique floue

2.2 L’ensemble flou

Le concept d’un ensemble est fondamental en mathématiques et peut étre intuitivement
décrit comme une collection d’objets éventuellement liés par certaines propriétés.
Un ensemble classique a des limites claires, c’est-d-dire que x € a ou x ¢ a exclut tout autre

possibilité.

18



2.2. I’ENSEMBLE FLOU

2.2.1 La fonction et le degré d’appartenance

Soit V un ensemble de référence et soit x un élément quelconque de V,

chaque sous ensemble flou a de V' est défini par sa fonction d’appartenance pg.

Définition 2.2.1. [6]

La fonction d’appartenance de a est une fonction numérique définie par
pa 2V o— [0, 1]
T = pa(z),
et pg(x) représente le degré d’appartenance d’un élément dans 'ensemble flou.
Remarque 2.2.1.

On peut définir la fonction d’appartenance d’un ensemble classique a €'V comme suit

1 sizea

0 sinon.

2.2.2 La formulation de ’ensemble flou

Définition 2.2.2. [6] Les ensembles flous sont des généralisations des ensembles classiques

représentés par leur fonction caractéristique
Mg - V — [0, 1]
xr = #a($)a

Iensemble est écrit sous forme de couples : (la premiére composante est l’élément, la deuziéme

composante est le degré d’appartenance) c’est a dire

pa(z)

;xGV,OSMa(l’)Sl},

telle que V' un ensemble quelconque.

Exemple 2.2.1.

1. Soit V.= {a,b,c}, et soit la fonction ug : V — [0,1] défini par pz(a) = 0.15, psz(b) =
0.3, pa(c) =0.2 = L’ensemble a = {(a,0.15), (b,0.3), (¢,0.2)} est un ensemble flou.

19



2.2. I’ENSEMBLE FLOU

2. Soit V.= {a,b,c}, et soit la fonction u; : V. — R défini par pz(a) = 0.15, pz(b) =
2.5, pp(c) = 0.2 implique que U'ensemble b = {(a,0.15), (b,2.5), (d,2)} n’est pas un

ensemble flou.

3. Soit N : l’ensemble des nombres naturelles et soit la fonction pz : N — [0, 1] défini par

pa(n) = %H,Vn € N implique que a est un ensemble flou dans N.

Exemple 2.2.2.

(0]
Contour « flou » ou
w graduel »
a

x appartient localement a d

y appartient localement a a

Contour « net » Zn'appartientnid anid d

t appartient partiellement a a
a : ensemble classique i : ensemble flou

FIGURE 2.2 — La différence entre ’ensemble classique et I’ensemble flou

2.2.3 Les types des ensembles flous

L’ensemble flou discret

Exemple 2.2.3. Soit
V={xy,2}, ona

pa: V. —[0,1]

telle que

20



2.2. I’ENSEMBLE FLOU

L’ensemble flou continu

Exemple 2.2.4.

Remarque 2.2.2.
Soit V. un ensemble non vide, a un sous ensemble flou de V', nous avons les remarque

sutvantes

1. On dit que x € V' est un point d’équilibre de a si

pa(z) = 0.5.

2. On dit que a est un ensemble normale si

dxg € a: pa (z9) = 1.

2.2.4 Les caractérisations d’un ensemble floue

Un sous-ensemble flou s’il est completement défini par la donnée de sa fonction d’apparte-
nance, a partir d’une telle fonction un certain nombre de caractérisations des sous-ensembles

flous peuvent étre étudié [6].

— Noyau

Le noyau d’un sous-ensemble flou a de V', noté par noy(a) est défini par

noy(a) = {z € V, pia(x) = 1} .

— a-coupe

Une a-coupe de a est le sous-ensemble floue noté [als est défini par

[@a = {z € V.jalw) = a}.
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2.3. LES NOMBRES FLOUS

— a-coupe forte est définies comme [a]o, = {x € Q: pa(x) > a}.

— Support

Le support d’un ensemble flou a de V', noté supp(a) est défini par

— La hauteur

Noté H(a) est défini par

H(a) = max {pa(z),z € V}.

2.3 Les nombres flous

Les nombres flous généralisent les nombres réels classiques, et en général le nombre flou
est un sous ensemble des réels qui a des propriétés supplémentaires. Les nombres flous sont
capables de modéliser ['incertitude épistémique et sa propagation par des calculs. Le concept
de nombre flou est basé sur l'analyse flou et les équations différentielles floues,et un outil

trés utile dans plusieurs applications des ensembles flous et de la logique floue.

Définition 2.3.1. [6]
Considérons un sous-ensemble flou des nombres réels telle que - R — [0,1], on dit que p

est un nombre flou s’il satisfait les propriétés suivantes
1. w est normal (c’est a dire : Jxg € R tq: p(xg) =1 ).
2. p conveze flou (c’est a dire u(tx + (1 —t)y) > min{u(x), u(y)}, vVt € [0,1], 2,y € R).
3. 1 est semi continue supérieurement dans R (c’est a dire Ye > 0,36 > 0 tq :

px) = p(wo) <6z =zl <6).

4. d(a) note l'ensemble fermé de a, p est a support compact (¢’est a dire {x € R, u(x) > 0})

est compact.
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2.3.1 Les types des nombres flous

— Nombre flou trapézoidal

Un nombre flou trapézoidal @ peut étre représenté par le quadruple (a,b,c,d) € R, a <

b<e<d

0 st <a
gg_“ sta<xz<b
—a
i(r) =11 sib<zx<c
Z‘x sic<xz<d
—C
0 sid<x.

Dans ce cas

les points d’extrémité de l’ensemble a-coupe sont donnés par

[@7]a = a+alb—a),

et
[0t =d+ a(d— o).

FIGURE 2.3 — Exemple de nombre flou trapézoidal.
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2.3. LES NOMBRES FLOUS

— Nombre flou triangulaire

Si b = ¢ dans la représentation (a,b,c,d) alors le nombre flou est appelé nombre flou
triangulaire, donc le triple (a,b,c) € R3, a < b < ¢ est suffisant pour représenter le nombre

flou triangulaire.

0 six <a
T —a )
2 sta<z<b
a(z) = C_;
sib<zx<e
c—b
0 st c <.

Dans ce cas

les points d’extrémité de [’ensemble a-coupe sont donnés par

[0 ]a =a+ a(b—a),

et

FIGURE 2.4 — Exemple de nombre flou triangulaire
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2.4 Champs flous

Intuitivement, un champ flou scalaire a(-) est un ensemble flou qui varie sur une coor-
donnée spatiale v € Q C R?, soit a(-) : @ — F(R). Si cette définition est utile pour guider
son intuition, elle n’est pas suffisamment précise. Il ne fournit pas, par exemple, d’informa-
tions directes sur l'interactivité dans le champ, c’est-a-dire la corrélation entre les valeurs
floues du champ a différents emplacements dans le domaine spatial. Ce manque de préci-
sion est particuliérement génant lorsqu’on cherche a définir la fuzzification des opérateurs
différentiels.

Nous adoptons une perspective différente et considérons la fonction d’appartenance ug(.)(a(-)),
qui attribue un degré d’appartenance a toutes les réalisations possibles a(-) de champ flow a(-).

Cela nous améne a une définition quelque peu similaire a la définition de [2].

Définition 2.4.1. Un champ flou a(-) sur le domaine spatial Q C R? est un ensemble flou

sur un espace fonctionnel V' de fonctions définies sur ), c¢’est-a-dire a(-) € F(V).

Intuitivement, la fonction d’appartenance g, peut étre considérée comme la fonction
d’appartenance conjointe de toutes les valeurs floues du champ flou en tous points du domaine
spatial. Il porte toutes les informations d’interactivité de terrain. Lorsque V. = C(Q) par
exemple, c’est-a-dire ’espace des fonctions continues, on peut facilement dériver la fonction
d’appartenance jointe de a (m(l)) et a (x(2)>, pour certains xM, 2 € Q, par le principe
d’extension de Zadeh

W, @) = sup iy al). (2.1)

e (z)a(z@) \Y
() a(=®) ( a()yM=a(z1)) yD=a(z(2)

et la fonction d’appartenance du champ flou en un point particulier x € €}
Ha@) (W) = sup  pg(al-)). (2.2)
a(-):y=a(z)

Dans la section suivante, nous expliquons comment cette définition admet une application
directe du principe d’extension de Zadeh aux équations différentielles floues. Dans un premier
temps, nous montrons comment il permet la fuzzification d’un opérateur différentiel classique
vers un opérateur applicable auz champs flous. Le gradient d’un champ flou a(-), noté Va(-),

peut étre défini comme 'ensemble des gradients de toutes les réalisations de a(-), complété
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2.5. LA FONCTION FLOUE

par la fonction d’appartenance
fvaey(y) = sup g (alt)), (2.3)
a(-)y=Va()

ses a coupes fortes sont

[Va()la = {Va() : a(-) € [a(-)]a} - (2.4)

2.5 La fonction Floue

Définition 2.5.1. [6]
Soit Vet W deuz ensembles non vide, la fonction flou F telle que F : F(V) — F(W).
e Sia wun ensemble flou dans F(V') alors F(a) un ensemble flou dans F(W),(F(a) €

Remarque 2.5.1. [6]

Q(V, W) l’ensemble de toute les fonction flous de F(V) a F(W).
Exemple 2.5.1.

Soit W ={y1,y2},V = {x1, 29, 23}

~ __ Ja; a2 as _Jb1 b
era={szuhp={}
c’est d dire pg (x;) = a;, telle que 1 =1,2,3, 3 (y;) = b; telle que j = 1,2
et si nous imposons by = min {ay, as} , by = max {ay, as},

cette description est pour la fonction floue.

Définition 2.5.2. (L’inverse des fonctions floues) [0]
Soit V,\W et F,G € Q(V,W), et F(V) =W, on dit que F et G l'un est inverse d l'autre si
G(F(V)) =V et aussi F(GW)) = W.

2.6 Arithmétique floue

Nous commengons par le principe de 'extension de Zadeh.

2.6.1 Principe d’extension de Zadeh

Définition 2.6.1. [6]

Soit la fonction f:V — W ou V et W sont deur ensembles quelconques, on peut prolongé
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2.6. ARITHMETIQUE FLOUE

cette fonction f a une fonction f: F(V) — F(W) (une fonction floue) telle que
i = (V, i), alors (@) = (W, ) avec

1y (y) = SUP,c-1(y) Ha(®) st f7H(y) # 0 s

0 si [~ (y) =0,

Pour des raisons de briéveté de notation, nous omettrons plus loin le cas de f~(y) = 0 lors
de lécriture des spécificités d’une application floue.
L’effet du principe d’extension de Zadeh sur les fortes a-coupes est facilement visible

comme étant

@l ={u s o) > ah={o s 3e ) ) > o)

zef~Hy)

ou plus compact

[f(@)la = f ([a]a) (2.7)

Cette propriété tres utile, connue sous le nom d’approche a-coupe, fournit un apercu intuitif
des calculs flous et révéle une relation étroite entre [’analyse floue et 'analyse par intervalles.
De plus d’un point de vue informatique [’approche a-coupe est souvent plus pratique qu’une
application directe du principe d’extension de Zadeh. Dans [2], il a été prouvé que [’approche
a-coupe vaut également pour les a-coupes réguliéres (c’est-a-dire pas fortes) lorsque f est
continu et que toutes les coupes afa)s,0 < o < 1, sont compacts.

Ensuite, nous considérons le cas d’une application f : F(V)x F(W) — F(Z) avec deux
arguments d’entrée a € F(V) et b € F(W). Une telle application est d nouveau simplement

définie par le principe d’extension de Zadeh. Nous avons que f(&,g) = (Z, uf(~3>, avec

a,b)

tean(2) = sup peg(z,y), (2.8)
feb) vy e=flay) O

ot piz (7, y) est la fonction d’appartenance conjointe de a et b. Une fonction d’appartenance
conjointe contient des informations sur la maniére dont les ensembles flous interagissent.

Les ensembles flous non interactifs ont par exemple une fonction d’appartenance conjointe

i, y) = min (pz(2), 15(v)) - (2.9)
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2.6. ARITHMETIQUE FLOUE

Pour f(&,g), cela se traduit par une fonction d’appartenance

Hian(®) = s min (1i(x), 15(y)) (2.10)
et fortes coupes «
@B = {f@.y) o€ @ay e B} (2.11)

2.6.2 Les opérations arithmétiques flous

1. La somme et la multiplication scalaire [6] Pour 4,0 € Rx basés sur le principe
d’extension, on peut définir la somme de deux nombre flous 4 + v et la multiplication d’un

nombre réel \ par un nombre flou i

[0+ 0]y ={z+ylzeliay e [0a} = [da+ [0s,
et
A -iia = {\a |z € [i]a} = Mila, Va € [0,1],

ol [t]s + [0U]a est la somme de deux intervalles et A est le produit habituel d’un nombre

est un sous ensemble de R.

Exemple 2.6.1. Soient u = (1,2,3),0 = (2,3,4) deuz nombres flous triangulaires,
-Ona
[, =[14+a,3—a] et[tla=24+a,4—a] etu+v=(3,57).

donc
[0+ 0], = [3+ 2,7 — 20
=[1+a,3—a]+[2+a,4—q]
= [u]a + [0]a-
- Ft

[2.4], = [2+ 20,6 — 20
=2[1+0a,3—q]

2.[]a-
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2.6. ARITHMETIQUE FLOUE

Propriétés

(a) L’additions des nombres flous est associative et commutative c-d-d

U+v=0+a et U+ (0+w)=(a+0)+w; Ya,0,w € Re.

(b) Le singleton flou 0 = xq01 € Rr est l’élément neutre c-a-d

(c) Aucun élément i € Rz /R posséde un opposé dans Rx.

(d) Ya,b € R telle que a,b >0 et Vi € Rx on a

(a+0b).u= (a.u)+ (b.a),

généralement cette propriété est fausse.

(e) Pour tout A\ € R et 4,0 € Vi € R on a

A-(+0)=X-a+ X0

(f) VA, u e R et Vi € Rx on a
Ap)-a=X-(ua).

2.6.3 Le produit de deux nombres flous

U et U de deux nombres flous le produit w = u.0 est défini par

—
<
N

N~—
|
o
I
=
B

—

/N
jug

|
o
=)
|
R

N—

/N
=g

I
o
=)
_t
Qi

—

~—
N

=t
Q1

5
o

—

/N
N

=
Ql
=)
=
Ql
N—
—

Exemple 2.6.2. Nous utilisons [’exemple simple du produit de deux mombres flous. Les

nombres flous sont des ensembles flous sur R avec une fonction d’appartenance qui satisfait

les deux propriétés suivantes : chaque a-coupe est un intervalle fermé et borné et [a]y n'est

pas vide. La figure 1 montre le produit ¢ = a b
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0.9

oo
I R
L]

FIGURE 2.5 — Produit @ = @ - 9(Q)) des deux nombres flous triangulaires non interactifs
u = triang(—2,—1,0)(A) et v = triang(0, 3,4)(0). Les lignes horizontales pleines illustrent
I’approche a-coupe pour a = 0.7.

des deux nombres flous triangulaires non interactifs u = triang(—2, —1,0) et v = triang(0, 3,4).
L’opérateur triang (I,r,t) est utilisé ici comme notation abrégée pour un nombre flou trian-
gulaire avec support [l,r] et top t. En utilisant l’approche a-coupe, la fonction d’appartenance

de w peut facilement étre calculée pour une série de valeurs «. Par exemple, pour o = 0.7,

o7}

={z-y:2xe€[-13,-0.7,y € [2.1,3.3]}

nous avons

i tlgz ={x-y: o€ filgny v

— [~4.29, —1.47]
2.7 L’espace métrique des nombres flous

La distance la plus utilisée dans ’espace des nombres flous est distance de Hausdorff, la
distance de Hausdorff (ou en fait Hausdorff pompeiu) pour les nombres flous est basé sur la
distance classique entre sous ensembles convexres compacts de R™.

Rappelons la définition du distance du Hausdorff

1. Soit K note la collection de tout les ensembles non vides des sous-ensembles convexes
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de R™ et soit a € IC, la distance d’un point x d ’ensemble a est
d(z,a) = inf{||]zr —a|| : a € a}.

2. Maintenant, soit a,b € K, la séparation de Hausdorff de bdaetdea db respectivement

sont

(b, @) = sup{d(b,a) : b € b},
di;(a,b) = sup{d(a,b) : a € a}.

3. La distance de Hausdorff entre a,b € K est
i (@,5) = max {dj; (@, ), dj; (b,0) }

dans le cas de @ = [ay, az],b = [b1, bo] sont deus intervalles (on note a,b € 1 ) la distance de
Hausdorff est
dH(gl, l~)) = max{]al — b1| s |a2 — bg’} s

on sait que par rapport d la distance de Hausdorff IC (ou 1) est un espace métrique séparable
complet.

» Passons maintenant d notre objet qui est l’espace métrique des nombres flous

Définition 2.7.1. [6]
Soit do, : RrxRr — R+ U {0}

oo (11, D) = sup max {|[i Jo — [07]a

2.12
= sup {di ([, [7)} e
oi o = ([ s [#7a] [l = (571 [7¥1a] C R

et dg est la distance de Hausdorff classique entre des intervalles réales, donc d, est appelé

la distance Hausdorff entre les nombre flou.
» On définie maintenant la distance de type LP.

Définition 2.7.2. [6]
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Soit 1 < p < 0o nous définissons la distance d, entre les nombres flous comme

P

) = (| dir (ks 012)7 e
— </01 max {‘[ff]a — 07 ]a

le théoréme suivant donne une lits des propriétés de la distance de Hausdorff entre les

)

).~ [0°)]) do)

nombres flous.

Proposition 2.7.1.

Soit (Rr g4, ) est une espace métrique, on a les propriétés suivantes sont vrais
1 doo(ii + 0,0 + @) = doo (@, D)Va1, 9,0 € Ry
2. doo(k - U,k - 0) = |k|doo(u, v)Va, v € ReVE € R.

3. doo(ii + 0,1 + €) < doo (@, ®) + doo (T, €)Va, T, 10 € Rp.

Définition 2.7.3. [2] L’ensemble flou u est normal si et seulement si [y n'est pas vide.

Pour les champs flous U(-) = u(-,€) et 5(-) = v(-, &), tous deuzx dépendant du vecteur flou de

dimension finie &, nous avons que [i(-)]a = u (-, [E]a) et [0(-)]a =v (-, [f]a)

Par conséquent, dy ([4]a, [0]a) dans (2.12) est égal a

max{ sup inf d (u (-,é”) , U (-,5(2)» , sup inf d (u (-,5(1)) ) (-,5(2)))} )

eV e[da EPEla £ e[, EVElEa
(2.13)

Clairement (2.13) n’est pas bon marché, ni facile a calculer. Pour alléger l'analyse des er-

reurs.

Lemme 2.7.1. [2] La distance do, entre les champs flous u(-) = u(-,€) et v(-) = v(-, §) est

borné par le haut comme

d00<a>6) < supd(u(-,f),v(~,f)). (2'14)

¢e=z
Démonstration. La distance de Hausdorff donnée par (2.13), peut étre bornée par

du ([Ula, [V]a) < sup d(u(-,§), v(:,€))

§€[€la
< s{ggd(u(',ﬁ)av(',f))-

Par conséquent, la borne de (2.14) découle immédiatement de (2.12). O
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Corollaire 2.7.1. [2] Si u(-,&),v(-,&) € W pour tout & € =, avec (W, ||.|ly,) un espace

vectoriel normé et d(-,-) la métrique induite, alors

doo (U, V) < Sup [ul- &) = v(-, E)llw-

2.7.1 La norme d’un nombre flou

Définition 2.7.4. [6] La norme d’un nombre flou est définie par

]|l 7 = doo(a, 0).

Proposition 2.7.2. ||a||r a les propriétés suivant :

1. ||u||z =0 si et seulement si = 0.
2. Nl = [Alaf VA € R et @ € Ry.
5. |la+ollr < |all7 + 10lF < doo(@, 9), V2, 0 € Rp.
4. NlallF = NI9]l7 < deo(@, ), Vi, 0 € Ry.
5. pour tout a et b avoir le méme signe et w € Rr on a :
doo(a.@, b.1) = |b — al||u|| £.
Démonstration.

On va demontrer la relation 5 de la proposition précédente :

soit & € Rr et a > b > 0 alors on a :

doo(a.U, b.1t) = doo([b+ (@ — b)]. 0, b.u) = doo (b2 + (@ — b).1, b.10)
de puis d est invariant aux translation que nous obtenons

doo(a'aa ba) = doo((a o b)fb, 0) = ’b o aJ|Hl~LH]:
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2.8 Approche de la surface de réponse

Les approches de surface de réponse sont fréquemment utilisées dans [’optimisation des
fonctions [2]. 1l ne faut donc pas s’étonner qu’ils soient aussi populaires dans les calculs flous
[2]. L’opérateur de solution coiteuz S est remplacé par une surface de réponse moins chére
(mais approzimative) S*. Typiquement, une telle surface est construite par interpolation,
bien que d’autres critéres soient également possibles. Le domaine d’incertitude = est échan-

N,

tillonné dans un ensemble de points soigneusement choisis {f(k)}kﬂ’ [’ensemble de solutions

Ns
{S (é(k))}kzl est calculé, puis une approzimation est construite de la forme

u'(x,8) = Y uj(x)r;(€) (2.15)

J=1

N,
Ici, {rj},ivll est un ensemble de fonctions de base données et {u§(x)}k_1 est l'ensemble des
coefficients. Notez que le nombre d’échantillons Ny et le nombre de fonctions de base N, ne

dotvent pas nécessairement étre égau.
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CHAPITRE 3

PROBLEME ELLIPTIQUE LINEAIRE AVEC COEFFICIENT
FLOUES

3.1 Equations aux dérivées partielles elliptique floues

3.1.1 Formulation du probleme

Dans ce travail,on s’interésse au) équation aux dérivées partielles elliptique floue sur un
domaine de Lipschitz d-dimensionnel Q C R% avec des conditions auz limites de Dirichlet

homogénes suivant
—V - (a(x)Vu(z)) = f(x) dans Q C R?
u(z) =0 sur 09,

(3.1)

ou f le terme source, a le champ de donne floue et u le champ de solution floue inconnue.
Avant d’appliquer le principe d’extension de Zadeh, nous récrivons (3.1) comme une EDP

déterministe paramétrée :

—V - (a(z)Vu(x,a)) = f(x) dans Q C R?
u(z,a) =0 sur 01,

(3.2)

avec l'opérateur de gradient V est implicitement supposé étre la coordonnée spatiale x uni-

quement. La solution de (3.2) peut s’écrire de maniére compacte sous la forme suivant

u(-,a) = S(a), (3.3)
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avec S lopérateur de solution qui associe un coefficient de diffusion a(-) da sa solution d’EDP
correspondante. C’est une application S :' V. — W, avec V et W des espaces fonctionnels
appropriés pour lesquels (3.2) est bien défini. En utilisant le principe d’extension de Zadeh,
Uopérateur de solution S peut alors étre étendu a une application S : F(V) — F(W),

définissant la fonction d’appartenance de la solution u(-) = S(a(-)) comme

tay(u(a)) = sup g (al)), (3-4)

[a()]a = {u(,a) = S(a) :al) €fal)]a} (3.5)

3.1.2 Hypothese d’entrée dimensionnelle finie

Dans de nombreuz problémes, l'incertitude d’entrée a une faible dimensionna-lité intrin-
séque, ce qui signifie que les réalisations a(-) du champ a(-) € F(V') sont des éléments de un
sous-espace de faible dimension de V. Cela nous motive d considérer le cas particulier ot af(-)
est une fonction d’un nombre fini de nombres flous (él, £y ... ,éNg) eF (RNﬁ). Pour rendre
cela explicitement visible dans notre notation, nous écrivons a(-) = a(-,€) et u(-) = u(-,§),

avec € = (51,52, e ,éNg). alors le probléme floue (3.1) peut s’écrire sous la forme suivant

—V - (a(z, ) Vu(z, &) = f(x) dans Q

(3.6)
u(x, &) =0 sur S,

qui selon notre interprétation, admet une solution définie par la fuzzification de l’opérateur

de solution S : RNe — W de I’EDP déterministe paramétrée

=V - (a(z,&)Vu(z,§)) = f(z) dans Q2

(3.7)
u(z, &) =0 sur 09,

de plus, nous nous référons a = = [€]g comme domaine d’incertitude.
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3.2 Solution d’EDP floue comme probleme d’optimi-
sation

Souvent, on aime connaitre la valeur du champ flou u(-) en un point particulier x € Q.

Si u(zx, &) est continu en & et [€]ls compact, on calcule [u(x, )]s revient essentiellement d

résoudre un probleme d’optimisation car

[a(z,&)]a = u(z, [¢]a)
= {u(@,§) 1 u(-,§) = 5(), € € [¢la} (3.8)

= [mip u(z,§), max u(z, §)
celda £eféla

En pratique, différentes a-coupes pour un ensemble fini de niveaur o 0 = ap < ap < -+- <
an, = 1 sera calculé, ce qui conduit a une séquence de problemes d’optimisation avec une
taille décroissante de [’espace de recherche. De plus, on pourrait étre intéressé par la solution

YN,
floue en un ensemble de points {x(’)}, C Q ou dans la valeur floue d’une certaine fonc-

tionnelle de la solution floue. Il est alors clair que cela conduit rapidement a une quantité
tres importante de problemes d’optimisation cotteu.
L’échantillonnage est une méthode populaire dans les calculs flous afin de réduire le
cott d’optimisation. La solution u(-,&) = S(&) est calculée pour un ensemble d’échantillons
1 Vs ) o\ Vs )
{6( )}kﬂ’ donnant un ensemble de solutions {u (-,f( ))}kﬂ' Cet ensemble de solutions sert

alors d’espace de recherche tres réduit comme suit

[a(x,§)]a ~ min  u(z,§), max u(z,§)|. (3.9)
ce{er},” nda ge{ek}, 2 nlda

Pratiquement, dans un calcul par éléments finis par exemple, les solutions u (-, fk) sont repré-

sentées par des vecteurs qui contiennent les valeurs numériques de la solution auz neuds des

éléments finis. Calcul d’une approrimation de {ﬂ (a:(i),fﬂa pour tous les neuds d’éléments

finis {x(i)}jv; a la fois se simplifie ensuite en une maximisation et une minimisation élé-

ment par élément sur les différents vecteurs de solution qui appartiennent au correspondant
a -couper.

Le choix de la stratégie d’échantillonnage a évidemment de sérieuses implications sur la

précision. Les méthodes classiques comme Monte Carlo, [’échantillonnage stratifié ou équi-
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3.3. FORMULATION FAIBLE

distant capturent assez bien le comportement de larges classes de fonctions sur 'ensemble de
leur domaine. L’échantillonnage équidistant, par exemple, fournit la meilleure approximation
des extrema globaux parmi toutes les méthodes d’échantillonnage non adaptatives pour les
fonctions continues de Lipschitz [2].

Ces méthodes d’échantillonnage classiques manquent cependant souvent les extrema exacts
sur les différents niveauxr «. D’autres méthodes d’échantillonnage comme [’échantillonnage
par sommets et différentes variantes de la méthode de transformation [2] tentent d’éviter
ce probléme en ajoutant les sommets des différentes a-coupes de € & l'ensemble d’échan-
tillonnage. Pour une fonction monotone en chaque argument, ces méthodes d’échantillon-
nage récuperent les extrema exacts. De toute évidence, la monotonie est une hypothése plutot
restrictive. Pourtant, ces méthodes se sont avérées efficaces pour de mombreux problémes

d’ingénierie pratiques.

3.3 Formulation faible

Pour définir le cadre mathématique de [’analyse de (3.7), nous choisissons les espaces
fonctionnels appropriés. On considére un coefficient de diffusion a qui satisfait a € L>(Q) ®
L>®(Z) et un membre droit f € L*()). La notation L2 (Z) sera utilisée pour dénoter [’espace
L? pondéré sur Z, avec la fonction de pondération w.

Maintenant ou donne la formulation faible du probleme (3.7)

FORMULATION FAIBLE 1. V¢ € =, trowver u(-,&) € Hy(Q) telle que Yv € H}(2), on a

/QaVu Vv dr = /va dz. (3.10)

On applique le théoreme de Laz-Milgram dans [’espace de Hilbert pour montrer [’existence

et unicité de la solution de (3.7) La forme bilinéaire est continue c’est-a-dire Yu,v €

HL(Q) 3k(€) > 0.

‘/Qa(a:,f)Vu(x,f)Vv(x)dm

< [ la(@.&)Vu(e, ) Vo) da
< supla(z, ][Vl 2| Vo

< k) ull gpollvllm @),
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3.3. FORMULATION FAIBLE

La forme bilinéaire est coercive c’est-a-dire Yu € HJ(2)3c(€) > 0

/Q a(z, €)(Vu)2dz > inf a(z, €)|| Va2

> C(f)”“”?{é(&))'

La forme linéaire est continue

| t@pt@yiz] < [ 7@ da
< [[fllz2@ vl 2@

< cflle@lVoll@

< M|ull gy (q)-

d’autre part On pourrait cependant aussi la considérer comme une EDP sur [’espace ) X =.

FORMULATION FAIBLE 2. Trouver u € H} () @ L2(Z) telle que Yv € H}(Q) @ L2 (),

L[ avu-Vou(©)dz ag = [ [ row(e)ds de. (3.11)

Un lien entre ces deux formulations est donné ci-apres.

Lemme 3.3.1. [2] Soit la forme bilinéaire de la formulation faible 1 continue et coercitive

pour tout £ € =, c’est-a-dire,

/ aVu-Vo dzx
Q

< K@ lulla ol e, (3.12)

et
/QaVu Y dz > e€)|[ul%. (3.13)

Soit uM) la solution de (3.10) et u® la solution de (3.11). Si [z w(€)d€ = 1, supez K (§) < 00

et infeez c¢(§) > 0, alors

u (-, g)‘

2. la forme bilinéaire dans la formulation faible 2 est continue c’est a dire

< o0 .

1. supges o

'/E/QaVu-va(f)dx dg) < sup K)o oo (3.14)
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3.3. FORMULATION FAIBLE

3. la forme bilinéaire dans la formulation faible 2 est coercitive c’est a dire
/_ /Q aVu - Vuw(©)dr ¢ = inf e(©)]ullfons. (3.15)

4. uM =4 dans la | - HH1®L12“ -norme.

Démonstration. Pour chaque &, le théoreme de Lax-Milgram assure une solution unique

uD (-, €). Cette solution satisfait I'estimation qui on va démontrer, on a

/aVqud.r = / fudz, Vv e HY(Q)
Q Q

(1) —
/QaVu Vo dz /va(x)dx

on prendre

u = v

d’apres Cauchy Schwarz, équivalent des norme entre Hj(Q2) et H'(Q) on obtient

() [ IVuVP < [ fla)u(a,)d
c<f>r|u<”HH5<m < syl 2y

() 2@y < I lzyelu® e

][ < HfHCL(Z()Q)'C
[ < JH2
1/ llz20)
=T
alors
et donc
sup [[u®( 5)’ v 7 < o0
et Y T infees o(§) '

On va montre que la forme bilinéaire dans la formulation faible 2 est continue,d’apres la
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3.3. FORMULATION FAIBLE

continuité de la forme bilinéaire dans la formulation faible 1

d§

/E/QaVu-va(f)dx df‘ g/E /QaVu-va da
< L[ KeVu- Vo de|uw()dg

< /Jc(f)‘/ﬂVwVv dz| w(€)de
ENVull 2@l Vol 12@w(£)dE
< L EONullm vl gw€)dE

<o K(€) [ ullgio oy €)1,

1]

(3.17)

IN

[1]

[1

on pose |lu(.,§)||a1 @) = U(§) on utilise I'inégalité de Holder, on obtient

<sup K(€) [ U(OV(©u(©)de
¢ex =

< sup k(U )21V 2

< EEIE)K@)HUHH&@L%H'UHH&®L$U>

donc la forme bilinéaire et contenu.
Maintenant on va montrer que la forme bilinéaire de la formulation faible 2 est coercitive
d’apres la coercitive de la forme bilinéaire de la formulation faible 1 :

L [ avu- Vaw©de dg = [ e()ull;wie)de

> inf e(€) [ Jullfyw(©)ds (3.18)

£eE

. 2
> inf c()llullfyers

alors la forme bilinéaire de la formulation faible 2 est coercitive. on va montre que la forme
linéaire de la formulation faible 2 est continu d’apres la continuité de la formulation fable

1,on obtient

/E/Qf.vw(f)dxdi‘g/z /Qf.v dxw(&)dE
< [ Mljull g€

< MH“”H&@LEU,
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3.4. DISCRETISATION DANS LE DOMAINE D’INCERTITUDE

alors la forme linaire de la formulation faible2 est continu.

Du fait de la continuité et de la coercitive de la forme bilinéaire dans (3.11), nous
avons une unique solution u'®. Choisissez {1/;(€)} 2, comme base orthonormée pour L2 (Z).
uM (-, €) g < ooet Jew(€)dé =1, onau® € HY(Q)® L2 (Z). En intégrant

(3.10) sur Z, aprés multiplication par ¥;(£)w(€), on a Vv € Hg(Q), Vib; € {¢;()}2

Comme supgz=

Jj=1
/E /Q aVult - Vo (€)w(€)de d¢ = / / fog;(©w(€)dr dg (3.19)

Ainsi, par continuité et linéarité de la forme bilinéaire, u(!) est une solution de la formulation

faible 2 et égale a son unique solution u® dans le || - || 152 -norme. O

3.4 Discrétisation dans le domaine d’incertitude

Dans notre analyse d’erreur, nous ne considérerons que l’erreur causée par [’approxima-

. . 9. . . o N¢ 2 (= . \

tion dans le domaine d’incertitude. Soit Wy, = span{y;(§)};2; C Ly, (E), on arrive alors d
la formulation faible semi-discrete suivante.

FORMULATION FAIBLE 3. Trouver
Ny
us N (2, €) = Zuf(z)wj(f) € H&(Q) ® ¥y, (3.20)
=1
telle que Yv € Hy(Q) ® Uy,

L avuss - ow(©)dr dg = [ [ fowe)ds ag (3.21)

Si la forme bilinéaire est continue et coercitive, l’erreur de lapprozimation de Galerkin us™¢

peut étre bornée par le haut en utilisant le lemme de Céa, comme

Hu(2) _ ugJVw‘

L, S C min Hu@) — v)
H®Ly, veH ()TN,

—_— (3.22)

Démonstration. On va montrer 'inégalité (3.22), on a

ugN¢—Zu V;(§) € Hy® Uy,
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3.4. DISCRETISATION DANS LE DOMAINE D’INCERTITUDE

telle que Yo € Hj(Q) ® Uy, u® € Hj(Q) ® L2(Z), on a

/E /Q a(z, €)VuD Vow(€)deds = /: /Q Foow(€)dwde,

on prend v égale & v9™N¢ | alors

/_ /Q a(z, ) Vu® Vo9 New(€)drde = / / FoIN (&) dade,

on prend v égale a v9¢ dans (3.21) on trouve

/_ /Q a(z, ) VudNe Ty Noay(€)drde = / / FooN (&) dade,

en soustrayant (3.23) a (3.24), on trouve

/: /Q a(z, €)(Vu® — VusNe )T p9Noay(€)drde = 0

a(u(2) _ ug’Nﬂl}’ rUngw) — 0

on pose e = u? — y9Nv

puisque af.,.) est coercive, il en résulte

IA

inf e() u® — u™ |} )ers @) < alu® —uf M, —ust)

S a(u(2) _ ungﬂlu — /Ungw)

(3.23)

(3.24)

+ a(u(Q) — 9N 9N ug’N¢), Vo9 Ne e H&(Q) ® Wy, .

a(u® — udNv y9Ne _9Nv) dgal & 0 car (v9V — Ny € HY(Q) ® Uy,

Puisque af.,.) est continu, il en résulte

la(u® — w9 4@ — 9N = |a(u® — u N B — 9N

< sup k(f)Hu(z) — u HH&(Q)@L%U(E)HU(Q) - Ug’NwHHg(
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3.5. ERREUR LIMITE

d’apres la coercitive et la continuité de a(.,.) on trouve

inf (&) [[u® = w3 @erz =) < sup k(E)][ul® —u M|

HY(Q)®L2,(2 )HU _UgJVw”H&(Q)@L%j(E)'

Par conséquent

N, sup k( ) 2 N,
[u®® = u™ || g1 )z @) < inf ¢(€) [0 = o™y
< C||U —v? w||H(}(Q)®Lzu(5)-
avec 1 < C < oo et u? la solution de (3.11). O

Lorsque {1;(&) “’1 est une base orthonormée pour Wy, , le minimum dans le membre

de droite est obtenu par le développement de Fourier tronqué

Ny
u = S0 (@)(8), ave ui(@) = [ u(e, v w(€)ds (3.25)
J=1 -
On peut donc réécrire (3.22) sous la forme

<l - e

(3.26)

H®L2 — H®QL2 :

3.5 Erreur limité

(-, €) = usNe (- €)|

Tout d’abord, nous commencons par quelques résultats techniques pour les approximations

Dans cette section, nous retravaillons (3.26) en bornant l'erreur supgez

de fonctions dans le cadre fonctionnel de notre probléme PDE.

Lemme 3.5.1. [2] Soit u € Hj(Q) ® L2 (Z) et o™ € Hj(Q) ® Wy, pour lesquels

g <€l

Hu -0 < , puis
H®L2 H®L2

£,Ny, Nw

Hu —v S <+VC H f’Nw‘ (3.27)

H'®L2,’

avec ubNv la série de Fourier tronquée telle que définie dans (3.25) et {1; (5)}?@1 une base

z 2 —
orthonormée pour Wy, C Ly (Z).
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Démonstration. On a u € Hy () @ L2 (Z) et v € H}(Q) ® ¢y, pour lesquels
lu = o™ liszs, < ellu—u"lmers .

D’apres le théoreme de Pythagore, on a

2 2

= s = g -
HIQLE, H'®LS, H'®L2,
2 2 2
T I T e
®L2 H'®L2 H'®L2
2
P ad - 9
£,N Ny |2 2 £,N, 112
Y — ot HigL?, < (@ = Dfu—uw"™ g
e e SV = Dl s
[l
Lemme 3.5.2. [2] Soit u™, o™ € H{(Q) ® Uy, et
195l = supgez [¢5(E)] < 00,5 =1,..., Ny, alors
N N N N,
up [ (,€) = v™ (&), < /Ny masg sl [u™ = o™, (3.28)

avec {wj(f)}j.v:’*”l une base orthonormée pour Wy, C L2 ().

Démonstration. Parce que u™e, v™ € HY(Q) ® Uy ,, nous pouvons écrire
) 0 P

uNe = iuj(az)wj(f)w% = Xj:v](ﬂf)%(f)

par 'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a

sup

Ee=

uNo (-, ) = o™ (-, 6)

2 Ny ?
J. (Z [t = 05| Wj”oo)
j=1
Ny
2 2
< Ny Dl = o5l 195115,
j=1

Ny
2 2
< Ny max (|95, D lluy — vsll5 -
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Par I'identité de Parseval, nous avons

2

Ny Ny
2
DMy = vl = || (uy —vy) ¥y :
Jj=1 Jj=1 H1®L12U
telle que
2 Ny ’
sup [ (,€) = o™ ()|, < Ny max [l | X (u; — ) ¢
¢e= T =1 HI®L2,
— N2 | Ne — Nw‘ 2
ij:rrll_a>1g¢l|1/@||ooHu Ve,

O

Lemme 3.5.3. [2] Sous les hypothéses du Lemme 3.5.1 et les conditions supplémentaires

que supeez [[u(-, )l < 00 et [[45(€)., = supges [15(€)] < 00,5 = 1... Ny, nous avons

N £,Ny (. _ AN
8516115) U(-,g)—l} w('7£)‘H1 SS&EIEDHU<7€)_U w(7£)‘H1+CNw Hu u w‘H1®L%7
avec
Cn, = /Ny Jmax [l V2 1. (3.29)
Démonstration. v = > 11)]( )i (€) et la série de Fourier tronquée ub™Mv = Z] L ub ()1 (8)

sont des éléments de Hj(Q)®@ Wy, . Evidemment, leurs coefficients respectifs v; et uf sont des

éléments de H{j (). Parce que [|1;(€)]|, < oo, nous savons que supgcz [0 (-, &) o < ooet

supgez ||uf e (-, )|

En utilisant le lemme 3.5.2 et le lemme 3.5.1, en trouve

< o0

2

sup [ (,€) = o™ (- O, ™ = o™ g s

c=
2 2
< Npmax o2 (¢ = 1) [ (&) =™ ()|, [u—ut e
alors

2

sup [t (-, €) = oMo (L 6)| L L < Npmax [y ]%(¢ = Dllu = u" Y [Fg s

£e=
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en supposant que supgcz [|[u(.,§) || < oo on a par I'inégalité triangulaire :

sup [lu(, €) = 0™ (. Olln < sup flul, €) = v ¥ Ollr +sup u (€)= v (Ol

< sup (., €) = u ()l + /Ny max [y oo VeE — 1 — 0 15

(€=

< sup ., &) = u™™ (L) + ewyllu — u™ g,
[SS)

]

Théoréme 3.5.1. [2] Soit us™N¢ lapprozimation de Galerkin telle que définie dans la for-

mulation faible 3 et u la solution de la formulation faible 1. Sous les hypothéses du lemme

9.9.1 et [5(6)., = supgez |4(6)] < 00,5 = 1... Ny, on a

£,
Hl—i—C'NwHu—u’ w‘

sup [ €) — ™ (Ol < sup [l &) = u (- ¢ .

£eE

supgcz K(§)

avec Cy, telle que défini en (3.29) pour C = e, o(@) -

Démonstration. Toutes les condition sont remplies pour appliquer le lemme 3.3.1 assurant

que la formulation faible 2 a une forme continue et bilinéaire et supgcz [|u(., )|l < oo.
supgcp K (§)
infecp c(§)

a la formulation faible 2. Comme u = u® dans le ||.||g1g72 -norme, la méme inégalité vaut

D’apres le lemme de Cea, on a (3.26) de constante C' = pour la solution u(?
également pour wu.

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 3.5.3. O]

Théoréme 3.5.2. [2] Sous les hypothéses du théoréme 3.5.1, on a pour u(-) = u(-,§) et

e N () = utNe (-, €), avec € certains ensemble flou pour lequel Z = [E]g, que

oo (1,7 < sup

u(-, &) —ut (9|

£,N.
H1+CNw Hu—u “"

H'®L?
Démonstration. D’aprés de combinez le théoreme 3.5.1 avec le corollaire 2.7.1

o, 17) < s0p (. €) = (. )]

< sup fJu(., &) — u [l +ex, flu — M g,
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3.6 Régularité

Nous passons ici en revue un résultat de régularité de [2]. Cela permettra la construction
d’une approzimation de Galerkin us™N¢ qui converge (sous-)exponentiellement pour N, — oo
au sens flou. La régularité de u est obtenue en fizant certaines conditions sur le coefficient

de diffusion a. Une premiere condition est
0<e<a(r,§)<R<oo, z€QEEE (3.30)

pour un certain 0 < € < R < co. Il assure la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire.
Une deuziéme condition est que a peut étre écrit comme la somme d’une fonction

ag(xz) € L*(Q) et une combinaison linéaire finie de fonctions a,(x) € L®(Q2),r = 1... N,

c¢’est-a-dire,
Ne
a(z,§) = ap(z) + > &a(x). (3.31)
r=1
Enfin, on suppose que
== [—1,1)". (3.32)

En considérant ’extension complexe de la formulation faible 2 sur le domaine complexe
== @5 {6 € C : 6| < 1), (3.33)

il est prouvé dans le lemme 2.2 de [2] que sous les hypothéses énoncées (3.30)-(3.32), la

solution ut(-, &) est un Hy(2) Fonction holomorphe d valeur dans le domaine
As ={eeC 5 <R(a(x,€)) < |alz,€)] < 2R, Vz € O}, (3.34)

avec un certain 0 < 6 < €. Clairement, ce domaine contient =°.
Notons que pour faire correspondre le probléme flou (3.6) auzx conditions (3.30)-(3.32), il

suffit de choisir un coefficient de diffusion floue a de la forme

am@=%m+iﬁww (3.35)

avec [€lg = [—1, 1)V, a.(z) € L>®(Q),7 =0... N, et telle que (3.30) soit vérifice.
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3.7 Convergence

Il est bien connu en théorie de [’approximation que les fonctions holomorphes sont bien
approzimées par les polyndmes [2]. Pour un résultat de convergence dans les applications
stochastiques, voir par exemple le théoréeme 6.3 dans [2], qui prouve la convergence exponen-

tielle de Hu —u , pour les espaces d’approzimation Yy, ) construits par le produit

f,NwH
H'®L2,
tensoriel complet des polynomes de Legendre univariés jusqu’au degré n, pour n — oQ.

D’apres le théoreme 3.5.2, nous savons que la convergence dans la norme supgcz || - || -
norme est une condition suffisante pour la convergence au sens flou (observez que

Ju =t

< supges ||u(-, &) — ul Mo (., f)HHI) Les polynomes de Chebyshev sont connus

H®L? —
pour avoir des propriétés d’approximation les plus proches dans la norme supremum pour de
larges classes de fonctions [2]. Ils sont donc un choix évident comme base pour les espaces
d’approzimation Wy, .

Soit Tyr (&) le polynome de Chebyshev normalisé du premier type de degré v,, normalisé
w.r.t. la fonction de pondération mise a l’échelle

N . . o N: - .. o Ne
w (&) = Py s et soit v = (yl, Vo, ... ,VNE) € NV étre un multi-indez, avec v = 3,5 v,

et |v|o le mesure de parcimonie, c’est-a-dire le nombre d’entrées non nulles. On choisit des
espaces d’approximation construit a partir de produits tensoriels de polynomes de Chebyshev

univariés jusqu’a un degré total n, c’est-a-dire,

W, (n) = span {Ty(f) =117 &) :|vh < n} (3.36)
r=1

(N§+n)!

Ils sont de dimension Ny(n) = . Les espaces d’approzimation plus avancés (aniso-
tropes, clairsemés, de bas rang, ...), tels que décrits dans,par exemple,[2].

Pour voir que nous avons une convergence (sous-)exponentielle de d, (ﬁ, ﬂg’M) dans le
théoréme 3.5.2 pour les espaces d’approximation de la forme (3.36) sous les hypothéses de

réqularité, on démontre d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.7.1. [2] Soit u € H}(Q) @ L2 (Z) et soit u', € H}(Q) soit le coefficient de Fourier
pour u correspondant d TV(Q Siu(+, &) est holomorphe dans la polyellipse
E = ®7{V§1 {% (zp +271)€C ]z < pr}, avec pr > 1,7 =1... Ng, alors

\/i\lflo Ne o
u ()], < (e Sp G Olls [Lor ™ (3.37)
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Démonstration. Voir [2]. O

Corollaire 3.7.1. [2] Sous les hypothéses du Lemme 3.7.1, on a

Ne _ :
avec M = m supgeg, [[u(- E)llm IL21 py ' et 0 = ming—y_n, pr.

< Mo (3.38)

ul ()]

H

On peut facilement voir maintenant que la convergence (sous-)exponentielle est atteinte
pour l’erreur de l'approzimation de Galerkin au sens flou, sous les hypothéses de régqularité

et pour Wy, (n) telle que défini dans (3.36).

Théoreme 3.7.1. [2] Sous les hypothéses du théoréme 3.5.2 et sous les conditions (3.30) —
(3.32), on a
doo (ﬂ, ﬂg’Nw) =0 (g_”an) comme n — 00 (3.39)

pour Uy, oy telle que défini en (3.36) et avec o > 1.

Démonstration. Voir [2]. O

3.8 Discrétisation dans ’incertitude et le domaine spa-
tial

Pour conclure, nous montrons comment la discrétisation dans le domaine spatial 2 ainsi
que dans le domaine d’incertitude = aboutit a un grand systéme linéaire d’équations. En

.. N, . \ . . .
choisissant @, = span {p;(x)},5 C H)(Q), on arrive d la formulation faible suivante.

FORMULATION FAIBLE . Trouver

Ny Ny
utNe e (z,6) = 3N ufpi(x)1,(6) € Py, @ Uy, (3.40)
i=1 j=1
telle que Vv € ®y, @ Uy,
/E /Q AVuENNs T (E)de dE /: /Q Fow(€)dz de. (3.41)
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Sous Uhypothése de (3.31), et en sélectionnant NyNy fonctions de test v = by, | =

1...Ng,k=1...Ny, on arrive au systeme d’équations

Je Jo (a0 + 5051 Gray ) V 0 S0 uSpatty - Vb (€)da d€

(3.42)
= |z Jo forbrw(§)dx d€
Aprés réarrangement des termes, l’équation (3.42) devient
N, Ny
Zzu;‘;j/:wkij(f)dﬁfgaOVgolVgpi dX
i=1j=1 =
ey (3.43)
+ 23 [ &€ | o VeVei da -
r=1i=1j=1 =

= [ww(©ds [ ouf da

Alternativement, en notation matricielle, ce systeme peut étre formulé comme

(%E: GT®A7~) u=g®f, (3.44)
Golyy = [ nl©us(©u(©)ds et (Gl = [ &un(@vy(©uie)ds,
Ay = [ @) V(@) Vi (@)da

g = [v@u©ds et [fln= | @) f@)de

1]

et u la vectorisation par colonne de la matrice [Ul;; = uf;.

La matrice des coefficients du systéme (3.44) est de taille (NyNg x NyNy) et; donc,
généralement extrémement grand. Pour un aper¢u des solveurs rapides pour les systemes de

ce type, nous nous référons a [2].

o1



CONCLURSION

Dans ce mémoire nous avons étudions ['existence et ['unicité
d’une solution faible sur équation aux dérive partielle elliptique
floues par théoreme de Laz-Milgram et nous avons utilisons le
lemme de céa pour comparer la solution avec la solution appro-
chée que nous obtenons par méthode de Galerkin.
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