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Introduction

L’effet piézoélectrique résulte de l'interaction entre les propriétés méca-
niques et électriques dans laquelle le corps a la capacité de produire un champ
électrique lorsqu’il est soumis & une contrainte mécanique et inversement, le
corps piézoélectrique présente des déformations importantes en réponse a un
champ électrique appliqué. Pour cette raison, les matériaux piézoélectriques
sont utilisés de maniére intensive dans diverses applications. En particulier,
ils sont utilisés comme capteurs et actionneurs dans divers équipements de
mesure. Modélisation et analyse récentes des problémes de contact prenant
en compte de l'interaction entre les champs électriques et mécaniques peut
étre trouvées dans [1, 4, 10, 11].

D’autre part, 'endommagement des matériaux est extrémement impor-
tant dans de nombreuses applications de la mécanique des solides et en concep-
tion. Des modéles généraux d’endommagement ont été dérivés du principe de
puissance virtuelle dans [7, 8]. L’étude des problémes de contact avec endom-
magement suscite actuellement un intéret considérable, voir par exemple [10,
11, 12, 15] et leurs références.

Dans ce mémoire, nous étudions un probléme dynamique de contact avec
la loi de frottement de Tresca dans lequel 'endommagement est pris en
compte. Nous supposons que les propriétés mécaniques du corps sont décrites
par une loi de comportement électroviscoélastique. Comme dans [5, 6, 11, 12,
15], nous utilisons une variable interne (3, le champ de liaison, défini sur la
surface de contact, qui a des valeurs entre zéro et un. Lorsque 8 = 0, toutes les
liaisons sont rompues et il n’y a pas de liaisons actives ; lorsque 8 = 1, toutes
les liaisons sont actives; lorsque 0 < 8 < 1, cela décrit la densité fractionnaire
des liaisons actives et une adhésion partielle a lieu.

Le plan de ce travail, composé de trois chapitres, est le suivant. Le Chapitre
1 comprend la description classique des équations, des relations constitutives
et des conditions aux limites. Dans le Chapitre 2, on rappelle des notations
mathématiques nécessaires a la compréhension de ce travail. Le Chapitre 3 est

consacré a I’étude d’un probléme de contact piezoélectrique avec frottement,



endommagement et adhésion. Nous dérivons une formulation variationnelle
du probléme mécanique pour lequel nous prouvons l’existence d’une solu-
tion faible unique et obtenons des résultats de régularité pour la solution. La
preuve est basée sur des arguments de la méthode de régularisation, des équa-
tions d’évolution non linéaires avec des opérateurs monotones et le théoréme

du point fixe de Banach.
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Notations

R I’ensemble des nombres réels;

N I’ensemble des entiers positifs ;

R* I’ensemble des nombres non négatifs ;

R** I’ensemble des nombres réels strictement positifs ;

() 'ensemble vide ;

[0, T] représente I'intervalle de temps, ou 7' > 0;

RY I’espace euclidien d—dimensionnel, (d=2, 3) ;

S? I’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur RY, (d=2,3);

I représente 'application d’identité;

I, représente 'application d’identité dans S%;

c représente une constante positive générique dont la valeur changer au
cours de ce mémoire ;

p.p. signifie presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue;

ou 0% ) e

o et 2 représentent les dérivées par rapport au temps;

% représente la dérivée partielle de la fonction wu; par rapport a la com-
posant]e Tj;

Soit  un domaine borné dans R? (d=2, 3) a frontiére Lipschitzienne I';

Q est la fermeture (adhérence) de §2;
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cm (ﬁ) I’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre m sont
continus jusqu’a la frontiére I';
LP(Q) T'espace de Lebesgue des fonctions p—intégrables sur €2, avec la

modification usielle si p = oo
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CHAPITRE 1

Modélisation

Soit 2 un domaine borné dans R? (d=2, 3) représentant la configuration
de référence d’un corps déformable susceptible d’entrer en contact avec une
fondation dans l'intervalle de temps d’intérét [0,7]. On note S Pespace des
tenseurs symétriques du second ordre sur R?. On définit les produits scalaires

et les normes correspondantes sur R% et S¢ par

d
u - v:Zuivi, lu| = Ju-u, Vu, v e R
i=1

o= Y 0y lo| =00, Vo, (e

1<ij<d

1.1 Equations constitutives

L’équation de comportement (loi de comportement) caractérise un ma-
tériau spécifique du corps. Elle décrit ses déformations résultant de ’action
des forces. Elle est donnée par la relation entre le tenseur des contraintes o
: 0 — S?% et le tenseur des déformations (u), ou u est le champ de déplace-

ment. Les composantes du tenseur des déformations, dans le cadre des petites



1.1. Equations constitutives

déformations, sont données par

1 /0u; Ou; o
) = (e (W), <i5(u) = (am, ; a;) <ij<d (LD
j i

1.1.1 Loi de comportement élastique

L’élasticité est la capacité d’un corps & résister a une force déformante et
a retrouver sa taille et sa forme initiales lorsque cette force est supprimée.

Une loi de comportement élastique linéaire est donnée par
o= Ae(u),

ou A est un tenseur d’élasticité du quatriéme ordre. Sous forme de compo-

santes, cette équation constitutive s’écrit sous la forme

oij = Z Aijrigr(u), 1 <i4,5 < d,
1<k1<d

ol les A;jz; sont les coefficients d’¢lasticité.

1.1.2 Loi de comportement des matériaux électro-élastique

L’effet piézoélectrique résulte du couplage entre les propriétés électriques
et mécaniques dans lesquelles le corps a la capacité de produire un champ
électrique lorsqu’il y a une contrainte mécanique, et inversement, sous 1’in-
fluence d’un champ électrique le corps est soumis & une contrainte mécanique.

La loi de comportement des matériaux électro-élastique est de la forme

o = Ae(u)+E*V(p) dans 0,
= CE(p)+Ee(u) dans Q,

ou A et £ sont des fonctions constitutives. A représente I'opérateur d’élasti-
cité. D est le champ des déplacements électriques, £ est le tenseur piézoeléc-

trique, £* est sa transposée, C dénote le champ de la permittivité électrique,



1.1. Equations constitutives

V est 'opérateur gradient, £ = —V est le champ électrique, ¢ est le champ

de potentiel électrique.

1.1.3 Loi de comportement viscoélastique

La viscoélasticité est la propriété des matériaux qui présentent & la fois des
caractéristiques visqueuses et élastiques lorsqu’ils subissent une déformation.

Une loi de comportement viscoélastique générale est donnée par
o = Ae(u) + Be(u), dans Q x [0,7].

Ou B est lopérateur d’élasticité et A opérateur de viscosité. Ici et ci-

dessous, un point au-dessus d’une variable indique la dérivée par rapport au
temps, donc 7 Ou et Pu
mps, donc 4t = — et i = —-.
P ot 12
1.1.4 Loi de comportement électro-viscoélastique avec endom-

magement

Les dommages matériels, pouvant etre causés par la croissance de microfis-
sures internes, apparaissent dans de nombreuses applications de la mécanique
des solides. Puisqu’ils réduisent directement 1’utilité des structures ou des
composants, ce sujet est important en conception. Dans un matériau élas-

tique isotrope et homogene, la fonction d’endommagement est définie par

_ Eeff
4. - 8Y 9

Ou &y est le module d”Young du matériau d’origine et £.5¢ le module actuel.

Il en résulte que la fonction d’endommagement ¢ a des valeurs comprises
entre zéro et un. Dans ce mémoire, nous considérons une loi de comporte-
ment électro viscoélastique avec endommagement. De plus, 1’évolution des
fissures microscopiques & l'origine de 'endommagement est déterminée par
une inclusion parabolique. Plus précisément, le modéle se présente comme
suit :

o= Ae(u) 4+ Ble(u),() + " (Vo) , dans Q x [0,T7], (1.2)



1.1. Equations constitutives

D = E&e(u) —C(Vy), dans Q x [0,T],

¢ —KAC+ 1 (¢) 2G(e(u),(), dans Q x [0,T7, (1.3)

A désigne Popérateur de Laplace, k > 0 est la constante de diffusion des mi-
crofissures et G est la fonction source de dommage. Ici, la fonction indicatrice

Ijg1) : R —]—00, 00] est donnée par

0sisel0,1]
To,1)(s) = - (1.4)

00 sinon

Le sous-différentiel de Ijg ;] en s est 'ensemble
([ ]—00,0] sis=0

0sisel0,1]
Ol y(s) = (1.5)

[0,00] sis=1

0 sinon

Le terme sous-différentiel 01 1)(¢) dans (1.3]) garantit que ¢ est limité a
des valeurs comprises entre zéro et un; lorsque ¢ = 1, le matériau est intact
et posséde sa pleine capacité; lorsque ¢ = 0, le matériau est complétement
endommagé ; lorsque 0 <¢ < 1, il y a un dommage supplémentaire partiel.
Prenons comme exemple la fonction source de dommage

1-¢ 1 2
6.0 = (*75) - Prele @I+ A,
oll Ap, Ag et A\, sont des paramétres positifs, a déterminer expérimentale-

ment.



1.3. Conditions aux limites

1.2 Equations du mouvement et déquilibre

Les équations dynamiques du mouvement, représentant la conservation de

la quantité de mouvement, qui régissent 1’évolution de 1’état du corps sont

pt = Divo + fo dans Q x [0,T].

Ou p est la masse volumique du matériau, fy est la densité des forces volu-

mique appliquées et Div est 'opérateur de divergence, c’est-a-dire

d
Divo = ((Divo),;),<;cq, (Divo); = Zaac;?, 1<i<d. (1.6)
j=1""

1.3 Conditions aux limites

Nous examinons maintenant les conditions aux limites. Pour cela, nous
supposons que la surface I" est lipschitzienne. Ainsi, en presque tout point, le
vecteur normal unitaire extérieur v = (vq, . . ., vq) est défini. Pour plus de
détails sur la régularité de la frontiére. Si v est un champ de vecteurs défini
sur I', alors nous notons v, et v, les composantes normale et tangentielle de

v sur la frontiére I' :
vy =0v-V, Uy =0 — v,V sur .

De meme, la composante normale et les composantes tangentielles d’'un ten-

seur o sont notées o, et o,, et sont données par

oy, = (ov)w, 0 =0V —oyV.



1.3. Conditions aux limites

Nous supposons que la surface du corps I'= 0€) est divisée en trois parties

mesurables disjointes I'1, 'y et '3 telles que mes(T'y) > 0.

Un corps détformable en contact avec une fondation.

1.3.1 Les conditions aux limites de déplacement et de traction

Nous supposons que le corps est maintenu fixe sur I'; et, par conséquent
u =0 sur I'y,

qui représente la condition de déplacement. Les tractions connues de densité

fo agissent sur I's ; nous utilisons donc la condition
ov = fo sur I's.
qui représente la condition de traction.

1.3.2 Condition de contact bilatéral

Cela signifie que le contact entre le corps et la fondation est maintenu a

tout moment et il est modélisé par ’équation
u, =0, sur I's.

Cette condition peut etre trouvée dans de nombreuses machines et dans les

piéces et composants mobiles des équipements mécaniques.



1.3. Conditions aux limites

1.3.3 Conditions aux limites électriques

Pour un corps piézoélectrique, I'; UT'y est divisée en deux parties disjointes
et mesurables I', et 'y telles que mes (I';) > 0. Nous supposons que la charge

électrique surfacique de densité go impose sur I'y telle que :

D -v=gqg sur TY.

En outre, nous supposons que le champ potentiel électrique satisfait
@ =0 sur I',.

1.3.4 Loi de frottement de Tresca avec adhésion

La loi de frottement de Tresca avec adhésion est donnée par

|O-T+p7'(ﬁ7u7')‘ ggbu
‘O-’T +p’r(ﬁ7u7')‘ < gy = u’?’ = 07

lor +pr(B,ur)] = gp = IX >0 tel que :

\ 071 +p7'(57u’r) = _>\'L"f7'-

Dans (1.7, p; est une fonction prescrite générale. On peut notamment

considérer le cas
qr (6) v, 0< |'U‘ < L?
pr(B,v) = (1.8)

v
Q’T (B) Lma "U| > L7

Ou L > 0 est une constante de borne et ¢, est une fonction de rigidité tan-

gentielle positive. Prenons comme exemple la forme suivante de ¢,

g (B) = e 32, sur 'z x (0,7), (1.9)



1.3. Conditions aux limites

ol ¢, est un parameétre matériel positif donné. Ici et ci-dessous, R, : R* — R?

est un opérateur de troncature défini par

v, 0< v <L,

R, (v) = v (1.10)
L—, |v| > L,
||
L’introduction de l'opérateur R, est motivée par les arguments mathéma-
tiques selon lesquels L > 0 est une longueur caractéristique de la liaison, au-
dela de laquelle il n’y a plus de traction supplémentaire. De toute évidence,
R, satisfait

IR-(v)| < L, Yv € R",
(1.11)
[(IR-(w)] = [Rr(v)])] < |w =], Vw, vER™

Le champ de liaison § est modélisé avec une équation différentielle du premier

ordre qui décrit 'effet d’adhésion des surfaces de contact
B = Huq(B,08,|Rs (uy)]), sur Tz x (0,T), (1.12)

L’équation (|1.12]) représente 1’évolution du champ de liaison décrit par une
fonction générale H,; susceptible de changer de signe. Cette condition im-
plique que des cycles de recollement aprés décollement peuvent se produire.

De plus, le processus dépend de I'historique de liaison, que nous notons par

t
g (x,t) = /ﬂ(:c,s) ds, sur I's x (0,7).
0

A titre d’exemples de la fonction de taux d’adhérence H,4, considérons

Heyg (/Ba T) = - (CTBTQ - Ea)+ , sur I's x (O’T)v



1.3. Conditions aux limites

ou

LB
"14(8),

Ou ¢, €, sont des paramétres matériels positifs. Puisque B<0,le processus

Huq (B,r)=— r2, sur I's x (0,7),

est irréversible et, une fois la séparation effectuée, la liaison ne peut etre

rétablie. Un autre exemple, ott H,q dépend des trois variables, est le suivant :

/3+ (1 - B)Jr

Had 579 y ') = —7° BT2+’V N I
( B ) 1 21—|—d*(95)2

ol 71, Yo sont des paramétres matériels positifs et d, > 0 est le facteur de

pondération de 'historique, pour plus de détails, voir [14, 15].



CHAPITRE 2

Préliminaires mathématiques

Ce chapitre est consacré a revoir le contexte de I'analyse fonctionnelle et
des espaces fonctionnels dont nous avons besoin, pour plus de détails, voir [3,
13, 14, 15].

2.1 Quelques resultats dans les espaces de Banach

Dans cette section, X est un espace de Banach et nous notons X*, |.| y
et (,) y«y y le dual de X, la norme sur les espaces X et le couple de dualité
entre X et X*, respectivement. Nous notons X** = (X*)* le biduel de X.

Définition 2.1 On dit qu’une suite {u,} C X converge faiblement vers u €

X et on écrit up, — u faiblement dans X, si

HEI_Pm <U7un>X*><X = <U7U>X*><X ; Yoe X

On dit qu’une suite {v,} C X* converge faiblement* vers v € X* et on écrit

vy, — u faiblement®, si

nEIJ?oo <U”’U>X*><X - <U’U>X*><X » VueX.

10



2.1. Quelques resultats dans les espaces de Banach

Définition 2.2 Un espace de Banach X est dit réflexif sii* (X) =X** ou i*

est le plongement canonique défini par

F X — X
Yu € X,i"(u) = fu € X, tel que
fuv) = (V,u)yeyx, Vo€ X"

Définition 2.3 Soient (X, ||.||x) et (Y, |.|ly) deux espaces de Banach avec
X CY. On dit que l’espace X est continument plongé dans Y et on écrit X

— Y, s’il existe un espace ¢ > 0 tel que
|lwlly <cllwlly, Ywe X.

On dit que l’espace X est compacte dans Y, si X est continument plongé dans
Y et pour toute suite dans un tel ensemble borné a une sous-suite qui est de

Chauchy dans la norme ||.||y .

Proposition 2.1 Soit X un espace de Banach réflexif alors chaque suite bor-

née dans X posséde une sous-suite faiblement convergente.

Proposition 2.2 Soit X un espace de Banach séparable alors chaque suite

bornée dans X* posséde une sous-suite faiblement® convergente.

Proposition 2.3 (Banach fized point theorem)
Soit F' : X — X wune application de contraction, c’est-a-dire qu’il existe une

constante réelle Ly € [0,1) telle que
[1F(u) = F(v)l x <Lrllu—vlx, VuveX.

Alors, F admet un unique point fize u € X, c’est-a-dire F(u) = u.

11



2.2. Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

2.2 Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

Pour un espace de Hilbert réel X, nous notons par (.,.)x et ||.|| x le produit
scalaire et la norme associée sur X, respectivement. Dans cette section, X est

un espace de Hilbert.

Proposition 2.4 (Théoréme de représentation de Riesz). Pour toutn € X*,

il existe un unique f € X tel que

(m,v)x*wx = (f,v)x, Vv € X,

De plus, nous avons

17l x= = [1f1lx -
Définition 2.4 Soit a: X x X — R une forme bilinéaire.

1) a est coercitif §'il existe une constante réelle m, > 0, telle que
ma lw|3 < a(w,w), Yw e X.

2) a est un opérateur continu sur X, s’il existe une constante réelle L, > 0,
telle que
|a (wy, w2)| < La lwi| x [Jwellx , Vwi,wa € X.

Définition 2.5 L'opérateur A : X — X est un opérateur fortement mo-
notone et Lipschitz continu sur X, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes

réelles ma > 0 et L > 0 telles que

mA\|w1—w2||§( < (Awy — Awg, w1 —wa) y , Ywr, wa € X.

||Aw1—Aw2||X < LAle—wz”X,le,ngX.

Proposition 2.5 (Théoréme de Minty-Browder). Soit A : X — X un opéra-

teur fortement monotone et lipschitzien continu sur X. Alors, pour tout fe X,

12



2.3. Espaces de fonctions vectorielles

il existe un unique élément v € X tel que
Av=f.

Définition 2.6 Une application ¢ : X — R est Gateaux différentiable en u
€ X s’il existe un élément ¢' (u) € X tel que

ol M) — o ()
A—0 A

= (¢’ (u),v)x, Vv € X.

L’élément ¢’ (u) qui satisfait la relation ci-dessus est appelé le gradient de
enu. La fonction ¢ : X — R est dite Gateaux différentiable si elle est Gateaux

différentiable en tout point de X.

2.3 Espaces de fonctions vectorielles

Ensuite, pour tout espace de Banach réel (X,||.|y) et T > 0, on note
C([0,T); X) et C1([0,T]; X) les espaces des fonctions continues et continument
différentiables de [0,7] dans X et on utilise la notation standard pour les
espaces LP(0,T; X) et WFP(0,T;X), p€ [1,00], k > 1.

Soient X et Y des espaces de Hilbert réels tels que X soit dense dans Y et
que 'application d’injection soit continue ; ’espace Y est identifié a son propre
dual et & un sous-espace du dual X* de X, c’est-a-dire que X C Y C X* est
un triplet de Gelfand.

Proposition 2.6 Soit X C Y C X* un triplet de Gelfand et soit K un
ensemble non vide, fermé et convexe de X. Supposons que a : X x X — R
soit une forme bilinéaire continue et symétrique et qu’il existe deux constantes

réelles co > 0 et c1 telles que
a(v,v) 4 c1 |v][y = ea|vl%, Yo € X. (2.1)

Alors, pour chaque wo € K et chaque f € L*(0,T;Y), il existe une unique

13



2.3. Espaces de fonctions vectorielles

fonction w qui satisfait :

we WhH(0,T;Y)NL*(0,T; X),

w(t) € K, Vtel0,T]:(w(t),v—w(t))ysxx +a(w(t),v—w(t))

WV

(ft),v—w(t)y, VWwe K, ppte(0,T),

w(0) = w.
Nous utiliserons 'inégalité de type Gronwall suivante.
Proposition 2.7 Supposons que f, g : [a,b] — R sont des fonctions conti-

nues qui satisfont

t

f<t>Sg<t>+c/f<s>ds,we (@, 1],

a
o ¢ > 0 est une constante. Alors,

f) Sg(t)—i—c/g(s)exp(c(t—s))ds, VteEla,bl.

a

Nous avons besoin du résultat suivant

Proposition 2.8 Soit (X, ||.|y) un espace de Banach réel et soit F(t,.) :

14



2.4. Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

X — X un opérateur défini sur (0,T) qui satisfait

(i) Il existe Lp > 0 tel que
IE(t,2) = F(ty)llx < Lrllz—ylx, V2, y € X, pp. £ €(0,T);

(i1) Il existe p € [1,00] tel que

L’application t — F' (t,z) € L? (0,T; X), Vz € X.

2.4 Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

Soit © un domaine borné dans l’espace numérique R¢, (d=2, 3), de va-
riable z = (z1,...,24), avec une frontiére de Lipschitz I". Nous introduisons

les espaces

H = L*(RY), @ = L3(9;89),

Hy={ue H; e(u) € Q}, Q1 ={0 € Q; Dive € H},
Z ={D ¢ H;DivD € L*(Q)}.

H, O, Hi, Q1 et Z sont des espaces de Hilbert munis respectivement par des

produits scalairs canoniques

(u,v)g = u - vdx, Yu,v € H,

(0,7)g = o-7dz, Yu,v € Q,

S .

(u,v) i, = (u,v)g + (e(u),e(v)) o, Yu,v € Hy,

15



2.4. Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

(0,7)0, = (Dive, Divt)g + (0,7)g, Yo, T € Q1,
(D, B)z = (div D, div B) 2(q) + (D, B)n,

Nous pouvons définir application de la trace 7 : Hy — L? (F;Rd) qui est
un opérateur linéaire continu tel que ¥ (v) = vjp si v € Hy N [C’ (Q)]d Soit
Hp = HY2(I;RY), alors 4 : Hy — Hrp est linéaire, continu et sujectif. On
rappelle que 4 est un opérateur compact, c’est-a-dire que pour toute suite
bornée {v,} dans Hj, il existe une sous-suite de {v,} qui est convergente
dans L2 ()%

Pour chaque élément v € H; nous utilisons la notation v pour notée la
trace 4(v) de v sur I'. De plus, si 0 € Q; est réguliére, alors on a la formule

de Green suivante

(Divo,v)g + (0,e(v))go = /m/ -vds, ¥ v € Hy,
r
ol ds est ’élément de mesure de la surface.
Aussi, on note ¢ la trace d’un élément ¢ € H(Q2) sur I' et on rappelle
que lorsque D € Z est une fonction réguliére, la formule de Green suivante

est vraie :

(div D, 9) 20 + (D, V), = / D-vpda, ¥ o € H'(Q),
I

ou V : HY(Q) — L?(Q) est 'opérateur gradient défini par

(% 1
Vgoz( ) , Ve H(Q).
Ox; 1<i<d

16



CHAPITRE 3

Analyse d’un probléme de contact piezoélectrique avec

endommagement, frottement et adhésion

Ce Chapitre est consacré a traiter un probléme de contact piezoélectrique
dans lequel le frottement, I’adhésion et 'endommagement sont pris en compte.
De plus, le champ d’adhérence est décrit par une fonction générale qui peut

changer de signe et permet le recollement aprés le décollement.

3.1 Enoncé du probléme.

Le cadre physique est le suivant. Un corps déformable occupe un domaine
borné Q C R? ( avec d=2, 3). Le corps est décrit par une loi de comportement
électro-viscoélastique non linéaire avec endommagement et le processus est
dynamique dans l'intervalle de temps d’intérét [0, 7]. Nous supposons que I'
est partitionné en trois parties mesurables disjointes I' = 'y UTx U '3 =
[, U, UTs, tels que meas(I'y) > 0, meas(I',) > 0. Le corps est serré sur I';
et donc le champ de déplacement s’annule, tandis que des forces volumiques
de densité fy et des charges électriques volumiques de densité ¢o agissent
dans €2 et des tractions surfaciques de densité fy agissent sur I's. De plus,

les conditions aux limites de Diriclet homogénes du potentiel électrique sont

17



3.1. Enoncé du probléme.

considérées sur I'y, tandis que les conditions aux limites de Neumann avec
une charge électrique de surface de densité ¢o sont prescrites sur I'y. Le corps
est en contact sur I's avec une base conductrice d’électricité. Le contact est
supposé bilatéral, adhésif et régi par la loi de frottement de Tresca. Pour
simplifier la notation, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des
différentes fonctions sur la variable spatiale z € Q UTI'. Sous les hypothéses

ci-dessus, la formulation classique de notre probléme est la suivante.

Probléme 3.1 Trouver un champ de déplacement u : Q x [0,T] — R, un
champ de contrainte o : Q x [0,T] — S, un champ d’endommagement C :
Q x [0,T] — R, un champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R, un
champ de déplacement électrique D : Q x [0,T] — R? et un champ de liaison
B:Tsx[0,T] — R tels que

o = Aez(d)+ B(e(u),()+E*(Vy), dans (0,T) x Q,
= &e(u) —C(Vy), dans Q x (0,7,
pii = Divo+ fo, dans Q x (0,7,
divD = qo, dans Qx (0,7),
(= RACH+ I (Q) 2 G(e(w),Q), dans Qx (0,T),
u = 0, surI'y x (0,7),
ov = fa, sur I'y x (0,7T),
o = 0, sur I'y x (0,7),
D-v = q, sur Ty, x(0,7T),
¢ = 0, sur I' x (0,7), (
ov
D-v = p, (gp—gof), sur T's x (0,7, (
u, = 0, sur I's x (0,7T), (3.
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3.1. Enoncé du probléme.

lor + pr(B,ur)] < b,

|JT +pT(B7uT)| <gp=ur =0,
sur I's x (0,7, (3.13)
lor +pr(B,ur)| = gp = 3IA >0 tel que :

Or +p7'(ﬁ7u'r) = — iy

3.14
3.15
3.16
3.17

B = Hua(B.95,|R: (ur)]), sur I3 x (0,7),
B0
¢(
(1) u(0

= Py, sur s,

)
) = (g, dans Q,
)

(=)

(3.14)
(3.15)
(3.16)
(3.17)

= g, (1) w(0) =wvg, dans Q.

Les équations — représentent la loi de comportement électro-
viscoélastique avec endommagement, telle que '’endommagement n’affecte que
le terme élastique et qu’il n’y a pas de couplage entre le champ d’endommage-
ment et le potentiel électrique. Ici, A est 'opérateur de viscosité, B est I'opé-
rateur d’élasticité, £ désigne I'opérateur piézoélectrique, £* est la transposée
de £, —V est le champ électrique et C représente 'opérateur de permitti-
vité électrique. L’équation est I’équation dynamique du mouvement ot
p est la masse volumique. L’équation représente 1’équation d’équilibre
des champs de déplacement électrique. (3.5) est une inclusion différentielle
parabolique qui décrit I’évolution du champ de dommage, ot A désigne 'opé-
rateur de Laplace, > 0 est la constante de diffusion des microfissures et G est
la fonction source de dommage. La fonction indicatrice Ijg ) : R — ]—00, oc]
et son terme sous-différentiel 0/ [071]@ ) sont donnés par —. Les équa-
tions — sont les conditions aux limites de déplacement-traction ou
ov représente le vecteur de contrainte de Cauchy. — représentent les
conditions aux limites électriques sur I'y U I'y. L’équation signifie que

0
la dérivée normale de (, notée —C, s’annule sur I'. Par conséquent, il n’y a
v
pas d’afflux de microfissures a la frontiere. (3.11)) est la condition de contact

19



3.2. Hypothéses.

électrique sur I's, ot ¢ est le potentiel électrique de la fondation et p. est
une fonction continue prescrite a valeurs réelles. A titre d’exemple prenons
pe(r) = kr, o k > 0 le coefficient de conductivité électrique. Les condi-
tions — représentent le contact bilatéral avec la loi de frottement
de Tresca dans laquelle 'adhésion est prise en compte et g, est une limite de
frottement. Ici, p; est une fonction prescrite générale, voir —. L’équa-
tion représente I’évolution du champ de liaison décrit par une fonction
générale H,q susceptible de changer de signe. Cette condition implique que
des cycles de recollement aprés décollement peuvent se produire. De plus, le

processus dépend de I’historique de la liaison, que nous notons par
t
03 (t.) = [ 5 (s.2)ds.
0

Ici et ci-dessous R, : R? — R? est un opérateur de troncature défini par(1.10)).
Enfin, (3.15))-(3.17) sont les conditions initiales.

3.2 Hypothéses.

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme mécanique (3.1))-
(3.17]), nous introduisons ’espace V' et ’ensemble convexe K défini par

V ={ve Hy, v=0o0nT1, v,=0 sur I's},

K={CeH" (Q): 0<(<1,pp.z € Q}.

Puisque meas (I'1) > 0, l'inégalité de Korn est vraie
Ok [vllg, < lle@)llg, Yo eV,

ot C'x > 0 est une constante positive dépendant uniquement de 2 et I';. Une

preuve de l'inégalité de Korn peut étre trouvée, par exemple, dans [13]. Sur
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3.2. Hypothéses.

I’espace V', on considére le produit scalaire donné par
(u,v)y, =(e(u),e(v))g, Yu,v eV,

et soit ||.||;, la norme associée. D’apres le théoréme de la trace de Sobolev, il
existe une constante positive ¢y dépendant uniquement des domaines €2, I'y
et I's telle que

1ol 2(ryizey < collolly, Yo € V. (3.18)

Nous présentons les espaces fonctionnels

W:{QDGHI(Q)MO:OSUTF@},

qui est un sous-espace fermé de H'(€2). Puisque meas (I'y) > 0, 'inégalité de

Friedrichs—Poincar est vraie
Cillellmro) < IVelly, Yo e W,

ot C7 > 0 est une constante positive dépendant uniquement de 2 et I',. Sur

I’espace W on considére le produit scalaire donné par

((pa ¢)W = (V(P, v¢)H ’ v@> (;5 € W>

ot la normes associée est notée par ||.|[;;, . D’aprés le théoreme de la trace
de Sobolev, il existe une constante positive ¢y dépendant uniquement des

domaines €, I'; et I's telle que

1020y < ollollw, Vo € W (3.19)

Dans I’é¢tude du probléme mécanique (3.1)-(3.17), nous considérons les

hypothéses suivantes. Nous supposons que l'opérateur de viscosité A : Q) x
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3.2. Hypothéses.

S¢ — S9 satisfait

(i) II existe m4 > 0 tel que
(A(z,e1) — A(z,2)) - (61 — €2) = g o1 — 2|
Ver, e2 € S%, pp. x € Q;

(ii) II existe L4 > 0 tel que

A ) - A ) g L -

|A (2, e1) ; (#,€2)| < Laler —e2 (3.20)
Vei, €9 € S%, p.p. x € Q;

(iii ) L’application  — A (x,e) est Lebesgue mesurable sur

Ve e S

(iv) L’application  — A (z,054¢) € Q.

\

Nous supposons que Popérateur B : Q x S% x R — S? satisfait

(i) Il existe L > 0 tel que
B (z,61,&1) = B(2,62,61)] < L (len — &2 + €1 = &)
Vey, g2 €S, Véy, & €R, pp. z € Q;

3.21
(ii) L’application = +— B (z,¢,£) est Lebesgue mesurable sur €2, (3:21)

Vees? VEeR;

| (iil ) L’application z — B(z,0g4,0r) € Q.

Nous supposons que la fonction source de dommages G : O x S x R — R
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3.2. Hypothéses.

satisfait

( (i) Il existe Lg > 0 tel que

G (z,61,&1) — G (2,62,&1)| < Lg (Je1 — 2| + &1 — &)

Vei, e2 €S9, V&, & ER, pp. € Q;

. . (3.22)
(ii) Lapplication = — G (z,¢, ) est Lebesgue mesurable sur €2,
VeeSt VEeR;

| (iil ) L’application z — G (x, 04, 0r) € L?(Q).

L’opérateur de permittivité électrique C =(C;;) : Q x R — R? satisfait
( .
(i) C (z,w); = Z Cij (w) wy,
1<j<d
1<i<d, ppzx e, Vw= (wj)Kjgd € R%;

(ii) Cij = Cji € L (Q), 1<9,7< d; (3.23)

(iii) I1 existe me > 0 tel que

C(z,w) - w>me |w[2, pp.x € Q, Yw € R
L’opérateur £ =(&;jx) : 2 x S% — R? satisfait
) E@e)= Y. Ejr(@) e,

1<), k<d
1<i<d, ppxeQ, Ve eS% (3.24)

(ii) Eijk = &y € L™ (Q), 1<i,j,k <d.
L’opérateur £* : Q x R — §% est défini par

e- & (z,w) = & (z,¢) -w, Yw e RY, Ve € §, pp.x € Q. (3.25)
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3.2. Hypothéses.

Nous supposons que la fonction p, : I's x R — R satisfait

( (i) 11 existe Le > 0 tel que
pe (%, 21) — pe (%, 22)| < Le |21 — 22]

Vz1, 2 €R, pp.xels;

3.26
(ii) L’application x — p. (x, z) est Lebesgue mesurable sur I's, (3.26)

Vz € R;

| (iii) L’application z — pe (z,0r) € L?(T3).
Nous supposons que la fonction de contact tangentiel p, : I's xR x R?— R? satisfait

( (i) 1l existe L, > 0 tel que
’p’r <x7ﬂ17r1) — Pr (x7ﬁ27r2)’ < LT (’51 - 62’ + ’7“1 — 7’2‘),
VB, By €10,1], Vr1, o € Rd, p.p.x €l's;

(ii)) r-v(z) =0 = p; (z,8,r) -v(z) =0,
VBeR, Vr eRY ppaxely;

(iii) L’application x +— p; (z, 3,r) est Lebesgue mesurable sur I's
VB € R, Vr € R%

| (iv ) L’application z + p, (z,0r,0ga) € L?(T3,RY).
(3.27)
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3.2. Hypothéses.

La fonction du taux d’adhésion Hyg : I's X R x Rx [0, L] — R satisfait

( (i) Il existe Ly, > 0 tel que
|Had (ﬂ?,ﬁl,z,’f‘) - Had ($a62azar)‘ < LHad |Bl - 52| )
p-p.x S F3 ) vﬂlv /827 zZ € Rv VT' € [07L]7

(ii) |Haa (z, By, 21,71) — Haq (, By, 22,72)| < Lp,, (|81 — Ba| + |21 — 22| + |11 — 12]),
VBy, By €10,1], V21, 22 €R, Vry, r2 € [0, L], ppx €T3}

(iii) L’application x — H,q (x, 5, z,7) est mesurable sur I's ,
VB, z€ R, Vre[0,L];

(iv ) L’application (8, z,r) — Hyq (z, 5, 2z,7) est continue sur R x Rx [0, L],

ppx€els;
(v) Huq (2,0,2,7) =0, V2 € R, Vr€[0,L], ppx €s;

(Vi) Huq(z,B,2,7) 20, V8 <0, Vz€R, Vrel0,L], ppaxcTset
Hyq(z,B,2,7) <0, V8 >1, V2R, Vrel0,L], ppxels.

(3.28)

Nous supposons que la densité de masse satisfait
p € L®(Q); p, >0 tel que p(x) = p, pp. © € Q. (3.29)

Nous supposons également que la fonction limite de frottement gy, : I's — R™

satisfait
gy € L=(Ts). (3.30)

Les densités forces ont la régularité

(i) fo € L*(0,T; H), (ii) fo € L*(0,T; L*(I'y,RY)). (3.31)
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3.2. Hypothéses.

De plus, nous supposons que les densités de charges électriques satisfont
(1) g0 € C([0,T]; L*()), (i1) g2 € C([0,T];5L*(I')). (3.32)
Le potentiel de la fondation satisfait
@p € L*(I'3). (3.33)

Enfin, nous supposons que les données initiales satisfont

Bo € L>(I'3),0 < By (z) <1, pp.xe I's, (3.34)
Co €K, (3.35)
(1) wop €V, (i) vy € H. (3.36)

Ensuite, nous définissons un produit scalaire modifié sur ’espace de Hilbert

H donné par

(w,w) g = (pu,w)py , Yu, w € H, (3.37)
et soit |||.|||;; la norme associée, c’est-a-dire
|l = [(pw, w) ]2, ¥ w € H. (3.38)

11 résulte de (3.29)) et (3.38) que |||.|||; et ||.||; sont des normes équivalentes
sur H. De plus, l'application d’inclusion de (V,||.||y,) dans (H,|||.|[|y) est

continue et dense. On note V* l'espace dual de V. En identifiant H a son

propre dual, on peut écrire le triplet de Gelfand.
VCcHCV"
Ensuite, on utilise la relation suivante
(U, W) sy = (v,w)) gy, Yo e H,Yw e V. (3.39)

En utilisant le théoréeme de Riesz, a partir de (3.31) nous pouvons définir
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3.2. Hypothéses.

f € L*0,T;V) par
(F(£),w)y = /fo(t)  wdz + /fg(t) cwda, Yw €V, pp. t € (0,T). (3.40)
Q Ty

De plus, de (3.32) il existe une fonction ¢ : [0,7] — W telle que
@0 9)z = [w®pds— [aOpda Vo e W, e 0.7, (34)
Q I,

qui satisfait

q € C(0,T;W). (3.42)

De plus, sous les hypotheéses (3.23])-(3.25)), nous en déduisons qu’il existe deux
constantes réelles Le > 0 et Lg > 0 telles que

ICwlly < Lelwly . Vo € H. (3.43)
I€elly < Lellellg Ve € Q. (3.44)
[Ewllg < Lellwly, Vw € H. (3.45)

Dans la suite, nous utilisons les fonctionnelles j : V — R, jo : W x W —

R et joq : L™®(T'3) x V x V — R définies, respectivement, par

Jr(w) = /gb lwr| da, Yw €V, (3.46)
I's
Je00) = [ e (0= ) vida, Yo, € W, (3.47)
I's

a8y v, w) = / 4- (8) R+ (v7) - wyda, ¥(8,0,w) € L®(T3) x V x V. (3.48)
I's
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3.2. Hypothéses.

Grace a (3.27)), la fonctionnelle j,q satisfait

(

Il existe L,q > 0 tel que

|jad(/317u17w) - jad(ﬁ27u27w)’

(3.49)
< Laa (181 = Ball a(ry) + llur = uslly ) oy, ¥ur,uz,w € v,
v/617/62 € LOO(F?))y O SIB]_ S ]-) O §/82 S ]-7 ppx € P3~
Grace a (3.19), (3.26) et (3.47), la fonctionnelle j. satisfait
Je (p1,%) = Je (92,%) < GLe o1 — @allw 1@l
(3.50)

v(:017 P25 w ew.

Nous nous tournons maintenant vers la formulation variationnelle du pro-
bléme mécanique — a cette fin, supposons que (u,0,p,D,(,3) sont
des fonctions lisses satisfaisant (3.1))-(3.17) et soit w € V, ¢ € [0,T]. Nous
obtenons alors la formulation variationnelle suivante du probléme —
en termes de champs de déplacement, potentiel électrique, endommagement

et adhésion.

Probléme 3.2 Trouver un champ de déplacement u : [0,T] — V', un champ

de potentiel électrique ¢ : [0,T] — W, un champ d’endommagement ¢ :
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3.2. Hypothéses.

[0, T] — H' (Q) et un champ d’adhésion B : [0,T] — L>® (T'3) tels que

( (i (1) w — b))y + (Ae(@(1)) e (w—u(t) g+

+ (B (e(u(t)),C(1) + £V (p(1)) ;e (w —i(t)))o

+aa(B(t), u(t), w — u(t)) (3.51)

+jr(w) = jr (a(t)) = (f (), w —u(t))y ,

| YweV,pp. te(0,T),

C(t) €K, (é(t), b — C(t))LQ(

Q)

+1 (VC(), V= VEO) gy > (G (e (u(®),C (1) ¥ = () pagqy (352

Viek, pp te(0,T),

{ (CV(p(1), V) g+ Je (0 (8) ) = (E(e(w (), V) ir + (¢ (1), ¥) 7,

Ve Z, te (0,T),

(3.53)

B(t) = Haq(B(t),05(t),|Rr (ur (1)), pp. t€(0,T), (3.54)
50) = By (3.55)
(o) = G (3.56)
@) w(0) = wo, (i) @(0) = vo. (3.57)

Pour étudier le probléeme (3.51))-(3.57)), nous faisons I’hypothése de peti-

tesse suivante

(3.58)

ou &y, m¢ et L. sont respectivement donnés dans (3.19)), (3.23) et (3.26]).
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

Notez que si 'on suppose que les fondations sont isolées, alors
D-v=0, sur I's x (0,7),
cette condition peut etre récupérée a partir de (3.26[) en prenant p. = 0. Ainsi,
I’hypothese de petitesse (3.58) est satisfaite dans ce cas.
3.3 Existence et unicité d’une solution faible

Le théoréme suivant est le résultat principal de ce Chapitre.

Théoréme 3.1 Supposons que — soient satisfaites. Alors le pro-
bleme -(38.5%) a une solution unique {u,B,¢,(}. De plus, la solution

satisfait

u € WH20,1;V)nC (0,71 H) , i€ L* (0,T; V"), (3.59)
o e C(0.T];W), (3.60)
B e WHSO.TL¥(T), 0<B(t) <1 pp. o € Ty, ¥ €[0,T1361)
C e W OII@) N L 015 (@), (362)

La démonstration du théoréme 3.1 se déroulera en plusieurs étapes. Dans
la suite, la meme lettre c¢ sera utilisée pour désigner différentes constantes
positives indépendantes de ¢t € (0,7).

Etape 1. Considérons le probléme suivant.

Probléme 3.3 Soit n € C([0,7];V), trouver une fonction ¢, : [0,T] —
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

HY(Q), telle que

G(t) € K.
(G0 = 640)) g+ 5 (VG (01, V6 = Y, (0)
(3.63)
> (G (= (1) .6, (1) ¥ = 6y(1) o
\ Vo ek, pp te(0,T),
¢,(0) = ¢ (3.64)

Lemme 3.1 Supposons que et soient vraies. Alors le probléme
— a une solution unique ¢, qui satisfait

¢, € WH(0,T; L*()) N L*(0,T; H'(2)). (3.65)

De plus, il existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout n,, ny € C([0,T];V),

1€, () = €y )] 720y /Ilm s)i¥ds, V¢t €[0,T],  (3.66)

ot ¢, (i =1, 2) est une solution correspondant & ;.
Preuve.Soit (n,¢) € C([0,T];V) xL*(0,T;L*(Q)), & partir de (3.22)
nous pouvons définir f,4 € L? (0, T; L? (Q)) par

foo(t) =G (e(n(t),¢(t)), pp- t € (0,T).
D’autre part, soit @ : H' (Q) x H' () — R la forme bilinéaire définie par
alp.¥) =k (Ve, V), Y, ¢ € H ().

Apres quelques calculs algébriques, on constate que a(.,.) satisfait (2.1)) et
est continue et symétrique sur H' (). Par conséquent, en appliquant la

proposition 2.6 avec X = H!(Q),Y = L? (), on constate que, pour tout
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

(n,¢) € C([0,T]; V) xL*(0,T; L*(R)), le systéme suivant

) Cngi)(t) € IC’

(Coplt) ¥ = Gao0)) 1y o+ (T8, 0 = VG0(0)

(3.67)
> (g (5 (77 (t)) ) ¢ (t)) 7¢J - Cﬁd’(t))L?(Q) )
\ Viyek, pp te(0,T),
Cp(0) = Co, (3.68)
a une solution unique (,, qui satisfait

(oo € WH2(0, T3 L*(Q)) N L*(0, T; H' (). (3.69)

Pour continuer, supposons que ¢, ; ¢4, sont deux solutions du systéme

(B:67)-(B68), correspondant & (n,¢) = (n,¢,) et (n,6) = (n, ). respective-

ment, alors nous avons

¢

t
/ C77¢1 <'577<152 <S>’ CU¢1 (8) - <77¢2 <8)> L2(Q) ds
0

t

1[0 (Cy0y5) = G (91 Gy 5) = Gy ()

0

< [(9CmE) . 61() =G M) 02 (5)) Gy () ~ G, ) o 85
0

\

et en utilisant 'inégalité

1 1
A\ < §A2 + 552, VA, 0 € R,

32



3.3. Existence et unicité d’une solution faible

nous en déduisons que

t

< e / 161 () — o (5) 122 ds

HC"% = e (t )‘ 2 £2(9)

2

ds,
L2(Q)

b a9 = €y, 0)

et en utilisant I'inégalité de Gronwall, nous obtenons

[€060® = 0,0 < / 161 () = 6 ()3 ds, ¥t € [0.T]. (3.70)

Maintenant, pour chaque n € C([0,T]; V'), considérons 'opérateur ®,, : L? (0, T; L? (Q)) —
L? (O,T; L? (Q)) défini par

= (e Vo € L?(0,T;L% (), (3.71)

Ou ¢4 est I'unique solution, satisfaisant (3.67)-(3.68)). En utilisant (3.67)-
(3.68), on obtient

[8461(8) — Byrn(V)q / 161 (5) — 6a (5) 2y ds, ¥t € [0,T].

En réitérant la derniére inégalité n fois, nous en déduisons que

(cT)"
n

H(I)Z(bl o @Z¢l“iz(o,T;L2(Q)) S

— doll720.r:12(02))

ce qui implique que, pour n suffisamment grand, une puissance P, de @, est
une contraction dans 'espace de Banach L? (O,T L? (Q)) Par conséquent,
nous en déduisons que @, a un unique point fixe ¢; € L? (0, T; L? (Q)) Main-
tenant, soit n € C([0,T];V), soit ¢, le point fixe de ®,, soit ¢, = Cnd%*? et en
gardant a l'esprit —, il est simple de voir que (,, est une solution
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

unique au probléme (3.63)-(3.64]) telle que (3.65)) soit vraie. Enfin, supposons
que ¢, , C,, sont deux solutions au probléme (3.63)-(3.64), correspondant
respectivement & 7); et 75, alors nous obtenons

;

160, ) = ¢, 8

t
2
2
[ = 1 (5) = 12 (5) ey ds
0

/ 6@~ )

Ainsi, en utilisant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons (3.66). =

)ds, Vtel0,T].

\

Considérons maintenant le probléme suivant.

Probléme 3.4 Soit n € C([0,T];V), trouver une fonction 3, : [0,T] —
L>(T'3), telle que

Bat) = Haa (8,(8).05, (1), 1R- (1. 0)]) , pp-t€ (0,T), (3.72)
By(0) = PBo, (3.73)

ou
t

03, (t) = /ﬁn (s)ds, Yt €[0,T]. (3.74)
0
Lemme 3.2 Supposons que and soient satisfaites. Alors le pro-
bleme — a une solution unique qui satisfait

(i) B, € Wb (0,T; L>(T3)),
(3.75)
(i) 0<B,(#) <1,Vtel0,T], pp. v €ls.
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n,, ny € C([0,T];V),

18, (&) = By (D22 < € / I1(5) — ma(s)||ds, ¥t € 0.T].  (3.76)

ot B, (i=1,2) est une solution correspondant a ;.

Preuve.Soit (n,0) € C([0,T];V) x L>=(0,T; L*>°(T'3)) fixé et considérons
Iapplication F' : [0,T] x L*°(I's) — L*°(I'3) défini par

F(t,8) = Haq (8,0 (1), |R- (0, (£))]) .V B € L*(3), p.p. t € (0,T). (3.77)
Soit 1, By € L>®(I'3). De et ( on obtient
’F(thl) - F(t752)‘ < ‘Had (/817 0 (t) ’ ’RT (777' (t))’) - Had (/827 0 (t) ) ‘R’T (777 (t))D‘

< LHa,d‘ﬁl - 52‘7 pp-te (OaT)a
ce qui implique que

|F(t,81) — F(t752)||Loo(P3) < Lp,q 81 — B2||L°°(F3) , p-p- t €(0,7).

Par conséquent, F' est lipschitzienne continue par rapport au deuxiéme argu-
ment, uniformément en temps. De plus, application ¢ — F(t, 3) appartient
a L>(0,T;L>(T3)), V B € L>®(I'3). Ainsi, en utilisant la proposition 2.8, on
déduit qu'’il existe une unique fonction 3,4 € Whee(0,T; L>®(T3)) telle que

Bn@(t) = Had (/Bné(t)7 H(t)’ ’RT (777— (t))‘) y D-D- te (OaT)> (3'78)
Bne(0) = Bo. (3.79)

De plus, a partir de (3.78)-(3.79), (3.28)), (3.34]) et en utilisant des arguments

similaires & ceux utilisés dans [2], nous déduisons que

0< B(t) <1LVte0,T], pp.x €Ts. (3.80)
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

Now, let 3,9,, B, be two solutions, satisfying (3.78)-(3.79). It follows from

(3-28)) thatSoient maintenant 3,4 , 8,4, deux solutions satisfaisant (3.78)-
(13.79). 11 résulte de (3.28) que

106, () — By (D)l ey < / 140, (5) — By ()] 1oy

+e / 161(9) = 62(5)l| 2y s
En utilisant I'inégalité de Gronwall, nous obtenons
180, (8) = By (D wiry < / 029) ~ Ooiwrds. (3:81)

Pour continuer, pour chaque n € C([0,77];V), considérons 'opérateur O,
L*>(0,T; L>(I'3)) — L*>(0,T; L>(T'3)) défini par

0, 0(t) = /57,9 (s)ds, Vt € [0,T], V0 € L (0,T; L®(Ty)),  (3.82)

ol Bne est I'unique solution, satisfaisant |i1b En utilisant "
(3.82)), nous obtenons

0,61(1) ~ ©4a(0) | iryy < / Hﬂnags)—ﬂn%(s)\\ ds

Lee(T's)

)HLO"(F ) d?"ds

IA
\
5

IN

/Hel (P ooy s V1 € 0,71,
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

En réitérant cette inégalité n fois, nous obtenons

(cT)"

T ||01 - 92||L°°(07T;L°°(F3)) )

10,601 — ®n92||Loo(o,T;L°°(F3)) <

ce qui implique que, pour n suffisamment grand, une puissance Oy de 0, est
une contraction dans l’espace de Banach L* (0,7; L*>°(I'3)). Par conséquent,
on en déduit que O, posséde un unique point fixe ¢ € L (0,75 L>(I's))

donné par

t
07 (1) = / Bgs () ds, Wt € [0,7].
0

Maintenant, soit n € C([0,77];V), soit 67 le point fxe de ©,, soit 3, = B
soit an :9,*7 et en gardant & l’esprit l)l , il est simple de voir que S,
est une solution unique au probleme (3.72))-(3.74)) telle que (3.75]) soit vraie.

Enfin, supposons que 8, , 3,, sont deux solutions au probléme (3-72)-(3.74),
correspondant respectivement a 7, et 7y, alors a partir de (3.28)) et ([1.11]

nous obtenons

t

t
18y, (8) = By Z2ry) < € / 185, (5) = By, ()72 ds + / 107, (5) = 05, ()| Z2(r)ds
0

0
t

te / 73(5) = 125 22 1 gy ds

0
t
< c/llﬂm(S)—BW(S)H%z(rg,)ds
’ t s
e / / 1By, (r) = By (1)) drds
0 0

T / 191(5) = 15 ()22 1 g s,

37



3.3. Existence et unicité d’une solution faible

ce qui conduit a

b [ Im(s) = ma(6) ey e
ce qui, avec I'inégalité de Gronwall, donne (3.76[). m

Considérons maintenant le probléme suivant.

Probléme 3.5 Soit n € C([0,7];V), trouver une fonction ¢, : [0,T] — W,
telle que

(CVp, (1), VZZJ)H —(Ee(n(t), Vi) g +

(3.83)
+je (0 (), 0) = (q(t),¥)y,, VY €W, VT e0,T].
Lemme 3.3 Le probléme a une solution unique qui satisfait
¢, € C([0,T];W). (3.84)

De plus, soient ©n, les deux solutions correspondant & ny,, k = 1,2, alors

1y, (8) = @5, O)llw < cllm(E) = n2(B)llv, v ¢ €[0,T]. (3.85)

Preuve.Soit n € C([0,T];V), soit t € [0,T] et soit Ay : W — W, l'opé-

rateur défini par

(At(,D, ¢)W = (CVQD, VT/’)H - (56(77 (t))v VT/’)H + je (90, ¢) ’ VQO, 77[} € W
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

Ensuite, nous avons

(Atgpl - At§027 "‘ﬂ)w = (val - Cv@Q? VWH + je (@17 ¢)

_je (¢2>¢) ) V%HPQJP € W:

et en utilisant (| et (3.50)), nous trouvons que

| Aoy — Arpallyy < (Lc + COL ) llor — w2l > V1,00 € W, (3.86)

avec L¢ > 0. D’autre part, nous avons

(CVp; —CV iy, Vipy — VSOQ)H = (Ao — Agpg, 1 — ‘PZ)W +

Je (02,01 — pa) — Je (¢1,01 — ¥2),
ce qui, avec et (3.50), implique que

(mc - 5(2)Le) llp1 — 802HW (Arpr — Arpas o1 — Pa)yr > Vi1, 00 € W
(3.87)
II résulte de (3.58]), (3.86|) et (3.87) que A; est un opérateur fortement mono-

tone et lipschitzien continu sur W, pour tout ¢ € [0, 7). Ainsi, par Proposition

2.5, il existe une fonction unique ¢, : [0,7] — W
At(pn (t) = q(t) Ve [O7T]>

qui satisfait I’équation variationnelle (3.83]).
Supposons maintenant que t1, to € [0, T]. Il résulte de (3.23)), (3.50]), (3.44])

et (3.83) que

(me — G Le) ||y (t1) = @y (t2)]] 3y < Lelln(t) = n(t2)llv + llg (t1) = q (t2) [lyy
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

Pour tout ¢, t2 € [0, T]. Cette inégalité, combinée a la régularite n € C([0,T];V),

aux hypotheses de petitesse (3.58)) et (3.42]), montre que (3.84) est vraie. De

plus, soit ¢, les deux solutions correspondant & 7, € C ([0,T];V), k=1,2,
il résulte de (3.23)), (3.50)), (3.44]) and (3.83) que

(me — & Le)

0,0 = 20, 0| < Lellm(®) = ma(®)lv,

pour tout ¢ € [0, 7], ce qui, avec I'hypothese de petitesse (3.58)), donne (3.85)).
[ |

Etape 2. Soit a > 0, on définit une fonctionnelle régularisée j, : V — R

Ja(w) = /gb \2/ |wT|2 + o?da, Yw €V,
I's

qui représente une approximation de j,. Plus précisément, nous avons

par

o (w) = Jr(w)| < llgpllprryy, Yw €V (3.88)

De plus, j, a une dérivée de Gateaux j., : V — V* donnée par

. b
<]& (y)’w>v*xv = /22
rs V lyr|” + a?

Puisque j, est une fonction convexe, il s’ensuit que j/, est un opérateur hé-

yr-wrda, Yw, y e V. (3.89)

micontinu et satisfait

<j(/1(y)7w - y>V*><V < ja(w) - jOé (y) ’ vwv Yy € V7 (390)

ce qui conduit &

Pour continuer, soit o > 0, soit n € C([0,T];V), soit B, I'unique solu-

tion du probleme ([3.72)-(3.74)), soit ¢, 'unique solution du probleme ((3.63)-
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

(3-64)), soit ¢, 1'unique solution du probléme (3.83), nous pouvons définir
fy € L2(0,T; V*) par

([ {fa(t), W)y = (F(B),w)y — (B (e(n(1)), ¢,(1)) & (w))

— (& Ve, (t).e (W) g = Jaa(By (), (L), w), (3.92)

L ppte(0,T), VwelV.
et nous considérons le probléme régularisé suivant.

Probléme 3.6 Soit « > 0 et n € C([0,T];V). Trouver une fonction vy :
[0,T] — V telle que

( <v$; (t) ’w>V*><V + (.A (8(1}?,‘ (t))) ,E (w))Q

+ (Ja vy (1), W)y = (), Wy (3.93)

YVweV, pp.te(0,T),
’Ua (O) — UO' (394)

Lemme 3.4 Le probléme - a une solution unique vy qui satisfait
2 . . . 2 YL
vy € L7(0,T;V)NC([0,T]; H), v, € L(0,T;V"). (3.95)

Preuve.Voir [12]. =
Nous introduisons ensuite l’espace W = {v € V, v € V*} qui est un espace

de Banach séparable et réflexif muni de la norme.
[ollw = llvlly + [[9[lv-,

ouV = L*0,T;V) et V* = L*(0,T; V*). Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.5 Il existe une fonction v, € W et une sous-suite de {vg‘}, encore

notée par {vg‘}, telles que lorsque o — 0, les convergences suivantes sont
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

vrates

(07
Un
Ne
Un

)

o~

vy (

— v, faiblement dans L* (0,T;V). (3.96)
— 0y, faiblement dans L? (0,T;V*). (3.97)
— vy, (t) faiblement dans H, ¥Vt € [0,T]. (3.98)

Preuve.See [12]. m

Lemme 3.6 Pour

tout z € L?(0,T;V), les propriétés suivantes sont vérifiées

T
liénjglf/ <U,°]‘ (8),vp(s) — Z(S)>V*><V ds >
' (3.99)
T
/ (U (5) ,vp(8) = 2(8)) e 1 D5
0
T
lignjnf/ [ja (vg‘(s)) — ja(z(s))] ds =
" (3.100)
T
[ ir 0a(s)) = srlx(s))] s
L 0
T
/ (A (8(1}%(3))) ,E (vg‘(s) — z(s)))gds >
’ (3.101)

T
/ (A(e(vy(s))) & (vg(s) — 2(s))) g ds-
0

Preuve.Voir [12]. m

Etape 3. Dans cette étape, nous considérons le probléme variationnel

suivant.
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

Probleme 3.7 Soitn € C([0,T];V). Trouver une fonction v, € W telle que

,

(0 (8), w = 0n(8)) ey + (Ale(vn (5))) € (w —vy(s))) g +

132 (0) = Gz (0g(3) > (nl8)w = 0g($)yy . (3:102)

VweV,pp se(0,T),
vy (0) = wp. (3.103)

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 3.7 Le probléme - ) a une solution unique v, qui sa-

tisfait
v, € L2 (0,T;V)NC([0,T); H), o, € L*(0,T; V*). (3.104)

Preuve.Voir [12]. =
Etape 4. Soit n € C([0,T];V), soit v, I'unique solution du probléme

(3-102)-(3.103)), soit 3, I'unique solution du probleme (3.72)-(3.74), soit ¢,
"unique solution du probléme (3.63)-(3.64)), soit ¢, 1'unique solution du pro-
bleme ([3.83) et soit A : C([0,7];V) — C(]0,T];V) 'opérateur défini par

An (t) :/Un (s)ds +uo, Ve C(0,T];V), Yte|0,T]. (3.105)
0

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.8 L’opérateur A posséde un unique point fize n* € C([0,T];V).
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

Preuve.Soit 1y, 75 € C([0,T];V), alors par (3.102)) and (3.92)), on obtient

/ <®TI1 (S) - 1)772 (8)7 Uny (S) — Upy (8)>V* xV ds+
0
/kA@@m@»y—A@@%@»La@m@w—%xﬂngw
0
</%A&J$mﬂ@w%®%ﬂ%@»%+

0

—/ﬁamgﬁmxﬁw%@ww%@»+
0
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

ce qui donne

,

e, )= v (O + | Moy (o) = (51} s <

t

JACROEENE

L2(Ts) [0, (5) — ”nz(S)HV ds+

te / 171(5) = na()ly ([ () = g (5)]] s
0

anl(s) - Unz(S)HV ds

/H%l ~ (8 H [[0g, (5) = vn, (5)|, ds

ce qui conduit a

/
/H”m( — Uy, (s Hvds /Hﬁn = By, (8)
0

+c/ 1) — ma(s Hvd8+0/ [, (5) = €19

L2(T'3) s

2
L2(Q ds_i_c/H(pnl — (s HW

Par conséquent, par (3.76f), (3.66[) et (3.85]), nous trouvons que

t
/va( — vy, (5)|y, ds < /Hm (s)]% ds. (3.106)
0
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3.3. Existence et unicité d’une solution faible

Maintenant, en utilisant , nous obtenons
¢
14, 0) = Ama(Oly < [ fon, () = vy 5) 3 s
0
ce qui, avec , implique que

1Amy (8) — A (D)% < / Im1(5) — ma()|1% ds, ¥ t € [0,T].

En réitérant la derniére inégalité n fois, nous en déduisons que

Gl

IA™ 1 = ™ol E 0110 < Iy = n2lleqo vy

ce qui implique que, pour n suffisamment grand, une puissance A" de A
est une contraction dans lespace de Banach C ([0,T];V). Par conséquent,
nous en déduisons que A a un unique point fixe n* € C ([0,7];V). m

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients pour démontrer le théo-
réme 3.1. Soit A lopérateur défini par , soit n* le point fixe de A, soit
B = B,+ l'unique solution du probléme -, soit ¢ = (,- l'unique
solution du probléme —, soit o=, l'unique solution du probleme
, soit u : [0,T] — V le champ de déplacement défini par

s)ds+ug, ¥t €10,T], (3.107)

ﬁ
of\W

ot v+ est I'unique solution du probleme — correspondant an*.
Nous concluons que {u, 3, p, C} est une solution au probléme (3.51] -
et qui satisfait la régularité (3.59)-(3.62) découle de (3.75), (3. 65]) (3.104)
et m L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point

fixe de opérateur A et de I'unicité de la solution du probléme (3.72))-(3.74)),
(3.63)-(3.64)), (3.83]) et probleme ((3.102))-(3.103)).
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Abstract

In this thesis, we study a dynamic contact problem model using Tresca's friction law, in which
damage and adhesion are taken into account. We assume that the mechanical properties of
the body are described by an electroviscoelastic constitutive law. Under appropriate
assumptions, we provide a variational formulation of the problem. We then demonstrate the
existence and unigueness of the weak solution.

Keywords: Piezoelectric material, damage, dynamic process, friction law, adhesion, contact,
variational formulation, weak solution.

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions un modele de probléeme dynamique de contact avec la loi
de frottement de Tresca dans lequel 'endommagement et | adhésion sont pris en compte.
Nous supposons que les propriétés mécaniques du corps sont décrites par une loi de
comportement électroviscoélastique. Sous des hypothéses appropriées, nous donnons une
formulation variationnelle du probléme. Nous démontrons ensuite I'existence et I'unicité de
la solution faible.

Mots clés : : Matériau piézoélectrique, endommagement, processus dynamique, loi de
frottement, adhésion, contact, formulation variationnelle, solution faible.



	1
	pg24
	N0 :
	Faculté des Sciences
	Département de Mathématiques
	Mémoire
	Encadré par: Kasri  Abderrezak                                           M.C.A  U.SKIKDA

	mémoire 2024
	Modélisation
	Equations constitutives
	Loi de comportement élastique
	Loi de comportement des matériaux électro-élastique
	Loi de comportement viscoélastique
	Loi de comportement électro-viscoélastique avec endommagement

	Equations du mouvement et déquilibre
	Conditions aux limites
	Les conditions aux limites de déplacement et de traction
	Condition de contact bilatéral
	Conditions aux limites électriques
	Loi de frottement de Tresca avec adhésion


	Préliminaires mathématiques
	Quelques resultats dans les espaces de Banach
	Quelques resultats dans les espaces de Hilbert
	Espaces de fonctions vectorielles
	Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

	Analyse d'un problème de contact piezoélectrique avec endommagement, frottement et adhésion
	Enoncé du problème.
	Hypothèses.
	Existence et unicité d'une solution faible


	ملخص

