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à l’université de SKIKDA.
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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier la stabilité d’un système de Bresse avec second

son. Nous montrons l’existence et l’unicité de la solution du système par la théorème du

Semi-groupe, notre résultat principal est d’étudier la stabilité exponentielle du système

par la technique des multiplicateurs qui basent sur la construction du fonctionnelle de

Lyapunov équivalente à l’énergie.

Mots-clés : système de Bresse, existence et unicité de la solution, théorème du semi-

groupe, stabilité exponentielle, fonctionnelle de Lyapunov.
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ملخـــــــــــص

معӯدࣇ࣌ت زاޣ߈يך، ஫ಹಢࣺך تفӯضليך معӯدࣇ࣌ت مذ इஶكڔن أنظمך إستقيار اࣀࣄષજշة، هշه ᄙჳ ް߈رس
اۼոाيך. و اࣇոइவ࣌ا஫ࣺך ال൦๕وط ԑ೜඼ ູലۢۀ نظӯم ᄙჳ اࣇਤ৻ร࣏ة هշه ௷యఠثؗ بӯۼाيارة، متӲۉۢة هշاالنظӯم

بӯستعمӯل ൷็࣏اࣇ اࣇ࣋ستقيار و भञ೑ೂا أنصӯف يך نظي ย࡯ࡻ بӯࣇ࣋عتمӯد ؗाاۼ ووոฤاஸࣺך وجڔد ޭ߈راسך ӯႍنၰ
الطӯقך. ဳဥدا ᄗჳྨཱྀت ണആال ليӯبڔنڔف ဳဥدا لبنӯء الவ൦๢ࣺך يقך الطي

ဳဥدا, ൷็࣏اࣇ اࣇ࣋ستقيار زभञة, ւنص يך نظي وتفيده, ؗाاۼ وجڔد ,ູലۢۀ نظӯم الكلماتالمفتاحية:
ليӯبڔنڔف.
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Abstract

The aim of this thesis is to study the stability of Bresse system with second sound.

We show the existence and uniqueness of the solution by the Semi-group theory. Our

main result is to study the exponential stability of the system by multipliers technique.

Also we show the exponential stability of the solution by introducing a suitable Lya-

punov functional.

Keywords : Bresse system, existence and uniqueness of the solution, semi-group

theory, exponential stability, Lyapunov functional.
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INTRODUCTION

Le système de Bresse prend en compte les déformations d’arc d’un cercle soumis aux

déplacements longitudinal, vertical et l’angle de rotation dénotés par ω, ϕ et ψ respectivement.

Le système est donné par les équations suivantes


ρ1ϕtt − k (ϕx + lω + ψ)x − k0l (ωx − lϕ) = F1,

ρ2ψtt − bψxx + k (ϕx + lω + ψ) = F2,

ρ3ωtt − k0 (ωx − lϕ)x + kl (ϕx + lω + ψ) = F3.

dans (0, 1)× (0,+∞),

dans (0, 1)× (0,+∞),

dans (0, 1)× (0,+∞),

(1)

où F1, F2 et F3 représentent les forces extérieures et les coefficients ρi, k, k0, l et b sont des

constantes positives. Le système de Bresse (1) est composé de trois équations des ondes et

il a été introduit par Bresse [6]. Lorsque F1 = F2 = F3 = 0, le système (1) est purement

conservatif. En d’autres termes, en prenant en compte tous les conditions aux bords, l’énergie

du système définie par la fonctionnelle suivante

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1ω

2
t + bψ2

x + k (ϕx + ψ + lω)2 + k0 (ωx − lϕ)2] dx,



Introduction

vérifie E ′(t) = 0. Par conséquent, E(t) = E(0) pour tout t ≥ 0. Cette identité est appelée la

propriété de conservation de l’énergie.

En outre, si l ≡ 0, alors le système de Bresse se réduit au système de Timoshenko. Santos

et Almeida Júnior [9] ont considéré (1) lorsque F1 = γ1ϕt, F2 = γ2ψt et F3 = γ3ωt, avec les

conditions initiales et les conditions aux bords de type Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, et ils ont

montré que le système est exponentiellement stable sans imposer aucune condition sur les

coefficients. Le même résultat a été trouvé par Soriano et al [7] lorsque F1 = a(x)g1 (ϕt) ,

F2 = g2 (ψt) et F3 = γ(x)g3 (ωt), où a, γ ∈ L∞(0, L) et les fonctions g1, g2 et g3 sont continues

et monotones.

Un résultat similaire a été obtenu également par Guesmia et Kafini [1] lorsque

F1 = −
∫ +∞

0

g1(s)ϕxx(x, t− s)ds, F2 = −
∫ +∞

0

g2(s)ψxx(x, t− s)ds

et F3 = −
∫ +∞

0

g3(s)ωxx(x, t− s)ds,

où gi sont des fonctions différentiables décroissantes satisfaisant certain hypothèses. Précisément,

ils ont établi l’existence et l’unicité de la solution et la stabilité asymptotique de ce système,

mais sans imposer aucune condition sur les coefficients. Lorsque F1 = F3 = 0 et F2 = γψt

avec γ > 0, Alabau Boussouira et al [3] ont montré que le système est exponentiellement

stable sous les conditions

ρ1

k
=
ρ2

b
et k = k0,

sinon le système manque de stabilité exponentielle.

Dans ce mémoire, on étude l’existence et l’unicité des solutions et le comportement asymp-
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Introduction

totique du système de Bresse suivant, où le flux de chaleur est donnée par la loi de Cattaneo



ρ1ϕtt − k (ϕx + ψ + lω)x − k0l (ωx − lϕ) = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k (ϕx + ψ + lω) + γθx = 0,

ρ1ωtt − k0 (ωx − lϕ)x + kl (ϕx + ψ + lω) = 0,

ρ3θt + qx + γψxt = 0,

τ0qt + βq + θx = 0.

dans (0, 1)× (0,+∞),

dans (0, 1)× (0,+∞),

dans (0, 1)× (0,+∞),

dans (0, 1)× (0,+∞),

dans (0, 1)× (0,+∞),

(2)

Avec les conditions aux bords

ϕ(0, t) = θ(0, t) = ωx(0, t) = ψx(0, t) = 0,

ϕx(1, t) = q(1, t) = ω(1, t) = ψ(1, t) = 0,
∀t ≥ 0, (3)

et les conditions initiales

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x),

ω(x, 0) = ω0(x), ωt(x, 0) = ω1(x), θ(x, 0) = θ0(x), q(x, 0) = q0(x).
∀x ∈ (0, 1), (4)

Ce mémoire est basé sur le travail de Keddi [2], Le mémoire est organisé de la manière

suivante :

Chapitre 1 : Nous présentons des définitions et des théorèmes très utiles.

Chapitre 2 : Nous utilisons la théorème du Semi-groupe pour prouver que le système (2)-(4)

est bien posé.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour établir la

stabilité exponentielle quand ζ = 0 et k = k0, où.

ζ =

(
1− τ0ρ3k

ρ1

)(ρ1

k
− ρ2

b

)
︸ ︷︷ ︸

χ

−γ
2τ0

b
.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires tout au

long de ce travail. Le lien commun entre tous les résultats de ce chapitre, c’est qu’ils sont

préparatoires pour les principaux résultats, qui sont contenues dans les chapitres suivants.

1.1 Notion d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces Fonctionnels

voir [5]

Espace Complet

Définition .1 Un espace normé (E; ||.||E) est complet si tout suite de Cauchy de E

est convergente dans E.

Espace de Banach

Définition .2 Un espaces vectoriel normé complet s’appelle espace de Banach.



Chapitre 1. Préliminaire

Espace de Hilbert

Définition .3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit sca-

laire (u, v) et qui est complet pour la norme

(u, v)
1
2

1.1.2 Espaces de Lebesgue

Définition .4 [5] Soit Ω un domaine dans Rn, nous définissons l’espace Lp(Ω) comme sui-

vante

• pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp(Ω) est l’espace des fonctions f réelles sur Ω telles que f est

mesurable et ∫
Ω

|f(x)|pdx <∞.

Si f ∈ Lp(Ω), on définie la norme

||f ||p = (

∫
Ω

|f(x)|pdx)
1
p ,

• pour p =∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f qui sont essentiel-

lement bornées sur Ω.

Si f ∈ L∞(Ω), on a

||f ||∞ = ess supΩ|f(x)| = inf{A ≥ 0 : µ{x ∈ Ω : f(x) > A} = 0}.

1.1.3 Espace de Sobolev dans R

[5] Les espaces de Sobolev jouent un rôle fondamental dans le calcul variationnel. Ils doivent

leur nom au mathématicien russe Serguëı Lvovitch Sobolev (1908-1989).

7



Chapitre 1. Préliminaire

Espace de Sobolev W 1,P (Ω)

Définition .5 Soient Ω un ouvert quelconque de Rn et P ∈ R avec 1 ≤ P ≤ ∞, l’espaces

de Sobolev W 1,P (Ω) est défini par

W 1,P (Ω) = {u ∈ LP (Ω),∃g ∈ LP (Ω) tel que

∫
Ω

u(x)ϕ′(x)dx = −
∫

Ω

g(x)ϕ(x)dx},

on pose

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Espace de Sobolev Wm,P (Ω)

Définition .6 [5] Soient Ω un ouvert quelconque de Rn, m ≥ 2 et un réel p, 1 ≤ p ≤ ∞,

l’espaces de Sobolev Wm,P (Ω) est défini par

Wm,p(Ω) =


u ∈ Lp(Ω) ∀α avec |α| ≤ m ∃gα ∈ Lp(Ω)

tel que

∫
Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

gαϕdx,∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

 ,

où α ∈ Nn, |α| =
N∑
i=1

αi et Dαϕ =
∂|α|ϕ

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ..∂x

αN
N

.

On pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω),

l’espace Wm,p est muni de la norme

||u||Wm,p(Ω) = ||u||Lp(Ω) +
∑

0<α≤m
||Dαu||Lp(Ω).

8



Chapitre 1. Préliminaire

Et l’espace Hm est muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω)
= (u, v)

L2(Ω)
+
∑m

α=1(Dαu,Dαv)
L2(Ω)

,

pour tout u, v ∈ Hm(Ω).

Espace de Sobolev W 1,P
0 (Ω)

Définition .7 [5] Étant donné le réel p, 1 ≤ p ≤ ∞ on appelle espace de Sobolev, et on note

W 1,P
0 (Ω), l’adhérence de D(Ω) dans W 1,P (Ω) (resp H1

0(Ω) si p = 2).

1.2 Certaines inégalités algébrique

Nous allons donner ici quelques inégalités algébrique importantes. Ces inégalités jouent

un rôle important en mathématiques appliqués et aussi, il est très utile dans nos prochains

chapitres.

1.2.1 Inégalité de Hölder

[4] Soient f et g deux fonctions respectivement dans Lp(Ω), Lq(Ω) avec
1

p
+

1

q
= 1. Alors

le produit f.g est dans L1(Ω) et

∫
Ω

|fg|dx ≤
(∫

Ω

|f |pdx
)1/p(∫

Ω

|g|qdx
)1/q

,

||fg||L1 6 ||f ||Lp ||g||Lq .

9



Chapitre 1. Préliminaire

Remarque 1.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l’inégalité de Hölder

avec p = q = 2.

1.2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

[4] Soient f et g deux fonction dans L2(Ω)

∫
Ω

|fg|dx ≤
(∫

Ω

|f |2dx
) 1

2
(∫

Ω

|g|2dx
) 1

2
.

1.2.3 Inégalité de Young

[4] Soient p et q deux réels vérifiant
1

p
+

1

q
= 1 alors :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω)× Lq(Ω))2,∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

p

∫
Ω

|fp|dx+
1

qε
q
p

∫
Ω

|gq|dx.

Si p = q = 2 on a :

∀(f, g) ∈ (L2(Ω))2,∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

2

∫
Ω

|f 2|dx+
1

2ε

∫
Ω

|g2|dx.

1.2.4 Inégalité de Poincaré

[4] Soit Ω un domaine borné de R, alors il existe une constante positive c telle que :

||u||H1
0 (Ω) ≤ c||u′||L2(Ω),∀u ∈ H1

0 (Ω).

10



Chapitre 1. Préliminaire

1.3 Quelques notions sur les opérateurs

Définition .8 [5] un opérateur linéaire sur un espace X est une application linéaire définie

sur un sous espace vectoriel D(A) ⊂ X a valeurs dans X, (D(A) s’appelle le domaine de

l’opérateur A).

Définition .9 [5] Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de domaine

D(A).

On dit que A est monotone (ou accrétif) si

〈Av, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ D(A).

A est dissipatif si

〈Au, u〉 ≤ 0,∀u ∈ D(A),

on dit que A est maximal monotone si de plus Im(Id+A) = H, i.e

∀f ∈ H,∃u ∈ D(A) tel que u+Au = f.

Proposition 1.3.1 [5] Soit A un opérateur monotone maximal, ensuite

– D(A) est dense en H.

– A est un opérateur fermé.

– Pour chaque λ > 0, (I + λA) est bijective de D(A) sur H, (I + λA)−1 est un

opérateur borné, et ‖ (I + λA)−1 ‖L(H)≤ 1.

1.4 Semi-groupe fortement continue d’opérateurs linéaires

Définition .10 [8] Soit X un espace de Banach, soit L(X) l’ensemble de tous les opérateurs

linéaires bornés de X à X, une famille {S(t), t ≥ 0} dans L(X) est un Semi-groupes

11



Chapitre 1. Préliminaire

d’opérateur linéaire borné sur X si

1) S(0) = I, (I est l’opérateur d’identité sur x).

2) S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) ∀t1, t2 ≥ 0 (la propriété Semi-groupe ).

3) Pour chaque x ∈ X, S(t)x est continue sur [0,∞).

Définition .11 [8] Le générateur infinitésimal, où générateur du Semi-groupe d’opérateurs

linéaires {S(t), t ≥ 0}. L’opérateur A : D(A) ⊆ X → X défini par

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

S(t)x− x
t

existe

}
,

et défini par

Ax= lim
t→0

S(t)x− x
t

pour x ∈ D(A).

Dans le générateur infinitésimal du Semi-groupe S(t), D(A) est le domaine d’un opérateurA.

1.5 Théorème de Lax-Milgram

[4] soit a(u, v)une forme bilinéaire . Alors sur un espace de Hilbert H qui est :

– Continue ,c’est -à-dire ∀u, v ∈ H, |a(u, v)| ≤M ||u||H ||v||H ,∀M > 0.

– Coercive, c’est -à-dire ∀u ∈ H, |a(u, u)| ≥ α||u||2H , ∀α > 0.

Soit l(v) une forme linéaire continue sur H .Alors il existe une unique u ∈ H tel que :

∀v ∈ H, a(u, v) = l(v).

12
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1.6 Théorème de Hille-Yosida

[4] Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

u0 ∈ D(A), il existe une fonction

u ∈ C1([0,∞], H) ∩ C([0,∞], D(A)),

unique telle que 
du

dt
+Au = 0 sur [0,∞[

u(0) = u0, (donnée initiale)

de plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et |du
dt

(t)| = |Au(t)| ≤ |Au0|, ∀t ≥ 0.

1.7 Théorème de Lumer-Phillips

Théorème 1.7.1 [8] Soit A : D(A) ⊆ X → X un opérateur linéaire défini, et D(A) do-

maine dense dans X, alors A génère un C0Semi-groupe de contractions sur X si et seulement

si

1. A est dissipatif.

2. il existe λ > 0 tel que λI −A est surjectif.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ

Dans ce chapitre, nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution du système (2)-(4),

en utilisant la théorie de Semi-groupe. Pour cela, en posant Φ = (ϕ, u, ψ, v, ω, w, θ, q)T , où

u = ϕt, v = ψt et w = ωt, le système (2)-(4) s’écrit sous la forme

 Φ
′
(t) +AΦ(t) = 0, t>0,

Φ(0) = Φ0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, ω0, ω1, θ0, q0)T ,
(2.1)

où l’opérateur A est défini par
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AΦ =



−u

− k

ρ1

(ϕx + ψ + lω)x −
k0l

ρ1

(ωx − lϕ)

−v

− b

ρ2

ψxx +
k

ρ2

(ϕx + ψ + lω) +
γ

ρ2

θx

−w

−k0

ρ1

(ωx − lϕ)x +
kl

ρ1

(ϕx + ψ + lω)

1

ρ3

qx +
γ

ρ3

vx

β

τ0

q +
1

τ0

θx



.

On considère les espaces de Hilbert suivants :

H1
∗ (0, 1) = {f ∈ H1(0, 1) : f(0) = 0},

H̃1
∗ (0, 1) = {f ∈ H1(0, 1) : f(1) = 0},

H2
∗ (0, 1) = H2(0, 1) ∩H1

∗ (0, 1),

H̃2
∗ (0, 1) = H2(0, 1) ∩ H̃1

∗ (0, 1).

Et

H = H1
∗ (0, 1)× L2(0, 1)× H̃1

∗ (0, 1)× L2(0, 1)× H̃1
∗ (0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1),

muni du produit scalaire

(Φ, Φ̃)H = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)(ϕ̃x + ψ̃ + lω̃)dx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)(ω̃x − lϕ̃)dx+ ρ1

∫ 1

0

uũdx

+ b

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+ ρ2

∫ 1

0

vṽdx+ ρ1

∫ 1

0

ww̃dx+ ρ3

∫ 1

0

θθ̃dx+ τ0

∫ 1

0

qq̃dx.

Alors le domaine de l’opérateur A est donné par :

15



Chapitre 2. Existence et unicité

D(A) =

 Φ ∈ H\ ϕ ∈ H2
∗ (0, 1), ψ, ω ∈ H̃2

∗ (0, 1),

u, θ ∈ H1
∗ (0, 1), v, w, q ∈ H̃1

∗ (0, 1), ϕx(1) = ωx(0) = ψx(0) = 0.

 .

On montre maintenant que A est un opérateur maximal monotone. A cet effet, on a besoin

des deux lemmes suivants :

Lemme 2.1 L’opérateur A est monotone et satisfait, pour tout Φ ∈ D(A), on a

(AΦ,Φ)H = β

∫ 1

0

q2dx ≥ 0. (2.2)

Démonstration. En utilisant le produit scalaire. Pour tout Φ0 ∈ D(A), on a

(AΦ,Φ)H = −k
∫ 1

0

(ux + v + lw)(ϕx + ψ + lω)dx− k0

∫ 1

0

(wx − lu)(ωx − lϕ)dx

+ ρ1

∫ 1

0

(− k

ρ1

(ϕx + ψ + lω)x −
k0l

ρ1

(ωx − lϕ))udx− b
∫ 1

0

vxψxdx

+ ρ2

∫ 1

0

(− b

ρ2

ψxx +
k

ρ2

(ϕx + ψ + lω) +
γ

ρ2

θx)vdx

+ ρ1

∫ 1

0

(−k0

ρ1

(ωx − lϕ)x +
kl

ρ1

(ϕx + ψ + lω))wdx

+ ρ3

∫ 1

0

(
1

ρ3

qx +
γ

ρ3

vx)θdx+ τ0

∫ 1

0

(
β

τ0

q +
1

τ0

θx)qdx.

Après la simplification, on trouve :

(AΦ,Φ)H = −k
∫ 1

0

ux(ϕx + ψ + lω)dx− k
∫ 1

0

v(ϕx + ψ + lω)dx− kl
∫ 1

0

w(ϕx + ψ + lω)dx

− k0

∫ 1

0

wx(ωx − lϕ)dx+ k0l

∫ 1

0

u(ωx − lϕ)dx− k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)xudx

− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)udx− b
∫ 1

0

vxψxdx− b
∫ 1

0

ψxxvdx+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)vdx

+ γ

∫ 1

0

θxvdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)xwdx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)wdx+

∫ 1

0

qxθdx

+ γ

∫ 1

0

vxθdx+ β

∫ 1

0

q2dx+

∫ 1

0

θxqdx,

16
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et grâce à la formule d’intégration par partie, on obtient

(AΦ,Φ)H = −k
∫ 1

0

ux(ϕx + ψ + lω)dx− k
∫ 1

0

v(ϕx + ψ + lω)dx− kl
∫ 1

0

w(ϕx + ψ + lω)dx

− k0

∫ 1

0

wx(ωx − lϕ)dx+ k0l

∫ 1

0

u(ωx − lϕ)dx− k[(ϕx + ψ + lω)u]10

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)uxdx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)udx− b[vψx]10 + b

∫ 1

0

vψxxdx

− b
∫ 1

0

ψxxvdx+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)vdx+ γ

∫ 1

0

θxvdx− k0[(ωx − lϕ)w]10

+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)wxdx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)wdx+ [qθ]10 −
∫ 1

0

qθxdx+ γ[vθ]10

− γ
∫ 1

0

vθxdx+ β

∫ 1

0

q2dx+

∫ 1

0

θxqdx.

Alors, les conditions aux bords impliquent

(AΦ,Φ)H = β

∫ 1

0

q2dx ≥ 0.

Alors A est monotone.

Lemme 2.2 L’opérateur A+ I est surjectif.

Démonstration. Pour tout G = (g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8)T ∈ H, Il existe Φ ∈ D(A)

vérifiant

(A+ I)Φ = G. (2.3)
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L’équation (2.3) est équivalente à



−u+ ϕ = g1,

− k

ρ1

(ϕx + ψ + lω)x −
k0l

ρ1

(ωx − lϕ) + u = g2,

−v + ψ = g3,

− b

ρ2

ψxx +
k

ρ2

(ϕx + ψ + lω) +
γ

ρ2

θx + v = g4,

−w + ω = g5,

−k0

ρ1

(ωx − lϕ)x +
kl

ρ1

(ϕx + ψ + lω) + w = g6,

1

ρ3

qx +
γ

ρ3

vx + θ = g7,

β

τ0

q +
1

τ0

θx + q = g8.

(2.4)

En multipliant l’équation (2.4)2 et (2.4)6 parρ1 et (2.4)4 par ρ2, (2.4)7 par ρ3 et l’équation

(2.4)8 par τ0, on obtient



−u+ ϕ = g1,

−k(ϕx + ψ + lω)x − k0l(ωx − lϕ) + ρ1u = ρ1g2,

−v + ψ = g3,

−bψxx + k(ϕx + ψ + lω) + γθx + ρ2v = ρ2g4,

−w + ω = g5,

−k0(ωx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lω) + ρ1w = ρ1g6,

qx + γvx + ρ3θ = ρ3g7,

(β + τ0)q + θx = τ0g8.

(2.5)

D’après l’équation (2.5)1,(2.5)3, (2.5)5 et (2.5)8, on obtient

u = ϕ− g1 ∈ H1
∗ (0, 1), (2.6)

v = ψ − g3 ∈ H̃1
∗ (0, 1), (2.7)
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w = ω − g5 ∈ H̃1
∗ (0, 1), (2.8)

θx = −(β + τ0)q + τ0g8 ∈ L2(0, 1). (2.9)

L’intégration de (2.9) donne

θ(x, t) = −(β + τ0)

∫ x

0

q(y)dy + τ0

∫ x

0

g8(y)dy, (2.10)

et θ(0, t) = 0. A l’aide de (2.6)− (2.10), il est facile de montrer que ϕ, ψ, ω et q satisfont



−k(ϕx + ψ + lω)x − k0l(ωx − lϕ) + ρ1(ϕ− g1) = ρ1g2,

−bψxx + k(ϕx + ψ + lω) + γ[−(β + τ0)q + τ0g8] + ρ2(ψ − g3) = ρ2g4,

−k0(ωx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lω) + ρ1(ω − g5) = ρ1g6,

qx + γ(ψx − g3x) + ρ3(−(β + τ0)

∫ x

0

q(y)dy + τ0

∫ x

0

g8(y)dy) = ρ3g7,

donc

−k(ϕx + ψ + lω)x − k0l(ωx − lϕ) + ρ1ϕ = ρ1(g2 + g1),

−bψxx + k(ϕx + ψ + lω) + ρ2ψ − γ(β + τ0)q = ρ2(g4 + g3)− γτ0g8,

−k0(ωx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lω) + ρ1ω = ρ1(g6 + g5),

−qx + ρ3(β + τ0)

∫ x

0

q(y)dy − γψx = −ρ3(g7 − τ0

∫ x

0

g8(y)dy)− γg3x.

(2.11)

On multiple les équations de système (2.11) respectivement par ϕ1, ψ1, ω1 et q1 et en
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intégrant sur (0, 1).

• − k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)xϕ1dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)ϕ1dx+ ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx = ρ1

∫ 1

0

(g2 + g1)ϕ1dx,

• − b
∫ 1

0

ψxxψ1dx+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)ψ1dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx− γ(β + τ0)

∫ 1

0

qψ1dx

= ρ2

∫ 1

0

(g4 + g3)ψ1dx− γτ0

∫ 1

0

g8ψ1dx,

• − k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)xω1dx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)ω1dx+ ρ1

∫ 1

0

ωω1dx = ρ1

∫ 1

0

(g6 + g5)ω1dx,

• −
∫ 1

0

qxq1dx+ ρ3(β + τ0)

∫ 1

0

∫ x

0

q(y)q1dydx− γ
∫ 1

0

ψxq1dx

= −ρ3

∫ 1

0

(g7 − τ0

∫ x

0

g8(y)dy)q1dx− γ
∫ 1

0

g3xq1dx.

D’après l’intégration par parties avec les conditions aux bords, on trouve

• k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)ϕ1xdx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)ϕ1dx+ ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx = ρ1

∫ 1

0

(g2 + g1)ϕ1dx,

• b
∫ 1

0

ψxψ1xdx+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)ψ1dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx− γ(β + τ0)

∫ 1

0

qψ1dx

= ρ2

∫ 1

0

(g4 + g3)ψ1dx− γτ0

∫ 1

0

g8ψ1dx,

• k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)ω1xdx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)ω1dx+ ρ1

∫ 1

0

ωω1dx = ρ1

∫ 1

0

(g6 + g5)ω1dx,

• (β + τ0)

∫ 1

0

qq1dx+ ρ3(β + τ0)2

∫ 1

0

(∫ x

0

q(y)dy

)(∫ x

0

q1(y)dy

)
dx+ γ(β + τ0)

∫ 1

0

ψq1dx

= −ρ3(β + τ0)

∫ 1

0

(
g7 − τ0

∫ x

0

g8(y)dy

)(∫ x

0

q1(y)dy

)
dx+ γ(β + τ0)

∫ 1

0

g3q1dx.

Puis en sommant les termes, on trouve la formulation variationnelle suivante

B((ϕ, ψ, ω, q), (ϕ1, ψ1, ω1, q1)) = F (ϕ1, ψ1, ω1, q1), (2.12)

où B est une forme bilinéaire de [H1
∗ (0, 1)× H̃1

∗ (0, 1)× H̃1
∗ (0, 1)×L2(0, 1)]2 dans R définie

20



Chapitre 2. Existence et unicité

par :

B((ϕ, ψ, ω, q), (ϕ1, ψ1, ω1, q1)) = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)(ϕ1x + ψ1 + lω1)dx

+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)(ω1x − lϕ1)dx

+ ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx+ ρ1

∫ 1

0

ωω1dx

+ b

∫ 1

0

ψxψ1xdx− γ(β + τ0)

∫ 1

0

qψ1dx

+ γ(β + τ0)

∫ 1

0

ψq1dx+ (β + τ0)

∫ 1

0

qq1dx

+ ρ3(β + τ0)2

∫ 1

0

(∫ x

0

q(y)dy

)(∫ x

0

q1(y)dy

)
dx,

et F est une application linéaire de H1
∗ (0, 1)× H̃1

∗ (0, 1)× H̃1
∗ (0, 1)×L2(0, 1) dans R définie

par :

F (ϕ1, ψ1, ω1, q1) = ρ1

∫ 1

0

(g2 + g1)ϕ1dx+ ρ2

∫ 1

0

(g4 + g3)ψ1dx− γτ0

∫ 1

0

g8ψ1dx

+ ρ1

∫ 1

0

(g6 + g5)ω1dx+ γ(β + τ0)

∫ 1

0

g3q1dx

− ρ3(β + τ0)

∫ 1

0

(
g7 − τ0

∫ x

0

g8(y)dy

)(∫ x

0

q1(y)dy

)
dx.

On pose V = H1
∗ (0, 1)× H̃1

∗ (0, 1)× H̃1
∗ (0, 1)× L2(0, 1) muni du produit scalaire

(
(ϕ, ψ, ω, q), (ϕ̃, ψ̃, ω̃, q̃)

)
V

= k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)(ϕ̃x + ψ̃ + lω̃)dx

+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)(ω̃x − lϕ̃)dx

+ b

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+ τ0

∫ 1

0

qq̃dx,
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et la norme associée

‖(ϕ, ψ, ω, q)‖2
V = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx+ τ0

∫ 1

0

q2dx.

Cette norme est équivalente à la norme

‖(ϕ, ψ, ω, q)‖2
V = ||(ϕx + ψ + lω)||22 + ||(ωx − lϕ)||22 + ||ψx||22 + ||q||22.

Maintenant, en utilisant le fait suivante, on montre la continuité de B et F , et que B est

coercive

∫ 1

0

(ϕ2
x + ψ2

x + ω2
x)dx ≤ c

∫ 1

0

(
(ϕx + ψ + lω)2 + (ωx − lϕ)2 + ψ2

x

)
dx. (2.13)

1. B continue :

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|B((ϕ, ψ, ω, q), (ϕ̃, ψ̃, ω̃, q̃))| ≤ k|| (ϕx + ψ + lω) ||2||(ϕ̃x + ψ̃ + lω̃)||2

+ k0|| (ωx − lϕ) ||2|| (ω̃x − lϕ̃) ||2

+ ρ1||ϕ||2||ϕ̃||2 + ρ2||ψ||2||ψ̃||2 + ρ1||ω||2||ω̃||2

+ b||ψx||2||ψ̃x||2 + γ(β + τ0)||q||2||ψ̃||2

+ γ(β + τ0)||ψ||2||q̃||2 + (β + τ0)||q||2||q̃||2

+ ρ3(β + τ0)2

[∫ 1

0

(∫ x

0

|q(y)|dy
)2

dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ x

0

|q̃(y)|dy
)2

dx

] 1
2

.
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En traite le terme comme suite

[∫ 1

0

(∫ x

0

|q(y)|dy
)2

dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ x

0

|q̃(y)|dy
)2

dx

] 1
2

≤
[∫ 1

0

(∫ x

0

dy

)(∫ x

0

|q(y)|2dy
)
dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ x

0

dy

)(∫ x

0

|q̃(y)|2dy
)
dx

] 1
2

,

≤
[∫ 1

0

(∫ 1

0

dy

)(∫ 1

0

|q(y)|2dy
)
dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ 1

0

dy

)(∫ 1

0

|q̃(y)|2dy
)
dx

] 1
2

,

≤ ||q||2||q̃||2.

Donc d’après les inégalités de Poincaré,Young et (2.13) on obtient

|B((ϕ, ψ, ω, q), (ϕ̃, ψ̃, ω̃, q̃))| ≤ c
(
||q||22 + c(||(ϕx + ψ + lω)||22 + ||(ωx − lϕ)||22 + ||ψx||22)

) 1
2

×
(
||q̃||22 + c(||(ϕ̃x + ψ̃ + lω̃)||22 + ||(ω̃x − lϕ̃)||22 + ||ψ̃x||22)

) 1
2
,

≤ c||ϕ, ψ, ω, q||V ||ϕ̃, ψ̃, ω̃, q̃||V .

2. B coercive :

Pour certain c > 0, on a

B((ϕ, ψ, ω, q), (ϕ, ψ, ω, q)) = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+ ρ1

∫ 1

0

ϕ2dx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2dx+ ρ1

∫ 1

0

ω2dx+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ (β + τ0)

∫ 1

0

q2dx+ ρ3(β + τ0)2

∫ 1

0

(∫ x

0

q(y)dy

)2

dx,

≥ k|| (ϕx + ψ + lω) ||22 + k0|| (ωx − lϕ) ||22 + b||ψx||22 + c||q||22,

≥ min(k, k0, b, c)||(ϕ, ψ, ω, q)||2V ,

≥ c||(ϕ, ψ, ω, q)||2V .
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3. F continue :

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|F (ϕ̃, ψ̃, ω̃, q̃)| ≤ ρ1||(g1 + g2)||2||ϕ̃||2 + ρ2||(g4 + g3)||2||ψ̃||2 + γτ0||g8||2||ψ̃||2

+ ρ1||(g6 + g5)||2||ω̃||2 + γ(β + τ0)||g3||2||q̃||2

+ ρ3(β + τ0)

[∫ 1

0

|g7|2dx
] 1

2

[∫ 1

0

(∫ x

0

|q̃(y)|dy
)2

dx

] 1
2

+ τ0ρ3(β + τ0)

[∫ 1

0

(∫ x

0

|g8(y)|dy
)2

dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ x

0

|q̃(y)|dy
)2

dx

] 1
2

.

En traite les termes comme suite

•
[∫ 1

0

|g7|2dx
] 1

2

[∫ 1

0

(∫ x

0

|q̃(y)|dy
)2

dx

] 1
2

≤ ||g7||2
[∫ 1

0

(∫ x

0

dy

)(∫ x

0

|q̃(y)|2dy
)
dx

] 1
2

,

≤ ||g7||2
[∫ 1

0

(∫ 1

0

dy

)(∫ 1

0

|q̃(y)|2dy
)
dx

] 1
2

,

≤ ||g7||2||q̃(y)||2.

•

[∫ 1

0

(∫ x

0

|g8(y)|dy
)2

dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ x

0

|q̃(y)|dy
)2

dx

] 1
2

≤
[∫ 1

0

(∫ x

0

dy

)(∫ x

0

|g8(y)|2dy
)
dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ x

0

dy

)(∫ x

0

|q̃(y)|2dy
)
dx

] 1
2

,

≤
[∫ 1

0

(∫ 1

0

dy

)(∫ 1

0

|g8(y)|2dy
)
dx

] 1
2
[∫ 1

0

(∫ 1

0

dy

)(∫ 1

0

|q̃(y)|2dy
)
dx

] 1
2

,

≤ ||g8||2||q̃(y)||2.
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Donc d’après les inégalités de Poincaré, Young et (2.13), on obtient

|F (ϕ̃, ψ̃, ω̃, q̃)| ≤ c
(
||q̃||22 + c

(
||(ϕ̃x + ψ̃ + lω̃)||22 + ||(ω̃x − lϕ̃)||22 + ||ψ̃||22

)) 1
2
,

≤ c||(ϕ̃, ψ̃, ω̃, q̃)||V .

Par conséquent, B est bilinéaire continue et coercive sur V et F linéaire continue sur V .

D’après le théorème de Lax-Milgram, le système (2.11) admet une solution unique

ϕ ∈ H1
∗ (0, 1), ψ ∈ H̃1

∗ (0, 1), ω ∈ H̃1
∗ (0, 1) et q ∈ L2(0, 1).

En remplaçant ϕ dans (2.6), ψ dans (2.7), ω dans (2.8) et q dans (2.9), on obtient

u ∈ H1
∗ (0, 1), v ∈ H̃1

∗ (0, 1), w ∈ H̃1
∗ (0, 1) et θ ∈ H1

∗ (0, 1).

De (2.11), on déduit

en outre, si (ψ1, ω1, q1) = (0, 0, 0), alors, pour tout ϕ1 ∈ H1
∗ (0, 1),

k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)ϕ1xdx = −
∫ 1

0

[−k0l(ωx − lϕ) + ρ1ϕ− ρ1(g2 + g1)]ϕ1dx. (2.14)

Ceci implique que

−kϕxx = kψx + (k + k0)lωx − (k0l
2 + ρ1)ϕ+ ρ1(g2 + g1) ∈ L2(0, 1).

Par conséquent, par la théorie de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il en

résulte que

ϕ ∈ H2
∗ (0, 1).

Par ailleurs, (2.14) est également vrai pour tout φ ∈ C1([0, 1]) vérifiant φ(0) = 0. En utilisant
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l’intégration par parties, on trouve

ϕx(1)φ(1) = 0,∀φ ∈ C1([0, 1]) vérifiant φ(0) = 0.

D’où

ϕx(1) = 0.

De la même manière, si (ϕ1, ω1, q1) = (0, 0, 0), on trouve

−bψxx = −kϕx − (k + ρ2)ψ − klω + γ(β + τ0)q + ρ2(g4 + g3)− τ0γg8 ∈ L2(0, 1).

Alors

ψ ∈ H̃2
∗ (0, 1) et ψx(0) = 0,

et si (ϕ1, ψ1, q1) = (0, 0, 0), on obtient

−k0ωxx = −l(k + k0)ϕx − klψ − (kl2 + ρ1)ω + ρ1(g6 + g5) ∈ L2(0, 1).

Donc

ω ∈ H̃2
∗ (0, 1) et ωx(0) = 0.

De même façon, si (ϕ1, ψ1, ω1) = (0, 0, 0), on trouve

−qx = −ρ3(β + τ0)

∫ x

0

q(y)dy + γψx − ρ3(g7 − τ0

∫ x

0

g8(y)dy)− γg3x ∈ L2(0, 1).

Alors

q ∈ H̃1
∗ (0, 1).

Enfin, l’application de la théorie de la régularité des équations linéaires elliptiques garantit
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l’existence d’un unique Φ0 ∈ D(A) tel que (2.5) est satisfaite. Par conséquent, l’opérateur A

est maximal.

Finalement, en utilisant le lemme2.1 et le lemme2.2, on conclut que A est un opérateur

maximal monotone. Ainsi, par le théorème de Lumer-Phillips, on a le résultat d’existence et

d’unicité suivant :

Théorème 2.0.2 Soit Φ0 ∈ H. Alors il existe une solution unique Φ ∈ C(R+,H) du système

(2.1). De plus, si Φ0 ∈ D(A), alors Φ ∈ C(R+, D(A)) ∩ C1(R+,H) .
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CHAPITRE 3

DÉCROISSANCE EXPONENTIELLE

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour démontrer la

stabilité exponentielle du système (2)-(4), nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors, la fonctionnelle d’énergie

définie par :

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + ρ1ω
2
t + ρ3θ

2 + τ0q
2
]
dx (3.1)

+
1

2

∫ 1

0

[
k(ϕx + ψ + lω)2 + k0(ωx − lϕ)2

]
dx,

satisfait

E ′(t) = −β
∫ 1

0

q2dx ≤ 0, ∀t ≥ 0. (3.2)

Démonstration. En multipliant l’équation (2)1, (2)2, (2)3, (2)4 et (2)5 par ϕt, ψt, ωt, θ et q
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respectivement, et intègre sur (0, 1), et en les sommant nous obtenons



ρ1

∫ 1

0

ϕtϕttdx− k
∫ 1

0

ϕt(ϕx + ψ + lω)xdx− k0l

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)dx = 0,

ρ2

∫ 1

0

ψtψttdx− b
∫ 1

0

ψtψxxdx+ k

∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ + lω)dx+ γ

∫ 1

0

ψtθxdx = 0,

ρ1

∫ 1

0

ωtωttdx− k0

∫ 1

0

ωt(ωx − lϕ)xdx+ kl

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)dx = 0,

ρ3

∫ 1

0

θθtdx+

∫ 1

0

θqxdx+ γ

∫ 1

0

θψxtdx = 0,

τ0

∫ 1

0

qqtdx+ β

∫ 1

0

q2dx+

∫ 1

0

qθxdx = 0.

(3.3)

On fait l’intégration par partie et d’après les conditions aux bords, nous trouvons

• − k
∫ 1

0

ϕt(ϕx + ψ + lω)xdx = −k [ϕt(ϕx + ψ + lω)]10 + k

∫ 1

0

ϕxt(ϕx + ψ + lω)dx

= k

∫ 1

0

ϕxt(ϕx + ψ + lω)dx,

• − b
∫ 1

0

ψtψxxdx = −b [ψtψx]
1
0 + b

∫ 1

0

ψxtψxdx = b

∫ 1

0

ψxtψxdx,

• − k0

∫ 1

0

ωt(ωx − lϕ)xdx = −k0 [ωt(ωx − lϕ)]10 + k0

∫ 1

0

ωxt(ωx − lϕ)dx

= k0

∫ 1

0

ωxt(ωx − lϕ)dx,

•γ
∫ 1

0

θψxtdx = γ [θψt]
1
0 − γ

∫ 1

0

θxψtdx = −γ
∫ 1

0

θxψtdx,

•
∫ 1

0

qθxdx = [qθ]10 −
∫ 1

0

qxθdx = −
∫ 1

0

qxθdx.

Alors

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
tdx+ k

∫ 1

0

ϕxt(ϕx + ψ + lω)dx− k0l

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)dx = 0,

ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ + lω)dx+ γ

∫ 1

0

ψtθxdx = 0,

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

ω2
t dx+ k0

∫ 1

0

ωxt(ωx − lϕ)dx+ kl

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)dx = 0,

ρ3

2

d

dt

∫ 1

0

θ2dx+

∫ 1

0

θqxdx− γ
∫ 1

0

θxψtdx = 0,

τ0

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx+ β

∫ 1

0

q2dx−
∫ 1

0

qxθdx = 0.

(3.4)
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De (3.4)5, on déduit que :

∫ 1

0

qxθdx =
τ0

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx+ β

∫ 1

0

q2dx. (3.5)

En remplaçant (3.5) dans (3.4)4, on obtient

ρ3

2

d

dt

∫ 1

0

θ2dx+
τ0

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx+ β

∫ 1

0

q2dx− γ
∫ 1

0

θxψtdx = 0. (3.6)

Alors

γ

∫ 1

0

θxψtdx =
ρ3

2

d

dt

∫ 1

0

θ2dx+
τ0

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx+ β

∫ 1

0

q2dx. (3.7)

Puis, on remplace (3.7) dans (3.4)2, on trouve :

ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx+k

∫ 1

0

ψt(ϕx+ψ+lω)dx+
ρ3

2

d

dt

∫ 1

0

θ2dx+
τ0

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx+β

∫ 1

0

q2dx = 0.

(3.8)

Par addition (3.4)1, (3.4)3 et (3.8), on obtient

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
tdx+ k

∫ 1

0

ϕxt(ϕx + ψ + lω)dx− k0l

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)dx

+
ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

ω2
t dx+ k0

∫ 1

0

ωxt(ωx − lϕ)dx+ kl

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)dx

+
ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ + lω)dx

+
ρ3

2

d

dt

∫ 1

0

θ2dx+
τ0

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx+ β

∫ 1

0

q2dx = 0,

alors on a :

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

ω2
t dx+

ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx

+k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)t(ϕx + ψ + lω)dx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)t(ωx − lϕ)dx

+
ρ3

2

d

dt

∫ 1

0

θ2dx+
τ0

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx+ β

∫ 1

0

q2dx = 0,
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et donc :

d

dt
E(t) =

1

2

d

dt

∫ 1

0

[
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + ρ1ω
2
t + ρ3θ

2 + τ0q
2
]
dx

+
1

2

d

dt

∫ 1

0

[
k(ϕx + ψ + lω)2 + k0(ωx − lϕ)2

]
dx

= −β
∫ 1

0

q2dx.

Par conséquent

E ′(t) = −β
∫ 1

0

q2dx ≤ 0, ∀t ≥ 0.

Remarque 3.1 Donc la fonction énergétique est décroissante. Cependant, cette inégalité

n’implique pas la décroissance exponentielle vers l’équilibre. Nous devons construire une fonc-

tionnelle de Lyapunov appropriée afin d’établir une estimation de décroissance exponentielle

de l’énergie.

Lemme 3.2 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors la fonctionnelle

F1(t) = −ρ1

∫ 1

0

ϕtϕdx+ ωtωdx,

vérifie, pour tout ε1 > 0,

F ′1(t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+ c

(
1 +

1

ε1

)∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx (3.9)

+ ε1

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx.
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Démonstration. Dérivons F1(t), on trouve

F ′1(t) = −ρ1

(∫ 1

0

ϕtϕdx+ ωtωdx

)
t

,

= −ρ1

∫ 1

0

(ϕtϕ)t dx− ρ1

∫ 1

0

(ωtω)t dx,

= −ρ1

∫ 1

0

ϕttϕdx− ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ωttωdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx,

on utilise (2)1 et (2)3 −ρ1ϕtt = −k(ϕx + ψ + lω)x − k0l(ωx − lϕ),

−ρ1ωtt = −k0(ωx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lω),

donc :

F ′1(t) = −k
∫ 1

0

ϕ(ϕx + ψ + lω)xdx− k0l

∫ 1

0

ϕ(ωx − lϕ)dx− ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx

− k0

∫ 1

0

ω(ωx − lϕ)xdx+ kl

∫ 1

0

ω(ϕx + ψ + lω)dx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx,

on intégré par partie :

• − k
∫ 1

0

ϕ(ϕx + ψ + lω)xdx = −k [ϕ(ϕx + ψ + lω)]10 + k

∫ 1

0

ϕx(ϕx + ψ + lω)dx

= k

∫ 1

0

ϕx(ϕx + ψ + lω)dx,

• − k0

∫ 1

0

ω(ωx − lϕ)xdx = −k0 [ω(ωx − lϕ)]10 + k0

∫ 1

0

ωx(ωx − lϕ)dx

= k0

∫ 1

0

ωx(ωx − lϕ)dx.

Donc

F ′1(t) = −ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+ k

∫ 1

0

ϕx(ϕx + ψ + lω)dx+ kl

∫ 1

0

ω(ϕx + ψ + lω)dx

+ k0

∫ 1

0

ωx(ωx − lϕ)dx− k0l

∫ 1

0

ϕ(ωx − lϕ)dx,
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on pose :

k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)(ϕx + ψ + lω)dx,

= k

∫ 1

0

ϕx(ϕx + ψ + lω)dx+ k

∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx

+ kl

∫ 1

0

ω(ϕx + ψ + lω)dx.

Alors :

k

∫ 1

0

ϕx(ϕx+ψ+lω)dx+kl

∫ 1

0

ω(ϕx+ψ+lω)dx = k

∫ 1

0

(ϕx+ψ+lω)2dx−k
∫ 1

0

ψ(ϕx+ψ+lω)dx,

on pose :

k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx = k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)(ωx − lϕ)dx.

Alors :

k0

∫ 1

0

ωx(ωx − lϕ)dx− k0l

∫ 1

0

ϕ(ωx − lϕ)dx = k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

donc :

F ′1(t) = −ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

− k
∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

on utilise l’inégalité de Young :

• − k
∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx ≤ k

2ε

∫ 1

0

ψ2dx+
kε

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

on pose :
k

2ε
= ε1 ⇒ ε =

k

2ε1

donc
kε

2
=

k2

4ε1

.
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Alors :

−k
∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx ≤ ε1

∫ 1

0

ψ2dx+
k2

4ε1

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

Par l’inégalité de Poincaré :

ε1

∫ 1

0

ψ2dx ≤ ε1

∫ 1

0

ψ2
xdx,

donc :

F ′1(t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ ε1

∫ 1

0

ψ2
xdx

+
k2

4ε1

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

≤ −ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+

(
k +

k2

4ε1

)∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+ ε1

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx.

Par conséquent :

F ′1(t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+ c

(
1 +

1

ε1

)∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+ ε1

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx.

Lemme 3.3 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors la fonctionnelle

F2(t) = −ρ2ρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx,
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vérifie, pour tout ε2 > 0,

F ′2(t) ≤ −γ
2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx (3.10)

+ c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx.

Démonstration. Dérivons F2(t), on trouve

F ′2(t) = −ρ2ρ3

γ

(∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx

)
t

,

= −ρ2ρ3

γ

∫ 1

0

θt

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx−
ρ2ρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψtt(s, t)dsdx,

= −ρ2

γ

∫ 1

0

ρ3θt

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx−
ρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ρ2ψtt(s, t)dsdx,

on utilise (2)2 et (2)4  ρ2ψtt = bψxx − k(ϕx + ψ + lω)− γθx,

ρ3θt = −qx − γψxt,

donc

F ′2(t) = −ρ2

γ

∫ 1

0

(−qx − γψxt)
∫ x

0

ψt(s, t)dsdx−
ρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(bψxx − k(ϕx + ψ + lω)− γθx) (s, t)dsdx,

=
ρ2

γ

∫ 1

0

qx

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx+ ρ2

∫ 1

0

ψxt

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx−
bρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψxx(s, t)dsdx

+
kρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)(s, t)dsdx+ ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

θx(s, t)dsdx,

on intégré par partie

•ρ2

γ

∫ 1

0

qx

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx = −ρ2

γ

∫ 1

0

qψtdx,

•ρ2

∫ 1

0

ψxt

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx,

on a
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• − bρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψxx(s, t)dsdx = −bρ3

γ

∫ 1

0

θψxdx,

•ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

θx(s, t)dsdx = ρ3

∫ 1

0

θ2dx.

Donc

F ′2(t) = −ρ2

γ

∫ 1

0

qψtdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx−

bρ3

γ

∫ 1

0

θψxdx

+
kρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)(s, t)dsdx+ ρ3

∫ 1

0

θ2dx,

on utilise l’inégalité de Young :

• − ρ2

γ

∫ 1

0

qψtdx ≤
ρ2

2εγ

∫ 1

0

q2dx+
ρ2ε

2γ

∫ 1

0

ψ2
t dx,

on pose :
ρ2

2εγ
=

ρ2

2γ2
⇒ ε = γ donc

ρ2ε

2γ
=
ρ2

2
.

Alors

−ρ2

γ

∫ 1

0

qψtdx ≤
ρ2

2γ2

∫ 1

0

q2dx+
ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx,

• − bρ3

γ

∫ 1

0

θψxdx ≤
bρ3

2εγ

∫ 1

0

θ2dx+
bρ3ε

2γ

∫ 1

0

ψ2
xdx,

on pose :
bρ3ε

2γ
= 2ε2 ⇒ ε =

4γε2

bρ3

donc
bρ3

2εγ
=

1

8ε2

(
bρ3

γ

)2

.

Alors

−bρ3

γ

∫ 1

0

θψxdx ≤
1

8ε2

(
bρ3

γ

)2 ∫ 1

0

θ2dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx,

•kρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(ϕx+ψ+lω)(s, t)dsdx ≤ kρ3

2γε

∫ 1

0

θ2dx+
kρ3ε

2γ

∫ 1

0

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)(s, t)ds

)2

dx,
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Chapitre 3. Décroissance exponentielle

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∫ 1

0

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)(s, t)ds

)2

dx ≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)dx

)2

dx,

≤
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

on pose
kρ3ε

2γ
= ε2 ⇒ ε =

2γε2

kρ3

donc
kρ3

2γε
=

1

4ε2

(
kρ3

γ

)2

.

Alors

kρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)(s, t)dsdx ≤ 1

4ε2

(
kρ3

γ

)2 ∫ 1

0

θ2dx+ ε2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

donc

F ′2(t) ≤ ρ2

2γ2

∫ 1

0

q2dx+
ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

1

8ε2

(
bρ3

γ

)2 ∫ 1

0

θ2dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx

+
1

4ε2

(
kρ3

γ

)2 ∫ 1

0

θ2dx+ ε2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ ρ3

∫ 1

0

θ2dx,

≤ −ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
ρ2

2γ2

∫ 1

0

q2dx

+

[
ρ3 +

(
b2ρ2

3

8γ2
+
k2ρ2

3

4γ2

)
1

ε2

] ∫ 1

0

θ2dx.

Par conséquent

F ′2(t) ≤ −γ
2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+ c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx.
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Chapitre 3. Décroissance exponentielle

Lemme 3.4 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors la fonctionnelle

F3(t) = ρ2

∫ 1

0

ψψtdx,

vérifie

F ′3(t) ≤ − b
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx (3.11)

+
k2

b

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ c

∫ 1

0

θ2dx.

Démonstration. Dérivons F3(t), on trouve

F ′3(t) = ρ2

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

,

= ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψttdx,

on utilise (2)2

ρ2ψtt = bψxx − k(ϕx + ψ + lω)− γθx,

donc

F ′3(t) = ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ b

∫ 1

0

ψψxxdx− k
∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx− γ
∫ 1

0

ψθxdx,

on intégré par partie

•b
∫ 1

0

ψψxxdx = b [ψψx]
1
0 − b

∫ 1

0

ψxψxdx = −b
∫ 1

0

ψ2
xdx,

• − γ
∫ 1

0

ψθxdx = −γ [ψθ]10 dx+ γ

∫ 1

0

ψxθdx = γ

∫ 1

0

ψxθdx.

Donc

F ′3(t) = ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx− b

∫ 1

0

ψ2
xdx− k

∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx+ γ

∫ 1

0

ψxθdx,
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utiliser l’inégalité de Young et Poincaré

• − k
∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx ≤ k

2ε

∫ 1

0

ψ2dx+
kε

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

≤ k

2ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+

kε

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

on pose :
kε

2
=
k2

b
⇒ ε =

2k

b
donc

k

2ε
=
b

4
.

Alors

−k
∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + lω)dx ≤ b

4

∫ 1

0

ψ2
xdx+

k2

b

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

•γ
∫ 1

0

ψxθdx ≤
γ

2ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+

γε

2

∫ 1

0

θ2dx,

on pose :
γε

2
=
γ2

b
⇒ ε =

2γ

b
donc

γ

2ε
=
b

4
.

Alors

γ

∫ 1

0

ψxθdx ≤
b

4

∫ 1

0

ψ2
xdx+

γ2

b

∫ 1

0

θ2dx,

donc

F ′3(t) ≤ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx− b

∫ 1

0

ψ2
xdx+

b

4

∫ 1

0

ψ2
xdx+

k2

b

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+
b

4

∫ 1

0

ψ2
xdx+

γ2

b

∫ 1

0

θ2dx,

≤ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

(
−b+

b

4
+
b

4

)∫ 1

0

ψ2
xdx+

k2

b

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+
γ2

b

∫ 1

0

θ2dx,

≤ − b
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

γ2

b

∫ 1

0

θ2dx+
k2

b

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.
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Par conséquent :

F ′3(t) ≤ − b
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

k2

b

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ c

∫ 1

0

θ2dx.

Lemme 3.5 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors la fonctionnelle

F4(t) = τ0ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(s, t)dsdx,

vérifie, pour tout ε4 > 0,

F ′4(t) ≤ −ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx. (3.12)

Démonstration. Dérivons F4(t), on trouve

F ′4(t) = τ0ρ3

(∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(s, t)dsdx

)
t

,

= τ0ρ3

∫ 1

0

θt

∫ x

0

q(s, t)dsdx+ τ0ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

qt(s, t)dsdx,

= τ0

∫ 1

0

ρ3θt

∫ x

0

q(s, t)dsdx+ ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

τ0qt(s, t)dsdx,

on utilise (2)4 et (2)5  ρ3θt = −qx − γψxt,

τ0qt = −βq − θx,
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donc

F ′4(t) = τ0

∫ 1

0

(−qx − γψxt)
∫ x

0

q(s, t)dsdx+ ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(−βq − θx) (s, t)dsdx,

= −τ0

∫ 1

0

qx

∫ x

0

q(s, t)dsdx− τ0γ

∫ 1

0

ψxt

∫ x

0

q(s, t)dsdx

− βρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(s, t)dsdx− ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

θx(s, t)dsdx,

on intégré par partie

• − τ0

∫ 1

0

qx

∫ x

0

q(s, t)dsdx = τ0

∫ 1

0

q2dx,

• − τ0γ

∫ 1

0

ψxt

∫ x

0

q(s, t)dsdx = τ0γ

∫ 1

0

ψtqdx,

on a

• − ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

θx(s, t)dsdx = −ρ3

∫ 1

0

θ2dx.

Donc

F ′4(t) = τ0

∫ 1

0

q2dx+ τ0γ

∫ 1

0

ψtqdx− βρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(s, t)dsdx− ρ3

∫ 1

0

θ2dx,

on utilise l’inégalité de Young :

•τ0γ

∫ 1

0

ψtqdx ≤
τ0γ

2ε

∫ 1

0

ψ2
t dx+

τ0γε

2

∫ 1

0

q2dx,

on pose
τ0γ

2ε
= ε4 ⇒ ε =

τ0γ

2ε4

donc
τ0γε

2
=
τ 2

0 γ
2

4ε4

.

Alors

τ0γ

∫ 1

0

ψtqdx ≤ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+

τ 2
0 γ

2

4ε4

∫ 1

0

q2dx.

• − βρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

qdsdx ≤ βρ3

2ε

∫ 1

0

θ2dx+
βρ3ε

2

∫ 1

0

(∫ x

0

qds

)2

dx,
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d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

(∫ x

0

qds

)2

≤
(∫ 1

0

qdx

)2

≤
∫ 1

0

q2dx,

on pose
βρ3

2ε
=
ρ3

2
⇒ ε = β donc

βρ3ε

2
=
β2ρ3

2
.

Alors

−βρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

qdsdx ≤ ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+
β2ρ3

2

∫ 1

0

q2dx,

donc

F ′4(t) ≤ τ0

∫ 1

0

q2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+

τ 2
0 γ

2

4ε4

∫ 1

0

q2dx+
ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx

+
β2ρ3

2

∫ 1

0

q2dx− ρ3

∫ 1

0

θ2dx,

≤
(
−ρ3 +

ρ3

2

)∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+

(
τ0 +

β2ρ3

2
+
τ 2

0 γ
2

4ε4

)∫ 1

0

q2dx,

≤ −ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+

(
τ0 +

β2ρ3

2
+
τ 2

0 γ
2

4ε4

)∫ 1

0

q2dx.

Par conséquent

F ′4(t) ≤ −ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx.

Lemme 3.6 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors, sous la condition

k = k0, la fonctionnelle

F5(t) = −ρ1

∫ 1

0

[ϕt(ωx − lϕ) + ωt(ϕx + ψ + lω)] dx,
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vérifie

F ′5(t) ≤ −k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx− ρ1l

2

∫ 1

0

ω2
t dx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx (3.13)

+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

Démonstration. Dérivons F5(t), on trouve

F ′5(t) = −ρ1

(∫ 1

0

[ϕt(ωx − lϕ) + ωt(ϕx + ψ + lω)] dx

)
t

,

= −ρ1

(∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)dx

)
t

− ρ1

(∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

,

= −ρ1

∫ 1

0

ϕtt(ωx − lϕ)dx− ρ1

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)tdx− ρ1

∫ 1

0

ωtt(ϕx + ψ + lω)dx

− ρ1

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)tdx,

on utilise (2)1 et (2)3 −ρ1ϕtt = −k(ϕx + ψ + lω)x − k0l(ωx − lϕ),

−ρ1ωtt = −k0(ωx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lω),

donc

F ′5(t) = −k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)x(ωx − lϕ)dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)(ωx − lϕ)dx

− ρ1

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)x(ϕx + ψ + lω)dx

+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)(ϕx + ψ + lω)dx− ρ1

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)tdx,

on intégré par partie

• − k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)x(ωx − lϕ)dx = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)(ωx − lϕ)xdx.
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Donc

F ′5(t) = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)(ωx − lϕ)xdx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

− ρ1

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)x(ϕx + ψ + lω)dx

+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− ρ1

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)tdx.

En axploitant la condition k = k0, on obtient

F ′5(t) = −ρ1

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)tdx− ρ1

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)tdx

+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

ce qui implique

F ′5(t) = −ρ1

∫ 1

0

ϕtωxtdx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ωtϕxtdx− ρ1

∫ 1

0

ψtωtdx

− ρ1l

∫ 1

0

ωtωtdx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

on intégré par partie

• − ρ1

∫ 1

0

ωtϕxtdx = −ρ1 [ωtϕt]
1
0 + ρ1

∫ 1

0

ωxtϕtdx = ρ1

∫ 1

0

ωxtϕtdx.

Donc

F ′5(t) = −ρ1

∫ 1

0

ϕtωxtdx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx+ ρ1

∫ 1

0

ωxtϕtdx− ρ1

∫ 1

0

ψtωtdx

− ρ1l

∫ 1

0

ω2
t dx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

= ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1l

∫ 1

0

ω2
t dx− ρ1

∫ 1

0

ψtωtdx

+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,
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Chapitre 3. Décroissance exponentielle

utilise l’inégalité de Young :

• − ρ1

∫ 1

0

ψtωtdx ≤
ρ1

2ε

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ1ε

2

∫ 1

0

ω2
t dx,

on pose
ρ1

2ε
=
ρ1

2l
⇒ ε = l donc

ρ1ε

2
=
ρ1l

2
.

Alors

−ρ1

∫ 1

0

ψtωtdx ≤
ρ1

2l

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ1l

2

∫ 1

0

ω2
t dx,

donc

F ′5(t) ≤ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1l

∫ 1

0

ω2
t dx+

ρ1

2l

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ1l

2

∫ 1

0

ω2
t dx

+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

≤ −k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx+

(
−ρ1l +

ρ1l

2

)∫ 1

0

ω2
t dx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx

+
ρ1

2l

∫ 1

0

ψ2
t dx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

≤ −k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx− ρ1l

2

∫ 1

0

ω2
t dx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx

+
ρ1

2l

∫ 1

0

ψ2
t dx+ kl

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

Par conséquent

F ′5(t) ≤ −k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx− ρ1l

2

∫ 1

0

ω2
t dx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx

+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

Lemme 3.7 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors, sous la condition
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k = k0, la fonctionnelle

F6(t) = −ρ1

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

ωtds

)
dx

− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx,

vérifie

F ′6(t) ≤ ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx−

ρ1

2

∫ 1

0

ϕ2
tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx (3.14)

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
ρ1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Démonstration. Dérivons F6(t), on trouve

F ′6(t) = −ρ1

(∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

ωtds

)
dx

)
t

− ρ1

(∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx

)
t

,

= −ρ1

∫ 1

0

(ωx − lϕ)t

(∫ x

0

ωtds

)
dx− ρ1

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

ωttds

)
dx

− ρ1

∫ 1

0

ϕtt

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)tds

)
dx,

on utilise (2)1 et (2)3 −ρ1ϕtt = −k(ϕx + ψ + lω)x − k0l(ωx − lϕ),

−ρ1ωtt = −k0(ωx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lω),
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donc

F ′6(t) = −ρ1

∫ 1

0

(ωx − lϕ)t

(∫ x

0

ωtds

)
dx

+

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

− k0(ωx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx

+

∫ 1

0

− k(ϕx + ψ + lω)x − k0l(ωx − lϕ)

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx

− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)tds

)
dx,

ce qui implique

F ′6(t) = −ρ1

∫ 1

0

ωxt

(∫ x

0

ωtds

)
dx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ωtds

)
dx

− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

(ωx − lϕ)xds

)
dx+ kl

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx

− k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)x

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx− k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx

− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ϕxtds

)
dx− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ψtds

)
dx− ρ1l

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ωtds

)
dx.

En axploitant la condition k = k0, on obtient

F ′6(t) = −ρ1

∫ 1

0

ωxt

(∫ x

0

ωtds

)
dx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

(ωx − lϕ)xds

)
dx

− k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)x

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx

− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ϕxtds

)
dx− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ψtds

)
dx,

on intégré par partie

• − ρ1

∫ 1

0

ωxt

(∫ x

0

ωtds

)
dx = ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx,

• − k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)x

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx = k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx,

on a
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• − k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

(ωx − lϕ)xds

)
dx = −k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

• − ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ϕxtds

)
dx = −ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx.

Donc

F ′6(t) = ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx− ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ψtds

)
dx,

on utilise l’inégalité de Young

• − ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ψtds

)
dx ≤ ρ1

2ε

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1ε

2

∫ 1

0

(∫ x

0

ψtds

)2

dx,

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

(∫ x

0

ψtds

)2

≤
(∫ 1

0

ψtdx

)2

≤
∫ 1

0

ψ2
t dx,

on pose
ρ1ε

2
=
ρ1

2
⇒ ε = 1 donc

ρ1

2ε
=
ρ1

2
.

Alors

−ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ψtds

)
dx ≤ ρ1

2

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx,
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donc

F ′6(t) ≤ ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx− ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
ρ1

2

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx,

≤ ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+

(
−ρ1 +

ρ1

2

)∫ 1

0

ϕ2
tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
ρ1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx,

≤ ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx−

ρ1

2

∫ 1

0

ϕ2
tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
ρ1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Par conséquent

F ′6(t) ≤ ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx−

ρ1

2

∫ 1

0

ϕ2
tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
ρ1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Lemme 3.8 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4). Alors, sous la condition

k = k0, la fonctionnelle

F7(t) = ρ2

∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ + lω)dx+
bρ1

k

∫ 1

0

ψxϕtdx

+
bρ3

γ
χ

∫ 1

0

θϕtdx−
b

γ
χ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

− ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψψtdx+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψωtdx,
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vérifie, pour tout ε, ε6, ε7 > 0,

F ′7(t) ≤ b

γτ0

ξ

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx− k

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx (3.15)

+ ε7

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx+
b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ ε6

∫ 1

0

ω2
t dx+ c

(
1 +

1

ε6

)∫ 1

0

ψ2
t dx

+ c

(
1

ε
+

1

ε7

)∫ 1

0

θ2dx+ c

(
1 +

1

ε6

)∫ 1

0

q2dx.

Démonstration. Dérivons F7(t), on trouve

F ′7(t) = ρ2

(∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

+
bρ1

k

(∫ 1

0

ψxϕtdx

)
t

+
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− ρ2bl
2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

,

= ρ2

∫ 1

0

ψtt(ϕx + ψ + lω)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ + lω)tdx+
bρ1

k

∫ 1

0

ψxtϕtdx

+
bρ1

k

∫ 1

0

ψxϕttdx+
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− ρ2bl
2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

,

on utilise (2)1 et (2)2 ρ1ϕtt = k(ϕx + ψ + lω)x + k0l(ωx − lϕ),

ρ2ψtt = bψxx − k(ϕx + ψ + lω)− γθx,

on a

ψt(ϕx + ψ + lω)t = ψtϕxt + ψt(ψ + lω)t,
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donc

F ′7(t) = b

∫ 1

0

ψxx(ϕx + ψ + lω)dx− k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− γ
∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx

+ ρ2

∫ 1

0

ψtϕxtdx+ ρ2

∫ 1

0

ψt(ψ + lω)tdx+
bρ1

k

∫ 1

0

ψxtϕtdx

+ b

∫ 1

0

ψx(ϕx + ψ + lω)xdx+ bl

∫ 1

0

ψx(ωx − lϕ)dx+
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− ρ2bl
2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

,

on intégré par partie :

•ρ2

∫ 1

0

ψtϕxtdx = ρ2 [ψtϕt]
1
0 − ρ2

∫ 1

0

ψxtϕtdx = −ρ2

∫ 1

0

ψxtϕtdx,

•b
∫ 1

0

ψx(ϕx + ψ + lω)xdx = b [ψx(ϕx + ψ + lω)]10 − b
∫ 1

0

ψxx(ϕx + ψ + lω)dx

= −b
∫ 1

0

ψxx(ϕx + ψ + lω)dx.

Ce que implique

F ′7(t) = b

∫ 1

0

ψxx(ϕx + ψ + lω)dx− k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− γ
∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx

− ρ2

∫ 1

0

ψxtϕtdx+ ρ2

∫ 1

0

ψt(ψ + lω)tdx+
bρ1

k

∫ 1

0

ψxtϕtdx

− b
∫ 1

0

ψxx(ϕx + ψ + lω)dx+ bl

∫ 1

0

ψx(ωx − lϕ)dx+
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− ρ2bl
2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

.

Donc

F ′7(t) = −k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− γ
∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψt(ψ + lω)tdx (3.16)

+ b
(ρ1

k
− ρ2

b

)∫ 1

0

ψxtϕtdx+ bl

∫ 1

0

ψx(ωx − lϕ)dx+
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− ρ2bl
2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

.
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De (2)4, on déduit que

ψxt = −ρ3

γ
θt −

1

γ
qx,

donc

b
(ρ1

k
− ρ2

b

)∫ 1

0

ψxtϕtdx = b
(ρ1

k
− ρ2

b

)[1

γ

∫ 1

0

(−ρ3θt − qx)ϕtdx
]
,

= b
(ρ1

k
− ρ2

b

)[
−ρ3

γ

∫ 1

0

θtϕtdx−
1

γ

∫ 1

0

qxϕtdx

]
,

et intègre par partie avec les conditions aux bords, on trouve :

• − 1

γ

∫ 1

0

qxϕtdx = −1

γ
[qϕt]

1
0 +

1

γ

∫ 1

0

qϕxtdx =
1

γ

∫ 1

0

qϕxtdx.

Alors

b
(ρ1

k
− ρ2

b

)∫ 1

0

ψxtϕtdx = b
(ρ1

k
− ρ2

b

)[
−ρ3

γ

∫ 1

0

θtϕtdx+
1

γ

∫ 1

0

qϕxtdx

]
,

on a (∫ 1

0

θϕtdx

)
t

=

∫ 1

0

θtϕtdx+

∫ 1

0

θϕttdx.

Alors

−ρ3

γ

∫ 1

0

θtϕtdx = −ρ3

γ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

+
ρ3

γ

∫ 1

0

θϕttdx,

on a ∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)tdx =

∫ 1

0

qϕxtdx+

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx.

Alors

1

γ

∫ 1

0

qϕxtdx =
1

γ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)tdx−
1

γ

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx,
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donc

b
(ρ1

k
− ρ2

b

)∫ 1

0

ψxtϕtdx = b
(ρ1

k
− ρ2

b

)[
−ρ3

γ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

+
ρ3

γ

∫ 1

0

θϕttdx (3.17)

+
1

γ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)tdx−
1

γ

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx

]
,

en utilisant (2)1, nous obtenons :

ϕtt =
k

ρ1

(ϕx + ψ + lω)x +
k0l

ρ1

(ωx − lϕ).

Alors

ρ3

γ

∫ 1

0

θϕttdx =
kρ3

γρ1

∫ 1

0

θ(ϕx + ψ + lω)xdx+
k0lρ3

γρ1

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx,

en intégrant par parties et utilisant les conditions aux bords, on déduit que

ρ3

γ

∫ 1

0

θϕttdx =
kρ3

γρ1

[θ(ϕx + ψ + lω)]10 −
kρ3

γρ1

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx+
k0lρ3

γρ1

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx,

(3.18)

= −kρ3

γρ1

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx+
k0lρ3

γρ1

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx,

on a

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

=

∫ 1

0

qt(ϕx + ψ + lω)dx+

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)tdx.

Alors

1

γ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)tdx =
1

γ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− 1

γ

∫ 1

0

qt(ϕx + ψ + lω)dx,
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en utilisant l’équation (2)5, on trouve

qt = − β
τ0

q − 1

τ0

θx =
1

τ0

(−βq − θx),

donc

1

γ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)tdx =
1

γ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− 1

γτ0

∫ 1

0

(−βq − θx)(ϕx + ψ + lω)dx,

(3.19)

=
1

γ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

+
β

γτ0

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

+
1

γτ0

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx.

En remplaçant (3.18) et (3.19) dans (3.17), on obtient

b
(ρ1

k
− ρ2

b

)∫ 1

0

ψxtϕtdx = b
(ρ1

k
− ρ2

b

)[
−ρ3

γ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− kρ3

γρ1

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx+
k0lρ3

γρ1

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx

+
1

γ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

+
β

γτ0

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

+
1

γτ0

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx− 1

γ

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx

]
,
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donc

b
(ρ1

k
− ρ2

b

)∫ 1

0

ψxtϕtdx = b
(ρ1

k
− ρ2

b

)[
−ρ3

γ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

+
1

γ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

(3.20)

+

(
1

γτ0

− kρ3

γρ1

)∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx

+
β

γτ0

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx+
k0lρ3

γρ1

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx

−1

γ

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx

]
.

D’autre part, d’après les conditions aux bords et l’intégration par parties, on voit que :

•bl
∫ 1

0

ψx(ωx − lϕ)dx = bl [ψ(ωx − lϕ)]10 − bl
∫ 1

0

ψ(ωx − lϕ)xdx

= −bl
∫ 1

0

ψ(ωx − lϕ)xdx.

De (2)3, on déduit que

(ωx − lϕ)x =
1

k0

[ρ1ωtt + kl(ϕx + ψ + lω)] .

Alors

bl

∫ 1

0

ψx(ωx − lϕ)dx = − bl
k0

∫ 1

0

ψ [ρ1ωtt + kl(ϕx + ψ + lω)] dx,

= −bl
2

k0

∫ 1

0

ψ [k(ϕx + ψ + lω)] dx− ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψωttdx.

De (2)2, on déduit que

k(ϕx + ψ + lω) = −ρ2ψtt + bψxx − γθx,

on a (∫ 1

0

ψωtdx

)
t

=

∫ 1

0

ψtωtdx−
∫ 1

0

ψωttdx.
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Alors

−ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψωttdx = −ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx,

donc

bl

∫ 1

0

ψx(ωx − lϕ)dx = −bl
2

k0

∫ 1

0

ψ [−ρ2ψtt + bψxx − γθx] dx

− ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx,

=
ρ2bl

2

k0

∫ 1

0

ψψttdx−
b2l2

k0

∫ 1

0

ψψxxdx+
γbl2

k0

∫ 1

0

ψθxdx

− ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx,

on intégré par partie

• − b2l2

k0

∫ 1

0

ψψxxdx = −b
2l2

k0

[ψψx]
1
0 +

b2l2

k0

∫ 1

0

ψxψxdx =
b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx,

•γbl
2

k0

∫ 1

0

ψθxdx =
γbl2

k0

[ψθ]10 −
γbl2

k0

∫ 1

0

ψxθdx = −γbl
2

k0

∫ 1

0

ψxθdx.

On a

ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψψttdx =
ρ2bl

2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

− ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψ2
t dx,

donc

bl

∫ 1

0

ψx(ωx − lϕ)dx =
ρ2bl

2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

− ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx (3.21)

− γbl2

k0

∫ 1

0

ψxθdx−
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx.
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En remplaçant (3.20) et (3.21) dans (3.16), on obtient

F ′7(t) = −k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx− γ
∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψt(ψ + lω)tdx

+ b
(ρ1

k
− ρ2

b

)[
−ρ3

γ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

+
1

γ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

+

(
1

γτ0

− kρ3

γρ1

)∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx+
β

γτ0

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

+
k0lρ3

γρ1

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx− 1

γ

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx

]
+
ρ2bl

2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

− ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx−

γbl2

k0

∫ 1

0

ψxθdx−
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx+
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− ρ2bl
2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

,

ensuit

F ′7(t) = −k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
b

γτ0

[(
1− τ0ρ3k

ρ1

)(ρ1

k
− ρ2

b

)
− γ2τ0

b

] ∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx

+ ρ2

∫ 1

0

ψt(ψ + lω)tdx−
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

+
b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

+
bβ

γτ0

χ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx+
k0lbρ3

γρ1

χ

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx− b

γ
χ

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx

+
ρ2bl

2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

− ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx−

γbl2

k0

∫ 1

0

ψxθdx

− ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx+
bρ3

γ
χ

(∫ 1

0

θϕtdx

)
t

− b

γ
χ

(∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

)
t

− ρ2bl
2

k0

(∫ 1

0

ψψtdx

)
t

+
ρ1bl

k0

(∫ 1

0

ψωtdx

)
t

,
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donc

F ′7(t) =
b

γτ0

ξ

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx− k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+ ρ2

∫ 1

0

ψt(ψ + lω)tdx+
bβ

γτ0

χ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx

+
bρ3k0l

γρ1

χ

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx− b

γ
χ

∫ 1

0

q(ψ + lω)tdx

− ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx−

γbl2

k0

∫ 1

0

ψxθdx

+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx,

en appliquant l’inégalité de Young

•ρ2l

∫ 1

0

ψtωtdx ≤
ρ2l

2ε

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ2lε

2

∫ 1

0

ω2
t dx,

on pose :
ρ2lε

2
=
ε6

3
⇒ ε =

2ε6

3ρ2l
donc

ρ2l

2ε
=

3(ρ2l)
2

4ε6

.

Alors

ρ2l

∫ 1

0

ψtωtdx ≤
3(ρ2l)

2

4ε6

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ε6

3

∫ 1

0

ω2
t dx.

• bβ
γτ0

χ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx ≤ bβ

2εγτ0

χ

∫ 1

0

q2dx+
bβε

2γτ0

χ

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

on pose :
bβε

2γτ0

χ =
k

2
⇒ ε =

γτ0k

bβχ
donc

bβ

2εγτ0

χ =
(bβχ)2

2(γτ0)2k
.

Alors

bβ

γτ0

χ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx ≤ (bβχ)2

2(γτ0)2k

∫ 1

0

q2dx+
k

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

•bρ3k0l

γρ1

χ

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx ≤ bρ3k0l

2εγρ1

χ

∫ 1

0

θ2dx+
bρ3k0lε

2γρ1

χ

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,
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on pose :
bρ3k0lε

2γρ1

χ = ε7 ⇒ ε =
2γρ1ε7

bρ3k0lχ
donc

bρ3k0l

2εγρ1

χ =
(bρ3k0lχ)2

4(γρ1)2ε7

.

Alors

bρ3k0l

γρ1

χ

∫ 1

0

θ(ωx − lϕ)dx ≤ (bρ3k0lχ)2

4(γρ1)2ε7

∫ 1

0

θ2dx+ ε7

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx.

• − b

γ
χ

∫ 1

0

qψtdx ≤
b

2εγ
χ

∫ 1

0

q2dx+
bε

2γ
χ

∫ 1

0

ψ2
t dx,

on pose :
b

2εγ
χ =

b2

2γ
|χ| ⇒ ε =

1

b
donc

bε

2γ
χ =

|χ|
2γ
.

Alors

− b
γ
χ

∫ 1

0

qψtdx ≤
b2

2γ
|χ|
∫ 1

0

q2dx+
|χ|
2γ

∫ 1

0

ψ2
t dx.

• − bl

γ
χ

∫ 1

0

qωtdx ≤
bl

2εγ
χ

∫ 1

0

q2dx+
blε

2γ
χ

∫ 1

0

ω2
t dx,

on pose :
blε

2γ
χ =

ε6

3
⇒ ε =

2γε6

3blχ
donc

bl

2εγ
χ =

3

(
bl

γ
χ

)2

4ε6

.

Alors

−bl
γ
χ

∫ 1

0

qωtdx ≤
3
(
bl
γ
χ
)2

4ε6

∫ 1

0

q2dx+
ε6

3

∫ 1

0

ω2
t dx.

• − γbl2

k0

∫ 1

0

ψxθdx ≤
γbl2

2εk0

∫ 1

0

ψ2
xdx+

γbl2ε

2k0

∫ 1

0

θ2dx,

on pose :
γbl2

2εk0

= ε donc
γbl2ε

2k0

=
(γbl2)

2

4k2
0ε

.

Alors

−γbl
2

k0

∫ 1

0

ψxθdx ≤ ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+

(γbl2)
2

4k2
0ε

∫ 1

0

θ2dx.

•ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx ≤
ρ1bl

2εk0

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ1blε

2k0

∫ 1

0

ω2
t dx,

on pose :
ρ1blε

2k0

=
ε6

3
⇒ ε =

2k0ε6

3ρ1bl
donc

ρ1bl

2εk0

=
3(ρ1bl)

2

4k2
0ε6

.
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Alors

ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψtωtdx ≤
3(ρ1bl)

2

4k2
0ε6

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ε6

3

∫ 1

0

ω2
t dx.

Ensuit

F ′7(t) ≤ b

γτ0

ξ

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx− k
∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx

+
3(ρ2l)

2

4ε6

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ε6

3

∫ 1

0

ω2
t dx+

(bβχ)2

2(γτ0)2k

∫ 1

0

q2dx+
k

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+
(bρ3k0lχ)2

4(γρ1)2ε7

∫ 1

0

θ2dx+ ε7

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx+
b2

2γ
|χ|
∫ 1

0

q2dx+
|χ|
2γ

∫ 1

0

ψ2
t dx

+

3

(
bl

γ
χ

)2

4ε6

∫ 1

0

q2dx+
ε6

3

∫ 1

0

ω2
t dx+

ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+

(γbl2)
2

4k2
0ε

∫ 1

0

θ2dx+
3(ρ1bl)

2

4k2
0ε6

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ε6

3

∫ 1

0

ω2
t dx,

Donc

F ′7(t) ≤ b

γτ0

ε

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx+

(
−k +

k

2

)∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+
b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+

(ε6

3
+
ε6

3
+
ε6

3

)∫ 1

0

ω2
t dx

+ ε7

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx+

(
ρ2 +

3(ρ2l)
2

4ε6

+
|χ|
2γ
− ρ2bl

2

k0

+
3(ρ1bl)

2

4k2
0ε6

)∫ 1

0

ψ2
t dx

+

(
(bρ3k0lχ)2

4(γρ1)2ε7

+
(γbl2)

2

4k2
0ε

)∫ 1

0

θ2dx+

 (bβχ)2

2(γτ0)2k
+
b2

2γ
|χ|+

3

(
bl

γ
χ

)2

4ε6


∫ 1

0

q2dx.
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Par conséquent

F ′7(t) ≤ b

γτ0

ξ

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx− k

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+ ε7

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx+
b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ ε6

∫ 1

0

ω2
t dx+ c

(
1 +

1

ε6

)∫ 1

0

ψ2
t dx

+ c

(
1

ε
+

1

ε7

)∫ 1

0

θ2dx+ c

(
1 +

1

ε6

)∫ 1

0

q2dx.

Maintenant, on introduit la fonction de Lyapunov

L = NE + F1 +N2F2 +N3F3 +N4F4 +
1

l
F5 + F6 +N7F7, (3.22)

où N,N2, N3, N4 et N7 sont des conctantes strictement positives à déterminer convenable-

ment.

Lemme 3.9 Pour N > 0 assez grand, il existe α1, α2 > 0 tels que

α1E(t) ≤ L(t) ≤ α2E(t), ∀t ≥ 0. (3.23)

Autrement dit, les fonctions E et L sont équivalentes.

Maintenant, on est prêt à citer et de prouver le résultat principal de ce chapitre.

Démonstration.

|L(t)−NE(t)| =
∣∣∣∣F1(t) +N2F2(t) +N3F3(t) +N4F4(t) +

1

l
F5(t) + F6(t) +N7F7(t)

∣∣∣∣ .
(3.24)

Si on remplace par
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on obtient

|L(t)−NE(t)| =
∣∣∣∣−ρ1

∫ 1

0

(ϕtϕ+ ωtω) dx+N2

[
−ρ2ρ3

γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψt(s, t)dsdx

]
+N3

[
ρ2

∫ 1

0

ψψtdx

]
+N4

[
τ0ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(s, t)dsdx

]
+

1

l

[
−ρ1

∫ 1

0

[ϕt(ωx − lϕ) + ωt(ϕx + ψ + lω)] dx

]
+

[
−ρ1

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

ωtds

)
dx− ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx

]
+N7

[
ρ2

∫ 1

0

At(ϕx + ψ + lω)dx+
bρ1

k

∫ 1

0

ψxϕtdx+
bρ3

γ
χ

∫ 1

0

θϕtdx

− b
γ
χ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx− ρ2bl
2

k0

∫ 1

0

ψψtdx+
ρ1bl

k0

∫ 1

0

ψωtdx

]∣∣∣∣ ,
d’après Cauchy-Schwarz

|L(t)−NE(t)| ≤ ρ1

∫ 1

0

|ϕtϕ| dx+ ρ1

∫ 1

0

|ωtω| dx+
ρ2ρ3N2

γ

∫ 1

0

∣∣∣∣θ∫ x

0

ψt(s, t)ds

∣∣∣∣ dx
+ ρ2N3

∫ 1

0

|ψψt| dx+ τ0ρ3N4

∫ 1

0

∣∣∣∣θ∫ x

0

q(s, t)ds

∣∣∣∣ dx
+
ρ1

l

∫ 1

0

|ϕt(ωx − lϕ)| dx+
ρ1

l

∫ 1

0

|ωt(ϕx + ψ + lω)| dx

+ ρ1

∫ 1

0

∣∣∣∣(ωx − lϕ)

(∫ x

0

ωtds

)∣∣∣∣ dx+ ρ1

∫ 1

0

∣∣∣∣ϕt(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)∣∣∣∣ dx
+ ρ2N7

∫ 1

0

|ψt(ϕx + ψ + lω)| dx+
bρ1N7

k

∫ 1

0

|ψxϕt| dx+
bρ3N7

γ
χ

∫ 1

0

|θϕt| dx

+
bN7

γ
χ

∫ 1

0

|q(ϕx + ψ + lω)| dx+
ρ2bl

2N7

k0

∫ 1

0

|ψψt| dx+
ρ1blN7

k0

∫ 1

0

|ψωt| dx.

62
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Axploiter les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz

•ρ1

∫ 1

0

ϕtϕdx ≤
ρ1

2ε

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1ε

2

∫ 1

0

ϕ2dx.

•ρ1

∫ 1

0

ωtωdx ≤
ρ1

2ε

∫ 1

0

ω2
t dx+

ρ1ε

2

∫ 1

0

ω2dx.

•ρ2ρ3N2

γ

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

ψt(s, t)ds

)
dx ≤ ρ2ρ3N2

2εγ

∫ 1

0

θ2dx+
ρ2ρ3N2ε

2γ

∫ 1

0

ψ2
t dx.

•ρ2N3

∫ 1

0

ψψtdx ≤
ρ2N3

2ε

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ2N3ε

2

∫ 1

0

ψ2
xdx.

•τ0ρ3N4

∫ 1

0

θ

(∫ x

0

q(s, t)ds

)
dx ≤ τ0ρ3N4

2ε

∫ 1

0

θ2dx+
τ0ρ3N4ε

2

∫ 1

0

q2dx.

•ρ1

l

∫ 1

0

ϕt(ωx − lϕ)dx ≤ ρ1

2εl

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1ε

2l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx.

•ρ1

l

∫ 1

0

ωt(ϕx + ψ + lω)dx ≤ ρ1

2εl

∫ 1

0

ω2
t dx+

ρ1ε

2l

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

•ρ1

∫ 1

0

(ωx − lϕ)

(∫ x

0

ωtds

)
dx ≤ ρ1

2ε

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx+
ρ1ε

2

∫ 1

0

ω2
t dx.

•ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

(ϕx + ψ + lω)ds

)
dx ≤ ρ1

2ε

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1ε

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

•ρ2N7

∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ + lω)dx ≤ ρ2N7

2ε

∫ 1

0

ψ2
t dx+

ρ2N7ε

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

•bρ1N7

k

∫ 1

0

ψxϕtdx ≤
bρ1N7

2εk

∫ 1

0

ψ2
xdx+

bρ1N7ε

2k

∫ 1

0

ϕ2
tdx.

•bρ3N7

γ
χ

∫ 1

0

θϕtdx ≤
bρ3N7

2εγ
χ

∫ 1

0

θ2dx+
bρ3N7ε

2γ
χ

∫ 1

0

ϕ2
tdx.

•bN7

γ
χ

∫ 1

0

q(ϕx + ψ + lω)dx ≤ bN7

2εγ
χ

∫ 1

0

q2dx+
bN7ε

2γ
χ

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

•ρ2bl
2N7

k0

∫ 1

0

ψψtdx ≤
ρ2bl

2N7

2εk0

∫ 1

0

ψ2
xdx+

ρ2bl
2N7ε

2k0

∫ 1

0

ψ2
t dx.

•ρ1blN7

k0

∫ 1

0

ψωtdx ≤
ρ1blN7

2εk0

∫ 1

0

ψ2
xdx+

ρ1blN7ε

2k0

∫ 1

0

ω2
t dx.
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Donc

|L(t)−NE(t)| ≤
(
ρ1

2ε
+
ρ1

2εl
+
ρ1

2ε
+
bρ1N7ε

2k
+
bρ3N7ε

2γ
χ

)∫ 1

0

ϕ2
tdx

+

(
ρ2ρ3N2ε

2γ
+
ρ2N3

2ε
+
ρ2N7

2ε
+
ρ2bl

2N7ε

2k0

)∫ 1

0

ψ2
t dx

+

(
ρ2N3ε

2
+
bρ1N7

2εk
+
ρ2bl

2N7

2εk0

+
ρ1blN7

2εk0

)∫ 1

0

ψ2
xdx

+

(
ρ1

2ε
+
ρ1

2εl
+
ρ1ε

2
+
ρ1blN7ε

2k0

)∫ 1

0

ω2
t dx

+

(
ρ2ρ3N2

2εγ
+
τ0ρ3N4

2ε
+
bρ3N7

2εγ
χ

)∫ 1

0

θ2dx

+

(
τ0ρ3N4ε

2
+
bN7

2εγ
χ

)∫ 1

0

q2dx

+

(
ρ1ε

2l
+
ρ1ε

2
+
ρ2N7ε

2
+
bN7ε

2γ
χ

)∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+
(ρ1ε

2l
+
ρ1

2ε

)∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx,

on pose (
ρ1

2ε
+
ρ1

2εl
+
ρ1

2ε
+
bρ1N7ε

2k
+
bρ3N7ε

2γ
χ

)
= γ1,(

ρ2ρ3N2ε

2γ
+
ρ2N3

2ε
+
ρ2N7

2ε
+
ρ2bl

2N7ε

2k0

)
= γ2,(

ρ2N3ε

2
+
bρ1N7

2εk
+
ρ2bl

2N7

2εk0

+
ρ1blN7

2εk0

)
= γ3,(

ρ1

2ε
+
ρ1

2εl
+
ρ1ε

2
+
ρ1blN7ε

2k0

)
= γ4,(

ρ2ρ3N2

2εγ
+
τ0ρ3N4

2ε
+
bρ3N7

2εγ
χ

)
= γ5,(

τ0ρ3N4ε

2
+
bN7

2εγ
χ

)
= γ6,(

ρ1ε

2l
+
ρ1ε

2
+
ρ2N7ε

2
+
bN7ε

2γ
χ

)
= γ7,(ρ1ε

2l
+
ρ1

2ε

)
= γ8.
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Alors

|L(t)−NE(t)| ≤ max(γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6, γ7, γ8)

∫ 1

0

[
ϕ2
t + ψ2

t + ψ2
x + ω2

t + θ2 + q2

+(ϕx + ψ + lω)2 + (ωx − lϕ)2
]
dx,

≤ cE(t).

Par conséquent

|L(t)−NE(t)| ≤ cE(t),

ce qui implique

−cE(t) ≤ L(t)−NE(t) ≤ cE(t),

qui donne

(N − c)E(t) ≤ L(t) ≤ (N + c)E(t).

On prend (N − c) = α1 , (N + c) = α2 et choisir N assez grand.

Nous obtenons une estimation (3.23).

Théorème 3.0.3 Soit (ϕ, ψ, θ, ω, q) une solution du système (2)-(4) . On suppose que ξ = 0

et k = k0. Alors, pour l assez petit, le système (2)-(4)est exponentiellement stable, c’est à

dire, il existe deux constantes strictement positives R et r telle que la solution du système

(2)-(4) vérifie

E(t) ≤ Re−rt, ∀t ≥ 0.

Démonstration. Dérivons (3.22)

L′(t) = NE ′(t) + F ′1(t) +N2F
′
2(t) +N3F

′
3(t) +N4F

′
4(t) +

1

l
F ′5(t) + F ′6(t) +N7F

′
7(t),

65
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en combinant (3.1), (3.9), (3.10), (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15), on obtient ainsi

L′(t) ≤ N

[
−β
∫ 1

0

q2dx

]
−
[
ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx+ c

(
1 +

1

ε1

)∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+ε1

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

]
+N2

[
−γ

2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ 2ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

+ c

(
1 +

1

ε2

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx

]
+N3

[
− b

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

k2

b

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ c

∫ 1

0

θ2dx

]
+N4

[
−ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε4

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx

]
+

1

l

[
−k0l

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx− ρ1l

2

∫ 1

0

ω2
t dx+ ρ1l

∫ 1

0

ϕ2
tdx

+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

]
+

[
ρ1

∫ 1

0

ω2
t dx−

ρ1

2

∫ 1

0

ϕ2
tdx− k0

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+
ρ1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

]
+N7

[
b

γτ0

ξ

∫ 1

0

θx(ϕx + ψ + lω)dx− k

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx+ ε7

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

+
b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ε6

∫ 1

0

ω2
t dx+ c

(
1 +

1

ε6

)∫ 1

0

ψ2
t dx

+ c

(
1

ε
+

1

ε7

)∫ 1

0

θ2dx+ c

(
1 +

1

ε6

)∫ 1

0

q2dx

]
.
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Alors

L′(t) ≤ −
[
βN − cN2 − c

(
1 +

1

ε4

)
N4 − c

(
1 +

1

ε6

)
N7

] ∫ 1

0

q2dx

−
[ρ1

2
+ ρ1 − ρ1

] ∫ 1

0

ϕ2
tdx

−
[
γ

2
N2 − ε4N4 − ρ2N3 − c

(
1 +

1

ε6

)
N7 −

ρ1

2
− c
] ∫ 1

0

ψ2
t dx

−
[
b

2
N3 −

b2l2

k0

N7 − εN7 − ε1 − 2ε2N2

] ∫ 1

0

ψ2
xdx

−
[
ρ3

2
N4 − c

(
1 +

1

ε2

)
N2 − cN3 − c

(
1

ε
+

1

ε7

)
N7

] ∫ 1

0

θ2dx

−
[
ρ1 − ρ1 +

ρ1

2
− ε6N7

] ∫ 1

0

ω2
t dx

− [k0 − k0 + k0 − ε7N7]

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

−
[
k

2
N7 −

k2

b
N3 − c

(
1 +

1

ε1

)
−N2ε2 − k − c

] ∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx.

A ce point, on prend d’abord ε6 =
ρ1

4N7

, ε7 =
k0

2N7

, ε =
1

N7

et N3 =
b

4k
N7, et on peut fixer

ε1 tel que

L′(t) ≤ −ρ1

2

∫ 1

0

ϕ2
tdx−

ρ1

4

∫ 1

0

ω2
t dx−

k0

2

∫ 1

0

(ωx − lϕ)2dx

−
[(

1

2
− 4l2

)
bN3 − 2ε2N2 − c

] ∫ 1

0

ψ2
xdx

−
[
k

4
N7 −N2ε2 − c

] ∫ 1

0

(ϕx + ψ + lω)2dx

−
[γ

2
N2 − ε4N4 − ρ2N3 − cN7 − c

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

−
[
ρ3

2
N4 − c

(
1 +

1

ε2

)
N2 − cN3 − c

] ∫ 1

0

θ2dx

−
[
βN − cN2 − c

(
1 +

1

ε4

)
N4 − cN7

] ∫ 1

0

q2dx.
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Maintenant, on choisit ε2 =
1

N2

, après on fixe N7 tel que

k

4
N7 −N2ε2 − c > 0.

Pour l assez petit, on peut fixe N3 tel que

(
1

2
− 4l2

)
bN3 − 2ε2N2 − c > 0.

En choissitant ε4 =
1

N2

et N2 assez grand on déduit

γ

2
N2 − ε4N4 − ρ2N3 − cN7 − c > 0.

En plus, on prend N4 assez grand tel que

ρ3

2
N4 − c

(
1 +

1

ε2

)
N2 − cN3 − c > 0.

Finalement, on choisit N assez grand tel que

βN − cN2 − c
(

1 +
1

ε4

)
N4 − cN7 > 0.

Et (3.23) reste vrai. Par conséquent, pour un certain ρ > 0,

L′(t) ≤ −ρE(t), ∀t ≥ 0. (3.25)

Combinons (3.25) et (3.23) pour obtenir

L′(t) ≤ −ρE(t) ≤ − ρ

α2

L(t), ∀t ≥ 0. (3.26)
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Une intégration simple de (3.26) mène à

L(t) ≤ L(0)e
− ρ
α2
t
, ∀t ≥ 0. (3.27)

Alors (3.27) et (3.23) impliquent que

E(t) ≤ L(0)

α1

e
− ρ
α2
t

= Re−rt, ∀t ≥ 0.

Ceci termine la démonstration.
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