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Résume

Le but de ce mémoire est d’étudier la stabilité d’un systeme de Bresse avec second
son. Nous montrons 'existence et 'unicité de la solution du systeme par la théoréme du
Semi-groupe, notre résultat principal est d’étudier la stabilité exponentielle du systéme
par la technique des multiplicateurs qui basent sur la construction du fonctionnelle de

Lyapunov équivalente a 1’énergie.

Mots-clés: systeme de Bresse, existence et unicité de la solution, théoréme du semi-

groupe, stabilité exponentielle, fonctionnelle de Lyapunov.
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IAbstract

The aim of this thesis is to study the stability of Bresse system with second sound.
We show the existence and uniqueness of the solution by the Semi-group theory. Our
main result is to study the exponential stability of the system by multipliers technique.
Also we show the exponential stability of the solution by introducing a suitable Lya-

punov functional.

Keywords: Bresse system, existence and uniqueness of the solution, semi-group

theory, exponential stability, Lyapunov functional.
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INTRODUCTION

Le systeme de Bresse prend en compte les déformations d’arc d'un cercle soumis aux
déplacements longitudinal, vertical et ’angle de rotation dénotés par w, ¢ et ¥ respectivement.

Le systeme est donné par les équations suivantes

prow — k (pr +lw + ), — kol (wy — lp) = Fy, dans (0,1) x (0, +00),
Pathy — bhgy + K (0 + lw + 1)) = F, dans (0,1) x (0, +00), (1)

pawr — ko (wy — 1), + Kkl (pp +lw+1) = F3.  dans (0,1) x (0, +00),

ou F, Fy et F3 représentent les forces extérieures et les coefficients p;, k, ko, [ et b sont des
constantes positives. Le systeme de Bresse est composé de trois équations des ondes et
il a été introduit par Bresse [0]. Lorsque F; = Fy = F3 = 0, le systeme (1)) est purement
conservatif. En d’autres termes, en prenant en compte tous les conditions aux bords, I’énergie

du systeme définie par la fonctionnelle suivante

1 1
E(t) = _/ (0197 + paby + prwi + b2 + k (oo + 9 + 1w)? + ko (wy — lgo)ﬂ dz,
0



Introduction

vérifie E'(t) = 0. Par conséquent, E(t) = E(0) pour tout ¢ > 0. Cette identité est appelée la
propriété de conservation de I’énergie.

En outre, si [ = 0, alors le systeme de Bresse se réduit au systeme de Timoshenko. Santos
et Almeida Jinior [9] ont considéré lorsque F} = v1p¢, Fo = Y21y et F35 = 3wy, avec les
conditions initiales et les conditions aux bords de type Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, et ils ont
montré que le systeme est exponentiellement stable sans imposer aucune condition sur les
coefficients. Le méme résultat a été trouvé par Soriano et al [7] lorsque Fy = a(z)g1 (¢1) ,
Fy = go () et F3 = y(x)gs (wy), ona,y € L>®(0, L) et les fonctions ¢y, g2 et g3 sont continues
et monotones.

Un résultat similaire a été obtenu également par Guesmia et Kafini [I] lorsque

+00 +o0
Fy = —/ G1(8)Paa(w,t — 5)ds, Fp = —/ G2(8)Vua(x, t — s)ds
0 0

+o0
et Iy = —/ 93(8)wee(z,t — 5)ds,
0

ol g; sont des fonctions différentiables décroissantes satisfaisant certain hypotheses. Précisément,
ils ont établi 'existence et 'unicité de la solution et la stabilité asymptotique de ce systeme,
mais sans imposer aucune condition sur les coefficients. Lorsque F} = F3 = 0 et Fy, = iy
avec 7 > 0, Alabau Boussouira et al [3] ont montré que le systéme est exponentiellement

stable sous les conditions

%:%etk:ko,

sinon le systéme manque de stabilité exponentielle.

Dans ce mémoire, on étude I'existence et I'unicité des solutions et le comportement asymp-
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totique du systeme de Bresse suivant, ou le flux de chaleur est donnée par la loi de Cattaneo

prow — k (0p + 9 +lw), — kol (wy —lp) =0, dans

(0,1) x (0, +00),
patit — Wy + K (r + 0+ lw) + 70, = 0, dans (0,1) x (0, +00),
prwy — ko (wy —lp), + Kkl (s + 1 +1lw) =0, dans (0,1) x (0, +00), (2)
p30: + @z +1ar = 0, dans (0,1) x (0, +0o0),
T0q: + fq+ 0, = 0. dans (0,1) x (0, +00),

\

Avec les conditions aux bords

LP(Ovt) = 0(O7t) = Wx(oa t) = ¢x(0’ t) =0,
Sor(lat) = Q(Lt) = W(lﬂt) - ¢<17t) = 07

vt > 0, (3)

et les conditions initiales

(p($,0) = 900(1‘)7 wt(l‘ao) = 901(I>’ ¢($,0) = 7700(53)7 %(9070) = Qﬁ1<l‘)> Vi e (0> 1), (4>
w(z,0) = wo(z), wi(z,0) =wi(x), O(x,0)=0(z), q(x,0)=q(x).

Ce mémoire est basé sur le travail de Keddi [2], Le mémoire est organisé de la maniere
suivante :

Chapitre 1 : Nous présentons des définitions et des théoremes tres utiles.

Chapitre 2 : Nous utilisons la théoreme du Semi-groupe pour prouver que le systeme —
est bien posé.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour établir la

stabilité exponentielle quand ¢ = 0 et k = kg, ou.

c= (1 Torsk (&_@>_@
o1 kb b
————




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires tout au
long de ce travail. Le lien commun entre tous les résultats de ce chapitre, c¢’est qu’ils sont

préparatoires pour les principaux résultats, qui sont contenues dans les chapitres suivants.

1.1 Notion d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces Fonctionnels
voir [5]
Espace Complet

Définition .1 Un espace normé (E;||.||g) est complet si tout suite de Cauchy de E

est convergente dans F.
Espace de Banach

Définition .2 Un espaces vectoriel normé complet s’appelle espace de Banach.
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Espace de Hilbert

Définition .3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit sca-

laire (u,v) et qui est complet pour la norme

(u,v)?

1.1.2 Espaces de Lebesgue

Définition .4 [5] Soit Q un domaine dans R™, nous définissons l'espace LP () comme sui-

vante

e pour 1 < p < oo, l'espace LP(QY) est l’espace des fonctions f réelles sur ) telles que f est

mesurable et

/|f(x)|pdx < 0.

Si f € LP(QY), on définie la norme

11l = ( / f@pde)?,

e pour p = 00, l'espace L>®(Q)) est l’espace des fonctions mesurables f qui sont essentiel-

lement bornées sur €.

Si f e L>®(Q), ona

|| fllo = esssupqlf(z)| =inf{A>0:pu{x e Q: f(x) > A} =0}.

1.1.3 Espace de Sobolev dans R

[5] Les espaces de Sobolev jouent un role fondamental dans le calcul variationnel. Ils doivent

leur nom au mathématicien russe Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989).

7
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Espace de Sobolev W7(Q)

Définition .5 Soient Q2 un ouvert quelconque de R™ et P € R avec 1 < P < oo, l’espaces

de Sobolev WHT(Q) est défini par

WIP(Q) = {u € LP(Q),3g € LP(Q) tel que /

on pose

H(Q) = W2(9).

Espace de Sobolev W™ (Q)

Définition .6 [J] Soient Q un ouvert quelconque de R™, m > 2 et un réel p, 1 < p < oo,

espaces de Sobolev W™ (Q) est défini par

u € LP(Q) Va avec |of <m Fg, € LP(Q)

tel que / uD%pdr = (—1)|a|/ Japdx, N € C§ ()
) Q

mep(Q) —

Y

N
oo € N, |a| = g Q; etDagaza
T

=1

ol
a1 a2 an *
1105?..0xYy

On pose

H(Q) = W"2(Q),

l’espace W™P est muni de la norme

ullwme@) = [|ullr@) + Do |1D%||r(0)-

0<am
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Et l’espace H™ est muni du produit scalaire

(u, U)]HI"L(Q) = (u, U)LQ(Q) + Zgn:l(Dauv D)

pour tout u,v € H™(Q).

Espace de Sobolev ;" (Q)

Définition .7 [5] Etant donné le réelp, 1 < p < 0o on appelle espace de Sobolev, et on note

Wy'r(Q), Vadhérence de D(Q) dans WP (Q) (resp HL(Q) si p = 2).

1.2 Certaines inégalités algébrique

Nous allons donner ici quelques inégalités algébrique importantes. Ces inégalités jouent
un role important en mathématiques appliqués et aussi, il est tres utile dans nos prochains

chapitres.

1.2.1 Inégalité de Holder

1 1
[4] Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP(Q2), L(2) avec — + — = 1. Alors
p q

le produit f.g est dans L*(2) et

[ isalas < ([ igpas) " ([ iotas) "

1 fgllr < 1] rllg]La-
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Remarque 1.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inéqgalité de Holder

avec p = q = 2.

1.2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

[4] Soient f et g deux fonction dans L*((2)

1

[ ot < ([ ispac) ([ japar)

1.2.3 Inégalité de Young

1 1
[4] Soient p et q deux réels vérifiant — + — = 1 alors :
p q

W5.0) & (@) x 1@ ve >0, [ pglae < [ (pides = f g

Sip=q=2ona:

V(f,g) € (L*(Q))* Ve > 0, /Q |fgldz < 2/9 \fz\dm+2i8/9 |g%|dz.

1.2.4 Inégalité de Poincaré

[4] Soit 2 un domaine borné de R, alors il existe une constante positive ¢ telle que :

[l () < cllt]|c2e), Yu € Hy(€).

10
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1.3 Quelques notions sur les opérateurs

Définition .8 [5] un opérateur linéaire sur un espace X est une application linéaire définie
sur un sous espace vectoriel D(A) C X a valeurs dans X, (D(A) s’appelle le domaine de

Uopérateur A).

Définition .9 [5] Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné surH de domaine
D(A).

On dit que A est monotone (ou accrétif) si

(Av,v) > 0,Vv € D(A).

A est dissipatif si

(Au,u) <0,YVu € D(A),

on dit que A est maximal monotone si de plus Im(Id+ A) = H, i.e

Vfe H Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.3.1 [J] Soit A un opérateur monotone maximal, ensuite
— D(A) est dense en H.
— A est un opérateur fermé.
— Pour chaque A > 0, (I + MA) est bijective de D(A) sur H, (I + MA)™! est un

opérateur borné, et || (I + XA)™" ||z < 1.

1.4 Semi-groupe fortement continue d’opérateurs linéaires

Définition .10 [8§/ Soit X un espace de Banach, soit L(X) l'ensemble de tous les opérateurs

linéaires bornés de X a X, une famille {S(t), t > 0} dans L(X) est un Semi-groupes

11



Chapitre 1. Préliminaire

d’opérateur linéaire borné sur X si
1) S(0) =1, (I estl’opérateur d’identité sur x).
2) S(ty +ta) = S(t1)S(ta) Viti,ta > 0 (la propriété Semi-groupe ).

3) Pour chaque x € X, S(t)x est continue sur [0, 00).

Définition .11 [8] Le générateur infinitésimal, ou générateur du Semi-groupe d’opérateurs

linéaires {S(t), t > 0}. L'opérateur A: D(A) C X — X défini par

t—0

D(A) = {CL‘ €eX: limw em’ste} :

et défini par

Dans le générateur infinitésimal du Semi-groupe S(t), D(A) est le domaine d’un opérateurA.

1.5 Théoreme de Lax-Milgram

[4] soit a(u,v)une forme bilinéaire . Alors sur un espace de Hilbert H qui est :
— Continue ,c’est -a-dire Yu,v € H, |a(u,v)| < M||u||g||v||g, VM > 0.
— Coercive, c’est -a-dire Yu € H, |a(u,u)| > al|u||3, Ya > 0.

Soit {(v) une forme linéaire continue sur H .Alors il existe une unique u € H tel que :

Yv € H,a(u,v) = I(v).

12
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1.6 Théoreme de Hille-Yosida

[4] Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

up € D(A), il existe une fonction

u e CH[0,00], H) N C(]0, 00], D(A)),

unique telle que

d
d—?—l—Au:O sur [0, 00
u(0) = o, (donnée initiale)

de plus on a

du
dt

()] < fuo| et |- ()] = [Au(t)] < [Auf, ¥t > 0.

1.7 Théoreme de Lumer-Phillips

Théoréme 1.7.1 [§] Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire défini, et D(A) do-
maine dense dans X, alors A génére un CySemi-groupe de contractions sur X si et seulement

St

1. A est dissipatif.

2. il existe A > 0 tel que A\l — A est surjectif.

13



CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE

Dans ce chapitre, nous démontrons ’existence et 'unicité de la solution du systeme —7
en utilisant la théorie de Semi-groupe. Pour cela, en posant ® = (¢, u, v, v,w,w,0,q)T, ou

U=, v =1 et w = wy, le systeme — s’écrit sous la forme

d'(t) + AD(t) = 0, t-0,

(I’(O) =&y = (@07 9017%7?/1170007001,907(10)T,

(2.1)

ou l'opérateur A est défini par
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—Uu
k kol
—— (0 + 1 + lw)e — ——(w, — lp)
P1 P1
—v
b gl
__@Z)xa: + (909& + ¢ + lw) + _9:1:
.A(I) — P2
—w
k kl
— 2wy — 19)e + —(p0 + ¥ + )
P1 P1
—(qy + lvw
P3 f3
To To

On considere les espaces de Hilbert suivants :

H.(0,1) = {f € H'(0,1) : f(0) =0},
H0,1) = {f € H'(0,1) : f(1) =0},
H?(0,1) = H*(0,1) N H}(0,1),

H2(0,1) = H*(0,1) N HX(0,1).
Et
H = H0,1) x L*0,1) x H(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L?(0,1),
muni du produit scalaire

1 1 1
(P, P)y = k:/ (pe + 0+ lw) (P + ¢ + l0)dx + k;o/ (we — lp)(0p — IP)dx + pl/ utdx
0 0 0

1 1 1 1 1
+ b/ YVphedr + ,02/ vodr + pl/ wwdz + ,03/ 00dx + 7'0/ qqdzx.
0 0 0 0 0

Alors le domaine de 'opérateur A est donné par :

15
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D(A) = ® € H\ ¢ € H(0,1), v,w € HZ0,1),
u, 0 € HY(0,1), v,w,q € HX0,1), ¢.(1) = w,(0) = 1,(0) = 0

On montre maintenant que A est un opérateur maximal monotone. A cet effet, on a besoin

des deux lemmes suivants :

Lemme 2.1 L’opérateur A est monotone et satisfait, pour tout & € D(A), on a
1
(AD, D)y — 3 / Gz > 0. (2.2)
0
Démonstration. En utilisant le produit scalaire. Pour tout ®5 € D(A), on a

1 1
(AD, D)y = —k:/ (ug + v+ lw)(py + ¢+ lw)dz — k:o/ (wy — lu)(wy — lp)dx
0 0

Lok kol 1
+p1 | (— (e + ¢+ 1w), — p—(wx —lp))udx — b | vybdx
0 0

P1 1

b k o
0 P P2 P2
'k Kl
+ Pl/ (——(wz = 1) + p—(% + 19 + lw))wdx
0 1

11 ! 1
+ ,03/ (—q. + lvx)de + To/ (ﬁq + —0,)qdx.
o P3 P3 o To 7o

Apres la simplification, on trouve :

1

1 1
(AD, D)y = —k/ Uy (¢ + ¥ + lw)dr — k/ v(py + ¥+ lw)dr — kl/ w(ps + 9 + lw)dz
0

0
1

1
— ko/ —lp)dx + kol/ u(w, — lp)dx — k:/ (e + ¢ + lw),udz
’ 1 1 ’ 1 ’ 1
— k’ol/ — lp)udr — b/ Ve dr — b/ Yppvdr + /{:/ (pz + U + lw)vdz
0 0 0
1

1
+ ’y/ O, vdr — k:o/ (we — ly)wdz + kl/ (0 + ¥ + lw)wdz + / q-0dx
0 0 0

1
+ ’y/ v0dxr + ﬁ ¢dr + / 0,.qdzx,
0

16
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et grace a la formule d’intégration par partie, on obtient

1 1 1
(AD, D)y = —k/ Uy (¢ + ¥ + lw)dr — k’/ vy + U + lw)dr — k;l/ w(ps + 9 + lw)dz
0 0 0
1 1
— ko/ Wy (we — lp)dx + k‘ol/ u(w, — l)dr — k[(0p + 1 + lw)ul}
1 ° 1
+ k/ (0r + U+ lw)u,de — kgl/ (w — lp)udx — bluih,]5 + b/ Vypd
0 1 0 1 0
— b/ VYppvdr + k/ (pr + ¥ + lw)vdx + 7/ O vdr — ko[(we — lo)w]p
0 0

0

1 1 1
+ k:o/ (we — lp)w,dx + kl/ (2 + ¥ + lw)wdz + [q6)5 — / q0.dx + vl
0 0 0

1 1 1
— 7/ vl,dx + ﬁ/ ¢*dx +/ 0.qdx.
0 0 0

Alors, les conditions aux bords impliquent
1
(A, @)y =5 [ o> 0
0

Alors A est monotone. m
Lemme 2.2 L’opérateur A+ I est surjectif.

Démonstration. Pour tout G = (g1, 92, 93, 94, G5, J6, 97, 9s). € H, 1l existe & € D(A)

vérifiant

(A+Dd=G. (2.3)

17
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L’équation (12.3)) est équivalente a

_u+90:gla
k kol
P1 P1

—U+¢ = g3,
b k v

__pr:v + _<Spac + w + lw) + _‘995 +v= 9a,
P2 P2 P2 (2.4)

—wW+Ww = gs,
k kl

——O(wgC —1p)e + — (e + ¥ + lw) + w = gs,
£1 P1

—qz t+ lvx + 0= g7,

P3 P3

15} 1

—q+ —0, +q=gs.

\ 70 To

En multipliant I’équation (2.4)), et (2.4)s parp; et (2.4), par po, (2.4)), par ps et 'équation
(2.4)4 par 7, on obtient

—u -+ ¥ = g1,
—/f(% + 9+ lw)x - kOl(Wx - ZSO) + p1u = p199,
—v + 1/} = g3,
—be + k(0o + 0 + lw) + Y0, + p2v = pagu,
. (2.5)
—w+w = gs,

—ko(wz — o)z + k(@ + ¢ + lw) + prw = p19s,
qz + YUz + p30 = p3gr,

(B+710)q + 6, = T09s.

D’apres I'équation (2.5),,(2.5))5, (2.9)5 et (2.5))g, on obtient

v=1—gs € H(0,1), (2.7)
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W=w-—gs5 € 1'—:[;(0,1), (28)
0, = —(B+ T0)q + Togs € L*(0,1). (2.9)
L’intégration de (12.9) donne
ba.t) = ~(3+m) [ alw)dy+ 7 [ o)y (2.10)
0 0

et 6(0,t) = 0. A I'aide de (2.6) — (2.10)), il est facile de montrer que ¢, 1, w et g satisfont

(

—k(gpw +¢+ lw)ﬂc - kOl(wm - ZSO) + Pl(‘P - 91) = p192,
—bgy + k(2 + U + lw) + y[=(B + 10)q + Togs] + p2(¥ — g3) = p2ga,
—ko(we — @)z + k(e + ¢ + lw) + p1(w — g5) = p1gs,

T

Gz + (Ve — g32) + p3(—(B + To)/o q(y)dy + TO/O 9s(y)dy) = p3gr,

donc

(

—k(ps + ¢ + lw)y — kol(wy — lp) + pro = p1(g2 + ¢1),

—byy + k(@2 + U + lw) + p2tb — y(B + 70)q = p2(gs + g3) — YT0gs, 2.11)

—ko(wy — 1)y + kl(0p + 9 + lw) + prw = p1(g6 + 95),

x

—qz + p3(B + To)/o q(y)dy — v, = —ps(g7 — To/0 98(y)dy) — 7930

\

On multiple les équations de systeme (2.11]) respectivement par ¢1,11,w; et ¢ et en
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intégrant sur (0, 1).

1

1
(we = lp)p 1dw+m/ sosolda:—m/ (92 + 1) de,
1 0
.« b / rathrda + k / (e ¥+ Lol + / bindz — (8 + 7o) / rde
— dr — dz,
P/0(94+93)¢1 x ”YTO/O gsrdx

1 1 1
._k0/< Wy —1 )xwldx+kl/ (gox—l—w—i-lw)wldx-l—pl/

0

° —/ Gqrdx + ps(B + 10) / / Y dydx — / Yqrdx

1
S / (g7 — 5 / () dy)qude — / g
0

0

1 1
o — k‘/ (Sox +¢+ZW)x301d£E— kol/

1
wwdr = ,01/ (96 + g5)wrdx,
0

D’apres l'intégration par parties avec les conditions aux bords, on trouve

1

1 1
(wz — ls@)smdrc + pl/ prdr = m/ (92 + g1)pr1dz,
0 0

1

1
o / Votbrade + / (e ¥+ Lol + ¢w1dm (Bt / Gz

1
— / (gs+ ggwldx . / gsthndz,

1 10 01 1

o k:o/ (we — lp)wrpdx + kl/ (e + 0 + lw)widx + pl/ wwdr = pl/ (g6 + g5)wrdx,

.5t / i+ o5 1)’ / 1 < / xq(y)@) ( / xqjl(y)dy) o b5+ ) / pude
=) [ (o= [ st ([t} e+ 7) [

Puis en sommant les termes, on trouve la formulation variationnelle suivante

1
b k/ (9038 + /IID + lw)(plxdx - kol/

0

B((@,1,w,q), (1,91, w1, q1)) = F(@1, 91,01, q1), (2.12)

olt B est une forme bilinéaire de [H1(0,1) x H!(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1)]* dans R définie
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par :

1
B((p,v,w,q), (@1,¢1,w1,q1)) = k’/ (9093 +¢+ lw)(@lx + 1 + lwy)dx
0
1
+ ko/ (We — 1) (w1e — lpr)dx
01 1 1
‘H)l/ pp1dx +/)2/ Piprdx + /)1/ wwrdx
0 0 0
1 1
+ b/ Yp1de — (6 + To)/ q1dx
0 0

1 1
+7(5+7'0)/0 1/)Q1dl‘+(5+70)/0 qqdx

wouts+ ) [ [atwar) ([t )a

et F' est une application linaire de H(0,1) x H}(0,1) x H!(0,1) x L?*(0,1) dans R définie
par :

1

1 1
Fp1,¥1,w1,q1) = Pl/ (g2 + g1)p1dx + 02/ (91 + g3)Y1dx — 770/ gsidx
0 0 0

1 1
+ p1/ (g6 + g5)widx + (B + 7'0)/ g3q1dx
0 0

— p3(B + To)/ol (97 — To/oxgs(y)d?/) (/qul(y)dy) dr.

On pose V = H}(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1) muni du produit scalaire

~ 1 ~
(0.0, (2.6.00) =k | (ot 0 )G+ 0+ 1)
1
k e — o) (W — lP)d
+ho [ o = 10)(@0 1)

1 1
iy / nthadr + 7o / gidz,
0 0
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et la norme associée

1 1 1 1
\maquw€=@/«%+w+ww%x+%/X%~J@%M+g/w%x+m/q%x
0 0 0 0

Cette norme est équivalente a la norme

1, 9,0, Iy = (0w + 9 + L)|I3 + [[(we = 1)1 + [al[3 + llall3-

Maintenant, en utilisant le fait suivante, on montre la continuité de B et F, et que B est

coercive
1 1
/ (92 + Y2 +w?)dz < c/ ((r + 1+ 1w)* + (w, — lp)* +¢2) da. (2.13)
0 0

1. B continue :

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1B((¢,4,w,9), (@,9,@,D)| < K| (00 + ¢ + 1) |2|(22 + &+ 12)][5
+ kol | (wo — 1) [Ja]| (@2 — 1) |2
+ pillellal@lla + pal [ llal[]]2 + prllwl 2122
+ /[ o] [¢hx |2 + (B + 7o) gl |2 []]2

+ (8 + 70)l[¢]]2/1ll2 + (8 + 70)llgll2]]qll2

/01 (/OxQ(y)ldy)zdxr [/01 (/Ox|(j(y)]dy)2dx]

2

+ p3(B +70)°
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En traite le terme comme suite

[ (o) o] [/ ([inonn)'s] |
<[ () (oo [ (F) (finora)e]
<[ (o) ([ rors)a] [ ([) ()]

< llqll2llgl[2-

Donc d’apres les inégalités de Poincaré,Young et (2.13) on obtient

1B, ,w,0), (9,2, 0| <  (|all3 + ell(a + 6 + )} + ez — 1) IF + l1z113))
x (1118 + c(l(@o + & + @) + @2 — 1) +116213)

S CHQO,w,W,QHVHQE,&,aJ,QVHV.

VI

2. B coercive :

Pour certain ¢ > 0, on a

1

1
B((¢,¥,w,q), (¢, ¥, w,q)) = k’/o (2 + U + lw)?dz + kro/ (W — lp)*da

0

1 1 1 1
+p1/ g02d:c—|—p2/ ¢2dx+p1/ dea:er/ Vidw
0 0 0 0

2

w@m [t [ i) a,

> Kl (0o + ¥ + 1) I3 + Kol | (wz — ) [[3 + bl 3 + cllall3,
> min(k, ko, b, )||(, %, w, q)|I7,

Z CH(%%W,C])H%/
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3. F continue :

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

\F(3,9,@,d)| < pill(g1 + g2)|1211@]12 + p2]|(94 + g3)[2|[¥]]2 + Y7ol gs]|2]¥]|2

+ (g6 + g5)ll2l[@l]2 + 7 (B + 70)llgs] |24l 2

o[l [ (flne)'a]
[ ([ st} d%‘] [/ (/Ox|q~(y)|dy>2da;r_

En traite les termes comme suite

<[] [ (fiama) ]
<ol [ [ () ([ atrar) dx]
<ot | [ ([[an) ([ atras)as]

< llgzll2l1g(»)l]2-

+ 1op3(8 + o)

~_
N
IS
S
"
N[

. [/ (/Oﬂgg(y)dy)gdxr [/ (/jﬁ(y)dy
[L ([ Limor)e] (]
<[ (fan) ([ rmoran)ac]" [ ([ (/ it ‘dy) } |

< ||gsll211G(y)]l2-

\
L
<

~_

I/~

\
E
o
<

\/

I—l
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Donc d’apres les inégalités de Poincaré, Young et (2.13]), on obtient

P, 9,0, < ¢ (113 + ¢ (1@ + 9§+ @)IB + 1@~ 2B+ 1913))

< c||(@, ¥, @, q)||v-

Par conséquent, B est bilinéaire continue et coercive sur V' et F' linéaire continue sur V.

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, le systeme admet une solution unique
o e HN0,1),¢ € HN0,1),w € H(0,1) et ¢ € L*(0,1).

En remplacant ¢ dans , 1 dans , w dans et ¢ dans , on obtient
we HN0,1),ve HN0,1),w e HY0,1) et # € HX(0,1).

De ([2.11)), on déduit

en outre, si (Y1, wr,q) = (0,0,0), alors, pour tout ¢; € H(0,1),
1 1
k/ (e + U+ lw)prdr = —/ [—kol(wy — lp) + pro — p1(g2 + g1)] prde. (2.14)
0 0
Ceci implique que
_kSOxx = k¢x + (k + ko)lwx — (kolQ + pl)QD + 01(92 + gl) c LQ(O, 1).

Par conséquent, par la théorie de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il en
résulte que

o € H2(0,1).

Par ailleurs, (2.14) est également vrai pour tout ¢ € C1([0, 1]) vérifiant ¢(0) = 0. En utilisant
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I'intégration par parties, on trouve
w:(1)6(1) = 0,V¢ € C*([0,1]) vérifiant ¢(0) = 0.

D’ou

p:(1) = 0.

De la méme maniere, si (¢1,w1,q1) = (0,0,0), on trouve

—bpyy = —kipr — (k4 p2)tb — klw + v(8 + 70)q + p2(94 + g3) — 70798 € L*(0,1).

Alors

€ H2(0,1) et 1,(0) =0,

et si (¢1,%1,q1) = (0,0,0), on obtient
—kowae = —1(k + ko) — kltp — (KI* 4 p1)w + p1(gs + g5) € L*(0,1).

Donc

w e H2(0,1) et w,(0) = 0.
De méme fagon, si (¢1, %1, w;) = (0,0,0), on trouve
—qz = —ps(B+ To)/ q(y)dy + s — p3(gr — To/ 98(y)dy) — vg3. € L*(0,1).
0 0

Alors
g€ H(0,1).

Enfin, I’application de la théorie de la régularité des équations linéaires elliptiques garantit
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'existence d’'un unique &5 € D(A) tel que est satisfaite. Par conséquent, 'opérateur A
est maximal.

Finalement, en utilisant le lemme2.1] et le lemmd2.2] on conclut que A est un opérateur
maximal monotone. Ainsi, par le théoreme de Lumer-Phillips, on a le résultat d’existence et

d’unicité suivant :

Théoréme 2.0.2 Soit &y € H. Alors il existe une solution unique ® € C(RT, H) du systéme

[2-1). De plus, si g € D(A), alors ® € C(RT, D(A)) N C*(RT,H) .
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CHAPITRE 3

DECROISSANCE EXPONENTIELLE

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour démontrer la

stabilité exponentielle du systeme —, nous avons besoin du lemme suivant
Lemme 3.1 Soit (¢, ¥, 0,w,q) une solution du systéme —. Alors, la fonctionnelle d’énergie

définie par :
(3.1)

1
(0167 + pob} + b2 + prwf + psb? + 10¢°] da

[\.')Ib—

O\..c\

k(o 4+ 9 + 1w)* 4 ko(w, — lgp)z] dz,

DN | —

satisfait
(3.2)

1
E'(t) = —B/ ¢*dx <0, Vt>0.
0

Démonstration. En multipliant [’équation 17 2, 3, (2, et 5 par o, Py, wy, 0 et q
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respectivement, et intégre sur (0,1), et en les sommant nous obtenons

1

( 1 1
p1 / Yrppdr — k:/ or(pe + U + lw), dx—kol/ or(wy — lp)dr =0,
/wﬁ x—b/ @bt@bmdwk/ Gl + 10 + L) dw+7/ Uil =
1
pl/ wiwpdr — k:o/ (we — 1 )xdx%—kl/ wi(pz + ¥ + lw)dxr =0,
0 0 0

1 1 1
p3/ 00,dx +/ 0q.dx + 7/ 0 dx = 0,
ol 04 P
To/ qudzr + 8 | ¢*dx + / q0.dx = 0.
0 0 0

On fait l'intégration par partie et d’apres les conditions aux bords, nous trouvons
1

1

o — k;/ 0i(pr + U+ lw)dr = —k [p(pr + U + lw)](l) + k:/ Out(0r + U + lw)dx
0 1 0
— K / Garlpe + ¥+ lw)da

1 L 0 1 1
- /O Pithsadz = b ]} + b /0 Yarthod = b /0 Yurthad,
°— kO/ wi(wy — L) pdr = —kq [wi(wy — lgo)](l) + kO/ Wet(wy — lp)dx

0 0

1
= k:o/ Wyt (we — lp)dz,
0

1 1 1
oy / Odburd = 7y (045 — / O, dr = —v / 0, dz,
0 0 0

1 1 1
o/ q0,dx = [qH](l) —/ gz0dx = —/ q.0dx.
0 0 0

Alors

1

d 1
021 i), pidr + k/ Out(Yr + U + lw)dx — k:ol/ oi(we — lp)dr =0,

~ 2 —
th/ V2dx +2dt wd:r+l<:/ Wy 80x+w+lwdx+7/ ibdr = 0,

d:v—irko/ Wt (Wy lgo)da:+kl/ wi(@s + ¢ + lw)dz = 0,

p3 d 1 1
€2d3: + / Oq.dx — ’y/ 0,0 dx = 0,

nd 12dx—|—ﬂ 12dx—/ Odxr =0
thoq Oq qu =u

29
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De (3.4)5, on déduit que :

/Oquedx =__ de + 5/ (3.5)

En remplacant (3.5) dans (3.4),, on obtient

p3d/02d L od 12dx+6/1 2dy — /10¢dm—0 (3.6)
2 dt X T Pa e = ‘
Alors
1 1 1
v / 0, pyde = 22 / 0%dx +—— q2dx—|—ﬁ / ¢*dx. (3.7)

Puis, on remplace (3.7) dans (3.4),, on trouve :

d ) d 1 ) 1 ) B
5 dt/ Vrda ‘l'——/ (O dm+k/ Wy 90x+1/)+lw)dx+ 2t ), 9 do+ 20 > Tt / da:—l—ﬁ/o ¢dr = 0.
(3.8)

Par addition (3.4),, (3.4)); et (3.8), on obtient

d 1 1

[)21 il fdx—l—k/ SOxt(QOx—Fw—i-lw)d:C—kUl/ oi(wy — lp)dx
&i . y o Jo

+2dt vdr + ko | we(we — lp)de + kL [ wi(ps + 9 + lw)de

0

Pz 2

+2dt/wt th/wdxw/wt%wuw)
2dt/ Pda + 2dx+5/ dz =0,

alors on a :

&i ' &i 2 / __/ 2

Zdtlowd+2d d+2dt vide ooy | Ve

+k/ (sox+w+lw)(soz+w+lw)dx+ko/( — 1) (wy — lp)da
0 0

@i 2 d 12 /12 _

+2dt 0-dx +2dt d:1:+50qu—0,
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et donc :

d 1d [!
T (t) = oW (0167 + ot} + b2 + pr} + ps0? + 10¢%] da
0
1 d ! 2 2
—|—§£ i [k‘((px+w+lw) + ko(wye — L) }d:c

1
= —5/ ¢dx.
0

Par conséquent

1
E’(t):—ﬁ/ ¢?dx <0, Vt>0.
0

Remarque 3.1 Donc la fonction énergétique est décroissante. Cependant, cette inégalité
nimplique pas la décroissance exponentielle vers I’équilibre. Nous devons construire une fonc-
tionnelle de Lyapunov appropriée afin d’établir une estimation de décroissance exponentielle

de l’énergie.

Lemme 3.2 Soit (p,%,0,w,q) une solution du systéme -. Alors la fonctionnelle

1
Fi(t) = —p1 / prpdr + wwdz,
0

vérifie, pour tout €1 > 0,

1 1 1 1
Fl(t) < —pl/ Ordr — pl/ widx + ¢ (1 + 5_) / (r + U + lw)?da (3.9)
0 0 1/ Jo

1 1
+ 51/ Yidr + k‘o/ (we — l)?da.
0 0
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Démonstration. Dérivons Fi(t), on trouve

1
Fi(t) =—m ( / prpda + wtwd:r> ,
0
1 1 '
= —Pl/ (prep), do — Pl/ (wiw), dz,
0 0

1 1 1 1
=—pm / erpdr — p1 / pidr — py / wpwdz — py / widz,
0 0 0 0
on utilise 1 et 3

—p1pun = —k(pz + ¥ + lw), — kol(w, — L),
—prwy = —ko(we — lp)e + kl(pz + ¥ + lw),

donce :

1 1
k:/ O(pe + 1+ lw), dm—kol/ go(wx—lgo)da:—pl/ ©2dx
; 1 " )
ko/ w(w )zdx + k;l/ w(ps + ¥ + lw)dr — pl/ wide,
0 0

on intégré par partie :

1 1
°— k/ (@ + U + lw),d [p( e + 2+ 1))} + k/ ©u(po + 1 + lw)da
0 0

=—k
1
= k/ 902:<80m + w + lw)dl‘,
0
1

1
°— kO/ w(w, — @) dr = —ko [w(w, — lgp)](l) + kJO/ wy(wy — lp)dx
0 0

1
= k:o/ wy(we — lp)dz.
0

Donc

1 1 1 1
Fl’(t):—pl/ @fdm—pl/ wfdx+k/ %(%+¢+zw)d:{;+kz/ e+ + lw)da
0 0 0 0

1 1
+ kO/ wy(wy — lp)dr — kol/ o(w, — lp)dz,
0 0
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on pose :
1 1
k[ o+ v+ de =k [ (a0 (a0 + ),
= k/olgoz(gox + 1 + lw)dx + k’/oli/i(% + 1 + lw)dx
+ k:l/olw(gox + ¢ + lw)dz.
Alors :

1 1 1 1
k:/ gpx(gox+w+lw)dw+kl/ w(ps++lw)de = k:/ (gox—i—w—l—lw)zd:z:—k’/ (o ++lw)de,
0 0 0 0

on pose :
1 1
ko/ (we — lp)?dr = ko/ (we — lp)(wy — lp)de.
0 0
Alors :
1 1 1
%/%M—MW—W/M%—szﬁ/MfMW%
0 0 0
donc :

1 1 1
Fl(t) = —pl/ Ordr — pl/ widx + k:/ (¢ + 1 + lw)*dz
0 0 0
1 1
— k:/ Y(pz + 9 + lw)dz + ko/ (wa — lp)*dz,
0 0

on utilise l'inégalité de Young :

1

1 1
o — k’/ V(o + U+ lw)dx < 2£5/ ¢2dx + % (pz +0 + lw)%ﬂ,
0 0

0

onpose:2—:£1:>£:—d0nc —_ =
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Alors :

1

1 1 k’2
—k/ V(g + ¢+ lw)de < 61/ Vo + — | (pp + Y+ lw)?d.
0 0 dey Jo

Par 'inégalité de Poincaré :

1
/ Y dm<51/ Yide,
0 0

donc :

1 1 1 1
Fl(t) < —py / Sde — pr / Wi 1k / (o + 0+ w)da + o1 | W2
0 0 0 0
2 1

1
(02 + U + lw)dz + ko/ (wp — lp)*dz,
451 0 0

1 1 1.2 1
< —pl/ pidr — pl/ widr + (k + —> / (¢r + ¥ + lw)?dzx
0 0 4e1) Jo

1 1
51/ Vidw + ko/ (we — lp)*dz.
0 0

Par conséquent :

1 1 1 1
Fl(t) < —pl/ gpfd:c — pl/ wfd:c +c (1 + 6—) / (pz + 0+ lw)Qd;v
0 0 1/ Jo

1 1
+ 61/ Yidr + ko/ (wy — lp)*dz.
0 0

Lemme 3.3 Soit (v, ¢,0,w,q) une solution du systéme -. Alors la fonctionnelle

= '02'03/ / U(s,t)dsdz,
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vérifie, pour tout 5 > 0,

Fy(t) < ——/ ¢fd:v—|—252/ (s dx+52/ (0 + 9 +lw)*d (3.10)

1
—i—c(l—l——)/@%lx—l—c/ ¢*dz.
€2 0 0

Démonstration. Dérivons Fy(t), on trouve

Fy(t) = _P2ps (/ 9/ (s, 1) dsdx) )

= png/ Gt/ Uy(s, t)dsdr — P2ps 9/ Uy (s, t)dsde,

——/ pget/ Ui(s, t)dsdr — —/ 9/ P2y (s, t)dsdz,
Y Jo 0 Y Jo 0

on utilise (2)), et ([2),

Pﬂbtt = bw:m‘ - k(@x + w + l(d) - 79907
p3‘9t = —(qx — 7¢xt7

donc

1 T 1 x
Fi(t) = —% 0 (—qs — th)/ bi(s, t)dsdz — @/ 9/ (M — k(n + 0 + lw) — ~0,) (s, )dsdz,

/Qx/ thtdex+p2/¢zt/ wtstdsda:— 6/ V(s t)dsdx
k:/)3/ / (pz + U+ lw) stdsda:+p3/ / (s,t)dsdz,

on intégré par partie

1 T 1
o2 / " / (s, t)dsde = — 22 / Gda,
v 01 ox Y 01
o / ot / (s, 1) dsdz = —ps / y2de,
0 0 0
n a
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bp3/ /wm s,t)dsda = — b”3 9%

.p3/ 9/ 0.(s,t)dsdx = pg/ szm.
o Jo 0

Donc

Fy(t) = -2 qwtda:—pz/ vide - 2 ewx

+k'03 6/ npz+w+lw)(st)dsd:c+p3/9dx

on utilise ['inégalité de Young :

P q¢tdx < P2 2d —l— / Pide,
y 2e7v Jo
€
on pose : 2'227 = ;TQ = ¢ = donc p227 %

Alors

p? q¢td$< p? 2d + /¢t
gl 2y?

~ bps 9¢xd <bp3/02d +bP3€/¢d
7 Jo 2ey

b 4 b 1 (bps\?
on pose .'E:%g:mg: TE2 gome 2P — 2 (2P3)
2y bps 2ey 8y \ 7

b 1 [bps\° [! 1
2P wad < (ﬂ) / 02da + 2, / Yz,
7 Jo 89 Y 0 0

Alors

k k 1 L 1 x 2
p3/ / (pr++1w)(s, t)dsdr < 2p3 0*dx+ ng/ (/ (pe +1 —i—lw)(s,t)ds) dx,
o \Jo

e 2y
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d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

2

/01 (/Ox(sﬁx+¢+lw)(s,t)ds)2dx§/01 (/01(%+¢+zw)dx> dz.

1
S/ (po + 9 + lw)’dz,
0

k 2 k 1 (kps\?
on pose Pt _ 9 = € = T2 Gome P8 — — (EP3))
kps 29 4dex \ v

Alors

k 1 [(kps\> [ 1
wPs 0/ (02 4+ +1w) (s, t)dsdx<4_(ﬁ> /92dx+82/ (po + ¥ + lw)’dx
Y 0 0

)

donc

b 2 1 1
Fy(t) < 2al + —/ Yidr — ;02/ Yidr + 3. (ﬁ) / 0*dx + 262/ Yrde
2 0 0

. 1
_‘__(@) /92({1'-}_52/ (pe + 0+ lw) dx+p3/ 9261:17,
deg \ v 0 0 0
1

1 1 1
< —= wfdx + 252/ Vidr + 52/ (0p + 9 + lw)?dz + P2 ¢*dx
2 0 0 272 Jo
b2 k‘2 2 1 1
tlps+ (22 —3 4 / 02dz.
82 4~2 0

Par conséquent

Fi(t ——/ ¢fdx+2sg/¢dx+€2/ (e + 9 +lw)*d

1
+c<1+—)/92d:c+c/ ¢*dz.
€2/ Jo 0
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Lemme 3.4 Soit (p,1,0,w,q) une solution du systéme —. Alors la fonctionnelle

1
Fit) = pa [ s,
vérifie

1 1
Fy(t) < —g/ ¢§d$+P2/ dida
0 0

kJZ 1 1
+ ?/ (g + U +lw)dx + c/ 0*da.
0 0

Démonstration. Dérivons F3(t), on trouve

Fi(t) = po ( / wwtdx) ,

1 1
= o2 / Rdz + ps / Db,
0 0

on utilise 2
p2wtt = wa:r - k((p:p + w + lw) - 79%

donc

1 1 1 1
Fi(t) = pu [ wida+b [ Wbds =k [ wlps+ vt t)do = [ vtad,

on intégré par partie

1 1 1
b wodr = bt = b [ Yppedr = —b | 2dx,
/szf v = bl /owf /walx
—_ 1 —
0—7/0 Yh,dx = v[we]odx—i-v/o Y 0dx 7/0 Y 0dx.

Donc

1 1 1 1
B0 =p [ wido=b [ 2o~ [ dlgat v+ oo+ [ b0
0 0 0 0
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utiliser linégalité de Young et Poincaré

1 k 1 L 1
O—k/ w(gox—l—w—l—lw)dxﬁ—/ de:c—l——g/ (0g + 9 + lw)?dw,
k 1 ]C 1
s—/ ¢idx+—€/ (0x + ¢ + lw)*dz,
2e Jo 2 Jo
on ose'E—k—Qés—%doncﬁ—é
pose -5 =5 7 % 4’
Alors
1 b 1 k2 1
—k/ ¢(S0x+¢+lw)dx§1/ @Didxjtg/ (g + 9 + lw)?dz,
0 0 0
1 1 1
oy [ wubde < L [ w2dr+ L / 0%dz,
0 25 0 2 0
2
e % a0
onpose.Q—b:s—b don02€—4
Alors
1 bl A2 [
v/wmmsi/@w+—/mw,
0 4 Jo b Jo
donc

1 1 b 1 k? 1
B0 <pu [ wtde—b [ wdos ] [ 0o+ T [t
0 0 0 0

1 2 1
+9/ ¢§dx+7—/ 02dz,
4 0 b 0

1 b b 1 k,2 1
gpg/ zﬁ?dx—i-(—b-f—é—l—i-z)/didx-l—?/ (¢r + ¢ + lw)?dzx
0 0 0

2 ol
+l/92dx,
b Jo

b (1 1 72 1 k2t
< ——/ Vrde + pz/ Vidw + —/ 0*dx + —/ (0o + 0 + lw)*dz.
2Jo 0 b Jo b Jo
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Par conséquent :

1 1 2 1 1
Fi(t) < —g/ Vida + pg/ Yidr + l%/ (¢ + 0 + lw)*dz + c/ 0*dz.
0 0 0 0

Lemme 3.5 Soit (p,1,0,w,q) une solution du systéme -. Alors la fonctionnelle

1 T
Fut)=rops [ 6] als.tydsd
0 0

vérifie, pour tout 4 > 0,

1 1 1 1
F(t) < —@/ 0*dx + 54/ Yidr + ¢ (1 + —) / ¢*dx. (3.12)
2 Jo 0 €a/ Jo

Démonstration. Dérivons Fy(t), on trouve

1 x
fmwzmm(/e/q@wMM),
o Jo ¢
1 T 1 x

= T()pg/ Qt/ q(s,t)dsdx—i—Topg/ Q/ q:(s, t)dsdz,

0 0 o Jo

1 T 1 x
= 7'0/ pgﬁt/ q(s,t)dsdx —i—pg/ 9/ Toq: (s, t)dsdzx,

0 0 o Jo

on utilise ([2), et ([2);
/03015 = —qy — ’szjmta

Toqt = _ﬁq - 6:57
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donc

Fi(t) = 70/1( 7%)/ q(s,t)dsdx +p3/ / (—Bq — 0.) (s,t)dsdz,

:—7'0/ qm/ StdeSL’—Tg’Y/ th/ (s,t)dsdx
- B,og/ 9/ q(s,t)dsdz — pg/ 9/ 0.(s,t)dsdz,
o Jo o Jo

on intégré par partie

1 T 1
°— 7'0/ qgc/ q(s,t)dsdr = 7'0/ ¢*dx,
0470 & O
o =7 [ b [ als.t)dsde = my [ vuade
0 0 0

on a
1 x 1

°— ,03/ 9/ 0.(s,t)dsdx = —,03/ 0%dzx.
o Jo 0

Donc
1 1 1 T 1
Fi(0) = [ et ) [ wade 6 [0 [ a(s.tdsdo— o [ 6%
0 0 0 0 0

on utilise l'inégalité de Young :

1 1 1
.7'0’}// Yeqdr < 7;)—7/ Q/Jtzdl" + TOT% q2dx,
0 € Jo 0

2.2
T T TOYE T,
0np08620—7:€4:>€:0—7d c v _ To
3

2e, ¢ T de,

707/ Ygdr < 54/ Vidw + 27 / ¢*dz.
€4

1 T 1 1 T 2
°—Bp3/ 9/ qudxé%/ 92dw+@/ (/ qu> dr,
o Jo 2e Jy 2 Jo 0

Alors
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d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

([re) = ([

2
OnpOSG%—%ia?—ﬁ donc 5[;3€:ﬁ2p3‘

1 T 1 2 1
—ﬁpg/ 9/ qudx§@/ 92d:1:+ﬁp3/ Pdz,
0 0 2 0 2 0

2

1
< / ¢*dx,
0

Alors

donc

F(t)<70/qd:c—|—€4/ Y2da + 20 / 2d:1:+p3/ 0*dx
484 0
+ﬁp3/ qux—pg/ 6%dz,
2 Jo 0
1 1 2 2.2 1
§< p3+p3>/02da@+54/ Vidr + 7'0+6p3+M /q2dx,
1 1 2 2.2 1
S—@ dex—|—84/ 1/1t2dx—i— 7'04—Bp3—|—7_0’y /q2dx.

0

Par conséquent

s ! 1 1 1
Fi(t) < ——/ 0*dx + 54/ Vidr + ¢ (1 + —) / ¢*dz.
2 Jo 0 €4/ Jo

Lemme 3.6 Soit (p,%,0,w,q) une solution du systeme (2 . Alors, sous la condition

k = kg, la fonctionnelle

E(t) = —p / (0e(wa — 1p) + wilps + 1 + 1)) da,
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vérifie

1 1 1
Fi(t) < —k;ol/ (wp — l)*dw — %l wldx + pll/ ©2dx (3.13)
0 0

0

1 1
+ c/ Yidr + c/ (¢o + ¥ + lw)’dz.
0 0

Démonstration. Dérivons F5(t), on trouve

B0 = ([ o — 1) +(pu + v 1] )

t

o ( / sot(wx—l@)drr>t—p1 ( / wtmwm)dx)t,

1 1 1
= —Pl/ Pit(We — lp)dw — Pl/ P(we — lp)dr — /)1/ Wit (e + Y + lw)dzx
0 0 0

1
— Pl/ wt(cp;,; + ¢ + lUJ)tdl’,
0
on utilise (2)), et ([2),

—P1Pu = _k(gpx + w + lw)x - kol(wx - 190)7
—P1W = _kO(wx - l@)z + kl(spac + 1/} + l(,d),

donc

1 1
F5/(t> = _k/ (pr + 'QD + lw)x(wx - lgp)dl‘ - kol/ (wm - lcp)(wx - ZSD)dx
; . ’
— p1/0 oi(we — lp)dx — k‘o/o (We = 10)e(r + ¢ + lw)dx

1 1
+ kl/ (pz + U+ lw) (s + ¥ + lw)dx — pl/ wi(pe + ¥ + lw)de,
0 0

on intégré par partie

1 1
.k / (o + 1+ 1), (s — lp)da = k / (2 + 9 + o) (ws — Ip)ad.
0 0
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Donc

1 1
Fé(t) = k/ (90:5 + 1+ lLU)(W:c - l‘;p)mdx - kOZ/ (w:c - l(p)2dl’
0 1 1 0
— /)1/ or(wy — lp)edr — ko/ (We = 10)e(0r + ¥ + lw)dx
0 0

1

1
+ k:l/ (g + U + lw)?dx — ,01/ wi(pe + ¥ + lw)dx
0

0

En axploitant la condition k = ko, on obtient

1
Fi(t) = —pl/ (W — lp)edr — Pl/ wi(pz + ¥ + lw)da
0

0

1
+k‘l/ (pz + 1+ lw) dx—k;o/ — lp)?dw,
0

ce qui implique

1 1 1 1
Fy(t) = —Pl/ prwgedr + p1l/ prde — Pl/ Wipgrdr — p1 | uwpdx
! Y ’ 7
— pll/ wiwpdx + kl/ (02 + 0 + lw)dr — kol/ (we — lp)*dz,
0 0 0

on intégré par partie

1 1 1
*—p / wipardr = —p1 [wipdly + o1 / werprdr = py / Warprda.
0 0 0

Donc

1 1
/ P1Wardr + pll/ o 2de + ,01/ Werprdr — py @thtdx
0 0

1 1
— pll/ widz + kl/ Oz + 1 + lw)’dx — kol/ (we — l¢)2d1’7
0 0

1 1
pll/ 902dx — pll/ wy 2y — pl/ Ywpdx
0 0

1 1
+ k’l/ e+ U+ lw)idr — k‘ol/ (wy — lp)*dz,
0
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utilise [inégalité de Young :

1 1 1
o — p1/ Yodr < ;)_1/ Vidr + oe widz,
0 €Jo 2 Jo

P11 P1 o P1€ _p_1l
on pose 5 = 9 = e =1 donc — 5 = 5
Alors
1 1 1
[
—,01/ Yywdr < &/ Yidr + o widz,
0 2 Jo 2 Jo
donc
1
F(t) < ml/ w?dw—pll/ 2dx + / Yide + fdﬂﬁ
0

1
+kl/ (2 + 9 + W) dw—kgl/( W lgp)Qda:,
0

0

1 1 1
< —k;ol/ (we — lp)?dx + (—pll + %l) / widz + p1l/ ©2dx
0 0 0

1 1
+ %/ ¢§d;c+k;l/ (¢ + 1 + lw)*dz
0 0

1 l 1
< —kol/ (wo — lip)*da — % widz + pll/ pidx
0 0

0

1 1
2 wde + kl/ (00 + 1 + lw)?dx
0 0

Par conséquent

1 l 1 1
Fi(t) < —kgl/ (we — lp)?dx — %/ widr + pll/ oidx
0 0 0

1 1
+ c/ Yidr + c/ (0p + 9 + lw)?de
0 0

Lemme 3.7 Soit (¢,,0,w,q) une solution du systéme (2))-(4]). Alors, sous la condition
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k = ko, la fonctionnelle

Fs(t) = —pr /0 l(wx —lp) ( /0 mwtds) dx
- pl/olsot (/j(% +Y+ lw)d8> dz,

vérifie
1 o (! 1
Fg(t) < pl/ widr — 51 ldr — ko/ (wp — lp)?dx (3.14)
0 0 0

1 1
+ k/ (¢r + ¥ + lw)?dz + %/ Yid.
0 0

Démonstration. Dérivons Fy(t), on trouve

FI(t) = —p1 (/01(% . (/Oxwtds> dx)t b (/ (/0 oo+ + 1 ds) dx)t,
i ([os)o o[}
—/)1/01% (/Ox(@m-f-l/)-l-l(,c))ds) dx—pl/ ot (/ (0o + 9 + W), ds)d

on utilise (2)), et ([2),

—p1ow = —k(ps + U + lw), — kol(we — L),

—pP1Wy = _kﬂ(wx - ZQO)I + kl(@x + ¢ + lw),
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donc

F(t) = —,01/01(% — lp): (/Ozwtds) dx

1 T
+ / (wz — L) (/ — ko(we — L)y + kl(pr + 0 + lw)ds) dx
0 0 )
+ / — k(ps + ¥+ lw), — kol(wz — lp) (/ (pz + 9+ lw)ds) dx
0 0

1 T
- Pl/g o (/0 (0 + 1+ lw)tdé‘) du,

ce qui tmplique

Fi(t) = —p1 Wat ( wtds dx + pll (/ wtds) dx
0

—k;o/ol( )(/ (we — 1), ds) da:—l—k:l/ol(wx—lgo) (/Oz(sox+¢+lw)ds) dx

- /Ic/ol(gogc + Y+ lw), (/O (pz + 0 +lw)d8) dr — kol/ol(wx —lp) (/Om(% +¢+lw)ds) dx

1 x 1 x 1 x
—pl/ Pt (/ Qoxtd3> dx —pl/ ©r (/ wtdS) dx — pll/ Oy </ wtds) dx.
0 0 0 0 0 0

En axploitant la condition k = kg, on obtient

i) = [ ([Tt ) oo [ (o =100 ([0 = 1015

1 x
k[ ettt (/ (wx+¢+zw>ds)dx

1 T 1 T
—pl/ R (/ gpxtds) d:p—pl/ R (/ wtds) dx
0 0 0 0
on intégré par partie

1 x 1
°— pl/ Wt (/ wtd:s) dr = pl/ w?dm,
g 0 . 70 !
o—k:/ (e + 0+ lw), (/ (S%%—@/J—I—lcu)ds) d:v:k/ (0r + U + lw)?dz,
0 0 0

on a

47



Chapitre 3. Décroissance exponentielle

1 x 1
°— k:o/ (wz — L) (/ (we — lgp)zds> dr = —k:o/ (we — lp)%da,
0 0 0
1 x 1
o — pl/ PO (/ ngtdS> dI = _)01/ (p?dw
0 0 0

Donc

1 1 1
Fi(t) = ,01/ widx — pl/ Ordr — ko/ (wy — lp)*dx
0 0 0

1 1 x
+ k/ (g + 0 + lw)dx — ,01/ Vi </ wtds) dz,
0 0 0

on utilise l'inégalité de Young

! ’ P1 ! p1€ ! * 2
°— pl/ O (/ wtds) dr < % ©2dx + Y (/ wtds) dx,
0 0 €Jo 0 0

d’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz

([ = (foue) = [t

PME  P1 P1 P1
s e=1d — = —.
on pose 5 5 € onc 9% 5

! ’ P1 ! P1 !
—,01/ o </ ¢td5) dx < 5 prdx + 3/ Yidr,
0 0 0 0

Alors
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donc

1
Fi(t) < p1/ dx—pl/ gptdx—kzo/ (wp — lo)*dw
0
(

+k/ Or + U + lw)?dz + 2/ *dx —|——/1/Jt2d

0
/ de—l— p1+p1)/gofd:)s—k:0/( Wy — lp)2de
0 2 0
1

+k;/ g&z+w+lw2dx+ wt

/ widr — dx—ko/( — lp)?dx
0

1
+k/ (0s + 0+ 1)z + 2 wt
0

Par conséquent

1
pl/ 2dr — gpfdzx - kg/ (we — lp)?dx
0

0
1

1
—l—k:/ (2 + 0+ lw)*dz + 2/¢t2dx.
0

Lemme 3.8 Soit (¢,v,0,w,q) une solution du systeme -. Alors, sous la condition

k = kg, la fonctionnelle

Fit —P2/¢t¢x+¢+la’d$+ /wtdaz

b b
+ﬁx/ Hwtdx——x/ q(z + ¥ + lw)dz

bl? bl
iy /wwtd L /w .
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vérifie, pour tout €,e¢,c7 > 0,

b ! ko[t
Fi(t) < —¢ | 0.(ps+ ¢+ lw)dx — —/ (¢r + ¥ + lw)?dzx (3.15)
Y7o Jo 2 Jo

1 b2l2 1 1
+87/ (wx—lgo)Qd:z:—l——/ widaz—ira/ Yidx
0
1
+56/ wfdx+c< )/@Dtd:r
0
1 1 1
+c(—+ )/Ode+c<1+ )/qu:v.
19 57 0 56 0

Démonstration. Dérivons F;(t), on trouve

Fi(t) = p2 (/ Pi(pg + 1) + lw) dw) +— (/ wxsotdx) +%X (/ 9s0td:zr)
b ! gbl2 pibl
-5 ( /0 d(s + 0 +Zw>dx> - ( / wwtda:l ( / wwtda:> ,

—/)2/ Yu (e + U + lw) d$+/)2/ Ui(@r + ¢ + lw) dx—l——/ Vypprdr

bpl bps _ b
/ Yypudr + TX (/ QSDtdx) 'yX (/0 q(e +9 + lw)dff)t
e /0 Vhydx t —I— / @Dwtdx ,

on utilise 1 et 2

P = k(pz + ¢ +1w), + kol(we — 1),
ptht = bw:mc - k(SOx + w + lw) - 7917

on a

Ve(0o + 1 +lw)y = Vg + V(Y + lw)y,
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donc

1

1 1
Fi(t) = b/o Yoz (o + U + lw)dr — k:/o (g + U + lw)dx — 7/ 0. (pzr + ¢+ lw)dx

0

1 1 b 1
+ P2/ Yrppdr + /)2/ P( + lw)dx + %/ Yyrprd
0 0 0

1 1 b
+ b/ V(e + U + lw)dr + bl/ Vp(we — lo)dx + %X (/ 9g0td$)
0 0

oy S () 0 ([ ar)
% ( /0 q(sox+w+w>das>t o ( /O wtda:>t+ / Juorder ) |

on intégré par partie :
1 1 1
P2/ Yiprpdr = po Wt%](l) - P2/ Yerprdr = —P2/ Yurprd,
0 0 0
1 1
b [ ulipat 0+ o) =Dulipa + 0+ L)l = b [ Vuapa 0+ )
0 0

1
=<t [ Wnalips 4 0+ o),
0
Ce que implique
1

1 1
Fi(t) = b/o Voo (Pr + U + lw)dx — k;/o (g + U + lw)dx — 7/ 0. (pzr + ¢+ lw)dx

0

1 1 b 1
— ,02/ Yurprdr + pz/ (¢ + lw)dx + %/ Ypiprda
0 0 0

1 1 bp3 ( )
—b (Do lw)d bl c(wy — lp)d Oo.d
/O@D(so+w+w)x+ /Ow ¢)da+ L2y /sox

b 1 ,021)12 1
- (/0 q(¢x+w+m)dm>t— - (/0 wwtdx>t+—</ wwtdx> .

Donc

1

1
F(t) = k/ (%+¢+lw)dw—/ (sox+w+lwdx+p2/wtw+lw) (3.16)

&__ /%%dﬁbz/ b (s chdx+b§3 (/ 9g0td:v)
) 5 (o) 2 fo),

o1
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De (2)),, on déduit que

p 1
th - __3915 — —{z,
Y Y

donc

1
b (pl p2 / %t%df - b e |:_/ ( p39t - q:c) tdx:| )
YJo

b 1 2 1Y 9 !
- (— —5) |75 e == | uprda)
Y Jo

et intégre par partie avec les conditions aux bords, on trouve :

1! 1 . 1/t 1!
o — — | qpdr =——[qply+— | qpmdr=— | qoudr.
YJo v YJo YJo

w

Alors
1
P11 P2 P11 P2 P3
b(k b) O¢xt90tdx—b<k b){ /OQtsatder /Oqapxtd:v},
on a
1 1 1
(/ Ggatdx) :/ thﬁtdl"i‘/ QQOttdLU.
0 " 0 0
Alors
1
—@/ Oy prdr = _P (/ Ggotdx) / Opyde,
Y Jo Y 0
on a
1 1 1
/ q(pr + 0 + lw)dx :/ q%tdx—l—/ q(Y + lw)dx.
0 0 0
Alors

1/t 1/t 1/t
! / dmnde = - / 4 s+ + lw)ydz — © / 4 + lw)ed,
YJo YJo YJo
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donc

1 1
p_m (e[ ps
b < - ) ) i Yerprdr = b ( ’ ) ) [ 5 (/0 ngtdx)t + 7/0 Opydx (3.17)

1 [t 1 [t
+—/qwf+w+MMM——/quJMA4,
YJo YJo

en utilisant 1, nous obtenons :

k kol
Pt = _(SDJ: + %U + lw)x + _O(wa: - lgp).
p1 p1
Alors
k kol 1
rs ecpttda: = s (w 4o+ lw)pda + 2 ”3/ B(w, — lp)d,
Y Jo YP1Jo YP1 Jo

en intégrant par parties et utilisant les conditions aux bords, on déduit que

k k ! kol L
L L YT . eﬁ%+¢+MMw+°%/9wf4wm,
Y Jo YP1 YP1Jo YP1 Jo
(3.18)
kol ps
6 (pr + ¢+ lw)dx + H(wz — ly)dz,
’Y,01 TP1
on a
1 1 1
</ q(pr + 0+ lw)dm) = / q(pz + U + lw)dx + / q(pr + U + lw)dz.
0 ¢ 0 0
Alors

1t ! 1t

2
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en utilisant [’équation 5, on trouve

1 1
¢ = —ﬁq — —b, = —(—Bq —0,),
To T0 T0
donc
1 /! 1 1 1 !
—/ q(pr + 9 + lw)dr = — (/ q(pr + +ZW)dx> - —/ (=Bq — 0.)(pz + ¢ + lw)dx
YJo 7 \Jo t YToJo

(3.19)

1/ B[
:;(/0 q(g&x—i-w—l—lw)dx)t—i-%/o q(pz + ¢ + lw)dz

1

1
+— | O0.(pp + 0+ lw)de
Y7o Jo

En remplagant (3.18 - et - dans (3.17)), on obtient

-5 <>[ 2 (f)

1

1
—— [ bulps + ¢ +lw)dr + kolpg/ O(wy — lp)dx
TP1Jo YP1 Jo

1/ [ B[
+;(/0 Q(¢x+¢+lw)dx)t+7—7/o (e + ¥ + lw)da

0

1

1 1 [t
+— | O.(pe + 0+ lw)dx — —/ q(v + lw)tda:} ,
Y7o Jo YJo
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donc
p op2\ [ pr pN\[ ps ([ 1/
b|——— Yorprdr =b | — — — {——(/Ggodx) +—(/q<px+1/)+lwdx)
(k:b)o“ (kb>70tt70( >t
(3.20)
1k !
- (— — ﬁ) / 0. (pz + 1 + lw)dz
Y7o YP1
/ ¢x+¢+lwd+0p3/0
TP1
1 1
——/ q(?ﬂ—i-lw)tdx}.
YJo

D’autre part, d’apres les conditions aux bords et lintégration par parties, on voit que :

.bz/o V(W — l)dx = bl [1h(w, — )]y — bl/o Y(w

= —bl/olw(w _

De (2);, on déduit que
1
(o = 19)a = - [preon + Moz 20+ )]

Alors

1 1
bl/o Ve (wy — lp)dr = —ﬂ/ U [prwy + kl(pr + ¢ + lw)] dx,

bl2 bl

De (2),, on déduit que

k(QOI + ¢ + lCU) = _p2¢tt + wam - 79377

on a

(/olwwtdx) :/Olwtwtdm—/ol¢wttdx.

95



Chapitre 3. Décroissance exponentielle

Alors
plbl/ Ywpdr = —pl—bl </ z/Jwtd:U> + pl—bl/ Ppwpde,
¢
donc
1 bl2
bl/ 1/193((,(}1 —l / '¢ ,02¢tt + bwzz 70 ]
0
plbl (/ Yw,dz ) +plbl/ Urdr,
t
2
”bl / iz — wwmdx+ i / 6,dx

bl p1bl
pio (/ zbwtdx) + 1—/ Yywd,
t
on intégré pafr’ partie

b2l2 b2l2 b2l2 b2l2
2 2 2
o /w dz = b o) — ’Vbl /%ed :—ﬂ/ %ed

ko
bl? 1 le 1 bl2 1
P / Yhydr = P (/ wl/)tdz) _ 2 / wfd:v,
ko Jo ko 0 . ko Jo

On a

donc

bz/olwzw—zm _ el (/ wwtd) —”2“2/ Wi +E/ W2
7“2 / bo0dr — 12’[ ( /0 wwtda:) +p1—bl / brwordz.

o6

(3.21)
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En remplacant - et - dans (3.16)), on obtient

1

1
Fé(t):—k/o (g + U + lw)dx — / (90x+¢+lwdx+p2/¢t¢+lw) x

+b(%—@ [ (/antd:c) +;</01Q(90x+w+lw)daz>t

1
+(L_@>/9x(%+¢+lw)dx+ﬂ/ 4(pa + ¢ + lw)dz

Yo  VP1
k’olpg l P2 l2
%01 / 0(w dr — / q( + lw), dx] (/ wwtdx)

_ pabl? / iz + s / 2de — phis / W.0dr — 2 'Olbl < / wwtdﬂc)
plb / Y + —x (/ 6@@9&) — ;X </ q(pr + P + lw)d )t
_ p?{:lz)ﬁ (/0 wzbtdx) + p]i—f:l </0 ¢Wtd$>t:

ensuit

RO =k [ (oot vt ot + (1-22t) (o) 2] B0 4+ )i
p2/01¢t(¢ + lw)dz — bvﬁx </01990tdx>t + %X (/OIQ(% + 1+ lw)dw)t
2 [ atin + 0+ oo + P [ 0G0 —1g)dn = 2x [ v -+ tods
422 ( / Piped ) _ bl / 2o+ 2L / Y2do — u / e
- p,i—fl < /0 ¢wtdm) + pl—bl / Yuwpdz + —x ( / Gsotdx)
- %X (/Och(% + ¢+ lw)dw>t - pip (/0 Wtdfﬂ) + p,l—f:l < Olqutdx)t,
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donc

1
Fi(t) = i wde — k | (o, lw)2d
g/ (6ot + lw)dz /0«0 L)
b3 [
+ pz/o (Y + lw)dx + %X/o q(or + 0 + lw)dx

boskol [+ b [t
+ Pk X/ 0(w, lgp)da: — —X/ q(v + lw)td:)s
Y P1 0

bl 62l2 bl2

bl
pl / ¢twtd$

en appliquant linégalité de Young

' p2l 2 P2 2
opol | Ywpdr < — | Yidr + —— pdx,
0 2e Jo 2 Jo
pale &g 2e6 pal  3(pal)?
== =Z>e=—d — =
on pose : = 3 € Sl one — deg

Alors

1 l 2 1 1
ol / donde < 222D / Yda + S / Wld
0 deg  Jo 3 Jo

b L b ! b !
o—ﬁx/ q(pr + ¢ + lw)dzr < 285 X/ ¢*dx + ﬁx/ (0p + U +lw)idz
0 0 0

YTo To 2970
on pose : . 5Be k = &= ok donc b6, - (B8°
P 277-0X 2 By 2677'0X ~ 2(y7)2k
Alors
bj /1 (bﬁX)Q /12 k/l 2
el e U+ lw)dr < =22 dr + — .+ U+ lw)dx.
X ) q(pe + ¥ + lw) 2y )E ), >/, (¢r + 9 + lw)

bpskol bpskol b kol !
o 2P310 /9 —lp)dr < P3Ro /92 P3kote / (we — lp)2da,
YP1 2evp 2vp1 0
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on pose : bpgkolex N 2ypre7 dJon bpskol (bpskolx)?
- 2; bpskolx 2e7p1 A(yp1)er
Alors
bpskol ! bpskolx)? [* !
Mx/ O(w, — lp)dx < M/ 0*dx + 87/ (wa — lp)*dz.
YP1 0 4(yp1)2er 0
1 b 1 b 1
°— —x/ qidr < —X/ Qdz + —x bidz,
2e7y 27" Jo
b b? b
on pose : EX |X‘ == 5 donc %X = |2>fy|
Alors
b ! b? !
——x/ qrdr < —|><|/ ¢ dx + lX'/ bid.
7 Jo 2y 0
bl [* b ! bl !
°— —X/ quidx < —X/ ¢*dx + —gx/ wtda:
Y Jo 2ev" Jo 277 Jo
bl \?
ble 6 2rye6 bl 3 ;X
P—x=— =—d = .
on pose 27)( 3 =¢ Shix onc 257X 1es
Alors )
bl
bl 1 3 <—X> 1 1
——X/ qupde < —2— / ¢dx + 5—6/ widw
7 Jo deg o 3 Jo
7bl2/ / 2 yblgs/l 9
- — LOdx < — 0°dx,
* w 28]{70 w Qko 0 o
n pose : gl = ¢ donc nbl%e = (Vbl2)2
PO Sk © oky  4kZe
Alors
7bl2 2 7“2 2
< .
/%Qd 5/¢d+4k2 de
bl ble
o / Ypdr < p1 / widz,
k’o
plbl&f €6 2k056 plbl 3(p1bl)2
: = — =———d = .
O POSe o T 3 T T 3l Y 2eky T ke
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Alors

bl bl)?
! /wt Jdr < pl /wtd +—/w§dx

Ensuit

1
F’()<—§/ gom—l—w—l—lw)dx—k/(g&x—i—w—l—lw)dx—i—pg/ Vido

3(pal)* /wd +—/ d+ Py /1 2d +k/1( +1p + lw)?d
Ieg p x )2k; T+ Oz w)“dx

1

(bpskol
P30X /02dx—|—57/( —lp)idr + — \X|/ ¢*d x—l—m 2dx
4(yp1)?
bl :
3(?) 4 pE
—l——/ Qdr 4+ = / widzx + /dg /ﬁdaz
456 0 3
2 ’Vblz)/ 24 Plbl / _/
—I—e/ Yrdr + 02 ), 0°d 4/€886 Yidx + x,
Donc

1 1
Fé()<i€/ ‘9(90:c+¢+lw)d$+( k+§)/o(¢x+w+lw)2dw

1)22 6 6 !
/wgdx—i—s/ wzdm—l— 3)/ W2dx
0

(pzl) \X! psz 3(p1bl)? / 2
10)2d da
“7/0(95 28 ‘H( T Ty T w T i Yrd

3| =X
bpskolx)? (W12 [ bBx)2 b ( ) !
0 0

4(yp1)?er 4kge (v70)%k deg

60



Chapitre 3. Décroissance exponentielle

Par conséquent

b ! ko[t
Fi(t) < —f/ 0. (pr + ¥ + lw)dx — —/ (g + U + lw)?dz
Y7o Jo 2 Jo

1 b2l2 1 1
+ 87/ (we — lp)*dz + —/ Vidr + 5/ Vide
0 ko Jo 0

1 1 1
+ 56/ widr + ¢ (1 + —) / Yidx

0 €/ Jo

1 1 ! 1 !
+c(—+—> / 92dx+c<1+—) / ¢ dzx.

g &7 0 €6 0

Maintenant, on introduit la fonction de Lyapunov

1
L=NE+ F|, + NoFy + N3F5+ NyFy + 7F5 + Fs + N7 Fx, (3.22)

ot N, No, N3, Ny et N7 sont des conctantes strictement positives a déterminer convenable-

ment. |

Lemme 3.9 Pour N > 0 assez grand, il existe aq, s > 0 tels que
aE(t) < L(t) < asE(t), Vt>0. (3.23)

Autrement dit, les fonctions E et L sont équivalentes.

Maintenant, on est prét a citer et de prouver le résultat principal de ce chapitre.

Démonstration.

IL(t) — NEt)| = |Fi(t) + NaFy(t) + NyFy(t) + NyFy(t) + %Fg)(t) + Fy(t) + NoFa(t)| .
(3.24)

Si on remplace par
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on obtient

|L(t) — NE(t)| = ‘—pl/l (prp + ww) dz + Ny [—%/ / (s, t dsdx} + N { / @mptdx}

+ N, [Tops/ / s,t) dsdrc} 7 { pl/l [t (we — ) + wilpe + 9 + lw)] dw}

+{ pl/o( ) (/0 wtds)dx—m/ol%</Oz(90z+¢+lw)ds)dx}

1 bps
+ N7 [m/ Ai(pp + 9+ lw)dx + @/)xsotd + iX/ Opidx
0

o /01 (o0 w22 Wtdx]

d’apres Cauchy-Schwarz

/Wtds

dx

L(t) — NE(®)] < py / ppl dz + py / rwtw|dx+p2”3

0 /0 g(s, t)ds

/ | (w lwldw+—/ |wi (e + 9 + lw)| dz

+p1/0 (we — lp) (/OxwtdS) dw+m/01 P (/Ox(<px+w+lw)d8)

! bpiN; (1 bps N !
+/?2N7/ [Ve(pe + U+ lw)| dx + o 7/ |Vape| da + P 7X/ 00| dv

1
+ P2N3/ |y | dax +- TOP3N4/
0

dx

bI2N. b
+—x/ e 16+ )] d + 2 7/ o] do -+ 2 /|wwt|d:c.
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Axploiter les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz

Opl/ prpdr < — P1 pidr + — pLe @Qdas.

2% 2 J,
P1 R pP1€ !

Opl/ wwdr < — [ widr+ — | w?dz.
2 J, 2

0
02;03N2 p2p3 N2 2 /)2/)3N2€/
<
5 / (/%stds)d 257/09d+ Pidx

o021y / vz < P2 / yide + 2220 / Wi,

1 T 1
orop3N4/ 0 (/ q(s, t)ds) dx < 0p3 4/ 0?dx %Nﬁ/ ¢*dx.
0
1

P1 2
- — < — .
° /gpt w; — lp)dx 2l ), d1 + 2l ( xl lp)dx
0—/ wi(pe + ¢ + lw)dr < — pl widx 4 e (pr + 1 + lw)*du.
2¢el J, 2l 0

1

'Pl/( wy — L) /WtdS dr < — PL (wfc—lgo)zalx%—E widz.
0 0 2e 0 2 0

1 z 1 1
‘Pl/ Pt (/ (pz + 0+ lw)ds) dr < P Yidr + pie (0r + 0 + lw)?dz.
o \Jo 2e Jo 2 Jo

p2Nze [!
op2N7/ Ui(pr + ¥ + lw)dx Zdr + 5 / (pr + U + lw)*du.
0 0

N. N N 1
b,o1 7/ Yypidr < bpl 7/ Yidr bMQ—kﬁ/ pidx.
0

b N ! bpsN; ! bps N !
° P3 7)(/ Qgﬁtdl’ S uxf 6’2d$ + ps 78)(/ @?dl)ﬁ
Y fo 2e7y 0 2y 0 L

bN. bN: bNye
'T7X/ q(z + ¥ + lw)dr < 2—77></ 2dr + —X/ (pz + ¢ + lw)?dz.

N- 2N. 2N.
szl 7/ Dby < szl 7/ e ,02521]{;0 75/ Rda.

9
Y SO T
0 0 0
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Donc
p1  p1 . p1 bpiNze  bpsNqze /1 2
L(t) - NE@t)| < — 4+ — d
£~ NE@| < (5 + 2+ 5t = ) [
Nye N. N bl N €
o (P2pslNae 2N palN7 | po 7 /%dx
2y 2e 2e
N. N 2N. N
L (P2 VsE bp1 N7 p2bl* N7 plbl 7 /¢2dx
2 2¢ek 2ekyg 2¢ekyg
1 P1 p1e  p1blNye / 9
oy PE d
+<25+25l+2+ 2ko )Owtx
N. Ny bpsN- !
i P203 2+7'003 4 3 7X /Qde
2e7y 2e 2ery 0
N. N !
n TopsNae b 7X /qux
2 2ey 0
P1€ P1€ pQN7E bN7€ /1 2
— 4 — - lw)“d
+<l+2 5 27x)0(g0+1/1+w)x
P ﬂ) —lv)3d
+(5-+2 /O (w, — lp)de,
on pose
bpiNze  bpsNze '\
( +251+ 2k 2y b
P2P3N25 P2N3 p2N7  pabl®Nze\
9 2 2k 72
P2N3€ bp1 N7 szl2N7+plblN7 _
2¢ek 2eky 2eky 1
P18 p1bINze\
251 2k N
P2P3N2
2ey

ToP3N4€ bN7
X | = e,

Pl€ ,018

Pl€

26

ToP3N4 bP3N7 )
2e

p2N7g bN75

=s-
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Alors

1
|L(t) = NE(t)] < maX(%W%%,M,75,76777;78)/ (07 + 07 + 02 +wp + 6% + ¢
0

+(pz + 1 + lw)* + (wy — lgp)Q] dz,

< cE(t).
Par conséquent
|L(t) — NE(t)| < cE(t),

ce qui implique

—cE(t) < L(t) — NE(t) < cE(t),

qui donne

(N =) E(t) < L(t) < (N +¢) E(t).

On prend (N —¢) = a; , (N + ¢) = ay et choisir N assez grand.
Nous obtenons une estimation (3.23). =

Théoréme 3.0.3 Soit (¢,v,0,w,q) une solution du systéme — . On suppose que £ =0
et k = ko. Alors, pour | assez petit, le systeme — est exponentiellement stable, c’est a

dire, il existe deux constantes strictement positives R et r telle que la solution du systeme

- vérifie

E(t) <Re™, Vt>0.

Démonstration. Dérivons ([3.22)

L) = NE'(6) + F{(t) + NoF3(t) + NsF}(1) + NF{(0) + TFS(0) + Fy(0) + NoFa(o),
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en combinant (3.1)), (3.9)), (3.10), (3.11)), (3.12)), (3.13), (3.14)) et (3.15)), on obtient ainsi

1
L'(t)<N {—ﬁ/ q%lx}
0
1 1 1 1
_ {m/ ©rdx — pl/ widz + ¢ (1 + —) / (0p + 9 + lw)idz
0 0 €1/ Jo
1 1
51/ Vidr + k’o/ (wy — l(p)2dx}
0 0

1 1 1
+ N, [—%/ V2dr + 252/ Vrdz + 52/ (o + ¢ + lw)?da
0 0 0

1 1 1
+ c (1 + —) / 0%dx + c/ q2dx}
€2/ Jo 0

b 1 1 k,2 1 1
Y Ry R e e ]
0

1 1
+N4 |:_§/ 92d$+€4/ wtdI+C(1+ )/Qde]
0
1 ! l '
+ = —k:ol/ (wz—lgp)de—p—l wfdx—i—pll/ rdx
l 0 2 Jo 0

1 1
c| Yidr+ c/ (e ++ lw)de}
0 0

1 p 1 1
+ [pl / widz — 21 odx — ko / (wy — l)?da
0

1
+k’/ (pz + 1+ lw) dx—l— 1/Jt }

1
+ N; {—5/ gox+1/1+lw)dx—§/ (pz + ¢+ lw) dx+57/ (we — lp)*dx
0

b”/ ¢2dx+a/ w2dx—|—56/ dx—i—c( )/wtd;p
+c<g+€1)/82dx+c(1—|— 1>/lq2dx}
7/ Jo €6 0
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Alors

1
L'(t) < — [BN—CNQ—C(l—Fl) N4—C(1+l) N?] / ¢*dx
€4 €6 0

'Pl 1
- —+P1—P1}/90§d95
0

L 2
ke 1 P1 ! 2
— —N2—84N4—p2N3—C 1+ — N7———C/’l/}tdl'
_2 €6 2 0
(b b2l2 1
— —N3 — —N7 — 8N7 — &1 — 282N2 / "Lpidl’
12 ko 0

1 1 1 !
- @N4—C(1+_>NQ—CNg—C(—+_>N7:|/92dl'
2 E9 € €7 0

- 1
— |p1— p1 —+ % — €6N7:| / W?dm
- 0

1
— [k’o — k’o + k’o — €7N7] / (wz — lgp)de
0

k k? 1 ! )
— —N7——N3—C 14+ — —NQ&TQ—]{Z—C (QOI+¢+ZW) dz.
2 b €1 0
A int ddabordeg = P cre M0 b N = PN e t fi
ce point, on pren abor = — = — =—¢ = — et on peut fixer
p ) p 6 4N77 7 2N7’ N, 3 e 7 p

g1 tel que

ey <2 e P [ wrae -0 [N, 102
0 0 0

1 )
— (5 — 412) bN3 — 2e5Ny — c} / Vidw
L 0
L . 2
— ZN7_N2€2_C (¢x+¢+lUJ) dx
0

- 1
— %/Ng — €4N4 — pgNg — CN7 — C] / wtzdx
- 0

[ 3 1 !
— —N4—c(1+—> NQ—CN3—0:|/92dl’
2 €9 0

1 1
— |BN —cNy — ¢ <1 + —) Ny — CN7} / ¢dx.
L 0

&4
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1
Maintenant, on choisit €5 = N apres on fixe N7 tel que
2

k
ZN7_N252 —c> 0.

Pour [ assez petit, on peut fixe N3 tel que

1
(5 — 4l2> bN3 — 2€2N2 —c>0.

1
En choissitant ¢4 = A et Ny assez grand on déduit
2

%/NQ — 4Ny — p2N3 —cN; — ¢ > 0.

En plus, on prend N, assez grand tel que

1
@N4—C(1+—>N2—CN3—C>O.
2 E9

Finalement, on choisit N assez grand tel que

1
BN—CN2—0(1+—>N4—CN7>O.

€4

Et (3.23]) reste vrai. Par conséquent, pour un certain p > 0,

L'(t) < —pE(t), Vt>0.

Combinons ([3.25) et (3.23) pour obtenir

P

L'(t) < —pE(t) < ——L(t), Vt=>0.

(8%
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Une intégration simple de (3.26]) mene a

L(t) < L(0)e 22", V> 0. (3.27)

Cecl termine la démonstration. =
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