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Résumé

Dans ce mémoire, notre objectif est de prouver 'existence et I'unicité de la solution pour
un probleme hyperbolique semi-linéaire dans un domaine borné avec un terme non linéaire
monotone. Nous utilisons la régularisation elliptique et un schéma aux différences finies dans
le temps pour construire les solutions approchées. L’existence de la solution du probléme
d’évolution se fait en étudiant la convergence des solutions approchées et en utilisant la
méthode standard de Minty, et 'unicité est atteinte.

Abstract

In this Master thesis, our goal is to prove the existence and uniqueness of solution for a
semi-linear hyperbolic equations in a bounded domain with a monotone nonlinear term. We
use elliptic regularization and a finite difference scheme in time to build the approximate
solutions for the semi-linear hyperbolic equations. The existence of the solution for the
evolution problem is done by studying the convergence of the approximate solutions and by
using the standard Minty method, and the uniqueness is achieved.
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Introduction

Les équation aux dérivées partielles constituent une branche importante des mathéma-
tiques appliquées, elles sont utilisées dans des différents domaines scientifiques. De nombreux
problemes de la physique, chimie, finance et d’autres sciences sont modélisés a ’aide des équa-
tions d’évolution de nature hyperbolique et parabolique.

Dans ce travail, nous étudions le probleme des valeurs initiales et aux limites en dimension
un et deux pour une équation convection de réaction semi-linéaire du premier ordre

ou + Au + p(u) = f, (1.1)

Ce mémoire comprend trois chapitres. Le premier chapitre est une préliminaire qui contient
un ensemble de définitions et des résultats fondamentaux d’analyses fonctionnelles qui seront
utilisés dans la suite du travaille.

Dans le deuxieme chapitre nous allons utiliser la méthode des différences finies en temps
pour étudier le probleme (1.1). Cette méthode consiste & discrétiser le domaine temporel en
sous intervalles et de remplacer la dérivée temporelle dans I’équation aux dérivées partielles
par une approximation aux différences finies. Le probleme parabolique est ainsi transformé
en une séquence de problémes stationnaires qui peuvent étre résolus par les méthodes de
Galerkin.

Le probleme d’évolution est alors transformé en un probléme stationnaire mais qui reste
de type hyperbolique. Dans notre cas, les probléemes stationnaires sont hyperboliques semi-
linéaires a terme non linéaires monotones. Pour montrer ’existence des solutions a ces pro-
blémes non linéaires, nous utilisons la méthode des perturbations, voir [9,15]. Pour montrer la
convergence des solutions approchées, puis on passe a la limite. Pour traiter la non-linéarité,
nous utilisons les résultats fondamentaux de la théorie des opérateurs monotones et accré-
ditifs découverts au cours de la seconde moitié du siecle par Minty [12,13], Browder [3],
Lions[8], Brezis|2|, et de nombreux autres. Nous utilisons également un résultat en analyse
convexe, voir le théoreme 1.3.2 de [4], pour faire face a des données initiale non nulles tout
en conservant la monotonie du probléme. A noter que de nombreux problémes stationnaires
ou dépendants du temps de type (1.1) avec une non linéarité monotone sont étudiés dans
les dernieres références [2,8]. Cependant, une différence majeure avec notre étude est que
Iopérateur A+P n’est pas coercitif contrairement aux références précédentes.

Dans le troisieme chapitre nous utilisons les résultats du deuxieme chapitre en traitant la
variable de temps comme une variable spatiale pour construire les solutions du probleme
stationnaire en dimension deux. Puis nous réutilisons les techniques similaires a celles du
deuxieéme chapitre pour obtenir I'existence et 1'unicité de la solution pour notre probleme.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les espace LP (2)

Soit 2 C R™ un ensemble mesurable au sensé de Lebesgue :
Si p = 1 définit les espace :

L'(Q) = f: Q@ — R; f est mesurable et / | f | de < oo.
Q

Soit p € R avec 1 < p < oo on définit :

LP(Q2) = f : @ —> R est mesurable et / | f|P dx < oo
Q

1/p
171l = (/Q £ das)

Sip = oo on définit L’espace :

muni de la norme :

L>(2) = f : @ — R est mesurable et existe ¢ > 0 : | f(x) |< ¢ p.p sur Q

muni de la norme :

|fllc = infec > 0:| f(x) |< cp.p sur Q
Si p = 2 l'espace L?(€2) est un espace Hilbert muni du produit scalaire :

< fig>= /ﬂ f(z)g(@)da

Ll

i design I'ensemble des fonction localement intégrable sur €2 :

Ll

loc

(Q) = f: f € L' (k) pour tout compact k C



1.2 Les espace de Sobolev

Les espace de Sobolev W1P(Q)
Soit @ C RY un ouvert et soit P € Ravec1 < P < 0o

Définition 1.1 Lespace de Sobolev wlP(82) est définit par :
391,92, ..., gn € LP(R2) tell que

1,p _ D %__ oo _ }
w (Q)_{UEL (Q)/Q(%B1 _ /leqs Vo € CR(Q) VE=1,2,..,N

on pose :

H'(Q) = W'P(Q)
pour u € WHP(Q) on note :

ou ou OJu ou
=g; et Vu=( , 5 eees
ox; O0x, Ox2 oxpn

lespace WP est muni de la norme :

u
i

Ou
ox; Le

N
lullwie = [lulle + )|
=1

ou parfois de la norme équivalant :

ou .
(lulls + 115 o157 i 1< p < oo
Uespace H'(Q) est muni du produit scalaire :
N
Ou Ov
_ 1
(u, V) = (u,v)H" + ;(B_wz, a—wi)w
la norme associée :
ou

luller = (lllZe + 15— N17)"*

811,5

est équivalente a la norme W12(Q).

Proposition 1.1

— lespace WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
— lespace WP(Q) est Réflexif pourl < p < oo.

— lespace WYP(Q) est séparable pourl < p < oo.

— lespaceH' () est un espace de Hilbert séparable.



Les espace de Sobolev W1™(Q)

Soient m > 2 un entier et P un réel avec 1 < P < oo, on définit par récurrence

)
W™P(Q) = u € W™ P(Q); 8“

e W™ tP(Q), Vi=1,2,...,N,

K3

I'espace W™P(€2) muni de la norme :

wllmp = Z |D%ul||zr pour 1 < P < oo
0<lull<m

est un espace de Banach.
On pose H™(Q2) = W™2(Q); H™(Q) est muni des produit scalaire :

< U,V >p= Z < D%u, D% >p2
0<|a|<m

1.3 Les inégalités principales

Inégalité Cauchy Schwartz

Soit (E < .,. >) un espace préhilbertient réel. Soit ||.|| la norme euclidienne associée a
< ..>2% Alors:

V(z,y) € E* < 2,y >|< ||zl |lyll

En effet : en notant (x,y) l'angle entre les vecteur x et y,

<z y >|=] [[z]|.[lyll-cos(z,y) |
= llzll-llyll- | cos(z,y) | .
< llzll-llyll-

Inégalité de Young

1 1
Soient a,b € R, et p,q €]1,4+oo[ tel que — 4+ — =1
p q
Alors :
aP bl

ab< — + —
p q

Inégalités de Holder

1 1
Soit f € LP(Q) et g € LI(N) avec 1 < p < oo et — + — =1, alors :
b gq

fg € LN(Q) et [ fgller < [Ifllzellglize-



R 1 1
Soit f € L*(Q) tel que ¢ = 1.k avec — + ... + — =

1
- <1
D1 Dk p

alors

k
Ferr@et||fllee < [JIIfllr

=1

Théoréme 1.1 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soit (frn) une suit de fonctions de L*(€2), on suppose que :

— fou(x) — f(x) p.p sur Q
— il existe une fonction g € L*(2) telle que pour chaque n :

fn(x) < g(x) p.p surQ

alors f € L*(Q) et ||fn — fl| — O

1.4 Espace réflexif

Soit F' un espace de Banach, F’ son dual (topologique) et F" son bidual (c’est a dire le
dual topologique de {’). pour w € F, on définit J,, € F”. on dit que l'espace F est réflexif
si Papplication J : u +— J, (de F dans F") est surjective (I'application J est toujours
injective).

Proposition 1.2
Soit (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +o0o. Alors, l’espace LY (E, T, m) est réflexif.

1.5 convergence faible et faible-*

On limite ce paragraphe au cas des espace de Banach réels. L’extension au cas des Banach
complexes ne pose de difficulté importante.
On rappelle que si F est un espace de Banach (réel) on note F’ son dual topologique(F est
donc l'ensemble des application linéaires continues de F dans R). Si ||.||r est la norme dans
F, I'ensemble F’ est aussi un espace de Banach avec la norme définie par

|T||F = sup {M,u € F\O} .

||| 7

Convergence faible dans un espace de Banach

Soit F un espace de Banach (réel) et F” son dual topologique. On dit que la suite (un)nen
converge faiblement vers u (dans F, quand n — +00) si pour tout élément T de F’; on
a:

T(un,) — T'(u) (dans R) quand n — +oo.



Proposition 1.3
Soit (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,+oo| et q le conjugué de p, LP = LE(E, T, m), (fn)nen
et f € LP. Alors, la suite (fn)nen converge faiblement vers f si et seulement si on a,

Vg € L%(E,T,m),/fngdm — /fgdm quand n — +o0.

Convergence faible* dans le dual d’un espace de Banach

Soit f un espace de Banach (réel) et f* son dual topologique; soit (T )nen C F et
T € F’. On dit que la suite (T},)nen converge vers T *-faiblement dans F’ si pour tout
élément ude F on a : T,,(u) — T'(u) (dans R ) quand n — +o0.

Remarque 1.1 (convergence fort, faible et faible*)
Soit F un espace de Banach (réel)
1. Soient (Ty)neny C F’' et T € F’. les implications suivantes sont alors immédiates :

T, — T — T,, —> T faiblement — T, —> T *-faiblement.

La deuziéeme implication est une conséquence de l'injection de F dans F'.
2. Pour u € F, on définit J,, € F". Soient (up)neny C F et u € F. on a alors :

u, —> u faiblement dans F <= J,, — J, *faiblement dans F".

Mais, si F n’est pas réflexif, 'application J : w — Jy, de F dans F7, n’est pas surjective et
on peut avoir une suite (Up)nen non faiblement convergente dans F alors que suite (Ju,, )nen
est *-faiblement convergente dans F”.

Dans ce cas, la limite *-faible (dans F”) de (Ju, )nen est un élément de F" qui n’appartient
pas a l'image de J.

Dans le cas ou F est un espace de Banach réfiexif, l'application J : w — J,, est surjective
de F dans F" et on a alors :

1. Soient (Tp)nen C F' et T € F'. Alors :

T, — T faiblement dans F' <= T,, —> T *-faiblement dans F’.

2. 80it (un)nen C F. La suite (up)nen est faiblement convergente dans F si et seulement
si la suite (Ju,, )nen est *-faiblement convergente dans F”.



Chapitre 2

Probleme de dimension un

Dans ce chapitre, notre objectif est de prouver I'existence et 'unicité de la solution d'une
équation hyperbolique semi linéaire dans ’espace de dimension un. Nous étudions d’abord le
probléme aux limites stationnaires, puis nous utilisons les différences finies dans le temps pour
étudier le probleme d’évolution. L’équation hyperbolique semi linéaire que nous considérons
s’écrit 8 ; 5 ;

Ut | 2UBY | puta,n) = £ 0), 1)
ot Ox

onx € Q= (0,1),t € (0,T), f € LY/, T, L(m+tV/™(Q)) et P: R — R est
monotone et a une croissance polynomiale a I'infini au sens suivant :

(P(u) — P(v))(u—v) >0 (2.20)
a;u™tt — 8 < P(u)u < axu™ ! + Gy (2.2b)
| P(u) |[< az | u|™ 402 (2.2¢)

pour certaines constantes positives aq, aig, 31, 32 et un entier impair m.
Un exemple d'un tel P serait un polynome croissant d’ordre impair m = 2s — 1 avec un
coefficient positif ass_7 > 0 de la forme

2s—1

P(u) =) a;u (2.3)
i=0
on voit d’abord que P satisfait (2.2a) puisque P est croissante, et les estimations du lemme
(2.1) affirment que P satisfait aussi (2.2b) et (2.2¢).

Lemme 2.1
Supposons que P est de la forme (2.3) avec le coefficient ags—1 > 0. Alors

1 3
5&23_1’11,23 — b1 S P(U)’LL S 5025_1u28 + b], (24&)

1 3
§a23_1u23 —by |u|< Plu)u < §a23_1u23 + bs | u |, (2.4b)

3
| P('U,) |S 5&23_1 | u |28_1 +b2, (24(3)

ot by, by ne dépendent que des coefficient a;s et s.

10



Preuve 2.1 3
En utilisant 'inégalité de Young, nous pouvons trouver by, by > 0 tel que

25—2 1
Z a;w’ | < —ags_1u® + by,
. 2
J=0
25—2 25—s 1
> ™ <lul Y g lluPS|ul (Gases |u ™ +5y).

ces deur inégalités impliquent (2.4a) et (2.4b), (2.4¢) est un conséquence de (2.4b).

On munit (2.1) des conditions initiales et aux limites suivantes.

u(t,0) = g(t) (2.5)
u(0,x) = up(x)

Notre plan est le suivant : Nous étudions d’abord dans la section (2.1) le probleme station-
naire correspondant & (2.1) ; voir aussi (2.27). Nous utilisons ensuite ce résultat pour montrer
'existence d’une solution a un schéma aux différences finies en temps de (2.1), (2.27). L’exis-
tence de la solution de (2.1), (2.27) dans L°(0,T; L?*(©2)) N L™t (Qr) est obtenue en
étudiant la propriété de convergence des solutions aux différences finies. Dans la section
2.2. Puisque la solution est dans un sens faible, nous développons un théoreme de trace et
un résulta d’intégration par parties comme outils pour obtenir le résultat d’existence. Ces
résultats sont présentés dans 'annexe A. L’unicité de la solution se fait par la monotonie
de P et un argument d’intégration par parties. Tout au long de ce travail, nous utiliserons
indifféremment la notation Q7 = © X (0,7T") a notre convenance.

Nous étudions maintenant le probleme stationnaire qui nous aidera a construire des
solutions approchées au probléeme dépendant du temps (2.1). Nous posons également que
V = L™(Q) et V! = L™tD/™(Q) sont des espaces dual un de l'autre. Dans la suit, on
note < .,. > le crochet de dualité entre L™(£2) et L™ (Q) ou 1 < r < +o0, et 7’ est les
exposants conjugués de r vérifiant que 1/ + 1 /7’ = 1. On utilise aussi les notations ||.||
pour la norme en L?(2).

2.1 Le probleme aux limites stationnaire

Dans cette sous section, nous utilisons une méthode de régularisation et de la formulation
variationnelle pour étudier le probleme aux limites suivant :

O L Pu)+ Au=f dansQ
o 4+ P(u) + Au = f dans (2.6)
u(0) = g(0)

pour un constant A > 0 et go € R. La raison pour laquelle nous introduisons un terme
supplémentaire Au dans (2.6) est de nous préparer a utiliser le schéma aux différences finies
pour le probleme d’évolution. Afin de montrer ’existence, nous introduisons le probleme de
régularisation elliptique suivant

— €0zu° + Opu + P(u®) + Au = f  in Q (2.7a)

11



u® = go, ug (1) = 0. (2.7b)

Nous allons applique le théoreme (3.2) pour obtenir une solution unique u€ de (2.7a)-(2.7b).
Remarquez que par 'injection de Sobolev, on a H'(2) C C(£2). On pose X = H'()
avec la norme usuelle ||ul|%3,: = [|u]|? + ||0u||?, et K = {u € H'(R2) : u(0) = go}.
On définit alors la forme a¢(u, v), pour tout u,v € H (),

ac(u,v) = e/ 8wu8$vda:—|—/ ux'vdm—i—/p(u)'vdm—l—)\/ uvde, (2.8)
Q Q Q Q
et 'opérateur A, : X — X', pour tout u,v € H(Q),

(Acu,v) = a(u,v).

Par définition, il est facile de vérifier que K est un fermé convexe non vide (u = go € K)
et que A, est faiblement continu sur des sous espaces de dimension finie de X et borné.
Pour u,v € K, nous avons

(Aeu — Acv,u —v) =€ /Q(Bm'u, — 8,v)%dx + /ﬂ(’u, —v)z(u —v)dx

+ [ (P) = P@)u—v)de +A [ (u=v)ds

(2.9)
1
> [ (= v)ulu = v)dz = (u(1) ~ v(1))
Q
>0,
et I'égalité est vrai si et seulement si u = v. On en déduit que A, est strictement

monotone.
Pour montrer que A, est coercitif, on note d’abord que u(xz) = go + [, O,u(x’)dx’,
ce qui implique que
lull* < 2g5 + 2[|0.ul|® (2.10)

puis pour u € K, en utilisant (2.2b), (2.10) et par intégration par parties on obtient
2 1 2 1 2 2
ac(u,u) =€ | (O,u)dr + §u(1) — §u(0) + | P(u)uder + X | udx
Q Q Q

1 1
> e/ (Opu)?dx — —gg + —u(1)? + al/ u"ldx — B + )\/ u?dzx
Q 2 2 Q Q

1 1
> E”“”%{l - jgﬁ — B+ —u(1)2 + al/ u™dx + )\/ u?dx.
4 2 2 Q Q
(2.11)
Ainsi, pour u € K

A e 1 242

(Acu,u) _a (u,u) > EHUHHI (A +e)gs +26 y 400 (2.12)

||| e lullgr — 4 2|l pe

quand ||u||gr —> 400, en appliquant le théoréme (3.3) a A, on trouve que pour tout
f € LY/™(Q)(C X' = (H(RQ))") il existe un unique u¢ € K tel que

(A — f,o —u) >0 Vo€ K. (2.13)

12



Lemme 2.2
Supposons que f € LMTV/™(Q). Alors il existe un unique u€ qui vérifie (2.7a)-(2.7b), et
les estimations d’énergie suivantes sont fournies indépendantes de € :

ufest borné dans L™T(Q),
Ved uest borné dans L*(Q), (2.14)
uest borné dans WHm+D/m(Q),

Preuve 2.2

Nous avons déja montré existence de u€ satisfaisant (2.13), et nous prouvons maintenant

que u€ satisfait (2.7a)- (2.7b). Pour tout w € C*®(2) avec w(0) = 0, choisir v =
u¢ + w € K dans (2.13) donne

(Aeu® — f,+w) > 0, (2.15)
qui donne
(Aeuf, w) = (f, w). (2.16)

Si nous supposons en outre que w € CZ°(82), alors lintégration par parties dans (2.16)
donne

/ (—€0zzu’ + uzu® + P(uf) 4+ Auf)wde = / fwdzx, (2.17)
Q Q

ce qui implique que (2.7a) est vérifiée au sens des distributions sur (0,1).

On a u¢(0) = go depuis u¢ € K, et il reste a récupérer la condition auz limites
(1) = 0. De (2.7a), on obtient que Bpuus appartient a LMTV/™(Q), ce qui montre que
w appartient a C*(2) par Uinjection de Sobolev Wm+h/m c CY(Q). La trace Ugjp—1
donc a un sens, et lintégration par parties dans (2.16) donne

/(—ef)mu6 + 0,u + P(uf) + Auf)w dx + eul (1)w(l) = / fw dzx. (2.18)
Q Q

La combinaison de (2.17) et (2.18) conduit d eut,(1)w(1) = 0, ce qui implique que ug, = 0.
Par conséquent, u€ satisfait (2.7a)-(2.7b).

Maintenant nous passons a la démonstration des estimations d’énergie (2.14). Choisir
v = go € K dans (2.13) donne

(Acuc,u®) < (f,u) + (Acu® — f,go). (2.19)
En utilisant ’inégalité de Holder et l'inégalité de Young, on obtient

€ € m+1)/m o1 e|ym
(Fou) < N Fllvellully < ellFIDE™ + = Flluelg, (2.20)

Et en utilisant (2.2¢) pour P(u€) et l'inégalité de Young pour le terme p(u€)go, on trouve

(Acu® — f,g0) = / ug god + / P(u)godz + A / ugodz — / fgodx
Q Q Q

Q

= go(u(1) — go) + / P(u)goda + A / wgoda — / Fgoda
Q Q Q

1 € 1 Q2 e\ym m m m
< S W) = g+ [ T 4 (g g™ de

m

1 1
A - €\2 2 d / (m+1)/m m+1) d
+ /92((11,) +g0) r+ Q(m—l—l'f +m+190 v

13



pour un constant ¢ > 0.
En combinant (2.19)-(2.21), on trouve avec (2.11) que

1 € (831 elym m-+1)/m m+1)/m 1
LIVEdsuel® + e < eIV + g+ g™ + g

Par conséquent, nous avons établi les deux premiéres estimations dans (2.14). La derniere
estimation dans (2.14) suit en appliquant le lemme (3.1) avec A(x) = 1,9¢ = f — P(uf) —
Au¢, (2.7a) et la premiére estimation.

La premier et la derniére estimations de (2.14) montrent qu’il existe une sous-suite
de w encore notée u¢, qui converge faiblement vers un certain w in L™t1(Q) et dans
Wim+1/m(Q). Par l'injection de Sobolev dans un compact Wim+1/m(Q) C C%(§2)
pour 0 < a < 1/4, on obtient que u® converge fortement vers w in C'(£2), ce qui avec
le théoréme de convergence dominée, implique que P(u€)converge faiblement vers P(u) in
L™tY/™(Q). Par conséquent, en passant a la limite dans (2.7a), on conclut que la limite u
résout (2.6); (au moins dans le sens de distribution ). Il reste & montrer que u vérifier la
condition au limite (2.6),. En utilisant la borne uniforme de (2.14), (2.7a) donne

—ed,xu’ + 8,u’ est uniformment born dans L{™1/™(0.1).

On applique le lemme A.1 & u€ avec P = (m 4+ 1)/m et X = R, on voit que les 9,u
sont uniformément bornée dans L;erl)/ ™(0.1), et les trace correspondantes convergent,
soit U (0) = go .On trouve ainsi une solution U vérifiant (2.6).

Par conséquent, nous avons le résultat suivent.

Lemme 2.3
Supposant que f € Lgcm"'l)/m et A > 0. Alors il existe un unique u € Lz(cm"‘l)(ﬂ) N
wb (M D/m () satisfaisant (2.6)

Preuve 2.3
11 suffit de prowver lunicité. Supposons que wq, ug vérifient (2.6) et appartiennent @ L™+ ()N

wh(MAD/m(Q) et soit w = uy — uy. Alors W satisfait

wy + P(uy) — P(uz) + Aw = 0,
w(0) = 0. (2.23)

Puisque w € L™ (Q) et P(uy), P(ug) € L™M/™(Q), w, € L™/™(Q), et il s'en-
suite que w, wy, appartient a L*(Q) par linégalité de Holder, et que

1 2 1 2_1 w 2
/ﬂwwwdw=§|w(1)| —5 [w(0) "= [w(@®) |". (2.24)

Nous multiplions maintenant (2.23),, par w et utilisons (2.24), nous trouvons
1
Sw()? + / (P(wr) — P(up)) (w1 — ug)da + )\/ widz =0.  (2.25)
Q Q

Le membre de gauche de (2.25) est toujours positif grace a la monotonie (2.2a) de P. On
doit donc avoir w = 0 si (2.25) est vérifiée. Nous ainsi complété la preuve.
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Remarque 2.1

— Le méme résultat serait vrai sans unicité A = 0. L unicité peut récupérée si A = 0 et
p est strictement monotone

— De la méme méthode on pourrait remplacer (2.6), par

a(m)% + P(u) + Au = f, (2.26)

avec a € C*(Q) tel que a(0) # 0, a(1l) # 0. Les condition auz limites seraient
imposées en x = 0 et /ou x = 1, selon le signe de a(0) et a(1).
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2.2 Probleme d’évolution

Dans cette section, nous montrons 'existence et I'unicité de la solution de I’équation
hyperbolique semi-linéaire suivante

Ou+ O,u+ P(u)=f in Q2 x(0,T),

u(0,t) = g(?), (2.27)

u(x,0) = uo(x),
ou P : R — R est comme ci-dessus, c’est-a-dire que p satisfait les hypotheses (2.2a), (2.2b)
et (2.2c). On suppose que f € L™tY/™(0,T; L™tY/™()), g € L?(0,T) et up € L%(Q).
Le schéma implicite aux différences finies d’Euler pour (2.27) est posé comme suit : On pose
At = T/N, N € N et on pose u® = wug, puis on construit le u™ pour n = 1,..., N par
induction :

,un _un—l 8 - P o -
Ar PO+ PO =" (2.28a)
un(o) — gn’
ou
1 nAt 1 nAt
f”=—/ f(z,t)dt g"=—/ g(x, t)dt. 2.28h
AL Jon 1yae (z,t)dt, A o vy (z,t) ( )

Etant donné u™~1 € L™tD/™m(Q), Pexistence d’une solution unique u® € Wh(m+1)/m(Q)
de (2.27) est garantie par le lemme (2.3). Il reste maintenant & prouver quelques estimations
indépendant de IN pour passer a la limite k = 1/N — 0.

Remarque 2.2
Concernant le probléme aux limites (2.26) de la Remarque (2.1), on pourrait aussi étudier le
probleme d’évolution suivant

{&u + a(w, t)0zu + P(u) + Au = f, (2.29)

u(z, 0) = uo(z),
ou a € C*(Qr) avec a(0,t), a(1l,t) # 0, Vt € [0, T]. Les condition aux limites seraient

imposées & x = 0 et x = 1, selon le signe de a(0,t) et a(1,t).

2.2.1 Estimations a priori

En prenant le produit scalaire de chaque coté de (2.28a) avec 2u™At, on trouve que

2 < u—u"u > 42At < Gyu,u™ > +2At < P(u™),u” >=2At < fhu” > .

On utilisant I'identité
2 <u” —u"hut S>=[ut — TP e P =l (2.30)
I’équation devient

lu™—u™ 24| u™]) 2= |u™ P +2At < G,u™, u™ > +2At < P(u"),u” >= 2At < f*,u™ >
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de Young pour le membre de droite, on obtient
en rappelant que V.= L™+1(Q)

Ju™ — w2 lu” P = [[u" TP 4248 < Opu™, u” > +2At < P(u), u” >

< 2A8 v [y < em A £ ™ f o At||lu™ ||,

ol ¢y, = 2V2m/(m + 1) /agm. A partir de 'hypothése (2.2b), on trouve que
< P(u™),u™ >> ay||u™||™*tt—p3;. Cela implique

o — a2 P AR (1)) — (97)?) + ca At 7
< e At 50/ ™ 128, AL
En additionnant les inégalités ci-dessus pour n = 1, ..., ng, on obtient

D llu™ — u P lug ALY (u(1) 4 an At Y [l
n=1

n=1 n=1

N N
< en ALY IS AL Y (7)o |2 426, T
n=1 n=1

on a par (2.28b)

N N
n +1 m—+1)/m n
ALY IFI <N o oy A D (9™ <NgllEz 0,1
n=1

n=1
et nous concluons que
no no no
Dol — um P lug IP+AE Y (wt (1)) 4+ anAt ) [lunpH
n=1 n=1 n=1
m+1)/m
< Ko = Ko(P,T, £,9) = cnll IS o ren 11 2a 0+l P28, (2.31)

pour tout 1 < ng < N.
Nous avons prouvé les bornes suivantes.

Lemme 2.4
[u™||?’< Ko  pour tout 1 <n < N,

Ko
At no n m+1<

1
At ™ (u™(1))? < Ko,
At flut — un12< Ko,

\

au Ko est défini en (2.31), et ne dépend que des données.
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2.2.2 Passage a la limite

On introduit maintenant deux solution approchées de (2.1), notées uy et uy avec k =
At : pour chaque t € I,, := ((n — 1)At,nAt], n = 1,..., N, nous fixons

U (t) = un,

n __ un—l

i =~ (t = nAb) (2.33)

c’est-a- que uy est la fonction échelon sur 'intervalle (0, T) avec des valeurs prises a partir
de chaque intervalle I,, et est la fonction linéaire par morceaux que interpole u™~1! et u™
sur I,,. Nous avons d’abord une forme équivalant du schéma (2.28a) comme suit

Oiuy, + Oyur + P(ug) = frr dans Q x (0,T),
Ui (xz,0) = uo(x), (2.34)
ui(0,t) = gr(t),

ou fr = f"etgr =g" sur I,, por n =1,..., N.

On déduit de (2.31) Iinégalité suivant pour les solutions approchées :

At]|0pd |72 0,112 (00y) Tl (s ) 172y Fllw" o= 172 0,y Fer lunll Dol o vy < Kol 9)
(2.35)
pour tout 0 < t < T.

En utilisant (2.2¢) et ||ug||pm+1(q) étant borné, on trouve que ||P(ug)||pmt1)/m (g est
aussi borné. Donc comme K — 0

((wy, 1y, € ensembel borné de L°°(0, T'; L*(Q)),

ug € ensembel borné de L™11(0,T;V) = L™ (Q,),

p(ug) € ensembel borné de Lm+1/™ (0, T; V'), (2.36)
ur(1) € ensembel borné de L?(0,T),
\ vV Atdiy, € ensembel borné de L2(0, T; L2(Q2)).

En conséquence des estimation (2.36), nous trouvons a partir de I’équation (2.34) que

B0y, + Ouy, € ensemble born de L™TY/™(0,T;V"). (2.37)

Nous avons maintenant une estimation de la distance enter les deux fonctions ug et uy : des
calcules directs montrent que

nAt nAt u” — un—l 2 1 lu™ — un—l 2
[ i [ (] ) a2 s
(n—1)At (n—1)At At 3 At
Cela implique
- V3
||’Ll,k, — uklle(Qt): ?Hatuk”];z(ﬂ)At. (238)
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D’apres (2.38) et (2.36),, on trouve

|t — || z2(0,4;22()= o(AL'?). (2.39)
D’apres (2.36) et (2.39), il existe des sous-suites de up et up que l'on note encore k, et
w € L*(0,T; L*(Q) N L™(y)), x € LM™TV/™(0,T; V'), k € L?*(0,T) telles que
pour k — 0

Ug, U, — u  faible-* dans L*(0, T; L?(£2)) et faiblement en L™*1(,),
P(ug) — x faiblement en L(m+V/™ (0, T; V'), (2.40)
ur(1l) — k  faiblement en L?(0,T).
De (2.37), on peut aussi extraire une sous-suite encore notée k tell que Oty + Opug
converge faiblement vers un e dans L(™+Y/™(0,T;V’). De (2.40),, nous déduisons que

Oyuy, O,uy converge vers Oyu, O,u au sens de distributions respectivement. On a donc que
€ = Oyu + Oru, et que

Duiy, + Opu — Oyu + Oyu  faiblement en LMV/™ (0, T; V), (2.41)

On a u € L*(0,T;L*(2) N L™ (Qr)), 8w + 9,u € L™HV/™(0,T; V') =
Lm+V/™m(Qr). Grace au lemme (3.2) avec U = Q4, a = b =1, P = (m + 1)/m, les
traces (0, t) et u(x,0) ont un sens.

On note maintenant iy, Uk, fr les extensions des fonctions wuy Uk, fi par zéro au do-
maine (—oo, 1) X (—oo, T') ; g est 'extension de ug jusque & (—oo, 1) et g, est 'extension
de gx & (—o0, T'). Nous déduisons de (2.40),, (2.41) et (2.34), 5 que

3t"fk(33a t) — do(t)wo(x) + O ui(x,t) — do(x)gi(t) + P(ui(x,t)) = fk(wat)a

ou dg est la fonction delta de Dirac de masse en 0. En passant a la limite quand k& — 0,
on trouve au sens de distribution

8{&(:13, t) - 50(t)110(w) + 8ma(w9 t) - 60(w)g(t) + X(ma t) = f(w’ t)a
ot @ ,X , f sont 'extension de u, x, f sur (—oo,1) X (—oo,T) et g est 'extension de g
a (—oo,T).
Cette équation et Oyu + 9pu + x = f sur €, impliquent

ou+ o,u+x=7f
u(x,t) = uo(x), (2.42)
u(0,t) = g(t).

Remarque 2.3

Pour retrouve la condition initiale et la condition aux limites pour (2.42), on peut aussi
prendre le produit scalaire de (2.34) avec p(x)p(t) pour p(x) € D(S2), ¢ (t) € D([0,T]),
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p(1) = (T) = 0 et effectuer l'intégration par parties pour obtenir

— < Ug, PP > — < ug, PYP(0) >r2(0) — < Uky PP > — < gk, P(0)9 > 20,1y
+ < p(ur), o9 >=< fi, p9p > .

On laisse alors k tendre vers zéro et on trouve que

— < Uy > — < U, PP (0) Sr2a) — < Uy peth > — < g, 0(0)Y Sp201) + < X 9P >
=< fa (P'l/) >,

Cella implique aussi (2.42).

Il reste a montrer que x = P(u). Pour cela, soit v € LMY/™(0,T;V) tel que
P(v) € L™tY/™(0,T; V') ; nous considérons

T
Xy = / < P(ug) — P(v),ur, — v > dt.
0
on voit d’abord que Xy > 0 grace da la monotonie (2.2a) de p, puis on écrit

X, =X, + X2+ X},

ol

T T
X, = / < P(ug),u, >dt, X;= / < P(ug),v > dt,
0 0
et
T
X2 = / < P(v), (ux, — v) > dt.
0

Le faible convergence dans (2.40) montre immédiatement que lorsque k — 0 :

T T
X,f—)/ < x,v > dt X,i’:/ < P(v), (u —v) > dt.
0 0

Pour X\, on utilise le schéma (2.34) et on écrit
T T T

X;:/ <fk,uk>dt—/ <8tdk,uk>dt—/ <8m'd'k,'u,k>dt
0 0 0

T 1 X 1
=/ < four > dt— = 3 [lu" — w2 [u |
0 2n=1 2

1
2 2 2
= Slluoll* =S lluw la=1 Iz2(02) +5 190Nz 0,)

T 1 1 1 1
< / < froup > dt — §||uk |t=T ||2+§||u0||2—§||uk |z=1 ||i2(o,T)+§||9k||iz(o,:r)'
0

(2.2)
D’aprés le lemme (3.3) et puisque wg € L?(0,T) et g € L?(0,T), on sait que les traces
dew enx = 0,1 et t = 0, T sont des fonction L?. Nous avons aussi cette informa-

tion liminfk_,0||uk |t:T ||Z||U |t:T ||; liminf, — 0 ||Uk |m:1 ||L2(0,T)Z||u |cc:1
T T .
lzz01): Jo < feswre > dt — [§ < fyu > dt et ||gellzzo,r)—>l|gllz20,). Qui
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donnent ensemble

, T 1 1 1 1
tim sup X3 < [ < fow> dt—flu lor [P+ fuolP= Sl Lot Bagoiry+ 5 19120
0

k—0
(2.43)

Comme on a u € L™t (Qr) et Oyu + O,u € L™V/™(Qr), d'aprés le lemme (3.3)

m+1 . ,
et en utilisant (2.42), on obtient que

appliquer @ w avecy =t, U = Qp, q =
m

1
Sl fe=z 1P =lluoll* +llu le=1 720,y — 9l Z200m) = | < wsue + us > dwdt
2 (0,7) (0,7) o

t

= < u, f— x> dxdt. (2.44)
Qy

En combinant (2.43) et (2.44), on trouve que

T
lim sup X,;l S/ < x,u > dt.
0

k—0

Nous concluons finalement que

T T T
limsupXkS/ <X,u>dt—/ <X,v>dt—/ <p(v),u—v > dt
0 0 0

k—0
T
:/ <x—P(v),u—v>dt
0

ce qui , avec Xy > 0, implique que pour tout v € L™T1(0,T;V),

T
/ <x—Pw,u—v>dt>0
0

La méthode standard de Minty (voir[8]) donne alors x = P(u).

2.2.3 Reésultat principal de la section 2

Théoréme 2.1

Supposons que f € LMmTV/m(Q,T; Lm+)/™(Q)), g € L3*(0,T) et uy € L3*(R)
soient donnés. Alors il existe un unique solution uw = wu(t,z) € L*(0,T;L?*(Q2)) N
Lm+V/m (o, T; L™ (Q) vérifier (2.1) et (2.5).

Preuve 2.4 L’existence d’une solution w a été démontrée dans la section 2.2.1, et il suffit
donc de montrer l'unicité. Soient uq, ug appartenant a L°° (0, T; L2(Q))NLM+Y/m (0, Tt; L™1(Q)
vérifiant (2.1) — (2.5), soit w = w1 — w2 ; on voil alors que w satisfait

wy + wy, = P(ug) — P(uy)
w(t,0) = 0, (2.45)
w(0,x) = 0.

Puisque uy, uz € L™T1(Qr), on trouwve d’aprés (2.45), que wy+w,, appartient ¢ Lm+D/™(Qr)
par Uhypothése (2.2b). En appliquant le lemme (3.3) d w avecy = t, U = Q4 := 2*(0,1),
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p=m+1,qg=(m+1)/m et utilisant (2.45), 5, on obtient

t
/ w(l,t)?dt —|—/ w(z,t)?dr = w(wy + wy)dxedt’” YVt € [0,T],
0 Q

Q

ce qui, avec (2.45),, implique que

/ w(zx,t)’dx —l—/ (u1 — u2)(P(uy) — P(ug))dxdt’ <0 Vte [0,T]. (2.46)

par conséquent, nous prowvent conclure que uy(.,t) = uz(.,t) pour tout t € [0,T] et donc
U1 = Uso, et nous avons donc complété la preuve.
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Chapitre 3

Probleme a deux dimension

Dans cette section, nous considérons le domaine rectangulaire & = (0,1)? dans R et
notre but est de montrer I'existence et 'unicité de la solution pour I’équation hyperbolique
semi-linéaire suivant :

du+ Au+ P(u)=f inQx(0,T),
u(O,y,t) = gl(yat)a u(wa Ovt) = 92(w7 t)7 (31)
u(z,y,0) = uo(z,y),

ot Au = 9,u+0yu et p : R — R est comme dans la section 2 satisfaisant (2.2a) —(2.2c).
On suppose que f € L{m+TY/m(o, Tt; L(m+Y/m™(Q), g, € L2*(0,T;L,(0.1)), g2 €
L?(0,T; L2(0.1)) et ug € L*(92).

Le schéma standard aux différences finies de (3.1) est défini comme suit : Soit At =

T/N; on pose u® = wug, et on construit le u™ pour n = 1, ..., N récursivement en posant
u® — un—l
+ Au”™ 4+ p(u™) = f°

u™(0,y) = g?(y)a u™(x,0) = g;(m),

ou

1 nAt 1 nAt 1 nAt
"= — x t)dt "= t)dt D= — x, t)dt.
f At/( f( ' Y, ) 9 9, /( gl(y7 ) ’ g, At/( 92( ’ )

n—1)At At n—1)At n—1)At
(3.2b)
On réécrit 'équation (3.2a), comme
) n+8 n+P( n)_|_1 n fn+1 n—1
u e U u —u” = —u
Y At At (3.3)

u"(0,y) = g7(y), u"(z,0) = g3 (x).
Etant donné u™~' € LM+TD/™m(Q), I'existence et I'unicité de u™ dans LM™TD/™(Q) est

1
garantie en appliquant le théoreme (2.1) avec t = y et P(u) = P(u) + ¥ et on note

1
ue P(u —u est strictement monotone grace a A = — > 0.
que P(u) + A g A
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3.1 Estimations a priori

Nous utilisons toujours les notations précédentes, c’est a dire que V. = L™T1(Q) et
V' = Lm+tY/™(Q) sont des espaces duaux l'un de l'autre; < .,. > est le crochet de
, 1 1
dualité entre L"(£2) et L™ (), pour — + — = 1 et ||| est la norme dans L*(€2).
r T
En prenant le produit scalaire de chaque coté de (3.2a) avec 2u™At, et en utilisant I'identité
(2.30) on trouve
|u™—u™ 24| 2= |u™ |42 < Au™,u™ > At+2 < P(u),u”™ > At =2 < f™u” > At.

On utilisant inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'inégalité de Young pour le membre de droite,
nous trouvons que

lu™ — w7 |2 + ||u™||? — v + 2 < Au™,u"™ > At + 2 < P(u),u™ > At
< 2[[ " o llu™ |l At
< el F 10T AL + on|unl T AL,

ol &y = 2 ¥/2m/(m-+1) %/a. Onssait par (2.2b) que < P(u"), u™ >> ay [Ju |+~
B1 et cela implique
™ — w712+ flu]|? = (w7 + 248 < Au™,u > 4o Atlun |
< e At F)| T/ ™ 4 28, AL,

Comme g} € Lz(O, 1), g7 € LZ(O, 1) et Au™ € L™tD/™(Qr), on applique le lemme
(3.3) avec U = Q et @ = b = 1 pour obtenir

2 < Au™,u" > =2 < 0u" 4 Fyu",u" >
= [[u™|e=1llz20,0) — lg7 (W) [I220,1) + lw"[y=1llz2(0,1) — llg5 (@)l L2(0,1)-

Par conséquent

[l — w72+ [lum)® = (w7 + At(lu"e=1llZ2 0,1

+ lu"ly=1llzz(0,1)) + cr At|lu™[|7+?

< en AL RS 4 280A8 + AtllgT W) 132 01) + AtllgE @172 0,1,
On additionne les inégalités ci dessus pour n = 1,...,ng :

no no o
Dol =R lugl? A M amllFz 00 T U ly=1llzz00) + @At Y JluITT
n=1

n=1 n=1

N N N
m—+1)/m
< enAt D |IFISTY T 4 28T + At 19712500y + At D 119512201 + ol
n=1

n=1 n=1

Puisque nous avons

N
m—+1)/m m—+1)/m
ALY (IR < S
0,1,v?")
n=1
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N
nl2 2
At Z||91 1220, < 1911122 (0,7522 0,1))
n=1
et

N
At ZHQSHig(o,l) < ll92l1720,7:22 0,1))
n=1

on en déduit que, pour tout 1 < ng < IN

no no 0
Dol = o ALYl 0,0y + A8 D[ =1l 720,
n=1 n=1 n=1

. (3.4)
+oaAt Y[t < K

n=1

m+1)/m
ou: Kg = cm||f||(L(m+1))//m(0,T;V’) +”91”%,2(0,T;L?2!(0,1))+”92”%2(0,T;L§(0,1))+||u0”2+2ﬁ1T'

3.2 Passage a la limite

Nous introduisons deux solutions approchées uy et w définies sur ¢t € I, := ((n —
1)At,nAt),n = 1, ..., N comme suit : uy, est la fonction en escalier sur I,, avec des valeurs
tirées de la a droite de chaque intervalle I,,, et uy est la fonction linéaire par morceaux qui
interpole 4”1 et u™ sur I,,. On a d’abord une forme équivalent du schéma (3.2a) comme
suit

8t’lIk + A’U,k + P(Uk,) = fk: in X (0, T),
ukz(an’t) = glk(yat)7 uk(maoat) = ng(wat)a (3'5)
'Jk(ma Y, 0) = Uo(wa y)7

ou fi, g1k et gax sont les fonctions en escalier sur (0,T"), respectivement égales a f™, g7 et
gy sur U'intervalle I,,n = 1,..., N. D’apres (3.4), on trouve

A 9nikI72 0,720y + NI + 0™ la=1 1172 0,722 0,1) (3.6)
+||un|y=1||i2(0,T;L§(0,1)) + allluk”;:n:z_}rl(O,T,v) < Ko,

pour tout 0 <t < T.
Donc, comme K — O :

(wy, 1k, € ensembele borné de L*°(0, T; L2(2)),

uy, € ensemble borné de L™1(0,T;V) = L™(Qr),

P(uy) € ensemble borné de L(™m+Y/m (0, T; V'), (3.7)
ui\Oq € ensemble borné de L?(0,T; L*(9)),
| VAtO), € ensemble borné de L2(0, T'; L*(2)).

En conséquence de ces bornes, a partir de 1’eq. (3.5), on trouve que 8ty + Auy est borné
dans L™+t1)/™(Qq) indépendamment de k.
De ces borné avec (2.38), on extrait une sous suit encore notée & telle que pour kK — 0
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Ug, U — u faible-* dans L°°(0,T; L?(2))et faiblement dans L™ (Qr),
P(ug) — x faiblement dans L(™m+Y/™ (0, T; V"),

up\OQ — Kk faiblement dans L?(0,T; 0%),

Oy, + Auy, — € = Oyu + Au  faiblement en L™m+V/™ (0, T; V).

Nous avons u € L*(0,T; L?(2)) N L™ (Qr), 8yu + Au € LTD/™(Qr). Grace au
lemme (3.4) avec M = Qr,a = b =c = 1let p = (m + 1)/m, les traces u|¢—o et
u|aq font sens. comme dans le cas de dimension un, en étendant tout les fonctions par zéro
au domaine (—o00,1)? X (—00,T), en laissant K — 0 et en combinant avec (3.5), 4 et

(3.8)5,4 nous trouvons la condition initiale et la condition aux limites pour I'équation limite
lit

(3.8)

Oiu + Au+ x = f,

u(0,y,t) = g1(y, 1), u(z,0,t) = ga(x, t), (3.9)

u(z,y,0) = uo(x,y).
Grace au lemme (3.5) aveca = b = ¢ = Let u|y—0 = g1(y,1) € L*(0,T; L,(0,1)), u|y—0 =
g2(x,t) € L?*(0,T; L,(0,1)),uo(x,y) € L*(Q), toutes les trace w|y=1, U|y=1 et u|=r
sont des fonctions de carré intégrable, et I'intégration par parties est valable pour (8yu +
Awu,v); on peut donc de méme (comme dans la section 2.2.2) montrer que

/0 (X — (), (u — v))dt > 0

pour tout v € L™T1(0,T;V) et donc par la méthode de Minty x = P(u). ceci montre
que w est une solution de (3.1)

Théoréme 3.1

supposons que f € LU™tD/™(Qr), g, € L*(0,T;L2(0,1)),9; € L*(0,T; L2(0,1)) et
ug € L*(Q) sont donnés. Alors il existe une unique fonctions u € L*(0,T; L*(©2)) N
L™ (Qg) vérifiant (3.1).

Preuve 3.1
L’existence d’une solution w a été démontrée dans la section 3.2, et il suffit donc de mon-

trer 'unicité. soit uy,ug appartiennent a L>(0,T; L2(Q)) N L™T1(0,T; L™ (Q)) qui
vérifient tout deux (3.1). En fizant w = uy — ua, on voit alors que w satisfait

Wt + Au = P(U2) — P(ul),

W(t,0,y) = W(t,z,0) =0, (3.10)

W (0,x) = 0.
Depuis uq, uy € L™ (Q7), on trouwve d’aprés (3.10), que Wi+ Au appartient a L+D/™(Qy)
par hypothése (2.2b). Application du lemme (3.5) ¢ W avec z = t, M = Q; := Q X

(0,t),p = m + 1 et g = (m+ 1)/m et en utilisent (3.10), 4, on obtient cela pour
t € [0,T],

1t 1t
/ / w(w,l,t')2dwdt’—|—/ / 'w(l,y,t')zdydt'—|—/ w(z,y,t)*drdy
o Jo o Jo Q

= w(w; + wy)dzdt’,
Q
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ce qui, avec (3.10),, implique que

/ w(m, v, t)2dady + | (ur — uz)(P(uy) — Pus))dadt’ <0 Vit € [0,T]. (3.11)

Q4

on peut donc conclure que wy(.,t) = ua(.,t) pour tout t € [0,T] et donc uy = us, et on
a donc complété la preuve.

Remarque 3.1

(La générale de l'opérateur A et les conditions auz limites). On pourrait étudier la forme
générale suivant de A = a(x,y,t)0,u + b(x,y,t)d,u ou a,b € C*(Qr) ne sont jamais
nuls sur le bord OSY. Les condition aux limites imposées sue la frontiére OS2 dépendent des
signes de a,b sur la frontiére. par exemple, on pourrait imposer les conditions auz limites
suivantes

u(0,y,t) = g1(y,t) quand a(0,y,t) >0, wu(l,y,t) =gi1(y,t) quanda(l,y,t) <O,
u(x,0,t) = ga(x,t) quand b(x,0,t) > 0, wu(x,1,t) = ga(x,t) quand b(x,1,t) < 0.
(3.12)

Les conditions auz limites de (3.12) sont strictement dissipatives au sens de [1, Chapitre 3 ].
Notre résultat principal du théoréme (3.1) est toujours valable sans trop changer sa preuve.
En effet, les théorémes (2.1) peuvent étre appliqués avec t = y au probléme (3.3) induit par
le schéma aux différences finies en temps dans le cas général.
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Annexe

Théoreme 3.2

Soit J : K — R une fonctionnelle semi continue convexe et inférieure, et supposons que
une des hypothéses suivantes est vrai

(1) K est borné

(2) J(u) — 400 comme ||u|| — o0, et u € K

alors inf,cp J(v) > —o0, et il existe au moine un u € K tel que

J(u) = })I€1£ J(v).

L’ensemble de w satisfaisant 3.2 est convexe et fermé. De plus, si J est convexe, alors il
existe un et un seul u vérifiant 3.2.

Théoréme 3.3

Soit A : X — X' un opérateur vérifier les propriétés suivantes :

(1) A est faiblement continue sur un sous espace de dimension fini de X
(2) A est borne : ||Aul|x: est borné si ||u||x est borné.

(3) A est monotone : < Au — Av,u — v >x/ x>0 Yu,v € K.
(4) soit l'un des cas suivent :

(a) K est borné; ou

(b) A est coercive, c’est da dire :

< A'U,,’U, ><XI,X>

llullx

>y +oo et ||u||lx — +o0, u € K

Alors pour tout £ € X' il existe au moins un u € K tell que

<Au—4L,v—u>>0 VveK.

Si de plus, A est strictement monotone c’est a dire

< Au — Av,u — v >cx x>0 Vu,v € K,u # v.

Alors il existe un et un seul w satisfaisant 3.3.
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Théoréeme 3.4 (Théoréme de la Trace)

Dans cette annexe, nous donnons quelques théoremes de trace que nous avons utilisés.

On fivze p tel que 1 < p < +o0, et on pose aussi ¢ = p’ lexposant conjugué de p (i.e
1/p+1/g=1).

Lemme 3.1
Soit X un espace de Banach réflexif, et X\ = A(x) € C°([0,1]) tel que A(x) > ¢o pour une
constant positive co. Supposons que deus suites de fonction u¢, g¢ € LP(0.1; X) satisfassent

{—eufm + Ax)us = g¢ (3.1)

u¢(0) = up, uS(1) =0,
avec g€ borné dans LP(0,1; X)) indépendamment de €,ug € X et p > 1, alors les us sont
bornés dans L?(0,1; X)) indépendamment de €, et pour tout sous suit u¢ — u,g* — g

( fortement ou faiblement ) convergeant dans LP(0,1; X)), u(0) converge vers u(0) dans
X (faiblement au moins ), et donc u(0) = ug

Preuve 3.2
Pour simplifier, on laisse tomber € et en résolvant 3.1, on obtient

1
1 @1y
o (z) = / e @ g (0 dry (3.2)

en prenant la norme X de 3.2 et en [’élevant a la puissance p, et en utilisant [’inégalité de
Hélder, nous trouvons

11 @1y (= 11 @1y (=
lually < (| Ze I O@/ @ ag, it [ 2o 2 O@ g0 [Fdas. (33)
x € x €
Les calculs directs montrent que la premiére intégral de 3.3 est inférieure a :

1 1
(/ 16_ f;l co/edmldwl — (/ 16_ ffl —co(z1—x) /e < i
xz € xz € ~ Co
puis en intégrant 3.3 de 0 et 1 par rapport a x et en inversant l'ordre d’intégration pour

x,x1, on arrive finalement a

1 1 1
[ walide < ()7 [ lglde 3.4)
0 Co 0

il s’ensuite que les w sont uniformément bornés dans LP(0,1; X)) ; doncu € Cy([0,1]; X).
L’existence de la trace u(0) et sa dépendance linaire continue sur u, g s’ensuite facilement.

Remarque 3.2 Sila fonction de coefficient dans le terme de convection est négative,
c’est a dire au lieuw de 3.1 nous avoir

—G’U,;w - )\(x)u; =g
{ue(n —w w0 =0, &9

pour deux séquences u¢,g¢ € LP(0,1; X)), alors le méme résultat que dans le lemme 3.2
s’ensuit; c’est a dire que les u$ sont bornés dans LP(0,1; X)) indépendamment de € et
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aussi pour toute sous suit u¢ — w, g¢ —> g qui convergent (fortement ou faiblement)
dans LP(0,1; X), u'1) converge vers u(1) en X (faiblement au moins), et donc w(1) = uy.

Soit U = (0, Ly) X (0, Ly) un sous ensemble de R? et on considére ’espace :

x(U) ={u € L?(U),Tu = au, + bu, € L?(U)}

muni de sa norme naturelle (||w||gp e,y + ||Tu||’£,,(u))1/p ou Ly et Ly sont des constantes
positives, et a et b sont des constantes non nulle. on a alors le résultat de trace suivant.

Lemme 3.2

Siu € x(U), alors les traces de u sont définies sur tout Ou, c’est a dire que les traces
de u sont définies en * = 0, Ly et y = 0, Ly et ils appartiennent aux espaces respectifs
Wy_l’p(O, Ls) et W 1P(0, L1). De plus, les opérateurs de trace sont linéaires continus dans

les espace correspondants, par exemple, u € x(U) — u\gz=o est continue de x(U) dans
Wy_l’p(O, L2)

Preuve 3.3

Puisque w € LP(u), on voit que u, appartient & LP(0, Lq; Wy_l’p(O, Ls)) ce qui, avec
Tu € LP(u) et a,b non nuls, implique que ug, € LP(0, Lq; Wy_l’p(O, Ls)). en combinaison
avecw € LE(0, Ly; LP(0, L2)), on obtient que u € C([0, L1]; Wy_l”’(O, Ls)). par consé-
quent, les traces de u sont bien définies en & = 0 et Ly, et appartiennent d Wy_l’p(O, L,).
La continuité des applications correspondantes est facile. la preuve pour les traces en y = 0
et Lo est similaire.

Lemme 3.3

Supposons que w € LP(U) et TU € LI(U) avec a,b > 0. alors par le lemme 3.2 avec
p = minp, q, on sait que les traces de u sur Qu sont bien définies. de plus , on suppose que
les trace u(0,y) € L?(0, Ls) et u(x,0) € L?(0, Ly). puis les traces uw(Ly,y), u(x, L)
appartiennent o L*(0, Ls), L?(0, Ly) respectivement, et l’identité est vrai

a
[ wwdady = % (lu(Las9)l2x0,10) — 190 9) o )
U 2 (3.6)

b
+ EIIU(w,Lz)IIia(O,LI) — |lu(z,0)[132(,1,)
Preuve 3.4 Sans perte de généralité, on peut supposer que b = 1. on note d’abord par

'y, I3, I's, Ty les bornes € = 0, = L1,y = 0,y = Lo respectivement, puis on introduit
un nouveau systéme de coordonnées (x',y’) tel que

()= (5 o) (0)
() =5 0) ()
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on note par I‘;. image de T';, par cette transforme pour tout i € {1, 2, 3,4} ; on note aussi U’
image de U et on note U’ la transformation de U. Soit (cy,y') et (By,y'). Etre les points
d’extrémité de Uintersection de U’ avec la ling y’ five, (o, y’) € Ty ou Ty, (By,y') € T,
ou T, (voir fig 1)

Yy

GJLQ

— £

FIGURE 3.1 — Le domaine u’

Le calcule direct montre que

ou’ 1 1
= Tu
ox’ 1+ a2 1+ a2
Donc, pour w € LP(u) et Tu € L(u), on voit que v’ € LP(U') etu,, € LY (U’), ce qui

montre que u’u;, appartient a L*(U") par linégalité de Holder. Donc pour y’ fizé, on voit
que

( ou 4 Bu)
a— — ) =
ox Oy

By ,
ul(ﬁy’a y/)2 = u/(ay” y,)z + 2/ u/(mla yl)uz/(wla y/)dwl' (3'7)
Ocy/

En intégrant 3.7 par rapport a y’ de —Lq a Lo, on obtient

aL2 aL2> aL2> By/
/ u'(By,y')’dy’ = / u'(ay, y’)2dy’+2/ / u' (2, y )ua (2, y')da'dy’.
—L1 —Ls L1 Jay,
(3.8)
Puisque les trace de u en Ty = x = 0 et I's = y = 0 sont des fonction L?, on a aussi que
les trace de u' en Ty et Ty sont des fonction L. On déduit donc de (3.8) que les trace de
u’ en I‘; et I‘; sont des fonction L2, ce qui montre que les trace de u en Ty = & = Ly et
I'y =y = Ly sont des fonction L2.
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Maintenant, en retransforment dans les systéme d’origine (z,y), (3.8) équivaut a

Lg L L2 L
a/ w(Ly,y)3dy —|—/ u(x, Ly)?dx = a/ u(0,y)*dy —|—/ u(z,0)%dz
0 0 0 0

L1 L2
+ / / u(Tu)dxdy
o Jo

qui est (3.6) dans le cas b = 1. Nous terminons ainsi la preuve.

Les lemmes (3.2) et (3.3) sont également valables dans le cas tridimensionnel. nous les énon-
cons comme suit. soit M = (0,Ly) X (0,Ly) X (0,L3) un sous ensemble de R®, et on
consideére [’espace :

x(M) ={u e LP(M), Tu= au, + bu, + cu, € L(M)}

muni de sa norme naturelle (||u||’£,,(M)+ ||Tu||’£,,(M))1/p, ou Ly, Lo, Lg sont des constantes
positives, et a, b, c sont des constantes non nulles. On a alors le résultat de la trace suivant.

Lemme 3.4

Siu € x(M), alors les traces de u sont définies sur tout OM . C’est a dire que les traces
de u sont définies en € = 0,y = 0, Ly et z = 0, L3, et elles appartiennent a les espaces
respectifs W, 2P((0, Lg) x (0, Ls)), W 1P((0, L1) X (0, Ls)). Les opérateurs de trace
sont linéaires continus dans les espaces correspondants.

Lemme 3.5

Supposons que uw € LP et Tu € L7 avec a,b,c > 0. Alors par le lemme (3.4) avec
p = min{p, g}, on sait que les traces de u sur du sont bien défini. De plus, nous supposons
que les traces w|z—o, U|y=0, U|,=0 sont des fonctions L?* par rapport aux domaines corres-
pondants. alors les traces U|p=rL,, W|ly=L,, U|2=L5 SONt aussi des L2 fonctions, et d’identité
suivante est vérifice :

a b
| wwdzdydz = S (1wl = lulemol) + 5 Qluly-rallt = luly—olZ2)

(&
+ S Ul 132 = llul—oll32)-
(3.9)

La preuve des lemmes (3.4) et (3.5) est le méme que la prewve des lemmes (3.2) et (3.3)
en utilisant la transformation de coordonnées suivante adaptée pour le lemme (3.5) :

, a b c
T T

- 2 2
z’ bi b c z
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