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Notations

Symbole
R

RN

N

N*

Q

Q

o

/

p
P
b-p

/

Signification

Ensemble des nombres réels.

Espace euclidien de dimension N.
Ensemble des entiers naturels.
Ensemble des entiers naturels non nuls.
un ouvert borné de RV,

L’adhérence de €.

le bord de 2.

o 1 1
Exposant conjugué de p, — + — = 1.
p

Exposant dual de LP(£2).
presque pour tous les points.

0
Le gradient de la fonction u : RY — R telle que Vu = (8u ,
Ly
. . N N N 82u
Le laplacien de la fonction u : RY - R c-a-d Au =", 922
T
Divergence.
La norme.

Crochet de dualité.
Dérivées partielle de f par rapport a x;.

La boule de RY de rayon R centrée a 'origine.
HL(S) x HL(Q)

lull gy + 1Vl 20

L2(2) x L*(Q).

H7YQ) x H1(Q).

Ou Y’
).

= div(Vu).
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Introduction Générale

Nous compréhension des phénoménes du monde réel et notre technologie sont aujour-
d’hui en grand partie basées sur les équations aux dérivées partielles, c’est en effet gace a
la modélisation de ces phénomeénes au travers d’équations aux dérivées partielles(EDPs).
Dans la théorie des EDPs, cette méthode est lieé au principe du maximum et aux ré-
sultats de comparaison. Elle permet d’obtenir des résultats d’existence et la localisation
d’une solution d’un probléme aux limites en présence d'un couple de fonctions. En régle
générale ces équations elliptiques correspondent a la traduction mathématique des lois de
la physique comme dynamiques des fluides, électromagnétisme, thermique, chimique et
mécanique quantique [17].

Les équations aux différence qui sont abondamment utilisées pour faire avancer cette
science, elle est trés utile pour d’écrire des phénomeénes saisonniers. Par exemples, ce
pourrait étre pour I’étude d’une population d’insectes qui aprés un certain temps dis-
parait, pour réapparaitre ultérieurement aprés avoire été pendent un certain temps sous
forme de larve [18].

Dans une grande majorité de cas, 'EDPs sont non-linéaire ( & cause des propriétés des
matériaux ) et l'on doit faire appel a 'ordinateur pour les résoudres (logiciel de calcul
numérique ), lorsque cella est possible, il est intéressant de résoudre les équation du mo-
dele de facon analytique, elle peut-étre utilisée pour une premiére étude d’optimisation
du dispositif étudié, les méthodes vaiationnelles faibles [17].

Notre principal objectif dans ce travail est d’étudier 'existence de la solution faible pour
une classe de problémes élliptiques quasilinéaires. L’existence des solutions de ce type des
problémes a été étudié par plusieurs auteurs en utilisant des différentes méthodes, citons

par exemple : la méthode des sous et sur solution, les méthodes variationelles, les théo-



X Introduction Générale

rémes du point fixe [4], Bl ©, @, 1T, 12, 15, 16]. Dans notre travail en utilisant la méthode
de compacité pour monter 'existence de la solution faible, qui est une méthode tres utile
pour résoudre une équation différentielle patielle quasilinéaire.

Ce travail est constitué de trois chapitres.

Le premier chapitre est un préliminaire qui comporte des résultats utilisés tout au long
de ce travail, le chapitre est organisé comme suite :

en premier lieux nous rappelons et complémont d’analyse sur les espaces LF()) et de
Sobolev, ainsi quelques inégalités utiles et les résultats sur I'intégration et la dualité, dans
la deuxieme lieus présentons la méthode de degré topologique de Brouwer qui jouent un
role essentiel dans ce mémoire [7].

Dans la deuxiéme chapitre, nous exposons l'existence des solutions faibles d’un probléme

quasilinéaire suivant :

1
u=>0 ou S, (1)

{—div(a(x,u(m))Vu) = f(x) dans Q.
ot Q C R™ un ouvert borné, f € H1(Q) et a: Q x R — R est une fonction de Carathéo-
dory .

On va assurer l'existence de solution, en utilisant la méthode de compacité [14].
Le dernier chapitre est consacré a 'existence des solutions faibles pour un systéme ellip-
tique quasilinéaire suivant :
—div(a;(z,v(x))Vu) = fi(xr) dans Q,
—div(az(z,u(z))Vv) = fa(z) dans Q, (2)
u=v=>0 sur 0,
ou Q C R™ un ouvert borné, f = (fi, f2) est une fonction dans (H1(Q))* et a =
(a1, ag) est une fonction de Carathéodory .

Ce résultat peut étre considéré comme une généralisation des résultats obtenus dans le

chapitre précédent .



Chapitre

Préliminaires mathématiques

Dans ce chapitre, nous traitons deux parties. Dans la premiére nous rappelons divers
résultats généraux qui ont servi dans cette mémoire et qui pour la plupart sont accom-
pagnés de références. Dans la deuxiéme partie nous introduisons la méthode du degré

topologique.

1.1 Rappels et complément d’analyse

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces fonctionnels, particuliérement,
les espaces LP et les espaces de Sobolev. Nous donnons, par la méme occasion, quelques

définitions et résultats utiles pour les chapitres suivants. Soit 2 un ouvert de R™, on note
C(Q) ={f:Q—R;f continue},
C™(Q) : L'espace des fonctions m fois continument différentiables sur

C>(Q) :mQNO ()
C.(R™) ={f € C(R™) telle que f(z) =0, pour tout x € R™\ K ou K est un compact}.
D(R™) L’espace des fonctions C* sur R™ a support compact dans R™ (dit aussi, espace

des fonctions test).
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1.1.1 Espaces L?(f)

Définition 1.1.1 Soient p € R avec 1 < p < 0o et Q C RY un ensemble mesurable au

sens de Lebesque, on definit

LP(Q):{f:Q—HR/f est mesurable et/|f|pd,u<oo},
Q

1/p
1l = ( /Q |f|pdu) .

L=(Q) ={f: Q2 — R/f est mesurable et 3C' >0, |f(x)| < C,p - p.p. sur Q}

avec

Si p = oo, on définit

[ flloo = inf{C >0:|f(x)] <C p—p.p}.

est la norme de f dans L>(2).

Remarque 1.1.1 En particulier, si p = 2, l’espace L*(Q2) est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire
(f,9) = / f(z)g(z)dz.
Q

L} désigne I'ensemble des fonctions localement intégrables sur €2, i.e

loc

L,.(Q)={f: f€ LK) pour tout compact K de Q}.
Structure des espaces L?({2)

Proposition 1.1.1 [§/
1. L’espace (LP(Q), ]| - ||,) est de Banach pour 1 < p < oo.
2. L’espace (LP(Q), ] - ||,) est séparable pour 1 < p < oo.

3. L’espace (LP(Q2), | - ||p) est réflexif pour 1 < p < oo.

1.1.2 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Holder
Théoréme 1.1.1 [3] Soient f € LP(Q) et g € LP(Q) avec 1 < p < 00 et }D—l—é =1, alors

fg € LNQ) et || fglly < I fllpllglly-



1.1 Rappels et complément d’analyse 3

Inégalité de Minkowski

Théoréme 1.1.2 [3] Soient f,g € LP(Q2), avec p > 1 alors

f+gelP(Q) et |f +gllp < Ifllp+ lgll-
Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.1.3 [§/ Soit Q un ouvert borné de RN et f € HY(Q). Alors il existe une
constante Cq telle que :

1fllz2) < CallV fllz2@)-

1.1.3 Quelques résultats sur 'intégration et la dualité

Théoréme 1.1.4 (Convergence dominée de Lebesgue [3]) Soit (f,), une suite de
fonctions Ll(Q) convergeant presque partout vers une fonction mesurable f on suppose
qu’il eziste g € L' (Q) telle que tout n > 1 on ait | f,(x)| < g(z)p.p. sur Q, alors f € L' (Q)
et

T (|~ full = 0.

Théoréme 1.1.5 [3] Soient (f,)nen une suite de LP(2) et f € LP(Q) tels que || f, — fll, —

n—oo

0, alors il existe sous-suite extraite (f,, )ken tels que
1. fu.(x) = f(z), presque partout sur €.

2. | fuo(@)| < h(x)VE et presque partout sur Q2 avec h € LP(S2).

Définition 1.1.2 (Dérivée faible) Soit 1 < i < n, on dit qu’une fonction f € L ()

loc

est dérivable dans la direction i au sens fiable s’il existe D;f € Li,.(Q) telle que

Ve € D(Q), / f@) 52 (a)do = - / Df () (x)dz.

1.1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels (c’est & dire des espaces constitués
de fonctions) dont les puissances et les dérivées (au sens de la transposition, ou au sens

faible) sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces
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de Banach (espaces vectoriels normés complets). Le fait qu’ils soient complets est trés

important pour ’étude des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.1.3 — Soit Q un ouvert de RN on définit la fonctionnelle || - ||, ot m
est un entier non négatif et 1 < p < oo comme suit :

1/p

Il =13 D= D7}

0<|a|<m
[ Fllee = maxo<ja<m | D fllo ;

pour toute fonction f qui donne un sens a cette écriture.
— WmP(Q) ={f € LP(Q) telle que D*f € LP(Q2) pour 0 < |a| < m}.
— Wy"P(Q) = la fermeture de C3°(Q) dans W™P(Q).

Remarque 1.1.2 Sip =2, on pose H™(Q) = W™2(Q), Hy Q) = W*(Q).

Proposition 1.1.2 [§/
1. W™mP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < +00.
2. W™P(Q) est séparable, pour 1 < p < +oo.

3. Wm™P(Q) est réflexif, pour 1 < p < 400.

Remarque 1.1.3 Dans W'P(Q) Uapplication
[ llwre@) = [[fllzr@) + IVl @)
est une norme équivalente a || - ||1,p-

Théoréme 1.1.6 [15/

Soit Q un ouvert de RN satisfaisant la propriété suivante

SoitmeNet1§p<oo,p*:NN_”p

1. Si 119 — % >0 Alors Wi (Q) — LI(2), avec q € [p,p*], 117 — ;z% =%
2. Si % — % =0 Alors Wi"?(Q) — LI(Q), avec q € [p, o0]

3. Si % — %<0, Alors Wi™"(Q) — L>(9Q).
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Proposition 1.1.3 ( Formule d’intégration par partie[13]) Soient u,v deux fonc-

tions de H*(Q) et 9Q € C, alors pour tout 1 <i < N a lieu la formule d’intégration par

e

ot n; = cos(n, x;) est le cosinus de l'angle de la normale extérieure a 02 et de l'axe des

partie

Z;.
Siv e HYQ) et si les composantes u; du vecteur @ appartiennent a HY(Q), alors a lieu
[’égalité :

/Q div(ii(z)).0(2)dz = — /Q (i(x), Vo(x))dz + / (@, 7)vds.

o0

Enfin, en remarquant que

Au(z) = div(Va),

on obtient la 2™ formule de Green.

Proposition 1.1.4 [13] Pour u € H*(Q) etv e HY(Q), on a :

0
/ Au(z)v(x)dr = — / Vu(z)Vo(z)dx + / T ds,
Q Q a0 On
Théoréme 1.1.7 (Rellich [10]) Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +o0.
Toute partie borné e de Wy (Q) est relativement compacte dans LP(Q). Ceci revient a dire

. . 1 . . .
que de toute suite bornée de Wy*(2), on peut extraire une sous-suite qui converge dans

LP(Q)).
Le théoréme reste vrai avec WHP(Q) a condition de supposer la frontiére lipschitzienne.

Théoréme 1.1.8 (Stampacchia [13]) Soit Q un ouvert borné de RY et 1 < p < oo.
Soitu € WyP(Q) et ¢ : R — R une fonction continue, C* par morceauz telle que ©(0) = 0
et ¢’ bornée sur R. Alors o(u) € Wy P(Q) et Vo(u) = ¢ (u)Vu p.p.

Théoréme 1.1.9 ( Lax-Milgram [3]) Soit L une forme linéaire continue sur ’espace
de Hilbert H et a une forme bilinéaire continue et coercive, alors il existe une et une seule
fonction v € H telle que :

a(u,v) = L(v), Yove€ H.
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Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est 'unique élément de H qui

manimise la fonctionnelle J : H — R définie par

1
J(v) = §a(v,v) — L(v) pour tout v € H,

J(u) = min J(v) et J(u) < J(v) siu # v.

veEH

Définition 1.1.4 Soit u : Q — R une fonction mesurable a valeur réelle.

Considérons lapplication
f:OxR—=>R
u > f(u);

ot f(u) est une fonction a valeur réelle définie sur ) par :

L’application f est appelée opérateur de Nemitski associée a f.

Théoréme 1.1.10 [2/ Soient o, 3 > 1, f : Q x R — R satisfaisant :

1. f(x,t) mesurable par rapport a x € Q pour tout t € R et continue par rapport a

t € R pour presque partout x € Q.

2. Il existe a; € LP(Q) et ay > 0 tel que
|f($,U)| < al(l‘) + ag(:p)|u|%,V(m,u) € IxR (aaﬁ > 1)
Alors lopérateur de Nemiski f est continue de L*(Q2) a LP(Q).

Remarque 1.1.4 La condition (1) est appellée condition de Carathéodory et f(x,t) sa-
tisfaisant (2) est appellée fonction de Carathéodory.

1.2 Degré topologique

Nous abordons dans cette deuxiéme partie une méthode de compacité pour obtenir

des résulats d’existence de solution pour des problémes elliptiques non linéaires.



1.2 Degré topologique 7

1.2.1 Degré de Brouwer et propriétés

Définition 1.2.1 Soit Q un ouvert borné de RN, N > 1. Soit f € C (RN) et y € RV,
On cherche a montrer qu’il existe x € Q tel que f(x) = y. On commence par donner
lexistence et l'unicité d’une application, appelée dégre topologique, en dimension finie
puis on l’étend a la dimension infinie. Cette application nous permet parfois d’obtenir

des résultats d’existence de solutions. Soient Q un ouvert borné et f : Q@ — RN, f €

CHQ) N C(Q), 29 € Q est dit point régulier si J;(xo) # 0 (ou J;(x¢) = detD f(xq) avec

Do) = (32) @)

Dans le cas contraire, xqy est appelé point critique ou point singulier. Désignons par
Sf(Q) = {LL’Q €0 Jf(iU(]) = O}
l’ensemble des points singuliers de f sur €).

Définition 1.2.2 (Cas régulier) Soient Q C R"™ un ouvert borné et f € C1(Q) N C()
une fonction définie de Q a valeurs dans R™, pour y ¢ f(0Q) une valeur réquliére, on
definit le degré de f au point y par

deg(f, Qy)= Y sgn(det Dpf(x,)).

Définition 1.2.3 Soit N > 1. On note A l’ensemble des triplets (f,Q,y) ou Q est un
ouvert borné de RN, f € C (L RY) ety e RN t.qy ¢ {f(z),z € 9Q}.

Théoréme 1.2.1 (Brouwer, 1933 [10]) Soit N > 1 et A donné par la définition[1.2.5
I existe alors une application de A dans Z appelée (degré topologique), vérifiant les trois
proprités suivantes :
Normalisation : d(Id,Q,y) =1, siy € .
Degré d’une union : d(f,Q,y) = d(f, Q,y)+d(f,Qa,y), st Q2 UQy C Q, QN0 =
Detyd {flx),z €\ UQ}.
Invariance par homotopie : Sih € C ([0,1] x Q,RY) ,y € C ([0,1],RY) ety(t) ¢
{h(t,z),z € 00} ( pour toutt € [0,1]) on a alors d(h(t,.), 2, y) = d(h(0,.), 2, y(0),
pour tout t € [0,1].
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1.2.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Une premiére conséquence de cette méthode de dergé topologique est le théoréeme de

point fixe de Brouwer que nous donnons maintenant.

Théoréme 1.2.2 [I0/ Soit N > 1,R > 0 et f € C(Bg, Bg) avec B = {z € RV, ||z|| < R}
(on a muni RN d’une norme noté ||.||). Alors f admet un point fize, c’est a dire il existe

xr € Bg t.q. f(x)=x.

Remarque 1.2.1 La propriété essentielle du degré topologique est :

Si(I—f,Qy) eAetdl—f,Quy)#0, alors il existe x € Q tel que v — f(x) =y.



Chapitre 2

Existence de solution pour un probléme
quasi-linéaire non-monotone

2.1 Position du probléme

Nous intéressons ici au probléme suivant :

(2.1)

{—dz’v(a(x,u(x))Vu) — f(z) dans Q.
u=">0 ou 09,

ou 2 C R™ un ouvert borné, f € H1(Q) et a : © x R — R est une fonction de
Carathéodory .

On suppose qu'’il existe des constants 0 < m < M tel que
m < a(z,s) < M, (2.2)

pour x € {2 p.p., et tout s € R.

2.2 Reésultat principal

Définition 2.2.1 On dit que uw € H}(Q) est une solution faible de (2.1)) si pour tout
veE HHQ) on a

/Qa(x,u(a:))(Vu(x),Vv(m))dm = {(f,v)q.

Théoréme 2.2.1 Sous la condition (2.2)), le probléme (2.1) admet au moins une solution.
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2.3 Preuve du théoréme 2.1.1
Soit V' un sous - espace de dimension finie menu de la norme H}(Q),V* le dual de V.
On définie application H : V' x [0,1] — V* par
(H (w0, vhr = [ ale, a)(Va(o), Vo(a))do — (f.)

Q
pour tout v € V.

2.3.1 Estimation a priori
Nous allons montrer ici que toutes les solutions sont dans la boule B(R), c’est-a-dire
{ueV:H(u,\)=0 pourtout A € [0,1]} C B (m || fllz-1).
En effet, si H(u, A\) = 0 pour tout (u,A) € V x [0, 1], alors

0= (H(u,\),u)y = / a(z, \u)(Vu(x), Vu(x))dr — (f,u) g

Q
> m/VuVudx—/fud:r;
Q Q
> m||Vull2zq) — 1fla-lull 2@
> mlullip o) = Il llwl gy o) -

Ce qui implique
lull ) < m™ | flla-

Par conséquence pour tout R > m™!| f||z-1, on a
H(u,\) #0 si(u,\) € 0BY(R) x [0,1]. (2.3)
2.3.2 H est borné
Maintenant, si (u, ) € EV(R) x [0, 1], nous avons

/a(:z:,)\u)Vquda:—/fvdx
0 Q
< M|[Vull 2@ Vol 2@ + [ flla-llvll2 @

[(H (u, A), v)] =

< M||“||H5(Q)||”||H5(Q) + HfHH*lHUHH(}(Q)

< (MR + (| flla-) vl o),
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pour tout v € H} (), et d’ou

HB (R) x [0,1]) B (MR+ || fllu-1). (2.4)

2.3.3 H est continue

Soit (un, A\p) € EV(R) x [0, 1] converge vers (u,\) dans V' x [0,1] c’est-a-dire dans
H(92) x [0,1]. Comme H(u,,\,) est borné d’aprés (2.4)), pour montrer que

H (un, A\p) — H(u,\),

n—-+o0o

il suffit de montrer que H(u, A) est I'unique ensemble de point de H (uy, Ay,).

Soit g € V* est une unique ensemble de point, (), ) une sous suite de (A,) et (u,,) une
sous suite de (u,) telle que H(up,,A\n,) — g dans V*, et comme u,, — u dans Hj (),
donc u,, — u € L*(Q) fortement, alors d’aprés le réciproque de TC'D on a u,, — u p.p

dans Q et |u,, | <k telle que k€ L*(Q) et comme « est continue alors
a (T, A Uy ) = oz, Au), p.p., dans €Q.
Donc par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et (2.2))

a (2, M) Vo — a(z, \u)Vu, dans L*(€).

D’autre part,
Oitty,, — Oju, dans L*(Q).

Nous conclure que :
(H () o) = [ [0 Atn) (Vi (0). V)l = (£ o)
- / x, Au(x)) (Vu(x), Vo(z))de — (f,v); = (H (u, \) ,0) 4

Par conséquent g = H(u, \). Toutes ces propriétés nous permettent d’appliquer la pro-

priété d’invariance homotopie

degp(H(.,1),B(R),0) = degg(H(.,0), B(R),0). (2.5)
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Mais H(u,0) = 0 est équivalent au probléme linéaire

/Q a(z,0) (Vu(z), Vo(z)) dz = (f,v)

pour tout v € V, dont la solution est unique car ’ensemble des ses solutions est borné.

Par conséquent

degB(H('a 0)7 B(R)a O) = ila
et d’apres (2.5)), il existe u € BY(R) qui satisfait

/ﬂa(%U(fff)) (Vu(z), Vo(@)) de = (f,v) g lull gy <m™ [ f -, (2.6)

pour tout v € V.

2.3.4 Passage a la limite

Lemme 2.3.1 [10] (Convergence forte contre convergence faible)

On suppose que f, — f dans L*(Q) et g, — g faiblement dans L*(Q) alors :

/ fngndx — / fadx lorsque n — 4o00.
Q Q

Par contre, on rappelle que si f,, — f dans L? faible et g, — g dans L? faible, on n’a pas

en générale convergence de / fngndz vers / fgdx.
Q Q

Maintenant, on sait que H} () = gVn ou V, C Vypi(n > 1) et V,, de dimension n.
n>
Par conséquent, pour tout v € Hg (), il existe une suite v, tq v, € V,, qui converge vers

v. D’autre part, par (2.6)) appliqués a V' = V,,, il existe pour chaque n > 1, u,, € V,, telle que

/Qa(xyun(x))wun(r)?Vso(fc)>dx = (0, llunllmy < m N fllz-,

pour tout ¢ € V,,. En particulier, on prend ¢ = v,

/Qa(xyun(x))Wun(w),Wn(x»dar = (fvadm [nllgy < m 7 flla,  (27)
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pour tout n > 1. D’aprés (2.7]), on peut extraire une sous suite encore notée u,, telle que

u, — u dans Hy (), u, — u dans L*(Q) et u, — u p.p., dans .

Comme (a(z,u(z))) est borné dans L?*(2), et Vv, — Vv fortement dans L?(£2)
lorsque n — oo dans ([2.7]) on obtien

/Qa(a:,u(:p))(Vu(m), Vou(z))dr = (f,v) i, Vv € HY (),

donc u est une solution faible de ([2.1)
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Chapitre 3

Résultats d’existence pour un systéeme
elliptique quasi-linéaire

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence de la solution faible pour une classe
de systémes elliptiques quasilinéaires. Ce résultat peut étre considéré comme une généra-

lisation des résultats obtenus dans le chapitre précédent.

3.1 Position du probléme

L’objectif de ce chapitre est la construction des solutions faibles pour le systéme sui-

vant :
—div(ay (z,v(x))Vu) = fi(x) dans ©Q,
—div(azg(z,u(z))Vv) = fo(x) dans Q, (3.1)
u=v=0>0 sur 0,

ou Q C R™ un ouvert borné, f = (fi, f2) est une fonction dans (H1(Q))* et a =
(a1, ) est une fonction de Carathéodory .

On suppose qu’il existe des constants 0 < m; < M; tel que

m; < a(r,8) < M; , pouri=1,2. (3.2)

3.2 Reésultat principal

Dans cette section, nous discutons des notions de solutions faibles et de résultat prin-
cipal. Premiere, soit U = H}(Q) x Hg (%),

qui est un espace de Banach menu de la norme
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I o) = Nl g+ 101
et soit W = L*(Q) x L*(Q), et E = H~'(Q) x H~(Q). Dans la suite, ||.|[z2), |- #1q) et
||| zr-1(c2) désignera les normes usuelles de L*(Q), Hy(Q) et H~'(€2), respectivement.

Nous donnons maintenant le :

Définition 3.2.1 On dit que (u,v) € U est une solution faible de (3.1)) si pour tout
(p, ) €U on a

/Qal(a:,v(x))Vu(:c)Vw(:c)da:—l—/

Q

(o u(w) Vo(e)Voa)de = [ fipdo+ [ favde.
Q Q
Théoréme 3.2.1 Sous la condition (3.2)), le systéme (3.1) admet au moins une solution.

3.3 Preuve du théoréme 3.2.1

Soit V un sous - espace de dimension finie menu de la norme U, V* le dual de V. On

définie I’application T : V x [0,1] — V* par

<T<u7 v, )‘)7 (907 ¢)>v

:/ozl(x,)\v)Vquoder/a2(x,)\u)VUV¢d:1: (3.3)
0 :

—/;fl(x)udx—/ﬂfg(x)vdx,

pour tout (¢, 1)) € V.

3.3.1 Estimation a priori

Nous allons montrer que toutes les solutions sont dans la boule FV(R), c’est-a-dire

2

min (ml, mQ)

{(u,v) € V : T(u,v,\) =0 pour tout A € [0,1]} C E( ||(f1,f2)HE) .
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En effet, si T'(u,v,\) = 0 pour tout (u,v,\) € V x [0, 1], alors
0= <T(U, v, )‘)7 (U, U)>U
= / o (z, \)VuVudzr + / as(x, \u)VoVode — / frudx — / favdx
Q Q Q Q
my / VuVudzx + mQ/ VuoVudr — / frudx — / fovdx
Q Q Q Q

ma[[Vullza) + mel| Vullzaq) = I illa-lullrzg) = [f2llm-lvll2@)

(AVARNY,

v
5
3
=

ma) T m2lvlli o) — Ifila= lullmye) — 12l v e

(u, )5+ mall(w, )G = (1o f) Bl (w, 0)llo = [(f1, f2) el (u, 0)llu

min (1, ma)[|(u, 0) 17 — 2/1(f1, f2)llell (w, v) o

v
5

v

Ce qui implique

< — .
H(U, U)HU = min(ml, m2) ||(f17 fQ)HE
Par conséquence pour tout R > ——— ||(f1, f2) &,
min(my, ms)
on a
H(u,0,\) #0  si (u,v,A) € 9BV (R) x [0, 1]. (3.4)

3.3.2 T est borné
Maintenant, si (u, v, \) € EV(R) x [0, 1], nous avons

(T, 0, ), (¢, )]

< My |[Vull 2@ Vell @) + Mol Vol @) VYl 2@ + [ f1lla- 1@l + L fall a1 19 2

< Mllull my oy llellmy ) + Mallollmy @ 191 my @) + 1 1lla-1llellmy@) + 1f2llm-1 14 @)

< My[(w, 0)|lull (@, )l + Moall(w, 0)|[ull (e, )l + 111, f2)lell (e, O)llo + [1(f1, f2)llell (e, )l
( Max (M3, Ms) |[(u,v)llv + 20 (f1, f2)lle )l (e, ¥)llu

< (Max (My, M2) R+ 2[|(fv, f2)lle )II(#, ¥)llo

< (MR +2[|(f1, f2)l[e) [I(e, V) llu,

IN

pour tout (u,v) € U, et d’ou

T(B" (R) x [0,1]) € B (ME+2|[(f1, 2)le) (3.5)
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3.3.3 T est continue

Soit (Up, Vny An) € EV(R) x [0, 1] converge vers (u, v, ) dans V x [0, 1] ¢’est-a-dire dans
U x [0,1]. Comme T'(ty,, vn, An) est borné d’aprés (3.4]), pour montrer que

T (U, tny An)  — T (u,v,N),

n—-+o00

il suffit de montrer que T'(u, v, A) est I'unique ensemble de point de T'(ty, v, An)-

Soit I € V* est une unique ensemble de point, (A, ) une sous suite de (\,), (t,,) une

sous suite de (u,) et (v,, ) une sous suite de (v,) telle que T(uy, , Un, , An, ) — | dans V*.
Comme (uy, ,vn,) = (u,v) dans U, donc (uy,,v,, ) — (u,v) € W, alors d’aprés le réci-
proque de TC'D on a (uy,, vy, ) — (u,v) p.p., dans Q et il existe hy, hy € L*(Q) telle que |v,, | <

hi, |y, | < he et comme « est continue alors
ay (z, A, Uy ) = a1(x, Av), p.p., dans €,
ag (T, A\ Uny ) = ao(x, Au), p.p., dans Q.
Donc par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et , ona
oy (2, \yvy) Vo — ay(x, W)V, dans L*(€2),

s (7, Aatin) Vb = o, A\u)Vp, dans L*(Q).

D’autre part, (Vuy,,, Vo, ) = (Vu, Vo) dans W.

Nous conclure que

(T (nye, v Ani) 5 (9,9

= / ay (¢, A\, Un, ) Vg, (2)Vo(x)dr + / s (T, ApUn, ) VU, (2)Vip(x)de
Q Q

_/Qfl(x)godx—/gfz(‘f)lﬂdx

—>/Qa1 (, )\v(x))Vu(m)Vgo(x)dx%—/Qag (z, Au(z)) Vo(z)Vi(x)dx

_/Qfl(x)gpdx—/ng(l')@/Jdl':<T(U7U7>‘)7(90a¢)>U
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Par conséquent [ = T'(u,v, \). Toutes ces propriétés nous permettent d’appliquer la pro-

priété d’invariance homotopie
deg(T(, - 1), B(R),0) = degy(T(.,.,0), B(R), 0). (3.6)
Mais T'(u,v,0) = 0 est équivalent au probléme linéaire

/Q ay(x, )w)Vu(:c)Vw(:c)dx—i—/

Qag(x,)\u)Vv(x)Vw(a:)dx:/Qfl(a:)w d:c—l—/Qfg(a:)w dx,

pour tout (p,) € V, dont la solution est unique car 'ensemble des solutions est borné.

Par conséquent

degg(T(.,.,0), B(R),0) = +£1.

D’apres (3.6)), ils existes (u,v) € BY(R) qui satisfait

/Qal(x,v(:v))Vu(:v)Vgo(:v)dx+/ag(x,u(x))Vv(x)Vw(:r)d:v

Q

:Ahw@m+ljw@m@ (3.7)
2

1(f1: f2) e,

[ —
H(uu U)HU = min(ml,mg)

pour tout (p,) € V.

3.3.4 Passage a la limite

Maintenant, on sait que U = Effn onV, C f/nﬂ(n >1) et V., de dimension n. Par

n>
conséquent, pour tout (¢,v) € U, ils existes une suite (¢, ¥y,) telle que (¢n, ¥y,) € V, qui
converge vers (¢,1)). D’autre part, par (3.7) appliqués a V = V,, il existe pour chaque

n>1,(u,,v,) € V,, telle que

/Qal(a:,v(x))Vun(x)V¢(x)dx+/ag(x,u(x))an(x)Vé(x)dx

Q

:Lhmmm+éhamw, (3.8)
2

1/ f2)lles

 —
||(u7l7 UN)HU = min(ml, m2)
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pour tout (¢, $) € V,. En particulier, on prend (¢, é) = (@n, ¥n)

/Qal(x,vn(x))Vun(a:)an(x)dx—l—/ag(x,un(:c))an(:c)an(x)da:

Q

— [ Featoyds + [ Favu(os (3.9)
Q Q
2

(s f2) e,

< - =
I, )l < s

pour tout (@, vn) € V,. D'aprés (3.9), on peut extraire une sous suite encore notée

(U, v,) telle que

u, — u dans U, u,, — v dans W et u,, — u p.p., dans €.

Comme (a1 (z,v,(x))) et (ag(x, u,(z))) sont bornées dans W et (Ve,,, Vib,) — (V, V)
fortement dans W, alors en passant a la limite dans ({3.9))

/Q o (2, (@) V() Voo () da+ /

Q

e u(a) Vola) Vola)ds = | frp(ytes | fus(oyts

donc (u,v) est une solution faible de (3.1))



Conclusion

Dans ce travail, on a étudie [’existence des solutions pour deux classes de problémes ellip-
tiques quasilinéaires avec condition de Dirichlet, en utilisant la méthode de compacité pour
prouver les résultats d’existence. Cette méthode est mieux adaptée a I’étude des probléemes
quasilinéaires, car elle nécessite d’estimation a priori, elle est applicable, elle d’utilisation
presque facile .

Ensuite, nous faison une extension de ces résultats au systéme, & savoir une classe de

systemes elliptiques quasilinéaires.
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Abstract

The objective of this thesis is the study of the existence of the weak solution for two
classes of quasilinear elliptic problems :

- The first problem class involving au operator in divergentid forme.

- The second class is an extension of the first problem to the system.

Using the comapactness method to prove existence results.

Key words : Topological degree, elliptic problems, weak solution

Résumé

L’objectif de ce mémoire est I’étude de I’existence de la solution faible pour deux classes
de problémes elliptiques quasilinéaires:

- La premiére classe de probléme contient un opérateur en forme divergentielle.

- La deuxiéme classe est une extension du premier probléme au systéme.

En utilisant la méthode de compacité pour prouver les résultats d’existence.

Mots clés : Degré topologique, problemes elliptiques, solution faible.
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