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Abstract : 

 

 This memory is devoted to a mathematical study of 

calculating variation in optimal control, namely: calculating 

variations, Pontriaguine problem, simple optimal control 

problems and military application. 
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Introduction

Les caractéristiques des systèmes commandés, c’est-à-dire des systèmes dyna-

miques, sont analysées par la théorie du contrôle. L’objectif est donc de mettre

en place le système d’un État initial donné à un État particulier, en respectant

éventuellement certains critères. Les différentes origines des systèmes sont très

variées : physique, mécanique, militaires, médicaux, économiques, etc...

Il est possible que l’objectif soit de stabiliser le système afin de le rendre insensible

à certaines perturbations, ou encore de trouver des solutions optimales pour un

certain critère de définition.

Les méthodes les plus réputées pour résoudre les problèmes de contrôle opti-

mal sont le calcul des variations, la programmation dynamique et le Principe de

Minimum de Pontriaguine (PMP). Le calcul des variations est une approche éco-

nomique qui utilise les résultats traditionnels de l’analyse fonctionnelle.

Le PMP représente les efforts des mathématiciens au cours de plusieurs années

pour améliorer la théorie du calcul des variations afin de résoudre des problèmes

de contrôle optimal liés à des ensembles fermés et à des solutions qui ne sont pas

toujours stables.

Le principe lui-même ne représente rien, il n’est pas représenté par une théorie

8
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dérivée. Le principe établit un ensemble de critères requis pour les problèmes

de contrôle pour lesquels le contrôle u(t) est intégré à un ensemble spécifique.

Le PMP signifie brièvement que si une fonction de contrôle réduit la fonction

objective, ses valeurs à chaque instant t doivent également réduire une certaine

fonction appelée le hamiltonien.

Notre étude se concentre principalement sur les méthodes de calcul des varia-

tions et du PMP pour résoudre les problèmes de contrôle optimal. Nous allons

prendre en compte différentes origines de problèmes auxquels nous appliquons

ces deux théories.

Dans cette étude, notre but est de mettre en évidence les limites objectives de la

théorie traditionnelle du calcul des variations dans la résolution des problèmes

de contrôle optimal. Par la suite, Proposer la méthode du PMP en tant que ges-

tionnaire de la théorie du calcul des variations afin de répondre aux problèmes

pratiques importants qui ne peuvent pas être résolus par une telle méthode. Ci-

dessous, nous présentons brièvement le contenu de ce mémoire.

Le premier chapitre rappelle les résultats, les notes et les concepts essentiels pour

la suite du travail. Le deuxième chapitre présente la méthode de PMP . Le troi-

sième chapitre présente exemple d’application militaire provenant de divers do-

maines afin de mettre en évidence l’importance de la théorie du contrôle optimal

dans l’étude et la résolution de problèmes importants.



Chapitre 1
Rappel mathématique

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats d’analyse et également quelques

notions et concepts qui seront nécessaires pour les développements ultérieurs

concernant l’analyse mathématique des problèmes de commande optimale. L’op-

timisation regroupe les techniques qui permettent de chercher les minima ou

maxima de fonctions ou de fonctionnelles ; elle intervient dans presque tous les

processus de modélisation actuels.

1.1 Le calcul des variations

Examinons, pour l’instant sans trop entrer dans les détails, ce qu’est le pro-

blème de calcul des variations. Il s’agit donc de trouver le minimum d’une fonc-

tionnelle

J : E→ R (1.1)

où E est un espace vectoriel normé de fonction réelles C1. Le problème consiste

à déterminer, si elle existe, une fonction x : I → R où I est un intervalle de R

10
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contenant [0, t f ] vérifiant les conditions aux limites

x(0) = x0, x(t f ) = t f (1.2)

En outre, certaines conditions de régularité doivent être imposées sur la fonction

admissible x définie par le critère

J(x) =
∫ t f

0
F(x(t), ẋ(t), t)dt (1.3)

où ẋ(t) est la dérivée de x par rapport à t et F : R×R×R→ R est la fonction de

Lagrange généralement supposée de classe C2 par rapport à ses deux premiers

arguments et C1 par rapport au troisième.

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel normé et K(R ou C) un corps. On appelle

fonctionnelle J toute application linéaire d’un espace vectoriel normé E dans un corps K.

Définition 1.2 (Fonction admissible)

On appelle fonction admissible toute fonction suffisamment régulière x(t) vérifiant les

conditions aux limites.

Définition 1.3 Extemum (minimum, maximum )

x∗ réalise un maximum pour la fonctionnelle J ou que J(x∗) est une valeur maximale de

J si

∀ε > 0, ∀x ∈ Ω | x− x∗ |< ε alors J(x)− J(x∗) ≤ 0

x∗ réalise un minimum pour la fonctionnelle J ou que J(x∗) est une valeur minimale de J

si

∀ε > 0, ∀x ∈ Ω | x− x∗ |< ε alors J(x)− J(x∗) ≥ 0

Définition 1.4 minimum (maximum) local

Soit C un ensemble non vide d’un espace de Hilbert réel H et f une fonction de C dans
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R, on dit que x∗ ∈ C réalise un minimum local de f sur C si on peut trouver une boule

ouverte B(x∗) de H centrée en x∗ tel que

∀x ∈ B(x∗) ∩C : f (x∗) ≤ f (x)

On dit que x∗ ∈ C réalise un maximum local de f sur C si on peut trouver une boule

ouverte B(x∗) de H centrée en x∗ tel que

∀x ∈ B(x∗) ∩C : f (x∗) ≥ f (x)

On rappelle qu’une boule ouverte de H de centre x∗ et de rayon ρ ≥ 0 est l’ensemble

B(x∗, ρ) = {x ∈ H ‖ x∗ − x ‖< ρ}

où ‖ . ‖ désigne la norme de H.

Définition 1.5 Variation d’une fonctionnelle

Lorsque J est une fonctionnelle définie sur un ouvert Ω d’un espace vectoriel normé E,

on appelle variation de la fonctionnelle J en x dans la direction z ∈ E, la limite suivante,

si elle existe :

δJ(x, z) = lim
ε→0

J(x + εz)− J(x)
ε

Proposition 1.1 [8]

Si x∗ réalise un maximum local de f sur C, x∗ réalise un minimum local de (− f ) sur C.

Plus précisément

max{ f (x), x ∈ C} = −min{− f (x), x ∈ C}

Définition 1.6 Accroissement d’une fonctionnelle

L’accroissement d’une fonctionnelle, noté ∆J, est défini par

∆J = J(x(t) + δx(t))− J(x(t))
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où δx(t) est la variation de la fonction x(t), ainsi, l’accroissement ∆J(x(t), δx(t)) de la

fonctionnelle dépend de la fonction x(t) et de sa variation δx(t).

Théorème 1.1 (Théorème de Taylor à une variable)

Soit f : [a, b] → R une fonction telle que f ∈ Cn[a, b], f (n) dérivable dans ]a, b[ et soit

x0 ∈ [a, b], x 6= x0, on a

f (x) = f (x0) +
(x− x0)

1!
f ′(x0) + ... +

(x− x0)n

n!
f (n)(x0) +

(x− x0)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)

où ξ est un point strictement compris entre x0 et x.

Théorème 1.2 (Théorème de Taylor à deux variables)

On suppose que f (x, y) et toutes ses dérivées d’ordre inférieur à n + 1 sont continues

dans

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

soit (x0, y0) ∈ D, ∀(x, y) ∈ D, il existe ξ compris entre x et x0 et η compris entre y et y0

avec

f (x, y) = Pn(x, y) + Rn(x, y)

où

Pn(x, y) = f (x0, y0) + (x− x0)
∂ f
∂x

(x0, y0) + (y− y0)
∂ f
∂y

(x0, y0)

+... +
1
n

n

∑
j=0

Cj
n+1(x− x0)

n+1−j(y− y0)
j ∂n+1 f
∂xn−j∂yj (x0, y0)

et

Rn(x, y) =
1

n + 1

n+1

∑
j=0

Cj
n+1(x− x0)

n+1−j(y− y0)
j ∂n+1 f
∂xn+1−j∂yj (ξ, η)
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Définition 1.7 Considérons l’accroissement de la fonctionnelle J

∆J = J(x(t) + δ(t))− J(x(t))

Nous utilisons la série de Taylor autour de x(t) + δx(t), pour J(x(t) + δx(t)), alors

∆J =
∂J
∂x

δx(t) +
∂2 J
∂x2 δ2x(t) + ...

= δJ + δ2 J + ...

où δJ = ∂J
∂x δx(t),et δ2 J = ∂2 J

∂x2 δ2x(t) sont respectivement la première variation et la

deuxième variation de J.

Théorème 1.3 (Théorème fondamental) [1]

Soit x∗(t) un extremum, la première variation de J est nulle en x∗(t) .i.e.

δJ(x∗(t), δx(t)) = 0

pour toute variation admissible δx(t).

En utilisant le lemme fondamentale du calcul des variations :

Lemme 1.1 (Lemme fondamental) [5]

Si v(x) est une fonction continue dans [a, b] et si∫ b

a
v(x)η(x)dx = 0

∀η ∈ C1[a, b] et η(a) = η(b) = 0, alors v = 0

Exemple 1.1 [11]

Considérons l’exemple suivant qu’on va utiliser ulterièrement Soit le développement éco-

nomique en temps fini où K = K(t) défini le capital social, C = C(t) est la consommation

et Y = Y (t) la production nationale nette au temps t.
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Supposons que

Y = f (K), ou ḟ (K) > 0, f̈ (K) ≤ 0

De sorte que la production nationale nette doit strictement augmenter et la fonc-

tion concave du capital est unique. Pour chaque t ∈ [0, T] (l’intervalle de planifi-

cation), nous considérons

C(t) = f (K(t))− K̇(t)

Ce qui signifie que la production f (K(t)) est partagée entre la consommation C(t)

et l’investissement K̇(t). Dailleurs, soit K(0) = K0 le capital initial au temps t = 0

.

1.2 Problème de Pontryagine

Pour l’instant, nous donnons une formulation du problème de Pontryagine

qui résout le principe du Minimum. Soit un système régi par une équation d’état

ẋ(t) = g(x(t), u(t), t) (1.4)

où x(t) ∈ Rn et u(t) ∈ Rn désignent respectivement l’état et la commande à

l’instant t.

Soit t1 l’instant initial, et supposons que la valeur de l’état à cet instant soit fixée

x(t1) = x1 (1.5)

On ne peut pas piloter le système considéré entre l’instant t1 = 0 et un instant

final t f qu’avec une commande suffisamment régulière. Nous nous limiterons

aux commandes continues par morceaux avec.

u(t) ∈ U, ∀t ∈ I (1.6)
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où I est un intervalle de R contenant [0, t f ] et U est sous-ensemble non vide de Rn

Définition 1.8 (Commande admissible)

On appelle commande admissible toute fonction continue par morceaux

u(t), 0 ≤ t ≤ t f , valeur dans U

Le problème consiste à déterminer, si elle existe, une commande optimale u∗ minimisant,

sur l’ensemble des commandes admissibles un critère J

J(x, u, t) =
∫ t f

0
F(x(t), u(t), t)dt (1.7)

où F est une fonction vectorielle réelle suffisamment régulière par rapport à ses argu-

ments.

Théorème 1.4 [[Principe du minimum faible (cas sans contrainte sur la com-

mande)] [2]

Si la commande u associée au système linéaire de commande (1.4) est optimale pour la

fonction coût (1.7), alors il existe une application λ(.) absolument continue sur [0, t f ],

à valeur dans Rn , appelée vecteur adjoint, et les équations suivantes sont vérifiées pour

presque tout t ∈ [0, t f ]
ẋ(t) = ∂H(x(t),u(t),λ(t),t)

∂λ

λ̇∗(t) = − ∂H(x(t),u(t),λ(t),t)
∂x , 0 ≤ t ≤ t f

∂H(x(t),u(t),λ(t),t)
∂u = 0

(1.8)

où H est le hamiltonien associé au système et au coût ; et est donné par :

H = H(x(t), u(t), λ(t), t) = F(x(t), u(t), t) + λT(t) f (x(t), u(t), t)

où T indique la transposition vectorielle
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Théorème 1.5 Principe du minimum fort (cas de la commande avec contrainte)[2] Si la

commande u associé au système linéaire de commande (1.4) est optimale pour la fonction

coût (1.7), alors il existe une applicationλ(.) absolument continue sur [0, t f ], à valeur

dans Rn , appelée vecteur adjoint, et les équations suivantes sont vérifiées pour presque

tout t ∈ [0, t f ] tel que : 
ẋ(t) = ∂H(x(t),u(t),λ(t),t)

∂λ

λ̇∗(t) = − ∂H(x(t),u(t),λ(t),t)
∂x

où H est le hamiltonien défini précédemment.

Définition 1.9 (La commandabilité des systèmes)

Un système est dit commandable ou gouvernable entre x0 et x1, si l’on peut trouver une

commande u(t) qui permette de transiter de l’état initial x0 à l’état final x1 en temps fini.

Un système est dit totalement gouvernable s’il existe une solution u(t) pour tout couple

{x0, x1}.

Commandabilité des systèmes linéaires invariants [8]

Nous nous limiterons dans un premier temps au cas d’un système mono-variable

dont la commande u(t) se réduit à un terme scalaire. Il s’agit alors de définir les

conditions nécessaires pour que le système décrit par l’équation d’état ẋ(t) =

Ax(t) + Bu(t) soit commandable tel que A, B ∈ Mn,m(R). La linéarité de l’équa-

tion permet de raisonner pour un état initial nul (x(t0) = 0). Soit x1 ∈ Rn ,

existe-t-il une commande u(t) ∈ U telle que, pour t1 fini, on ait :

x(t1) = eA(t1−t0)x(t0) +
∫ t1

t0

eA(t1−τ)Bu(τ)dτ

=
∫ t1

t0

eA(t1−τ)Bu(τ)dτ(si x(t0) = 0)
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Pour un instant t quelconque, on a

x(t) =
∫ t1

t0

eA(t1−τ)Bu(τ)dτ

Or d’après le théorème de Cayley-Hamilton[6],eA(t1−τ) peut se développer sous

forme d’un polynôme matriciel de degré n− 1 :

eA(t1−τ) = α0(τ, t)I + α1(τ, t)A + ... + αn−1(τ, t)An−1 =
n−1

∑
i=0

αi(τ, t)Ai

Théorème 1.6 [4]

Le système linéaire ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) est commandable si et seulement si la matrice

de commandabilité Gj = [B, AB, A2B, ..., An−1B] est de rang n. On dit alors que la paire

(A, B) est commandable.

Théorème 1.7 (Théorème de la moyenne)

Si f est intégrable sur [a, b] et si l’on pose m = infx∈[a,b] f (x) et M = supx∈[a,b] f (x)

alors

m(b− a) ≤
∫ b

a
f (t)dt ≤ M(b− a).

Si f est continue sur [a, b] , alors il existe c ∈ [a, b] tel que

1
b− a

∫ b

a
f (t)dt = f (c).



Chapitre 2
Problèmes simples de contrôle optimal

On a développé la commande optimale afin de diriger un système vers un

objectif de manière optimale.Donc, le problème de commande optimale peut être

décrit de la façon suivante :

- Il existe un système (robot, fusée, four,...) dont l’évolution dans le temps est

régie par une loi physique (mécanique, transfert de matière...) qui relie ses

variables indépendantes définies par un vecteur indépendante x(t) (vitesse,

position) et des commandes indépendantes u(t) (accélération, taux de ma-

tière, poussée).

- En utilisant des commandes, on souhaite que le système suive une trajectoire

spécifique ou atteigne un état optimal ou réduise le long de la trajectoire, un

critère.

De plus, il y a un lien entre la théorie des processus optimaux et le calcul des

variations, et il lui est équivalent lorsque le domaine de commande U est un en-

semble ouvert de l’espace vectoriel et que toutes les conditions nécessaires pour

calculer les variations découlent du principe du minimum [1], [4], [7] .

Toutefois, la théorie traditionnelle du calcul des variations est incapable de ré-

19
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soudre des problèmes où l’on impose des conditions du type U fermé, |u| ≤ 1, ...

où il y a absence de conditions de régularité.Le principe du minimum présente

donc un avantage par rapport à la théorie classique du calcul des variations, car

il s’applique à un ensemble quelconque (ouvert ou fermé) et/ou la solution peut

être régulière ou non régulière.

2.1 Différents types de problèmes d’optimisation

2.1.1 Problème de Lagrange

Dans cette section, nous étudions une classe de problèmes de commande opti-

male. On considérera un système dynamique dont l’évolution est régie par l’équa-

tion différentielle ordinaire

ẋ(t) = g(x(t), u(t), t) pour t1 ≤ t ≤ t2 (2.1)

où es contrôles u(t) sont des fonctions définies de [t1, t2] dans R.

Étant donné une fonction F : [t1, t2]×R×U → R, où U ensemble non vide de R,

on définit le problème de minimisation :

Min
∫ t2

t1

F(x(t), u(t), t)dt (2.2)

tel que

x(t1) = x1 est une condition initial donne. (2.3)

Ainsi, la formulation (2.2) est appelée problème de Lagrange. Nous présentons,

ci- dessous, deux formulations alternatives.
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2.1.2 Problème de Bolza

L’avantage du problème de Bolza est que c’est un problème qui regroupe les

deux précédentes formulations à savoir les formulations de Lagrange et de Mayer.

Soit le système dynamique (2.1) Étant donné une fonction F : [t1, t2]×R×U → R

et G : R→ R, on définit le problème d’optimisation par

Min[
∫ t2

t1

F(x(t), u(t), t)dt + G(x(t2))] (2.4)

et satisfaisant la condition initiale

x(t1) = x1 (2.5)

Les trois formulations (2.1), (2.2), (2.3) sont équivalentes dans le sens où on peut

toujours se ramener de l’une à l’autre. [La fonctionnelle de Bolza (Lagrange pour

G ≡ 0, Mayer pour F ≡ 0)].

2.2 Problème abstrait de commande optimale

Un problème de commande optimale comporte deux parties :

La première partie consiste à déterminer, parmi les commandes admissibles, celles

qui permettent d’avoir une trajectoire joignant le point initial à une cible.

La deuxième partie consiste à chercher, parmi toutes ces trajectoires possibles,

celle qui réalise le coût minimal. Ainsi, le problème de commande optimale consiste

à déterminer, si elle existe, une commande u∗ minimisant, sur l’ensemble U des

commandes admissibles, un critère J de la forme

J = S(x f , t f ) +
∫ t f

t1

F(x(t), u(t), t)dt (2.6)
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tel que

ẋ(t) = g(x(t), u(t), t), t ∈ [t1, t f ] (2.7)

et les conditions aux limites sont l’une ou l’autre des formes suivantes.

x(t1) = x1 et x(t f ) f ixe, t f f ixe (2.8)

x(t1) = x1 et x(t f ) f ixe, t f libre (2.9)

x(t1) = x1 et x(t f ) libre, t f f ixe (2.10)

x(t1) = x1 et x(t f ) libre, t f libre (2.11)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U,∀t ∈ I,I ⊂ R contenant [t1, t f ] et U est un sous-ensemble

non vide de Rm .S,F et g sont des fonctions vectorielles suffisamment régulières

par rapport à leurs arguments.

Position du problème(sans contrainte sur la commande)

Le problème de commande optimale s’écrit alors :

MinJ(u) == S(x f , t f ) +
∫ t f

t1

F(x(t), u(t), t)dt (2.12)

tel que

ẋ(t) = g(x(t), u(t), t) (2.13)

et les conditions aux limites

x(t1) = x1 et x(t f ) libre, t f libre (2.14)

où S, F et g sont, au moins de classe C1 par rapport à leurs arguments.

Notre objectif est de construire par le théorème 1.6 [1.7] les conditions nécessaires
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d’optimalité. Nous développons la solution du problème de commande optimale

donné ci-dessus, à travers les étapes suivantes :

Étape 1 : Le Hamiltonien

Étape 2 : Les équations d’état et co-état

Étape 3 : La condition nécessaire par rapport à u

Étape 4 : Les conditions de transversalité

Description succincte des différentes étapes de la résolution du problème [1]

Étape 1 : Le Hamiltonien

Nous formons le hamiltonien H pour le problème décrit par le système (2.15) et

(2.14) en posant :

H(x(t), u(t), λ(t), t) = F(x(t), u(t), t) + λg(x(t), u(t), t) (2.15)

où λ(t) est l’état adjoint.

Étape 2 : État adjoint et équation d’état

Soient x∗(t), u∗(t) et λ∗(t) les valeurs optimales ; alors, l’équation d’état et l’équa-

tion adjointe sont données respectivement par :

ẋ∗(t) =
(

∂H
∂λ

)∗
= g(x∗(t), u∗(t), t) (2.16)

avec la condition initiale

x∗(t1) = x(t1) (2.17)

et

λ̇∗(t) = −
(

∂H
∂x

)∗
= −

(
∂H
∂x

+ λ
∂g
∂x

)∗
(2.18)

Étape 3 : Condition d’optimalité

La condition d’optimalité est donnée par(
∂H
∂u

)∗
=

(
∂F
∂u

+ λ
∂g
∂u

)∗
= 0 (2.19)
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Étape 4 : Condition de transversalité :

[H∗ + (∂S/∂t)]t f δt f + [(∂S/∂t)∗ − λ∗(t)]t f δt f δx f = 0 (2.20)

La relation (2.20) donne la relation supplémentaire qui sert à résoudre l’ensemble

des équations (2.16) et (2.18)

Différents cas de transversalité

Type 1 : puisque t f et x(t f ) sont fixes, δt f et δx f sont nuls dans la condition de

transversalité (2.20) ; il n’y aucune condition supplémentaire à part celles impo-

sées par la formulation du théorème.

Type 2 : t f le temps final libre et x(t f ) est fixe, alors δt f est arbitraire et comme

x(t f ) est fixe, δx f , est nul. Le coefficient de δt f dans la condition de transversalité

(2.20) est nul aboutissant à : (
H +

∂S
∂t

)
t f

= 0 (2.21)

Type 3 : t f fixe et x(t f ) est libre. Alors δt f est nul et δx f est arbitraire. Ceci signifie

que le coefficient de δx f dans la condition de transversalité (2.20) est nul. i.e.(
∂S
∂x
− λ∗(t)

)
t f

= 0 (2.22)

Type 4 : t f et x(t f ) sont libres, ne sont pas reliés,δt f et δx f ne le sont pas ; on a

d’après la condition (2.20) le résultat suivant(
∂S
∂x
− λ∗(t)

)
t f

= 0 (2.23)

(
H +

∂S
∂t

)
t f

= 0 (2.24)
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Exemple 2.1 Soit à minimiser le problème de commande optimale (P2) tels que

(P2)....................



J =
∫ 1

0 (x2 + u2)

telque

ẋ = −x + u

et x(0) = 1, x(1) = 0

(2.25)

On résout ce problème aussi par la technique reposant sur les résultats obtenus dans la

section 2.4. En effet, on a ici :

F(x, ut) = x2 + u2

g(x, u, t) = x + u

H(x, u, λ, t) = (x2 + u2) + λ(x + u)

x(0) = 1, x(1) = 0

(2.26)

D’après (2.16), (2.18) et (2.19) on a les résultats suivants

ẋ = −x + u

λ̇ = −(2x− λ)

2u + λ = 0

x(0) = 1, x(1) = 0

(2.27)
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Ainsi que 

ẍ = 2x

u = ẋ + x

λ = −2u

x(0) = 1, x(1) = 0

(2.28)

La résolution des équations différentielles précédentes donne
x(t) = C1e−

√
2t + C2e

√
2t

u(t) = C1(1−
√

2)e−
√

2t + C2(1 +
√

2)e
√

2t

λ(t) = −2
[
C1(1−

√
2)e−

√
2t + C2(1 +

√
2)e
√

2t
] (2.29)

Détermination des constantes

Comme x(0) = 1, x(1) = 0 , ceci implique

C1 =
e
√

2

e−
√

2 + e
√

2
, C2 =

e−
√

2

e−
√

2 + e
√

2
(2.30)

De ce fait, la solution optimale est
x(t) = e

√
2

e−
√

2+e
√

2 e
√

2t + e−
√

2

e−
√

2+e
√

2 e
√

2t

u(t) = (1−
√

2)
e−
√

2+e
√

2 e
√

2(1−t) + (1+
√

2)
e−
√

2+e
√

2 e
√

2(t−1)

λ(t) = −2 (1−
√

2)
e−
√

2+e
√

2 e
√

2(1−t) + (1+
√

2)
e−
√

2+e
√

2 e
√

2(t−1)

(2.31)

2.3 Le calcul des variations en commande optimale

Dans cette section, nous étudions un système de commande optimale par les

techniques variationnels c’est-à-dire la méthode du calcul des variations. Pour

trouver la commande optimale u∗(t) pour un problème décrit par l’équation du
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système, l’indice de performance et les conditions aux limites, nous allons traiter

l’équation différentielle qui régit l’état du système comme une contrainte d’éga-

lité de la forme

ẋ(t)− g(x(t), u(t), t) = 0

Nous utilisons la variation du contrôle u(t) = u∗(t) + δu(t) dans l’objectif sup-

pose que U est un ouvert non vide de Rm et procède par� petite variation� de

la commande optimal u∗ ; ainsi, en posant J = J(u), on cherche une commande

optimale u∗ tel que

J(u∗ + δu) ≥ J(u∗) (2.32)

Notre objectif dans cette section est de reformuler le problème de commande op-

timale décrit par (2.9), (2.10) et (2.11) en un problème de calcul des variations sans

contrainte.

Nous développons la solution du problème de Bolza à travers les étapes sui-

vantes :

Étape 1 : Hypothèse de l’existence de la commande optimale et de l’état associe

Étape 2 : Variation de la commande et de l’état

Étape 3 : Multiplicateur de Lagrange

Étape 4 : Première variation

Étape 5 : Condition d’extremum

Description des étapes conduisant aux CNO :

Étape 1 :Commande optimale et état optimal

Supposons que la commande optimale u∗(t) et l’état optimal x∗(t) correspondant
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existent,alors par analogie avec le calcul des variations, on pose

J(u∗(t)) =
∫ t f

t0

[
F(x∗(t), u∗(t), t) +

dS(x∗(t), t)
dt

]
dt (2.33)

∫ t f

t0

F(x∗(t), u∗(t), t) + S(x∗(t f )− S(x∗(t0)))

et

ẋ∗(t) = g(x∗(t), u∗(t), t) (2.34)

Étape 2 :Variations de la commande et de l’état

Soient

u(t) = u∗(t) + δu(t) et x(t) = x∗(t) + δu(t) (2.35)

Alors, l’équation d’état (2.34) et l’indice de performance (2.33) s’écrivent respective-

ment :

ẋ∗(t) + δẋ(t) = g(x∗(t) + δx(t), u∗(t) + δu(t), t)

J(u∗(t) + δu(t)) =
∫ t f

t0

[
F(x∗(t) + δx(t), u∗(t) + δu(t), t) +

dS
dt

]
dt (2.36)

Étape 3 :Multiplicateurs de Lagrange

Considérons l’équation d’état (2.34) sous forme de contrainte. On associe à la

contrainte un multiplicateur λ(t) ∈ R tel que la performance augmentée, soit

J(u∗(t)) =
∫ t f

t0

L(x∗(t), ẋ(t), u∗(t), λ∗(t), t)dt (2.37)

où

L(x∗(t), ẋ(t), u∗(t), λ∗(t), t) = F(x∗(t), u∗(t), t) + (∂S/∂x)ẋ∗(t) (2.38)

+(∂S/∂t) + λ(t)[ẋ∗(t) + g(x∗(t), u∗(t), t)]
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D’où

J(u(t)) =
∫ t f +δt f

t0

L(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t)dt (2.39)

=
∫ t f

t0

L(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t)dt +
∫ t f +δt f

t0

L(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t)dt

En utilisant le théorème de la moyenne puis le théorème1.2 du chapitre 1 appli-

qués à la fonction L(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t) autour de x∗(t), u∗(t) en gardant les

termes linéaires et en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à 2, on ob-

tient ∫ t f +δt f

t0

L(x(t), ẋ(t), u(t), λ(t), t)dt ≈ L|t f δt f (2.40)

Étape 4 :Première variation

En définissant ∆J puis en utilisant le théorème 1.2, on obtient la première varia-

tion δJ en retenant seulement les termes linéaires :

δJ =
∫ t f

t0

[(∂L/∂x)∗δx(t) + (∂L/∂ẋ)∗∂ẋ(t) + (∂L/∂u)∗δu(t)]dt + L|t f δt f (2.41)

Intégrant par parties le terme qui contient δẋ(t) dans (2.41) alors δJ s’écrit

δJ =
∫ t f

t0

{
[
(∂L/∂x)∗ − d

dt
(∂L/∂ẋ)∗

]
δx(t) + (∂L/∂u)∗δu(t)}dt

+L|t f δt f + [(∂L/∂ẋ)∗δx(t)]|t f (2.42)

Étape 5 :Condition d’extremum

Sachant que δJ = 0 d’après le théorème 1.3 pour le calcul des variations, il vient

alors que pour le système de commande (2.10), on considère δx(t) une variation

dépendante. Le coefficient dans (2.42) est nul :

(∂L/∂x)∗ − d
dt
(∂L/∂ẋ)∗ = 0 (2.43)
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Comme la variation du contrôle δu(t) est arbitraire, alors le coefficient de la com-

mande est nulle

(∂L/∂u)∗ = 0 (2.44)

Ainsi, la première variation se réduit à

L|t f δt f + [(∂L/∂ẋ)∗δx(t)]|t f = 0 (2.45)

Le système (2.34) en fonction du Lagrangien est

(∂L/∂λ)∗ = 0 (2.46)

Maintenant, nous utilisons le résultat de la section 2.1, pour le problème décrit

par (2.9), (2.10) et (2.11). Pour la condition optimale, nous avons l’ensemble des

équations d’Euler -Lagrange par rapport à la fonctionnelle augmentée (2.37) don-

née en termes de x(t), λ(t) et u(t) par :

Equation d′tat
(

∂L
∂λ

)∗
− d

dt

(
∂L
∂ẋ

)∗
= 0 (2.47)

Equation adjointe
(

∂L
∂x

)∗
− d

dt

(
∂L
∂λ̇

)∗
= 0 (2.48)

Equation de commande
(

∂L
∂u

)∗
− d

dt

(
∂L
∂u̇

)∗
= 0 (2.49)

De ce fait, les équations (2.48) et (2.49) sont équivalentes aux équations (2.44) et

(2.46) respectivement

Comme

δx(t f ) ≈ δx f − ẋ(t f )δt f (2.50)

Alors, en substituant (2.47) dans la condition générale (2.45), nous obtenons[
L∗ − (∂L/∂ẋ)∗ẋ(t)|t f

]
δt f + (∂L/∂ẋ)∗|t f δx f (2.51)
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où (2.51) est la condition de transversalité.

Exemple 2.2 Nous allons reformuler le problème (P2) de l’exemple 2.1 de la section 2.2

par la méthode du calcul des variations.

D’après (2.37), on a

J(x, u) =
∫ 1

0
L(x, ẋ, u, λ, t)dt (2.52)

Soit

L(x, ẋ, u, λ, t) = x2 + u2 + λ(ẋ + x− u) (2.53)

où λ = λ(t) ∈ R est le multiplicateur de Lagrange

L’ensemble des équations d’Euler-Lagrange est donné par :

∂L
∂x
− d

dt
(∂L

∂ẋ
)
= 0⇒ 2x + λ− λ̇ = 0 (2.54)

∂L
∂λ
− d

dt
(∂L

∂λ̇

)
= 0⇒ ẋ + x− u = 0 (2.55)

∂L
∂u
− d

dt
(∂L

∂u̇
)
= 0⇒ 2u− λ = 0 (2.56)

D’après (2.55) et (2.56) on a

λ = 2u = 2(ẋ + x) (2.57)

Utilisant les équations (2.57) dans (2.54)

2x + 2(ẋ + x)− 2(ẍ + ẋ) = 0 (2.58)

Par résolution de l’équation précédente, on obtient :

ẍ− 2x = 0→ x(t) = C1e−
√

2t + C2e
√

2t (2.59)

Alors

u(t) = ẋ(t) + x(t) (2.60)
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et

λ(t) = 2u (2.61)

Donc 
x(t) = C1e−

√
2t + C2e

√
2t

u(t) = C1(1−
√

2)e−
√

2t + C2(1 +
√

2)e
√

2t

λ(t) = −2
[
C1(1−

√
2)e−

√
2t + C2(1 +

√
2)e
√

2t
] (2.62)

Nous concluons que les deux approches conduisent aux mêmes conditions nécessaires

d’optimalité. Cependant l’approche calcul des variations est plus élégante car faisant appel

uniquement à des outils classiques de l’analyse fonctionnelle.



Chapitre 3
Application militaire

L’histoire de l’humanité est marquée par la maîtrise de la nature afin d’en ti-

rer le meilleur profit possible.Ainsi, les exigences de la vie en société ont entraîné

l’émergence des concepts de contrôle et d’optimisation.

Le contrôle, au sens de vérification, est essentiel à tous les égards : on surveille le

déroulement d’une réaction chimique ou l’évolution d’un système physique afin

de corriger les éventuels écarts par rapport à une situation spécifique ; on vérifie

les procédés industriels.

De plus, la notion d’optimisation peut être présente dans toutes les disciplines

scientifiques et techniques.Un rayon lumineux se déplace dans une direction ré-

duisant le temps de trajet.En mathématiques, on étudie les conditions d’existence

et le calcul précis ou approché de "meilleures solutions" pour des problèmes pro-

venant de différentes disciplines telles que les sciences physiques, chimiques, in-

dustrielles, biologiques, économiques et militaires. [9]

Exemple 3.1 [10], [3]

Dans cet exemple, on considère le mouvement d’un missile décrit par

ẍ(t) = −g + u(t)− αẋ(t), t ≥ 0 (3.1)

33
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où α est une constante positive donnée. Le terme (−αẋ(t)) représente la résistance de

l’aire proportionnelle à la vitesse du missile à chaque instant t et g est la constante de

gravitation.

On impose les conditions initiales :

x(0) = 0 et ẋ(t) = 0 (3.2)

et la condition finale

x(t1) = h (3.3)

Le but est de minimiser la quantité

J(u) =
∫ t1

0
u2(t)dt (3.4)

qui donne une mesure de la force de poussée totale.

L’équation différentielle

J =
m
α

ln(
m− αa
m− αc

) (?)

S’écrit : 
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −g + u− αx2

(3.5)

Le problème est de trouver le contrôle optimale u∗(t) qui minimisera la fonctionnelle J(u)

soumise aux contraintes (4.62), (3.1) et (3.2). Pour simplifier la résolution du problème

on pose α = 0 .

Alors (?) devient

ẍ(t) = −g + u(t) (3.6)

et le système (3.4) devient 
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −g + u
(3.7)
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Soit le hamiltonien

H(x, u, λ) = u2 + λ1x2 + (−g + u)λ2 (3.8)

La commande optimale u∗ vérifie
∂H
∂u∗

= 0 (3.9)

ce qui donne :

2u∗ + λ2 = 0⇒ u∗ = −1
2

λ2 (3.10)

L’hamiltonien s’écrit alors :

H(x, u, λ) =
1
4

λ2
2 + λ1x2− gλ2−

1
2

λ2
2 (3.11)

= −1
4

λ2
2 + λ1x2− gλ2

Le vecteur adjointλ vérifie

λ̇ = −∂H
∂x

(3.12)

d’où 
λ̇1 = − ∂H

∂x1
= 0

λ̇2 = − ∂H
∂x2

= −λ̇1

(3.13)

Les équations (3.6), (3.9) et (3.12) définissent complètement la solution u, λ et x si l’on

précise les conditions initiales x(0) = 0 et ẋ(0) = 0 et la condition finale x(t1) = 0.

L’équation (3.12) donne

λ1 = λ10 = Cts (3.14)

et

λ2 = −λ10t + λ20 et λ20 = Cts (3.15)

L’équation (3.9) donne

u∗(t) = −1
2
(−λ10t + λ20) (3.16)
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=
1
2
(λ10t− λ20)

L’équation (3.6) donne
x2(t) = −gt + 1

2λ10t2− 1
2λ20t + x20

x1(t) = −g t2

2 + λ10
t3

6 −
1
4λ20t2 + x20t + x10

(3.17)

avec

x10 = x1 = 0 et x20 = x2 = 0

d’où 
x∗2(t) = −gt + 1

2λ10t2− 1
2λ20t

x∗1(t) = −g t2

2 + λ10
t3

6 −
1
4λ20t2

(3.18)

Pour trouver les constantes d’intégrations λ10 et λ20, il suffit d’exprimer que pour t = t1,

l’état final x∗1(t1) = 0 etx∗2(t2) = 0
x∗2(t) = −gt + 1

2λ10t2− 1
2λ20t = 0

x∗1(t) = −g t2

2 + λ10
t3

6 −
1
4λ20t2 = 0

(3.19)

On obtient

λ10 =
λ20 + 2g

t1
(3.20)

et

λ20 = 4g (3.21)

d’où

λ10 =
4g
t1

(3.22)

alors

u∗(t) = 2g(1− t
t∗1
), 0 ≤ t ≤ t∗1 (3.23)



3. Application militaire 37

avec

t∗1 =
√

6h/g

On observe que la poussée initiale u(0) doit être le double de la gravitation.



Conclusion

Ce mémoire a illustré l’application des concepts de contrôle optimal à un pro-

blème militaire. En rappelant les bases mathématiques nécessaires, en formulant

un problème de contrôle optimal simple, et en appliquant ces principes à un scé-

nario militaire concret, nous avons démontré l’utilité et l’efficacité du contrôle

optimal pour résoudre des problèmes complexes dans des contextes réels. Les

futures recherches pourraient explorer des scénarios plus complexes et intégrer

des facteurs supplémentaires pour améliorer encore l’optimisation des missions

militaires .
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