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Résumé  

Le présent travail de thèse porte sur deux volets. Le premier volet consiste à développer un 

modèle  numérique  permettant de simuler le courant du seuil de laser à cascade quantique. Pour 

ce faire  les équations du bilan en régime stationnaire ont été résolues  en tenant compte de la 

population activée thermiquement dans les états inférieur et supérieur du  laser afin d'étudier 

l'influence de la température et la densité de dopage sur le courant de seuil de laser à cascade 

quantique à trois niveaux. Les résultats numériques montrent que la densité de courant de seuil 

augmente avec la température et aussi avec la densité de dopage. Cependant la puissance de 

sortie diminue lorsque la température et la densité de dopage augmentent. Nous avons également 

estimé le décalage de la différence d'énergie entre l'état supérieur et inférieur avec la variation de 

la densité de dopage. Les résultats obtenus à travers le modèle numérique présentent un très bon 

accord avec les résultats expérimentaux rapportés dans la littérature. Dans le deuxième volet de la 

thèse, nous avons calculé numériquement la longueur d’onde d’émission de laser pour une 

structure à cascade quantique à partir de la résolution de l’équation de Schrödinger par la 

méthode de matrice de transfert. Les résultats obtenus sont analysés et discutés. 

Mots-clés : Laser à cascade quantique, Les équations du bilan,  Puissance de sortie, Superréseau, 

Equation de Schrödinger, Effet tunnel résonant, la méthode de matrice de transfert. 

 

ABSTRACT 

The work reported in this thesis is divided into two parts. The first part consisted of developing a 
numerical model to simulate the threshold current of the quantum cascade laser. To do this the steady-
state equilibrium equations were solved by taking into account the thermally activated population in the 
lower and upper laser states in order to study the influence of temperature and doping on the threshold 
current  of the three-level quantum cascade laser. The numerical results show that the threshold current 
density increases with temperature and also with the doping density. However, the output power 
decreases as the temperature and the doping density increase. We also estimated the value of the change 
in the energy difference between the upper and lower state with the variation of the doping density. The 
results obtained through the numerical model show a very good agreement with the experimental results 
reported in the literature. In the second part of the thesis we have numerically computed the laser 
emission wavelength in a superlattice structure from the resolution of the Schrödinger equation by the 
transfer matrix method. The results obtained are analyzed and discussed. 

KeyWords : Quantum Cascade Laser, Rate Equations, Superlattice, Schrödinger equation, 

Resonant Tunneling Effect, Transfer matrix method.  

 

 



  

 

 
 

 

 

 ملخص

ولتحقيق ذلك  تم  ، تطوير نموذج رقمي لمحاكاة تيار عتبة ليزر تعاقب الكم علىالجزء الأول  يرتكز حيث تنقسم ھذه الدراسة إلى جزئين،

لإنبعات أشعة   حل معادلات التوازن في حالة الاستقرار مع أخذ بعين الإعتبار التنشيط الحراري للإسكان في المستوى العلوي والسفلي 

تظھر .  على تيار العتبة في ليزر تعاقب الكم ذوثلاثة مستويات طاقويةمن أجل دراسة تأثير درجة الحرارة وكتافة التطعيم   وھذاالليزر،  

 استطاعةومع ذلك  فإن . أن كثافة عتبة التيار تزداد مع درجة الحرارة وأيضا مع إزدياد كثافة التطعيم عليھا المتحصلالنتائج العددية 

 تغيراتفي فرق الطاقة بين الحالة العلوية والسفلية مع  التغير يمةق كما قدرنا   .مع إزدياد درجة الحرارة وكثافة التطعيم الليزر تتناقص

إتفاقا جيدا جدا مع النتائج التجريبية الواردة  بدتأ ھذا النموذج العددي النتائج التي تم الحصول عليھا من خلالأن  حيتكثافة التطعيم،  

ذات تسلسل كمومي  شبكةفي ددي لطول موجة انبعاث الليزر في الجزء الثاني من الأطروحة قمنا بحساب ع .  العلمية المنشوراتفي 

    تحليل النتائج التي تم الحصول عليھا ومناقشتھا  تم كما . الانتقالبواسطة طريقة مصفوفة  شرود نغروھذا انطلاقا من حل معادلة 

                                        . 

 طريقة، معادلة شرود نغر ، تأثير النفق الرنيني ،  ذات تسلسل كمومي شبكةليزر تتالي الكم ، معادلات التوازن ، : المفتاحية الكلمات

  .الإنتقال مصفوفة
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Introduction générale 

Depuis la première réalisation du laser en 1960, il y a eu beaucoup de progrès théoriques et 

expérimentaux en physique et dans de nombreux autres domaines de la science et de la 

technologie. Le premier laser réalisé était un laser à solide, et plus tard, dans les années 1960 et 

1970, des lasers à base de semi-conducteurs ont été obtenus avec succès. Les lasers à cascade 

quantique (LCQ) sont des lasers à semi-conducteurs basés sur des hétérostructures de plusieurs 

couches,  et constituent  des dispositifs unipolaires basés sur des transitions tunnel et inter 

subband. Ces lasers ont été proposés par R.F. Kazarinov et R.A. Suris en 1971 [1]. En 1994 ont 

été réalisés pour la première fois par Faist et al [2]. Ils ont de nombreuses applications 

technologiques en tant que capteurs chimiques, détection de gaz anesthésiques, surveillance de la 

pollution, systèmes de communication optique en espace libre et spectroscopie infrarouge ….etc. 

Ce type de laser couvre une grande gamme  de longueurs d'onde allant de 3 μm à 300 μm qu’on ne 

trouve pas dans d'autres lasers. L'optimisation de la conception des lasers à cascade quantique était 

initialement axée sur l'obtention de dispositifs fonctionnent à température ambiante avec un 

courant de  seuil  bas et  une puissance de sortie élevée. Beaucoup d'efforts théoriques et 

expérimentaux ont été déployés pour améliorer les performances et l'efficacité des LCQ tels que 

les températures de fonctionnement, la densité de dopage, la puissance et la longueur d'onde, la 

densité de courant seuil …etc. La modélisation et l'optimisation des performances des lasers à 

cascade quantique LCQ dépendent principalement de la capacité de contrôler des niveaux 

d'énergie électroniques quantifiés du super réseau. Nous devrions mentionner ici que l’effet tunnel 

résonant est important pour obtenir des QCL [3].  

Dans ce travail, nous avons pris également en considération la transition non radiative concernant le 

phonon optique longitudinal (LO) [2]. En particulier, nous considérons le super réseau GaAs / 

AlGaAs et nous avons cherché les champs électriques appropriés qui donnent une transition non 

radiative résonante avec un phonon LO égal à 36 meV [4]. Dans ce cas des longueurs d'onde dans la 

gamme de l'infrarouge moyen ont été trouvées.  
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L’objectif de ce travail de thèse est consacré à l’étude du comportement de la densité de courant de 

seuil dans un laser à cascade quantique en fonction de la température, de la densité surfacique de 

dopage, du calcul des énergies de confinements et de la longueur d’onde correspondant dans une 

structure pour laser à cascade quantique. 

Cette thèse est organisée en trois chapitres :  

 Le premier chapitre est réservé à la présentation de la structure et le principe de fonctionnement des 

lasers à cascade quantique. Les notions de bases des processus d’interaction matière-rayonnement, 

les principes de base de lasers à semiconducteurs et  les hétérostructures ont été présentés. A partir 

des équations bilan,  les expressions de l’inversion de population et le courant de seuil sous l’effet de 

population thermique ont été déduites. 

Le deuxième chapitre a été consacré à la méthode de la matrice de transfert utilisée dans la résolution 

de l’équation de Schrödinger dans une structure à super réseau, ainsi que le calcul du coefficient de 

transmission.  

Le troisième chapitre a été réservé aux développements physiques et mathématiques utilisés dans les 

calculs de la densité de courant de seuil et des énergies de confinements par la solution numérique de 

l’équation de Schrödinger. A la fin, de ce  chapitre, nous présentons les différents résultats de calcul  

numériques obtenus lesquels seront ensuite comparés avec des résultats obtenus par d’autres 

chercheurs.     

En fin, nous terminons ce  manuscrit par une conclusion générale dans laquelle sont résumés les 

résultats obtenus. 
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I. 1. Introduction  

Les lasers en cascade quantiques, QCL, sont des dispositifs unipolaires qui reposent sur les 

transitions intra bandes de semi-conducteurs et proviennent d’une étude théorique établie en 1971 

par deux chercheurs Russes R. Kasarinov et R.Suris [1], dans laquelle ils ont proposé un moyen 

d’amplifier  la lumière dans un super-réseau polarisé sous un champ électrique.  

I.2. Historique du laser 

Le mot laser est l’acronyme de la phrase (Light Amplification by Stimulated Emission of 

Radiation ) donc le laser est une  amplification de la lumière par l’émission stimulée  de radiation. 

La découverte et le développement de laser  passe par plusieurs étapes, la première idée remonte à 

l’année 1917où le physicien d’origine allemand Albert Einstein élabore la théorie d’interaction 

matière-rayonnement[5], tel-que  le phénomène d’émission stimulée qui est à la base des 

processus d’amplification de rayonnement. Quelques années plus tard, en 1949 A. Kastler a 

inventé  le pompage optique et l’inversion de population.  Cette technique  permet de transférer du 

moment cinétique aux atomes en utilisant de la lumière polarisée [6]. En 1954, une équipe de 

chercheurs sous la direction de Charles Hard Townes a utilisé l'idée d'Einstein pour fabriquer le 

premier oscillateur appelée MASER (Micro-wave Amplifier by Stimulated Emission of Radiation) 

à ammoniac NH3 ሺߣ ൌ 1.25	ܿ݉ሻ [7]. En 1960: le premier faisceau laser a été observé dans le rubis 

ߣ) ൌ 694.3	݊݉) par la compagnie de T. H. Maiman [8], cette invention a été rapidement suivi par  

réalisation de premier  laser à gaz (hélium-né) dans le domaine infrarouge par l’équipe de Javan 

[9]. En 1962,  R. Hall a réalisé le premier laser infrarouge à semiconducteur [10], puis en  1964 le 

premier laser à oxyde de carbone CO2 (ߣ ൌ  par K. N. Patel [11]. Très  récemment, en (݉ݑ	10

1975, J. P. Van der Ziel a inventé  le premier laser à semiconducteur GaAs à base de puits 

quantique [12]. Le premier laser à rayons X  a été réalisé en 1984. Dix ans plus ( 1994) équipe de 

J. Faist, F. Capasso  a fabriqué le premier laser à cascade quantique [2].  
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I.3. Notions préliminaires sur le rayonnement laser 

I.3.1. Processus d’interaction matière-rayonnement                

Un milieu atomique en interaction avec une onde électromagnétique compte un grand nombre de 

niveaux énergétiques. Afin de simplifier l’étude,  on prend un milieu atomique  et on retient 

seulement deux niveaux d’énergie ܧଵ et ܧଶ tels que : 

ଶܧ െ ଵܧ ൌ   ௔ߥ݄

 

 

 

 

 

Figure I. 1: Représentation énergétique d’un  système atomique à deux niveaux. 

I.3.1.1 Emission spontanée  

Dans le processus de l’émission spontanée, un électron  transite spontanément du niveau 2 vers le 

niveau 1 en émettant un photon d’énergie		݄ߥ. Le niveau 2 se dépeuple donc au profit du niveau 1. 

La probabilité ou le taux d’émission spontanée par atome et par unité de temps, notée		ܣଶଵ , est 

appelée aussi coefficient d’Einstein. Elle s’exprime en ିݏଵ. La population du niveau 2 varie d’une 

quantité ݀ ଶܰ pendant un interval de temps ݀ݐ suivant la loi : 

                                                     ݀ ଶܰ ൌ െܣଶଵ ଶܰ݀ݐ                                                                    (I.1)  

Le signe « moins » indique le dépeuplement du niveau 2. Cette équation signifie aussi que le 

nombre de photons émis par unité de temps et de volume est égale  à ܣଶଵ ଶܰ. Au cours de ce 

processus la population ଵܰde niveau 1  augmente de la même quantité [13] : 

                                                     ݀ ଵܰ ൌ ൅ܣଶଵ ଶܰ݀ݐ                                                                    (I.2) 

 

E1 

E2 
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où cette fois le signe « plus » indique une augmentation de la population du niveau 1. La loi de 

population du niveau 2 en fonction du temps est liée à l’émission spontanée par la relation 

exponentielle suivante : 

                                                     ଶܰሺݐሻ ൌ ଶܰሺݐ ൌ 0ሻ݁
ି௧ ఛൗ                                                         (I.3) 

où ߬ ൌ 1 ⁄		ଶଵܣ défini la durée de vie radiative du niveau 2. Le taux d’émission spontanée est une 

caractéristique de l’atome et de la transition considérée. Il peut varier de plusieurs ordres de 

grandeur d’une transition à l’autre [13].  

 

 

 

 

                     Figure I. 2: Représentation du modèle d’Einstein pour émission spontanée 

L’intensité d’un faisceau de lumière est proportionnelle au flux de photons Φ , c’est-à-dire au 

nombre de photons incidents par unité de surface et de temps (unité : ିݏଵ݉ିଶ). Le flux de photons 

relié au champ électrique ܧ଴ est défini par: 	Φ ൌ ଵ

ଶ

୬౥౦ୡ	εబ୉బ
మ

԰ω
 [14], où ܿ , ε଴ et	n୭୮ sont 

respectivement la vitesse de la lumière, la constante diélectrique et indice de réfraction du  milieu 

considéré. Les  ܣଶଵ ଶܰ   photons émis par unité de temps et de volume correspondent donc à une 

variation de flux ݀Φ donnée par : 

                                                       ݀Φ௦௣ ൌ ଶଵܣ ଶܰܿ݀ݐ	                                                             (I.4)  

 

I.3.1.2. Absorption  

Dans le processus d’absorption, un atome du niveau 1 atteint le niveau 2 en absorbant un photon 

d’énergie			݄ߥ , donc le niveau 2 se peuple (voir figure.I.3.). L’absorption est un processus induit 

par le champ électromagnétique et la probabilité de transition par atome et par unité de temps est 

E1 

E2 

ߥ݄



Chapitre I : Rappel sur les lasers à semiconducteurs  

 

7 
 

proportionnelle au flux de photons. On l’écrit sous la forme ߪଵଶΦ (en ିݏଵ ). Compte tenu de la 

dimension de Φ, le coefficient de proportionnalité ߪଵଶ  possède la dimension d’une surface et 

porte le nom de la section efficace d’absorption, c’est une grandeur caractéristique du milieu 

atomique [13], sa valeur est déterminée dans le cadre de la description quantique du couplage 

entre le champ et le milieu atomique. Le nombre d’atomes du niveau 2 varie d’une quantité 

݀ ଶܰ௔௕௦ pendant l’intervalle de temps ݀ݐ suivant la loi :  

                                                  ݀ ଶܰ ൌ ଵଶΦߪ ଵܰ݀ݐ                                                               (I.5) 

Dans le même temps, la population du niveau 1 diminue d’une quantité dN1 selon la loi : 

                                                      ݀ ଵܰ ൌ ଵଶΦߪ ଵܰܿ݀ݐ                                                              (I.6) 

 

 

 

 

 

Figure I. 3: Représentation du modèle d’Einstein pour l’absorption. 

 Le nombre de photons absorbés est : 

                                                       		݀Φ ൌ ଵଶΦߪ ଵܰܿ݀ݐ                                                           (I.7) 

I.3.1.3. Emission induite 

Le processus d’émission induite (ou émission stimulée) est la base du fonctionnement des lasers. 

Lors de l’émission induite, un photon d’énergie ݄ߥ induit la désexcitation d’un électron du niveau 

haut vers le niveau bas. Celle-ci s’accompagne de l’émission d’un photon de caractéristiques 

identiques à celles du photon inducteur c’est-à-dire même fréquence, même direction de 

propagation et même état de polarisation. Le faisceau incident de lumière crée  des photons 

identiques et il y a amplification de la lumière. Le bilan de ces processus pour les populations est 

le suivant : 

E1 

E2 

Absorption du photon 

Photon incident 
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Figure I.4: Représentation du mécanisme d’émission stimulée (induite) 

 

                                                         ݀ ଶܰ ൌ െߪଶଵΦ ଶܰ݀ݐ                                                       (I.8) 

Dans le même temps, la population du niveau 1 diminue : 

                                                          ݀ ଵܰ ൌ ൅ߪଶଵΦ ଶܰ݀ݐ                                                      (I.9) 

Le nombre de photons obtenu est : 

                                                           ݀Ա௜௡ௗ ൌ ଶଵΦߪ ଶܰܿ݀ݐ                                                 (I.10) 

Avec ߪଶଵΦ est la probabilité (ou taux) d’émission stimulée et	ߪଶଵ représente la section efficace 

d’émission stimulée. L’émission induite est un processus similaire à l’émission spontanée. 

I.3.2. La différence de population   

Si la différence de population	∆ܰ entre le niveau  supérieur et le niveau  inférieur est positive 

(∆ܰ ൐ 0ሻ on dit que le milieu est amplificateur. Dans le cas contraire où ሺ∆ܰ ൏ 0		ሻ   est négatif 

on dit que le milieu est absorbant.  

I.3.2.1 Inversion de population  

L’inversion de population se produit lorsqu'un système (à trois niveaux d'énergie minimum) se 

trouve dans un état dans lequel la majorité des électrons sont dans un état excité plutôt que dans 

leur état fondamental. Le phénomène d’inversion de population est une étape nécessaire dans le 

fonctionnement d’un laser. Dans ce cas, Il faut donc créer une situation hors équilibre en apportant 

E1 

E2 

Photon inducteur 

E1 

E2 

Avant  Après 
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de l'énergie au système des atomes via un pompage dont l'objectif est d'amener suffisamment 

d'atomes dans le niveau haut. 

I.3.3. Pompage  

 La technique du « pompage optique » a été élaborée en 1950, par  Kastler Alfred  lauréat du prix 

Nobel de physique en 1966. Cette technique permet de modifier les états des atomes à l'aide d'une 

irradiation lumineuse polarisée. 

I.3.4. Cavité stable  

La cavité laser stable est un dispositif très important pour le fonctionnement d’un oscillateur   

laser, généralement obtenu par un jeu de deux miroirs parallèles M1 et M2  séparés par une distance 

L. L’un de rayon de courbure  R1 est totalement réfléchissant et l’autre de rayon de courbure R2 

presque totalement réfléchissant pour laisser sortir le faisceau laser, ce qu’on appelle une cavité ou 

encore un résonateur. Le résonateur permet à la lumière amplifiée d’effectuer des allers et retours 

successives dans le système atomique afin d’obtenir une amplification suffisante.  La cavité est 

dite stable, si la condition suivante est vérifiée [15] : 

                                          0 ൑ ቀ1 െ ௅

ோభ
ቁ ቀ1 െ ௅

ோమ
ቁ ൑1		                                                      (I.11) 

 En introduisant les paramètres géométriques de la cavité : 

                                    ଵ݃ ൌ ቀ1 െ ௅

ோభ
ቁ    et 				݃ଶ ൌ ቀ1 െ ௅

ோమ
ቁ                                                (I.12) 

On obtient : 

                                                       0 ൑ ଵ݃݃ଶ ൑1                                                                (I.13) 

Une cavité laser vérifiant la condition (I.11) est donc capable de confiner les faisceaux lasers. La 

représentation graphique de la stabilité d’une cavité est illustrée dans la figure suivante : 
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Figure I.5: Diagramme de stabilité. Les cavités tables se trouvent dans les                                      
régions non hachurées [16]. 

 

I.3.4.1. Différentes cavités à deux miroirs  

Avec deux miroirs sphériques de rayons de courbure R1 et R2, de nombreuses configurations de 

cavités peuvent être réalisées : 

*/ plane : formée de 2 miroirs plans, tous les rayons parallèles feront plusieurs allers- retours sans 

s’échapper d’en haut à la cavité, avec une réflexion des rayons quelconques (angle d’incidence est 

égale l’angle de réflexion) et la perte du rayonnement par la cavité sera rapide. Dans ce genre de 

cavité, il peut également y avoir  des pertes par diffraction.  

*/ concentrique : Si les deux miroirs ont le même centre (R1 + R2 = L).  

*/ hémisphérique : En remplaçant un des deux miroirs par un miroir plan placé au centre de 

l'autre, on obtient une cavité hémisphérique 

*/ confocale : Les deux miroirs sont identiques et dont les rayons de courbure coïncident avec la 

longueur de la cavité (R1 = R2 = L). Ce type de cavité permet de produire des faisceaux les plus 

fins possibles. 
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*/ concave-convexe : Constituée par deux miroirs sphériques,  l’un concave et l’autre convexe. 

Cela permet de ne pas trop focaliser le faisceau, ce qui est parfois important dans des lasers de 

grande puissance pour ne pas détruire le milieu amplificateur. 

 I.4.  Les semi-conducteurs 

     Souvent on définit un semi-conducteur par sa résistivité dont elle est comprise entre celle d’un 

isolant et celle d’un conducteur ሺ10ିଷ à 10	ସ ) Ωm [17]. Energétiquement on définit un 

semiconducteur par une faible valeur de la bande interdite ܧ௚[18].    

 Les matériaux semiconducteurs  jouent un rôle important dans la technologie de 

l’optoélectronique [19]. On distingue plusieurs types de matériaux semiconducteurs usuelles : 

simples (Si, Ge,…), binaires (GaAs , GaP, GaSb , InAs ,InP ,InSb,…), ternaires (AlxGa1-xAs 

,GaAsyP1-y,…) et quaternaires (AlxGa1-xAsyP1-y), voir tableau (I.1) [20,21].  

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau I.1: Classification des semiconducteurs 

 

Eléménts de la Colonne Semiconducteurs 

      IV  Ge, Si 

     

     III-V 

    binaire GaAs , GaP, GaSb , InAs ,InP ,InSb 

    ternaire AlxGa1-xAs ,GaAsyP1-y 

  quaternaire AlxGa1-xAsyP1-y 

 

II-VI 

    binaire CdS , HgTe , CdTe , ZnTe ,ZnS 

    ternaire CdxHg1-xTe 
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I.4.1. Semi-conducteur intrinsèque  

 Lorsque le matériau semiconducteur ne présente aucun défauts chimique (impuretés) et physique 

(imperfection structurale),  on dit que le semi-conducteur est intrinsèque. Dans ce cas la bande 

interdite est dépourvue de la présence d’états d’énergie permis et la transition possible est la 

transition inter bandes. En conclusion les électrons de conduction (électrons dans la bande de 

conduction) viennent tous de la bande de valence et on a autant d’électrons de conduction (n) que 

de trous libres dans la bande de valence (p), c'est-à-dire n = p =ni. Dans ce type de cas la 

conduction totale est nulle et le matériau est considéré électriquement comme un isolant. Pour 

qu’on puisse utiliser le matériau semiconducteur dans le transport de charges on doit briser 

l’égalité des porteurs de charges c'est-à-dire on cherche à avoir une conduction unipolaire (n≠p). 

La procédure usuelle est de procéder au dopage par des atomes de valences différentes. Si les 

niveaux introduits sont proche du bas de la bande de conduction on parle d’un semiconducteur de 

type n  et dans le cas contraire on parle de semiconducteeur de type p. Dans le cas d’un 

semiconducteur de type n, à température ambiante on a une concentration en électrons supérieure 

à celle des trous et la conduction est gouvernée par les électrons. La densité électronique n est liée 

à la concentration du taux de dopage ND. A la température ambiante on peut écrire : 

                                                           n୬଴ ൌ Nୈ                                                                          (I.14) 

Et en utilisant la loi de masse, on déduit la concentration des porteurs minoritaires (trous dans la 

bande de valence) : 

                                                          P୬଴ ൌ 		
୬౟
మ

୒ీ
                                                                          (I.15) 

 Dans le contraire on a : 

                                                          p୮଴ ൌ N୅                                                                           (I.16) 
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et                                                       n୮଴ ൌ 			
୬౟మ

୬౦బ
                                                                        (I.17) 

 La mise en contact d’un semiconducteur de type n et d’un semiconducteur de type p crée une 

zone entre les deux matériaux dépourvue de charges libres appelée zone de charges d’espace ou 

zone de déplétion. Cette zone empêche les porteurs de charges de transiter facilement d’une zone 

vers une autre par suite de l’établissement d’une barrière de potentielle. 

I.5. Puits quantiques 

I.5.1 Définition  

Un puits quantique (PQ) est une structure formée par deux semi-conducteurs A et B  à gap 

différents (voir figure (I.6)). 

 

Figure I. 6: Représentation d’une  structure à puits quantique : a) profil du potentiel, b) 

représentation structurelle à trois dimensions.  

 
La Différence de gaps d'énergie entre les deux matériaux crée une barrière de potentiel ଴ܸ qui 

confine les porteurs de charges (les électrons)  dans le puits quantique. Selon la nature de la 

discontinuité de bandes interdites à l'interface puits-barrière, on distingue deux types de puits 

quantiques :    

1) puits quantique de type-I, où les électrons et les trous sont confinés dans le même matériau 

constituant le puits. L'énergie du photon émis dépend des énergies de confinement des porteurs et 

du gap du puits du matériau. 
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 2)  puits quantiques de type-II, où les électrons et les trous sont confinés séparément dans les 

deux  puits des deux matériaux et la barrière respectivement.  

I.6. Les superréseaux   

 Le premier superréseau a été réalisé par  Esaki et Tsu et consistait en un empilement périodique  

des couches très fines des matériaux (A, B) suivant l'axe de croissance des gaps différents. 

GaAs/AlxGa 1-xAs  ce type de super réseau est le plus  utilisé [22].  

 

                       

 

 

Figure I. 7: Représentation schématique d’un super-réseau  sans champ électrique extérieure,a) 

représentation à 3D, b) profil de potentiel V(x).  

I.7. Hétérostructure 

Une hétérostructure constituée d’une couche parallèle de semiconducteur A d’épaisseur  L1 en 

sandwich entre deux couches d’un semiconducteur B d’épaisseur L2 [23], il faut  en effet que A et 

B aient le même type de réseau cristallin et le même ordre de  dimension de cellule élémentaire 

comme le couple GaAs/AlAs [24]. Il existe deux types d’hétérostructures dans les  

semiconducteurs[25]. 

- type I : les électrons et les trous sont piégés dans le même semi-conducteur, il est à gap direct  

-type II : les électrons et les trous sont confinés dans deux matériaux semiconducteurs adjacents, il 

est à gap indirect. 

 

 

 

(b) 
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I.8. Principe de l’amplification intersousbande 

Les transitions intersousbandes dans les hétérostructures  sont la base  des lasers dits 

intersousbandes ou unipolaires car leur fonctionnement repose sur l’émission radiative des 

électrons entre niveaux confinés dans la bande de conduction ou de valence de structures à puits 

quantiques. Les transitions intersousbandes sont aujourd’hui les candidats les plus sérieux pour le 

développement de composants optoélectroniques unipolaires. 

I.8.1. La transition intersousbande 

Considérons les états quantiques ሺ݊ ൌ 	݅	, ݅ ൌ 1,2,3… ሻ dans un puits quantique décrits, dans 

l’approximation de la fonction enveloppe par l’équation (I.18). 

 

Figure I. 8: Représentation des fonctions d’ondes et les niveaux d’énergies dans la bande de 

conduction d’un seul puits quantique. 

                                         Ψ୬ሺ	zሻ ൌ f୬	ሺzሻ	u୬ሺzሻ                                                          (I.18) 

où f୬	ሺzሻ est la fonction enveloppe et	u୬ሺzሻ est la fonction de Bloch de la bande de conduction 

qui assure la périodicité des fonctions d’ondes de chaque état quantique, et z est la direction de 

croissance de la structure à puits quantique. La transition intersousbande entre les niveaux  

énergétiques de puits obéit à la loi des probabilités. 
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I.8.2. Probabilité de transition  entre deux niveaux énergétiques  

Nous considérons une onde électromagnétique plane polarisée linéairement avec un champ 

électrique	ܧሺݎ, ሻݐ ൌ 	expߝ଴ܧ iሺ߱ݐ െ  est un	݇	est la pulsation et	sa polarisation, ߱  ߝ ሻ, oùݎ݇

vecteur de propagation, dans un matériau semi-conducteur d'indice de réfraction n, nous avons 

݇ ൌ ݊߱/c . Le potentiel vecteur A associé à cette onde électromagnétique incidente est donné par 

la relation ܧ ൌ െడ஺

డ௧
. Ainsi, l’hamiltonien d’interaction électron –photon dans la mécanique 

quantique est donné par [26] : 

ܪ                                                                ൌ
ሺ௣ି௤஺ሻమ

ଶ௠∗                                                                   (I.19) 

où ݍ la charge élémentaire d’un électron et  ݉∗est la masse effective dans un matériau à puits 

quantique. On utilise la relation ܣ׏ ൌ 0  (la jouge de Coulomb),  et encore on considére que le 

champ électromagnétique de faible intensité		ሺܣଶ ൌ 0ሻ, après quelques approximations on obtient : 

ܪ                                                        ൌ ௉మ

ଶ௠∗ ൅
௘஺௣

௠∗                                                                       (I.20) 

Second terme représente une perturbation dépendant de temps et porte le non d’hamiltonien ݌ , qui 

peut se mettre sous la forme suivante :  

                                                   
௘஺௣

௠∗ ൌ ܸ൫݁௜ఠ௧ െ ݁ି௜ఠ௧൯                                                            (I.21) 

Avec :                                                   ܸ ൌ ௜௘ாబ
ଶఠ௠∗                                                                       (I.22) 

 Sous l’effet (l’action) de cette perturbation, la probabilité de transition par unité du temps entre 

l’état initial  ݅ d’énergie ܧ௜ et l’état final ݂ d’énergie ܧ௙  des électrons de matériau  est donnée par 

la règle d’or de Fermi, comme suit [27] : 

௜௙ሺ԰߱ሻݓ                                   ൌ
ଶగ

԰
൫԰߱௙௜ߜଶ|ۧ݅|ܸ|݂ۦ| േ ԰߱൯                                             (I.23)    
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où  ߜ est la fonction de Dirac. 

En utilisant l'élément de matrice de quantité de mouvement, nous avons : 

௜௙ሺ԰߱ሻݓ                                    ൌ
ଶగ

԰

௘మாబ
మ

ସ௠∗మఠమ |݌ߝ|
ଶߜ൫ܧ௙ െ ௜ܧ േ ԰߱൯                                         (I.24) 

Le terme െ԰߱ est associé à l'absorption d'un photon incident		ܧ௙ ൌ ௜ܧ ൅ ԰߱, tandis que le 

terme	൅԰߱ est associé à l'émission stimulée d'un photon		ܧ௙ ൌ ௜ܧ െ ԰߱ . 

I.8.3. Taux d’émission spontanée  

Le taux d’émission spontanée est donné par l’équation suivante [28] : 

                                      ௜ܹ௝
௦௣௢ ൌ ௘మ௡మఠయ

ଷగ௖య԰ఌబ
หݖ௜௝ห

ଶ
ൌ ௘మ௡మఠమ

଺గ௠బ௖య԰ఌబ
௜݂௝                                             (I.25) 

 La relation entre le dipôle de la matrice		ݖ௜௝  et la force d’oscillateur	 ௜݂௝ défini par [29-31] :  

                                                  ௜݂௝ ൌ
ଶ௠బ൫ாೕିா೔൯ห௭೔ೕห

మ

԰మ
                                                                      (I.26) 

où n est l’indice de réfraction du milieu, ௜݂௝ est la force d’oscillateur. 

Puisque le mécanisme dominant de diffusion non-radiative dans nos dispositifs est l'émission de 

phonons LO,  nous considérons uniquement ce mécanisme de diffusion dans nos calculs. 

I.9. Laser à cascade quantique  

I.9.1. Principe de fonctionnement  

Les lasers à cascade quantique LCQs, qui  sont des lasers intersoubandes, sont conceptuellement 

différents des lasers classiques à semi-conducteur qui sont des lasers interbandes. En effet un seul 

type de porteur (le plus souvent des électrons) entré  en jeu pour assurer  la transition radiative, qui 

a lieu entre deux soubandes d’un système de puits quantiques couplés. On dit alors que toutes les 

transitions  se passent dans la bande de conduction. 
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Figure I. 9: Principe de la première proposition d'amplification de la lumière dans intersousband [2]. 

 

Donc les lasers à cascade quantique  sont des dispositifs  unipolaires basés  à multi-puits quantique 

où les transitions laser se produisent entre les niveaux d'énergie quantifiés dans la bande de 

conduction d'un puits quantique (PQ) donné, c'est-à-dire via des transitions entre sous-bandes. 

L’application d’un champ électrique extérieur suivant  la direction de l’axe de croissance, déforme 

le  potentiel de puits d’une façon linéaire et modifier, en conséquence les fonctions d’onde et les 

énergies de confinement électroniques des puits quantiques. Cette déformation de potentiel  modifié 

fortement le temps de relaxation des transitions intersousbandes. Dans la figure I. 9, nous montrons 

la partie du profil d'énergie de la bande de conduction. La structure de LQC est composée par trios 

composant sont : 

Le milieu actif  de LCQ est  de structure périodique de telle sorte que chaque période contienne 

deux régions: la région active et la région d'injection.  

La région active : est la zone  responsable d'émission laser (émission stimulée) entre les niveaux  

énergétiques de confinement électroniques. Dans notre cas, les transitions laser se produisent entre 

le niveau haut  E3 et  le niveau bas  E2, et elles satisfont la condition de l’inversion de population. 



Chapitre I : Rappel sur les lasers à semiconducteurs  

 

19 
 

L’injecteur : son rôle est  d’injecter rapidement  les électrons dans la région active, ce processus 

s’effectue à l’aide d’effet tunnel c’est-à-dire  il permet d’amener les porteurs (les électrons) de 

niveau 1 dans le haut niveau de la région active suivante. L’injecteur   est   formé   d’un   super-

réseau   ou multi puits quantiques couplés. Lorsqu’ on applique un champ électrique, le premier 

niveau  de l’injecteur et le troisième niveau de  la région active se rapproche. 

La transition  stimulée (laser) s’effectue dans chaque puits quantique d’une période (super-réseau), 

où chaque période est formée par p  puits quantiques, ce mécanisme est répété pour émettre (p q) 

des photons stimulés, où q est le nombre de périodes (q jusqu'à 200 périodes dans certaines 

structures  QCL). Le nombre de QW dans chaque période est fixé de manière à pouvoir obtenir 

une puissance suffisante de l'émission laser,  et compte tenu de l’effet tunnel entre les niveaux 

d'énergie E1 et les niveaux d'énergie E3 de la suite de chaque puits quantique d'une période donnée 

qui est une condition stricte pour créer une inversion de population d'électrons suffisante et 

nécessaire pour l’ émission stimulée.  

 

 

 

 

 

 

 

Figure I. 10: Modèle de laser à trois niveaux pour le laser à cascade quantique. 

 

a 

n‐1

n

n+1

E1 

E2 

E3 
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I.9.2. Les propriétés de base  

Les lasers à cascade quantique (LCQ) sont des dispositifs unipolaires basés sur des transitions 

tunnel et intrsousbandes. Ils ont été proposés par R.F. Kazarinov et R.A. Suris en 1971 [1] et il a 

été la première réalisation par J. Faist, en 1994 [2]. La modélisation et l'optimisation des QCL 

dépendent principalement de la capacité de contrôler le dopage et de la densité de courant. 

R.F. Kazarinov et R. A. Suris ont proposées un modèle pour calculer la densité de courant en 

fonction de la densité de concentration et les taux de transitions intrsousbandes comme suit. 

ܬ                                                 ൌ ݍ ௦ܰ
ସ|Ω|మఛ఼

ଵା∆మఛ఼
మାସ|Ω|మఛయఛ఼

                                                             (I.27)  

2԰Ω est l'énergie de division à la résonance entre l'état fondamental de l'injecteur	g et  l’état	݊ ൌ

3, ԰∆ est  la différence d'énergie ܧ௚ െ  ߬ୄest le temps de relaxation pour	ଷ à la résonance,ܧ

l’électron  dans le plan des couches qu’est responsable à la perte de phase entre les états g et ݊ ൌ 3  

à la résonance et dépend essentiellement de la rugosité des interfaces, ߬ଷ est la durée de vie de 

l’électron dans le niveau 3, qu’est déterminée à basse température 

par l'émission spontanée de phonons optiques et diminue avec l'augmentation de la température. 

Lorsque les deux niveaux d'énergie sont en résonance, c'est-à-dire quand	∆ 

est égal à zéro, l’équation précédente elle donne le courant maximum :  

௠௔௫ܬ                                                    ൌ ݍ ௦ܰ
ଶ|Ω|మఛ఼

ଵାସ|Ω|మఛయఛ఼
                                                            (I.28) 

Le couplage entre les niveaux g et 3 peut être décrit par deux régimes selon la 

grandeur		4|Ω|ଶ߬ଷ߬ୄ : un couplage fort et un couplage faible, où le couplage fort se produit 

lorsque  4|Ω|ଶ߬ଷ߬ୄ ≫ 1 Dans ce régime, le courant total est contrôlé par le temps de diffusion 

intrsousbandes		߬ଷ et écrit par     ܬ௠௔௫ ൌ
௤ேೞ
ଶఛయ

.  Le couplage est faible lorsque 4|Ω|ଶ߬ଷ߬ୄ ≪ 1 et le 

courant maximum devient  ܬ௠௔௫ ൌ ݍ2 ௦ܰ|Ω|ଶ߬ୄ[3]. 
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Figure I. 11: Structure  d’un laser à cascade quantique indique les régions active et d’injection 

 

I.9.3. Interaction électron-phonon LO 

Le taux de diffusion d’un état initial ݅ vers un état final ݂ dû à l’émission de phonons 

longitudinaux optique à T = 0K  s’écrit [32] :                                        

                                   
ଵ

ఛ೔
ൌ ௠∗௘మఠಽೀ

ଶ԰మఌು
∑ ׬ ߠ݀ ூ೔೑ሺொሻ

ொ

ଶగ
଴௙                                                  (I.29) 

                                        ܳ ൌ ൫݇௜
ଶ ൅ ݇௙

ଶ െ 2݇௜݇௙ܿߠݏ݋൯
ଵ
ଶൗ                                                         (I.30) 

                                       ݇௙
ଶ ൌ ሺ݇௜

ଶ ൅ 2݉∗

԰2
ሺߝ௜ െ ௙ߝ െ ԰ܱ߱ܮ	ሻ	                                                (I.31)  

avec                                              ߝ௉ିଵ ൌ ஶିଵߝ ൅   ଴ିଵ                                                                  (I.32)ߝ

où   ߝ∞ et ߝ௉ sont respectivement la permittivité relative de haute fréquence et statique de 

l’hétérostructure.	ܫ௜௙ሺܳሻ est définie par : 

௜௙ሺܳሻܫ                             ൌ ݖ݀׬ ′ݖ݀׬ ߯௜ሺݖሻ߯௙ሺݖሻ݁ିொห௭ି௭
′ห߯௜ሺݖ ′ሻ߯௙ሺݖ ′ሻ                                  (I.33) 

Tous les résultats étant calculés à une température ܶ ്  nous devons multiplier l’équation ,ܭ0

(I.33) par : 

g

g 

32 31 ݄
J

1

3

2

Injecteur3 

2 

Injecteur 

21 
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                                                    ݊௅ை ൌ ቆ݁
԰ഘಽೀ
ೖಳ೅ െ 1ቇ

ିଵ

                                                            (I.34)  

Nous venons de décrire explicitement le calcul du taux de diffusion dû à l’émission d’un phonon 

LO, ce mécanisme n’est possible que si la séparation entre les sous-bandes soit supérieure ou 

égale à l’énergie d’un phonon LO (԰߱௅ை). 

I.9.4. Le facteur de forme 

Nous introduisons un facteur de forme qui tient compte des écarts du cas idéal. Pour une largeur 

de puits quantique finie le potentiel de Coulomb devient [33]. 

  																																															 ௤ܸ ൌ ௤݂
௘మ

ଶఢ್஺௤
                                                                       (I.35) 

 

 où le facteur de forme est : 

                  ௤݂ ൌ ׬ ݖ݀ ׬ ᇱݖ݀
ஶ
ିஶ ᇱሻ|ଶ݁ି௤|௭ି௭ݖ௡ሺݑ|ሻ|ଶݖ௡ሺݑ|

ᇲ|							
ஶ
ିஶ                               (I.36) 

Pour obtenir une expression analytique pour les intégrales nous rapprochons les fonctions 

d'enveloppe avec ceux d'une profondeur infinie et de la largeur 	ܮ . 

ሻݖ௡ሺݑ		                                      ൌ ටଶ

௅
sin ቀ

௡గ௭

௅
ቁ                                                              (I.37)      

Puis, le facteur de forme devient : 

                                  ௤݂ ൌ
ଶ

௅మ
׬ ݖ݀ sinଶ ቀ

௡గ௭

௅
ቁ ሻݖሺܨ

௅
଴                                               (I.38)     

où F (z) implique l'intégrale par rapport de  ݖᇱ 

ሻݖሺܨ                 ൌ ݁ି௤௭ ׬ ᇱ`ݖ݀ sinଶ ቀ௡గ௭
`ᇲ

௅
ቁ ݁௤௭

`ᇲ
൅ ݁௤௭ ׬ ᇱ`ݖ݀ sinଶ ቀ௡గ௭

`ᇲ

௅
ቁ ݁ି௤௭

`ᇲ
				

௅
௭

௭
଴                  (I.39) 

Effectuer l'intégration de (1.39) qu’elle  donne: 

ሻݖሺܨ                 ൌ
ଵ

ଶ௤
െ

௤

௤మାቀ
మ೙ഏ
ಽ
ቁ
మ cos ቀ

ଶ௡గ௭

௅
ቁ െ

௤

ଶ
൭
ଵ

௤మ
െ

ଵ

௤మାቀ
మ೙ഏ
ಽ
ቁ
మ൱ ൫݁ି௤௭ ൅ ݁ି௤|௅ି௭|௭൯                                   (I.40) 
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                    ௤݂ ൌ
ଶ

௅
൥
ଵ

௤
൅ ଵ

ଶ

௤

௤మାቀమഏ
ಽ
ቁ
మ ൅ ሺ݁ି௤௅ െ 1ሻ ଵ

௅
െ ௤

ଶ
ቆଵ
௤
െ ௤

௤మାቀమഏ
ಽ
ቁ
మቇ

ଶ

൩                                                   (I.41) 

Cette  dernière relation permet de calculer le temps de transition entre les niveaux d’énergies pour 

un puits infini. 

I.9.5. Élément de matrice ࢐࢏ࢆ  

Dans le cas d’un potentiel infini (puits infini) et de largueur a, la résolution de l’équation de 

Schrödinger fournit des solutions analytiques pour les fonctions ߮௡ሺݖሻ ൌ ටଶ

௔
	sin	 ቀ௡గ

௔
 ቁ et pourݖ

leur énergie ܧ௡ሺݖሻ ൌ 	
԰మగమ௡మ

ଶ௠
 . Par conséquent les éléments de matrice〈݅|ݖ|݆	〉 pour un puits infini 

sont donnés par les intégrales [34]: 

〈	݆|ݖ|݅〉                                       ൌ ଶ

௔
׬ 	ݖ sin ݅ గ

௔
z	. sin ݆ గ

௔

௔
଴  (I.42)                                      															ݖ݀	ݖ

Après l’intégration on obtient :  

〈	݆|ݖ|݅〉                                  ൌ ௔

గమ
ቂ ଵ

ሺ௝ି௜ሻమ
െ ଵ

ሺ௝ା௜ሻమ
ቃ ሺcosሺ݅ െ ݆ሻ ߨ െ 1ሻ                                        (I.43) 

Donc : 

ଶ〈	݆|ݖ|݅〉                                                 ൌ ଶల௔మ

గర
ሺ௜௝ሻమ

ሺ௝మି௜మሻర
ሺ݅ܨ െ ݆ሻ				                                             (I.44) 

où ܨሺ݅ െ ݆ሻ est la fonction qui vaut 0 si ݅ െ ݆	 est paire et 1 si ݅ െ ݆ est impaire. La force 

d’oscillateur de la transition  ݅ → ݆ est alors : 

                                     ௜݂௝ ൌ
ଶ௠

԰మ
ቂሺ݆ଶ െ ݅ଶሻ ԰మగమ

ଶ௠௔మ
ቃ ቂଶ

ల௔మ

గర
ሺ௜௝ሻమ

ሺ௝మି௜మሻర
ሺ݅ܨ െ ݆ሻቃ								                           (I.45) 

                                                      ௜݂௝ ൌ
ଶల

గర
ሺ௜௝ሻమ

ሺ௝మି௜మሻయ
ሺ݅ܨ െ ݆ሻ                                                 (I.46)     

On constate que les forces d’oscillateur sont concentrées dans les transitions entre les niveaux 

quantifiés de plus basse énergie. Ainsi, les forces d’oscillateur ଵ݂௝ à partir du niveau 

fondamental	|1	〉 décroissent et  pour les premières valeurs nous avons : 
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                                                          ଶ݂ଵ ൌ
ଶఴ

గమଷయ
ൌ 0.960                                                        (I.47) 

                                                        		 ସ݂ଵ ൌ
ଶభబ

గమଵହయ
ൌ 0.030                                                       (I.48) 

I.9.6. Les états électroniques dans un puits quantique 

Le potentiel de confinement associé à la structure du puits quantique confine le mouvement des 

électrons dans la direction perpendiculaire du plan de couches (appelons cette direction z), tandis 

que le mouvement dans le plan reste libre. L’énergie et les fonctions d’onde correspondant au 

mouvement suivant la  direction z sont données par la résolution de l’équation de Schrödinger à 

une dimension. 

                                        
ି԰మ

ଶ௠∗ ׏
ଶ߮ሺݖሻ ൅ ܸሺݖሻ߮ሺݖሻ ൌ                                 (I.49)															ሻݖ௡߮ሺܧ

 .௡ est l’énergie de confinement créée  par le potentiel V(z )ܧ 

Prenons un potentiel carré pour modéliser un puits de la largeur L et de profondeur V0 

                                   ܸሺݖሻ ൌ ൜
0 → ܮെ.ݎ݋݂ 2⁄ ൑ ݖ ൑ ܮ 2⁄

଴ܸ → .ݎ݋݂ ݖ ൐ ܮ 2. ⁄.ݎ݋ ݖ ൐ െܮ 2⁄
ൠ                                      (I.50) 

L’énergie totale des électrons dans le plan x-y est : 

௡,௞ୄܧ																																																					    ൌ ௡ܧ ൅
԰మ௞఼

మ

ଶ௠∗ 																                                              (I.51) 

݇ୄ est le vecteur d’onde à deux dimensions ሺ݇௫, ݇௬ሻ. 

I.9.7. Les pertes d’absorption par les porteurs libres  

Le guide d'onde en laser à cascade quantique LCQ par principe ne diffère pas de celle des lasers à 

diodes. Le confinement optique le long de la direction de croissance en LCQ est obtenu à l'aide de 

guide d'onde diélectrique planaire classiques fondées sur l'indice de réfraction contraste entre 

guide d'ondes (une base région active du laser) avec un indice de réfraction élevé, entouré par les 

couches de bardage de guides d'onde à faible indice de réfraction (Figure I.6). En supposant que la 
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direction de croissance se trouve suivante l'axe z et que nous avons une onde libre propagation 

pour les modes guidés le long x, le vecteur de champ électrique réside dans le plan 

 perpendiculaire à la couches épit axiales et dirigé le long de l'axe Z (mode TM) ou le long de	ݖݕ

l'axe y (mode TE). L’indice de réfraction de guide des modes est ݊௘௙௙ ൌ ݊ ൅ ݅݇, où ݊	 est la partie 

réelle et ݇  la partie imaginaire de l’indice  de réfraction. Les pertes ou coefficient d’absorption 

correspond à guide	est   ߙ௪ ൌ ସగ௞

ఒ
, qui proviennent principalement de pertes par les porteurs libres 

dans les couches d'absorption. 

I.9.8. Les pertes par les miroirs  

Le confinement longitudinal en résonateur de Fabry-Pérot du laser  à semiconducteur est prévu par 

les facettes de milieu actif   clivé, qui sont  agit comme deux miroirs, la réflectivité de miroirs est 

fournie par la différence des indices de réfraction entre l’air et les semi-conducteurs. 

                                                ܴ ൌ
ሺ௡భି௡మሻమ

ሺ௡భା௡మሻమ
																											                             (I.52) 

où ܴ	est le coefficient de réflectivité et ݊ଵet ݊ଶ sont les indices de réfraction de l'air et semi-

conducteur. les pertes	ߙ௠ concernant les miroirs ܴଵ	et 	ܴଶ	peuvent être exprimés par : 

௠ߙ                                              ൌ െ
ଵ

ଶ௅ೢ
lnሺܴଵܴଶሻ																										                      (I.53) 

où		ܮ௪ est la longueur de la cavité laser. 

En supposant que ܴଵ	=ܴଶ	 ൌ ܴ , l'expression précédente peut être réécrite : 

௠ߙ                                        ൌ െ
ଵ

ଶ௅ೢ
lnሺܴሻ ൌ

ଵ

௅ೢ
ln ቀ

ଵ

ோ
ቁ																					                   (I.54) 

Les pertes totales	ߙ௧௢௧ de laser peuvent être obtenues en tant que la somme des pertes de guides 

d'ondes 	ߙ௪ et les pertes miroirs  ߙ௠  tel que 	ݐ݋ݐߙ ൌ  .݉ߙ௪൅ߙ

Comme l'émission de LCQ provient des transitions intersousbandes, selon des règles de sélection 

intersousbands, les rayonnements laser sont polarisés perpendiculairement aux couches, et donc 
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couplées qu'à des modes TM. L'intensité de mode ne dépend que de la coordonnée z est 

proportionnelle à |ܧሺݖሻ|ଶ, dans les LCQs représente seulement une fraction de la intensité globale 

de mode de cavité est couplée avec la région active. Cette quantité est appelé facteur de 

confinement, ce facteur est déterminé par la densité de la puissance de laser en mode intégré sur 

plusieurs régions actives et normalisées par rapport à l'intensité totale de ce mode. Il a été montré, 

que le confinement maximal est obtenu pour les modes fondamentaux TE et TM [35]. La 

condition de seuil pour l’oscillation laser est déterminée à partir de gain modale	ܩ par : 

ܩ                                                   ൌ ݃Γܬ௧௛ ൌ  ௧௢௧                                                (I.55)ߙ

où Γ est le facteur de confinement, ܬ௧௛est la densité de courant de seuil, et g est le coefficient de 

gain. Alors, la densité de courant de seuil peut être écrite par : 

௧௛ܬ																																									 ൌ
ఈ೟೚೟
௚୻

=
ఈೢ
௚୻ೢ

െ
ଵ

௚୻௅ೢ
lnሺܴሻ																                                (I.56) 

I.10. Structure de puits quantique 

I.10.1 Structure de puits quantique sans champ électrique appliqué  

On suppose une structure de puits quantique arbitraire multicouche comme représentée sur la 

figure (I.12) : 

 

 

 

 

 

 

                                  Figure I. 12 : Structure de puits quantique multicouches 

 

J=2N J=2N-1 J=1 J=0  J=2 

F = 0V 

∆
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L’équation de Schrödinger indépendante de temps pour chaque région carrée de puits quantique 

s’écrit sous la forme : 

                               െ
԰మ

ଶ௠ೕ
∗

డమటೕሺ௫ሻ

డ௫ೕ
మ ൅ ௝ܸሺݔሻ߰௝ሺݔሻ ൌ              (I.57)																										ሻݔ௝ሺ߰ܧ

où  ԰ est la constante de réduction de Planck, ௝݉
∗	est la masse efficace d'électrons dans la région 

j,	ݔ est la coordonnée (généralement prise le long de la direction de la croissance), ߰ est la 

fonction d'onde, ௝ܸ 	est l'énergie potentielle dans la région j, et	ܧ représente l'énergie des électrons 

associé à la solution générale de l'équation (I.57) dans chaque région, qu’est une superposition des 

ondes progressives dans  le sens gauche et le sens droit, et est donnée par :  

                                        ߰௝ሺݔሻ ൌ ௝݁ܥ
௜௞ೕ௫ ൅ ௝݁ܦ

ି௜௞ೕ௫																		                          (I.58) 

Où ௝݇ est le vecteur d’onde dans l région j, ܥ௝ et ܦ௝ sont des constantes complexex. 

I.10.2.  Structure de puits quantique  sous le champ électrique appliqué 

Pendant l'opération du laser à cascade quantique LCQ, il est nécessaire d'appliquer la polarisation 

externe aux extrémités de la structure. Sous un champ électrique externe, le potentiel de puits de 

quantum incline, comme illustré sur le schéma (I.13). La quantité de l'inclinaison dépend de 

l’intensité et de la direction du champ appliqué [36].  La polarisation change le potentiel dans la 

structure de puits quantique, et par conséquent, change le profil énergétique de la structure. Dans 

la section suivante, l'effet d'un champ électrique externe sur l'opération de multipuits quantique est 

analysé en résolvant l'équation de Schrödinger avec un potentiel linéaire en plus le potentiel de  

profondeur de puits quantique. 

 

 

 

 



Chapitre I : Rappel sur les lasers à semiconducteurs  

 

28 
 

 

 

 

 

 

 

Figure I. 13 : Structure à  multicouche de puits quantique sans polarisation et avec polarisation.  

I.10.3.  Temps de relaxation intersousbandes 

L'inversion de population dans des lasers de cascade de quantum ne se fonde pas sur une propriété 

intrinsèque des matériaux mais est obtenue par une conception soigneuse de temps. Il est ainsi 

crucial de pouvoir évaluer les temps de dispersion entre les sous-bandes. Les transitions non 

radiatives inter sous bande sont induites par l'impureté dispersant, le phonon dispersant acoustique 

et optique, rugosité d'interface et dispersion d'électron-électron. Pour des sous-bandes espacées par 

plus que le ԰߱௅ை d'énergie optique de phonon longitudinal, le processus le plus efficace est la 

dispersion optique de phonon [37]. 

Nous avons tenu compte seulement dans ce processus, le temps de dispersion entre deux sous-

bandes i et f est calculé pour l'émission et l'absorption des phonons de structure par l'approche de 

Ferreira et al [38]. À la température zéro, le taux ߬ିଵde dispersion est égal au taux d'émission 

spontanée des phonons, il est donné par : 

           
ଵ

ఛ೐೘
ൌ

గ௠∗௘మఠಽೀ

԰ఢ೛௤೔೑
׬ ݖ݀ ׬ ᇱݖ݀ ߯௜ሺݖሻ߯௙ ሺݖሻ݁

ି௤೔೑ห௭ି௭ᇲห߯௜ሺݖᇱሻ߯௙ሺݖᇱሻ	                  (I.59) 

où ݍ௜௙ ൌ ඥ2݉∗ሺܧ௜ െ ௙ܧ െ ԰߱௅ைሻ/԰ est la norme de vecteur d’onde dans le plan et	߳௣ିଵ ൌ ߳∞ିଵ െ

߳௦ିଵ,	߳∞ିଵ݁ݐ	߳௦ିଵ sont les constantes diélectriques à haute fréquence et statiques, respectivement. 

Pour simplifier l'évaluation numérique, nous avons négligé la contribution de la composante de 

F = 0 V 

∆

F ≠ 0V 

∆
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bande de valence de la fonction d'enveloppe. Cette formule conduit à des durées de vie d’ordre de 

quelques picosecondes, avec un minimum de ൎ  lorsque l'espacement de sous-bande est en ݏ݌0.25

résonance avec		԰߱௅ை		. 

A température différente de zéro, l'absorption et les processus d'émission stimulée sont aussi 

possibles et le taux de dispersion est donné par : 

                                         ߬௜௙
ିଵ ൌ ൫1 ൅ ݊௤൯߬௘௠ିଵ ൅ ݊௤߬௔௕௦

ିଵ 																			                                           (I.60) 

où  ߬௔௕௦ est calculé de façon similaire à	߬௘௠ mais avec ݍ௜௙ ൌ ඥ2݉∗ሺܧ௜ െ ௙ܧ ൅ ԰߱௅ைሻ/԰  et ݊௤ est 

égal à la population thermique de phonons optiques (facteur de Bose-Einstein): 

                                          ݊௤ ൌ ቂ݁݌ݔ ቀ԰ఠಽೀ		

௞்
ቁ െ 1ቃ

ିଵ
                                                                (I.61) 

La diffusion des phonons LO durée de vie est très faiblement dépendante de la température. Dans 

le composant ݏܣܽܩ݈ܣ l’énergie de phonons optique longitudinal 		԰߱௅ை			est d’ordre de 	35ܸ݉݁. 

I.10.4. Taux de relaxations d’émission thermoïonique et l’effet tunnel 

La durée de vie d'émission thermoïonique est principalement déterminée par la hauteur de la 

barrière, où  dans la barrière les porteurs des charges sont transits par effet tunnel. Schneider et 

Von Klitzing sont mis  l'expression suivante pour la durée de vie d'émission thermoïonique dans 

un puits quantique [39]. 

                                    
ଵ

ሺఛಶሻ೔
ൌ ቀ

௞ಳ்

ଶగ௠೔௅ೢ
మ ቁ

భ
మ ݌ݔ݁ െ ቂு೔ሺிሻ

௞ಳ்
ቃ					                             (I.62) 
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Figure I. 14 : Schéma de bande d'un puits quantique indique  recombinaison R , tunnel T et                         

émission thermique E [40] 

 

Ici, nous avons ajouté un indice i (݅ ൌ ݁	pour les électrons et ݅ ൌ ݄ pour les trous		).	݉௜ est la 

masse efficace dans le puits quantique, 	ܮ௪		est la largeur du puits, F est le champ électrique, et T 

est la température. Le paramètre ܪ௜ሺܨሻ	est dépend à la  hauteur de la barrière, est simplement 

donné par :   

ሻܨ௜ሺܪ                                                 ൌ ܳ௜∆ܧ௚ െ ௜ܧ
ሺ௡ሻ െ

|௘|ி௅ೢ
ଶ

																										                           (I.63) 

Dans cette relation ܳ௜ ൌ 	ܳ௘, ܳ௛ est le rapport de conduction à la bande de valence 

discontinuités,ሺܳ௘ ൅ ܳ௛ ൌ 1ሻ. ∆ܧ௚	 est la différence entre les bandes interdites des matériaux de 

barrière et de puits, et ܧ௜
ሺ௡ሻ	est l'énergie de sous-bande. Sachant  que le taux d'émission d’électrons 

et des trous  est très différent. Dans le système GaAs-AlGaAs où	ܳ௘ ൌ 0.65,  les trous peuvent 

être émis sensiblement plus vite que les électrons, en raison de la plus petite hauteur de la barrière. 

Suite à l'analyse de Larsson et al. [40], le taux de transition par effet tunnel est donné par :  

                                             
ଵ

ሺఛ೅ሻ೔
ൌ ௡԰గ

ଶ௅ೢ
మ ௠೔

݌ݔ݁ െ ቎
ଶ௅್௠್ටଶு೔

ᇲሺிሻ

԰
቏	                                               (I.64) 

où	Lୠ est l'épaisseur de la barrière et  mୠ est la masse efficace dans la barrière. En première 

approximation, H୧
′ሺFሻ	serait le même que  H୧ሺFሻ, uniquement ܮ௪	 est remplacé par ሺܮ௪	 ൅    .ሻ	௕ܮ
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I.10.5. Définition du facteur de confinement 

Le facteur de confinement ou de recouvrement Γ d’un guide est  le rapport de l’intensité du mode 

contenue dans la zone active à  l’intensité du mode dans toute  la structure  et défini comme suit :    

                                                           Γ ൌ
׬ |ாሺ௫ሻ|
೏
బ

మ
ௗ௫

׬ |ாሺ௫ሻ|మௗ௫
శ∞
ష∞

				                                                             (I.65) 

où d étant l’épaisseur du puits où le lieu  de l’émission stimulée et |ܧሺݔሻ| est le module de vecteur 

de champ électrique du mode optique dans la cavité. 

Dans les lasers semi-conducteurs, on s’intéresse principalement au recouvrement des modes 

guidés avec la zone de gain (puits, zone active), qui est souvent une partie du cœur du guide. En 

augmentant le facteur de recouvrement du mode avec à la région dans laquelle la lumière est 

amplifiée, le gain modal du laser augmente et on peut ainsi diminuer son courant de seuil.  

I.10.6. Influence du champ électrique sur  La demi- largeur à mi-hauteur 

La demi-largeur à mi-hauteur (HWHM) dépend de champ électrique et la largeur de puits 

quantique par la relation suivante [41]. 

γሺܮ௪, ሻܧ ൌ 8,459 െ 0,511ሺܮ௪ሻ ൅ 0,018ሺܮ௪ሻଶ ൅ 4 ∗ 10ିଷሺܧሻ ൅ 1,64 ∗ 10ିସሺܧሻଶ െ 4,13 ∗

10ି଻ሺܧሻଷ									                                                                                                                          (I.66) 

où 	γ est en meV, ܮ௪ est la  largeur en  ݊݉	et ܧ est un champ électrique en kV/cm.  

I.10.7. La population thermique  

 La population thermique de l'état inférieur d’émission laser 		nଶ
୲୦ୣ୰୫  est un autre terme important 

dans l'expression de la densité  de courant de seuil. Comme montré schématiquement dans la 

figure.I.16. Cette population provient de porteurs excités thermiquement dans la région injectrice à 

l’état inférieur de l’émission. La population		nଶ
୲୦ୣ୰୫ doit être dédommagée par la même population 

de l'état supérieure pour accomplir la transparence, généralement on considère  l’effet de 

population thermique est négligeable. Dans un modèle simplifié, la population thermique peut être 

se rapprochée par un terme de l'activation thermique simple à une température électronique.  
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                                                      		nଶ
୲୦ୣ୰୫ ൌ nୱ	exp	ሺെ

∆౟౤ౠ
୩୘
ሻ                                                 (I.67)          

 où nୱ	est la densité surfacique de l’injecteur, et  ∆୧୬୨   est  la différence d'énergie entre l'état 

inférieur et le potentiel chimique de l'injecteur.  

I.10.8. Equations du bilan  

Les équations de bilan sont des équations différentielles d’une méthode phénoménologique pour 

décrire des dispositifs laser à partir desquels des paramètres de performance importants (par 

exemple l’inversion de population, densité de courant de seuil, puissance de sortie, etc.). Avant de 

discuter directement aux équations de bilan pour les lasers à cascade quantique, il est important de 

reconnaître certaines de leurs propriétés uniques. Ces propriétés s'étendent du fait que les lasers à 

cascade quantique ont plusieurs régions de gain dans l'injecteur où le cœur de laser à cascade 

quantique, tel que chaque période individuelle peut avoir ses propres propriétés locales d'intensité 

de champ de photons et de température, chaque période est caractérisé par des émissions 

individuellement personnalisées [42] et les profils de dopage [43] qui peuvent être traités en 

conséquence par les équations de bilan. Dans la discussion qui suit, nous nous limitons au cas où 

la conception de périodes de LCQ individuelles est identique. Dans ce cas, on considère les 

équations de bilan dans une seule période de la structure. 

Le système laser à trois niveaux était basé sur un système d'équations basé aux taux de relaxations, 

utilisé pour décrire la dynamique des porteurs et le nombre de photons dans la cavité laser, pour 

un laser à cascade quantique LCQ à trois niveaux, où l'émission spontanée peut être négligée [44], 

on peut écrire : 

																												ୢ୒య
ୢ୲

ൌ ηWL ୎

ୣ
െ ୒య

τయ
െ Γ

େᇲσయమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦                                                                (I.67.a)                      

																											ୢ୒మ
ୢ୲

ൌ ሺ1 െ ηሻWL ୎

ୣ
൅ Γ

େ′σయమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦ െ
୒మ
τమభ
		൅ ୒య

தయమ
					                                        (I.67.b)          

																											
ୢ୒౦౞
ୢ୲

ൌ NΓ େ
ᇲ஢యమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦ െ
୒౦౞
த౦

                                                                          (I.67.c)                     
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où N୧ est un nombre d'électrons au niveau i, N୮୦ est le nombre de photons, (1-η) j et ηJ sont la 

densité de courant injectée dans le niveau laser inférieur et supérieur respectivement, η est le 

rendement d'injection, L et W sont la longueur et largeur de la cavité respectivement, V est le 

volume de la cavité est déterminé par ܸ ൌ NWLL୮ où L୮ est la longueur d'une période de la 

structure laser en cascade, alors que N est le nombre de périodes, e est la charge 

électronique,	τଷ,	τଶ sont les durées de vie électronique dans les niveaux n = 3 et n = 2 

respectivement, τଶଵ,	τଷଶ est le temps de diffusion des électrons entre les états du système, Γ est le 

facteur de confinement, τ୮ représente la durée de vie des photons dans la cavité τ୮
ିଵ ൌ

c′ሺα୵ ൅ α୫ሻ, où c′ ൌ c/nୣ୤୤  représente la vitesse de la lumière dans la structure,	c est la vitesse de 

la lumière dans le vide , (nୣ୤୤ est l'indice de réfraction de la structure), α୵ est les pertes du guide 

d'ondes, tandis que		α୫ est les pertes de miroirs déterminées par α୫ ൌ െln	ሺRଵRଶ/2Lሻ  où Rଵ et 

Rଶ sont les coefficients de réflexion des facettes 1 et 2 respectivement,  et σଷଶ la section 

d'émission  stimulée est donnée par : 

                                                σଷଶ ൌ
4πeଶzଷଶ

ଶ

ε଴nୣ୤୤λሺ2γଷଶሺTሻሻ
൘                                                (I.68)  

où zଷଶ est l'élément de transition dipolaire optique, λ est la longueur d'onde LCQ, ߝ଴ est la 

permittivité électrique de l'espace libre, T est la température absolue, 2γଷଶሺTሻ est la largeur totale 

à mi-hauteur FWHM, sa dépendance en température est donnée par : 

       

                    
																γଷଶሺTሻ

γଷଶሺ77ሻ
൘ ൌ

2n୯ሺTሻ ൅ 1
2n୯ሺTሻ ൅ 1൘ 	                                             (I.69) 

 
où n୯ሺTሻ: la population de phonons est déterminée par la distribution de Bose Einstein: 

                                                   n୯ሺTሻ ൌ
ଵ

ୣ୶୮ቀ
԰ωైో
ౡ౐

ቁିଵ
                                                          (I.70) 
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où ԰ω୐୓ est l'énergie du phonon optique longitudinal.

 

                               Figure I. 15 : Représentation d’un laser à trois niveaux. 

 

I.10.9. Modèle simple de LCQ à trois niveaux   

Dans chaque système physique plusieurs paramètres sont pris en compte et doivent être optimisés 

en même temps. Dans le laser à cascade quantique, J.Faist et al. En se basant sur une vision simple 

du laser mettent en avant quelques paramètres les plus pertinents pour l’optimisation de la zone 

active. Dans le laser dont un  milieu à trois niveaux  d’énergies comme le montre la figure. I.16, 

où les paramètres nécessaires pour décrire ce modèle, sont schématisés. 

 Les électrons sont injectés sur l’état 3 avec un taux égal à ηWL ୎

ୣ
, ils peuvent ensuite diffuser vers 

l’état bas n = 2 avec un temps	߬ଷଶ, vers l’état n = 1 avec un temps de ߬ଷଵ, comme un certains 

électrons peuvent être perdus par un processus quelconque caractérisé par un temps τୣୱୡ donné par 

la relation suivante [45].  

                                             τୣୱୡ ൌ ቀଶπ୫
∗୐౰మ

୏୘
ቁ exp ቀ∆୉౗ౙ౪

୏୘
ቁ                                                         (I.71)          

où ∆Eୟୡ୲ est l'énergie d'activation, m∗ est la masse effective pour l'électron dans le puits, ܮ௭ est 

l'étendue approximative de la fonction d'onde d'état n = 3 et ݇ la constante de Boltzmann. 

Le temps de vie de l’état haut va s’écrire dans ce cas comme 		τଷ
ିଵ ൌ τଷଵ

ିଵ ൅ τଷଶ
ିଵ ൅ τୣୱୡ

ିଵ . 
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Les électrons peuvent aussi être activés thermiquement sur l’état 2 du laser. La population 

thermique de l’état bas s’écrira dans le modèle simple de Boltzmann par: 

                                                 ݊ଶ
௧௛௘௥௠ ൌ ݊௦	݁݌ݔ	ሺെ

∆೔೙ೕ
௞்
ሻ                                                       (I.72)          

où ∆௜௡௝est la différence d’énergie entre l’état d’injecteur g et celle de l’état bas du laser n = 2,	ܶ 

est la température, ݊௦ est la densité surfacique d’électrons de l’injecteur exprimer par (cm-2). Dans 

ce cas, les équations bilan qui gèrent le système sont les suivantes : 

 

                   Figure I. 16: Modèle de laser à trois niveaux avec population thermique. 

                                  
ୢ୒య
ୢ୲

ൌ ηWL ୎

ୣ
െ ୒య

τయ
െ Γ

େᇲσయమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦                                                        (I.73.a)          

                       												ୢ୒మ
ୢ୲

ൌ ሺ1 െ ηሻWL ୎

ୣ
൅ Γ

େ′σయమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦ െ
୒మି୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣ

τమభ
		൅ ୒య

தయమ
					                (I.73.b)          

                   
ୢ୒౦౞
ୢ୲

ൌ NΓ େ
ᇲ஢యమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦ െ
୒౦౞
த౦

                                                                  (I.73.c)         

Dans un régime stationnaire, les dérivées temporelles sont nulles, en conséquence ces équations 

représentent un système des équations des inconnus		Nଵ,	Nଶ et Nଷ, qui sont exprimés par : 

                          Nଷ ൌ ቀΓ
େᇲσయమ
୚

N୮୦ ൅
ఎ

τమభ
ቁ߱ܮ

௃

௘
൅ Γ

େᇲσయమ
୚

N୮୦
୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣ

τమభ
/∆                                 (I.74)           

              Nଶ ൌ ቀΓ
େᇲσయమ
୚

N୮୦ ൅
ఎ

τయమ
െ

ఎ

τయ
൅

ଵ

τయ
ቁ߱ܮ

௃

௘
൅ ቀΓ

େᇲσయమ
୚

N୮୦ ൅
ଵ

τయ
ቁ୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣ

τమభ
/∆                      (I.75)  

Avec :  
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                                  ∆ൌ ቂ ଵ

τయτమభ
൅ Γ

େᇲσయమ
୚

N୮୦ ቀ
ଵ

τమభ
െ ଵ

τయ
൅ ଵ

τయ
ቁቃ                                               (I.76)  

L’inversion de la population ∆N ൌ Nଷ െ Nଶ s’écrit sous la forme : 

                                   ∆N ൌ ൤ቀ ఎ

τమభ
െ

ఎ

τయమ
െ

ଵ

τయ
൅

ఎ

τయ
ቁ߱ܮ

௃

௘
െ

୛୐୬మ
౪౞౛౨ౣ

τయτమభ
൨ /∆                                           (I.77)   

On peut écrire la dernière équation sous la forme :                                                                                                

                          ∆NሺTሻ ൌ
ቆቀଵିಜమభሺ౐ሻ

ಜయమሺ౐ሻ
ቁ஗ିሺଵି஗ሻಜమభሺ౐ሻ

ಜయሺ౐ሻ
ቇதయሺ୘ሻ୛୐ె

౛
ି୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣ	

ଵା
ొ౦౞

ొ౦౞,,౩౗౪ሺ౐ሻ

                                   (I.78) 

N୮୦,ୱୟ୲ሺTሻ: représente le nombre de photons de saturation est donné par la relation suivante [44]:   

                                			N୮୦,ୱୟ୲ሺTሻ ൌ
୚

Γୡᇲ஢యమ൬ଵା
ಜమభሺ౐ሻ
ಜయభሺ౐ሻ

ାಜమభሺ౐ሻ
ಜ౪౞

൰தయሺ୘ሻ
                                               (I.79)  

La relation de la densité de courant de seuil peut être déterminée par la relation suivante [46] :                           

                                                ∆N୲୦ୀV/NΓc′σଷଶτ୮                                                                (I.80)  

où ΔN୲୦est obtenu en mettant N୮୦ égal à zéro et en remplaçant J par j୲୦ dans l'équation. (I.78) 

nous obtenons la relation suivante:  

             			J୲୦ ൌ
ଵ

ቆቀଵିಜమభሺ౐ሻ
ಜయమሺ౐ሻ

ቁ஗ିሺଵି஗ሻಜమభሺ౐ሻ
ಜయሺ౐ሻ

ቇதయሺ୘ሻ
ቂகబ୬౛౜౜஛୐ౌଶஓయమ

ሺ஑౭ା஑ౣሻ

ସ஠ୣ୸యమ
మ ୻

൅ enଶ
୲୦ୣ୰୫ቃ                      (I.81) 

 Cette relation représente l’expression de la densité de courant de seuil pour le fonctionnement du 

laser à cascade quantique. 

I.10.10. Le comportement thermique de laser à cascade quantique[47] 

Dans les LCQ émettant dans l’infrarouge moyen, le niveau laser bas (niveau 2), est dépeuplé vers 

le niveau fondamental (niveau 1) via des transitions non radiatives qui sont favorisées par la 

résonance entre l’énergie de la transition E2-E1 et l’énergie ћωLO du phonon optique longitudinal 

LO,  le temps de relaxation τଶଵሺTሻ   entre le niveau 2 et 1 en fonction de la température est donné 

par  cette expression [47]: 

                                                      τଶଵሺTሻ ൌ τଶଵ
ୡ ଵା୬౧ሺ଻଻ሻ

ଵାଶ୬౧ሺ୘ሻ
                                                        (I.82)           
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Pour la transition 3 vers 2, le temps de relaxation τଷଶሺTሻ  est donné par : 

                                                      τଷଶሺTሻ ൌ τଷଶ
ୡ ଵାଶ୬౧ሺ଻଻ሻ

ଵାଶ୬౧ሺ୘ሻ
                                                       (I.83)  

Comme le cas précédent,  le temps de relaxation  τଷଵሺTሻ est donné par :  

                                                        τଷଵሺTሻ ൌ τଷଵ
ୡ ଵାଶ୬౧ሺ଻଻ሻ

ଵାଶ୬౧ሺ୘ሻ
                                                     (I.84) 

où  τଶଵ
ୡ  , τଷଶ

ୡ   et τଷଵ
ୡ   sont les temps de transitions  calculés  à basse température		ሺT ൌ 77K). 

Remarque : la séparation énergétique entre le niveau laser 2 et le niveau fondamental  est d’ordre 

d’énergie du phonon optique longitudinal LO, tandis que la séparation énergétique entre le niveau 

laser 3 et le niveau fondamental  est plus grande que l’énergie du phonon LO. 

 

Conclusion   

Ce chapitre de thèse porte sur l’étude des transitions intersousbandes dans les puits quantiques.  

Nous avons présenté  quelques explications  pour montrer que le laser à cascade quantique est un 

laser à semi-conducteur constitué par hétéro structure à multipuits quantiques polarisé sous un 

champ électrique uniforme.    
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II.I Introduction  

Dans l'approximation de la masse effective, la solution exacte de l'équation de Schrödinger par 

les fonctions d'Airy est bien connue, et constitue la méthode la plus précise pour calculer le 

coefficient de transmission des tunnels dans des super-réseaux à polarisation électrique 

variable. Cette solution exclue les effets des interactions électron-phonon et l’interaction 

Coulombienne [48-53]. Pour les structures à barrières multiples, cette approche est mise en 

œuvre en utilisant la méthode de la matrice de transfert sous la forme initialement développée 

pour les potentiels linéaires [54]. Cette méthode a l'avantage de fournir simultanément les 

énergies des états quasi-liés avec le coefficient de transmission.  La théorie du tunnelage 

résonant dans les hétéro-structures multi-barrières a fait l'objet d'une étude récente [55], où la 

solution des fonctions d'Airy a été utilisée pour étudier le coefficient de transmission des 

énergies positives et négatives [22].   

L'élément clé pour trouver ces niveaux d'énergie est de résoudre l'équation de Schrödinger pour 

un électron dans la bande de conduction du super-réseau. Et pour cela il existe de nombreuses 

méthodes comme les méthodes de Runge-kutta, les méthodes des éléments finis, les méthodes 

de Monte Carlo, potentiel multi-étapes, méthodes spectrales, méthode d'interface immergée, ... 

[56-70]. Dans certains cas, la méthode de la matrice de transfert est utilisée avec les méthodes 

précédentes pour trouver le coefficient de transmission qui quantifie la tunnellisation des 

électrons à travers les différentes barrières du super-réseau. Dans ce travail, nous utilisons la 

méthode de la matrice de transfert pour calculer le coefficient de transmission du transport 

électronique dans un super-réseau formé d'une alternance de couches de deux matériaux 

différents, et nous l'utilisons pour extraire des informations sur les niveaux d'énergie de 

résonance décrites dans [22]. Cette méthode est basée sur la solution analytique de l'équation de 

Schrödinger, où les fonctions d'Airy [71,72] apparaissent en raison de la présence de champ 

électrique externe. Ce dernier est considéré comme constant dans chaque couche du super-

réseau mais pas nécessairement égal dans les différentes couches. En particulier, nous 
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considérons un champ électrique constant dans toutes les couches de structure, puis nous 

cherchons les paramètres appropriés pour avoir un effet tunnel résonnant. 

II.2. Effet tunnel résonant 

L’effet tunnel est un phénomène qui intervient en physique quantique et est généralement décrit 

comme la capacité d’une particule quantique à traverser une barrière d’énergie même si son 

énergie est inférieure à celle de barrière. L’effet tunnel a fait l'objet de nombreuses études, aussi 

bien théoriques qu’expérimentales [73-74]. Il traduit  la probabilité pour une particule 

élémentaire de traverser une barrière de potentiel, à lors que ceci reste impossible en mécanique 

classique. L'effet tunnel est décrit par le coefficient de réflexion R qui désigne la probabilité de 

la particule quantique d'être réfléchie par la barrière de potentiel ou par le coefficient de 

transmission T qui représente la probabilité d’une particule d'être transmise à travers une 

barrière quantique. Sachant que  la somme de transmission T et de réflexion R est égale à 

l'unité. On peut noter que l'effet tunnel résonant joue un rôle important dans le fonctionnement 

de laser à cacade quantique. 

 

 

 

 

 

Figure II.1: Représentation schématique de la fonction d’onde d’un électron traversant  une 
barrière de potentiel par effet tunnel. 

 
II.3. Fabrication des composants à super-réseau 

L'épitaxie est une technique expérimentale qui permet la fabrication de très fines couches 

(quelques nanomètres) de super-réseau  en déposant les matériaux les uns sur les autres. En 

effet, l'empilement périodique des atomes d'un monocristal (substrat) permet de faire croître sur 

ce substrat. Dans le cas de déposition  de différentes matériaux  (d'hétéro-épitaxie), il existe 

V(x) 

V0

(II)(I)  (III)
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différentes techniques d'épitaxie, où l'épitaxie par jet moléculaire (Molecular Beam Epitaxy 

MBE en anglais) [75] est la plus utilisée et qui permet de déposer des couches atomique les 

unes sur les autres et ainsi de contrôler très précisément (au nanomètre près) l'épaisseur de la 

structure créée. Le substrat est déposé dans une chambre à très faible pression (dans le but 

d'augmenter le libre parcours moyen des atomes). Les matériaux  sont déposés par transport 

thermique sur la surface du substrat, plus froide mais de température quand même assez élevée 

pour permettre le déplacement et le réarrangement des atomes. 

II.4. Equation de Schrödinger pour une hétéro-structure libre 

Le présent chapitre traite les solutions de l’équation de Schrödinger dans les puits quantiques  

par la méthode  de  matrice de transfert. 

II.4.1. L’équation de Schrödinger  indépendante du temps : 

Schrödinger  en 1926 a montré que l’énergie et  la fonction d’onde  sont des solutions aux 

dérivées partielles de deuxième ordre d’une équation différentielle. Cette équation différentielle 

est  la base de la mécanique quantique décrivant l’évolution de l’état quantique	ψ d’un système 

et elle prend la forme suivante : 

                                           	Hψሺxሻ ൌ 	Eψሺxሻ                                                                               (II.1) 

                                    െ ԰మ

ଶ୫౛
∗ Δψሺxሻ ൅ Vሺxሻψሺxሻ ൌ Eψሺxሻ                                                             (II.2) 

H : Hamiltonien	 du	 système (associé à l’énergie totale du système considéré), il est donné 

par : 

																																																							Hൌ	െ ԰మ

ଶ୫౛
∗ Δ	൅	V																																																																														(II.3) 

   Δ	 :  C’est le  Laplatien   

 mୣ
∗	:   La masse effective de l’électron  

 E   :    L’énergie  totale  de l’électron (énergie cinétique + énergie potenielle) 

 Ψ   :   La fonction d’onde   

 ԰ ൌ ୦

ଶ஠
    Avec h la constante de Planck  
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II.4.2. Résolution de l'équation de Schrödinger dans un puits quantique  en absence d’un 

champ  électrique extérieur  

Différentes méthodes existent pour résoudre l'équation de Schrödinger à une dimension. Le 

choix d'une méthode numérique ou analytique particulière repose généralement sur la forme du 

potentiel,  la fonction d'onde et le spectre d’énergie recherchée. En pratique, il existe deux types 

d'états quantiques différents : les états liés où les énergies sont considérées inférieures à la 

hauteur des barrières (bound states) et les états de diffusion libres ou quasi-libres (scattering 

states) où les énergies sont considérées supérieures  à la hauteur des barrières. Les états liés 

correspondent à une quantification de l'énergie. Les deux types d'états sont déterminés par le 

signe de l’énergie fournie par la solution de l'équation de Schrödinger : une énergie négative 

(états liés) et une énergie positive (états quasi-libres). 

II.4.2.1. Méthode de matrice de transfert : 

 La méthode de la matrice de transfert (MMT) [76] est utilisée pour déterminer les amplitudes 

des fonctions enveloppes dans une structure super-réseau. Cette méthode  est également un  

modèle  théorique permettant de décrire quantitativement  le  phénomène d'effet tunnel 

résonnant à travers un seul puits quantique ou super- réseau (Tsu R.-1973) [77].  Un électron de 

vecteur d’onde k୸  traversant les barrières par effet tunnel suivant l’axe z, son mouvement est 

décrit par l'équation de Schrödinger :  

                                  ቂെ	 ћమୢమ

ଶ୫	ୢ୞మ
൅ 	VሺZሻ െ Eቃᴪ	ሺZሻ ൌ 	0                                                     (II.4) 

V(z) est l'énergie potentielle. Elle prend la valeur  V0 dans les régions des barrières et nul dans 

les puits.  La solution générale de l'équation est de la forme : 

                                          ᴪ	ሺZሻ ൌ A	eі୩౰୸ ൅ Beିі୩౰୸                                                           (II.5) 

Avec :   

                                                             k୸ଶ ൌ
ଶ୫ሺ୉ି୚ሻ

ћమ		
		                                                       (II.6) 
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De plus, nous avons identifié les deux  cas suivants [78]: 

 Lorsque E୸ est supérieure à V0 on a	݇௭ଶ  positif de sorte que k୸ est réel, et donc la 

fonction d'onde est une onde plane. 

 Lorsque  E୸ est inférieure à V0 on a ݇௭ଶ négatif de sorte que k୸ est imaginaire, et donc la 

fonction d'onde est une exponentielle croissante ou décroissante. 

 Les constantes d'intégration A et B sont déterminées par les conditions habituelles de continuité 

de la fonction d'onde et du courant de probabilité aux interfaces. 

 Nous considérons le super-réseau représenté sur la figure (II.2). 

 

 

 

 

 

Figure II.2 : Diagramme de profil du potentiel dans un super-réseau non polarisé. 

 

En notant par mj la masse effective de l’électron dans chaque région, et en appliquant les 

conditions aux interfaces (continuité de la fonction d'onde ߖ et du courant de 

probabilité	ሺ1 ݉⁄ ሻሺ݀ߖᇱ/݀ݔሻሻ, on obtient : 

                                      				ψ଴ሺxଵሻ ൌ ψଵሺxଵሻ                                                                               (II.7)         

                                    
ଵ

୫బ

ୢψబሺ୶భሻ

ୢ୶
ൌ 					 ଵ

୫భ

ୢψభሺ୶భሻ

ୢ୶
                                                                    (II.8) 

Au niveau de la première interface, ces conditions donnent la relation matricielle [79]. 

                                               ൜
A଴
B଴
ൠ ൌ Mଵ ൜

Aଵ
Bଵ
ൠ                                                                  (II.9) 

J=2N 

Xx2N-1x1 

J=2N-1 J=0 

V 

x2  x3 

∆

J=2 J=1 
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où Mଵ est une la matrice de transfert son expression  est donnée par : 

           Mଵ ൌ 	
ଵ

ଶ
ቐ
ቀ1 ൅ ୏మ	୫భ

୏భ୫మ
ቁ eіሺ୩మି୩భሻ୸భ ቀ1 െ ୏మ	୫భ

୏భ୫మ
ቁ eିіሺ୩మି୩భሻ୸భ

ቀ1 െ ୏మ	୫భ

୏భ୫మ
ቁ eіሺ୩మା୩భሻ୸భ ቀ1 ൅ ୏మ	୫భ

୏భ୫మ
ቁ eିіሺ୩మି୩భሻ୸భ

ቑ                              (II.10) 

 En appliquant les conditions de continuités dans l’interface entre la région j et la région j+1  

                                                    ൜
A୨
B୨
ൠ ൌ M୨ 	൜

A୨ାଵ
B୨ାଵ

ൠ                                                           (II.11) 

où		M୎  est une matrice de dimension  2 x 2   

               M୨ ൌ 	
ଵ

ଶ
൞
൬1 ൅

୏ౠశభ	୫ౠ

୏ౠ୫ౠశభ
൰ eіሺ୩ౠశభି୩ౠሻ୸ౠ ൬1 െ

୏ౠశభ	୫ౠ

୏ౠ୫ౠశభ
൰ eିіሺ୩ౠశభା୩ౠሻ୸ౠ

൬1 െ
୏ౠశభ	୫ౠ

୏ౠ୫ౠశభ
൰ eіሺ୩ౠశభା୩ౠሻ୸ౠ ൬1 ൅

୏ౠశభ	୫ౠ

୏ౠ୫ౠశభ
൰ eିіሺ୩ౠశభି୩ౠሻ୸ౠ

ൢ                     (II.12) 

où  K୨  est donné par : 

                                                 K୨ ൌ
ଵ

ћඥ2mሺE୞ െ V୨ሻ                                                        (II.13) 

On peut  définir  la  relation reliant les amplitudes (A଴ ,	B଴) et (Aଶ୒ ,	Bଶ୒)   par  la matrice de 

transfert totale comme suit : 

                                      ൤
A଴
B଴
൨ ൌ MଵMଶMଷ …… .Mଶ୒ିଵ	Mଶ୒ ൤

Aଶ୒
Bଶ୒

൨                                    (II.14) 

                                                          ൜
A଴
B଴
ൠ ൌ M ൜

Aଶ୒
Bଶ୒

ൠ                                                         (II.15) 

 La matrice de transfert totale M est donnée par : 

                                     M ൌ MଵMଶMଷ …… .Mଶ୒ିଵ	Mଶ୒ ൌ ∏ M୨
ଶ୒
୨ୀଵ                                   (II.16) 

Donc, on peut calculer le coefficient de transmission dans une structure donnée. 

II.4.2.2. Détermination les amplitudes des fonctions enveloppes dans une structure à triple 

barrières quantiques  

     Nous allons étudier une structure à trois puits quantiques formée par une succession alternée 

de sept couches  semiconductrices d’interfaces en x=0, a,b,c,d,e  représentée par la figure (II.3). 
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Figure II.3 : Structure à triple barrières quantiques. 

L’équation de Schrödinger dans les régions de puits de la figure (II.3) s'écrit pour j= {1, 3, 5,7}: 

௝ߖ	                                                    
ᇱᇱሺݔሻ ൅ ݇ଶߖ௝ሺݔሻ ൌ 0                                                   (II.17) 

dont la  solution est de la forme:          

ሻݔ௝ሺߖ                                                    ൌ ௝݁௜௞௫ܣ ൅ ௝݁ି௜௞௫ܤ                                                                       (II.18) 

L’équation de Schrödinger dans les régions de barrière s'écrit pour j= {2, 4,6}: 

௝ߖ                                                     
ᇱᇱሺݔሻെƍଶߖ௝ሺݔሻ ൌ 0                                                     (II.19) 

dont la   solution est de la forme:                                    

ሻݔ௝ሺߖ                                                     ൌ ௝݁ƍ௫ܥ ൅  ௝݁ିƍ௫                                                (II.20)ܦ

où   ܣ௝ ,  ܤ௝ ,	ܥ௝ et  ܦ௝sont des constantes complexes qui représentent les amplitudes des 

fonctions enveloppes.  

Les conditions de continuité  aux limites de Ben Daniel-Duke et  G. Bastard [80,81] .  

La continuité de	ߖሺݔሻ	݁ݐ	ߖᇱሺݔሻ	 nous permet l'écriture: 

- A l’interface   ݔ ൌ 0. 

ଵܤଵ൅ܣ                                                          ൌ  ଶ                                                      (II.21)ܤଶ൅ܣ	

                                                                        
௜௞

௠భ
ሺܣଵെܤଵሻ ൌ 	

ƍ

	௠మ
	ሺܣଶെܤଶሻ                                             (II.22) 

Dont  l’écriture matricielle suivante :  

                                        ቆ
1 1
௜௞

௠భ
െ ௜௞

௠భ

ቇ ቀ஺భ஻భቁ ൌ ቆ
1 1
ƍ

௠మ
െ ƍ

௠మ

ቇ ቀ஺మ஻మቁ                                                         (II.23)                               

On déduit l’expression suivante :   

                                                      ଵܹ ቀ
஺భ
஻భ
ቁ ൌ ଶܹ ቀ

஺మ
஻మ
ቁ                                                                                   (II.24) 

Avec :                                           ଵܹ ൌ ቆ
1 1
௜௞

௠భ
െ ௜௞

௠భ

ቇ                                                        (II.25) 
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  et       

                                                        ଶܹ ൌ ቆ
1 1
ƍ

௠మ
െ ƍ

௠మ

ቇ                                                       (II.26)                         

A l’interface  ݔ ൌ ܽ	. 

݁ƍ௔	ଶܣ                                            ൅ ଶ݁ିƍ௔ܤ ൌ ଷ݁௜௞௔ܣ ൅ ଷ݁ି௜௞௔ܤ                                                 (II.27) 

                                
ƍ

௠మ	
	ሺܣଶ	݁ƍ௔െܤଶ	݁ିƍ௔ሻ ൌ

௜௞

௠భ
		൫ܣଷ		݁௜௞௔	െܤଷ	݁ି௜௞௔൯                            (II.28)       

On trouve l’expression suivante :                                                                                              

                          ቆ
݁ƍ௔ ݁ିƍ௔

ƍ

௠మ
	݁ƍ௔ 		 െ ƍ

௠మ

݁ିƍ௔ቇ ቀ஺మ஻మቁ ൌ ቆ
݁௜௞௔ ݁ି௜௞௔
௜௞

௠భ
݁௜௞௔ െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞௔ቇ ቀ

஺య
஻య
ቁ 

( II.29) 

L’expression matricielle s’écrit : 

                                                          ଷܹ ቀ
஺మ
஻మ
ቁ 	ൌ ସܹ ቀ

஺య
஻య
ቁ                                                                               (II.30) 

  Avec :                                       ଷܹ ൌ ቆ
݁ƍ௔ ݁ିƍ௔

ƍ

௠మ
	݁ƍ௔			 െ ƍ

௠మ

݁ିƍ௔ቇ                                          (II. 31)   

 et                                                ସܹ ൌ ቆ
݁௜௞௔ ݁ି௜௞௔
௜௞

௠భ
݁௜௞௔ െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞௔ቇ                                          (II. 32)                 

A l’interface  ݔ ൌ ܾ 

ଷ݁ି௜௞௕ܤ݁௜௞௕൅		ଷܣ                                              ൌ ସ݁ƍ௕ܣ ൅  ସ݁ିƍ௕                                     (II.33)ܤ

                                    
௜௞

௠భ
ሺܣଷ	݁௜௞௕ 	െ ݁ି௜௞௕ሻ	ଷܤ ൌ 	

ƍ

௠మ
	ሺܣସ݁ƍ௕െܤସ		݁ିƍ௕	ሻ                        (II.34) 

L’expression suivante est obtenue :   

                              ቆ
݁௜௞௕ ݁ି௜௞௕
௜௞

௠భ
݁௜௞௕ െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞௕	ቇ ቀ

஺య
஻య
ቁ 	ൌ ቆ

݁ƍ௕ ݁ିƍ௕
ƍ

௠మ
	݁ƍ௕ െ ƍ

௠మ
݁ିƍ௕ቇ ቀ

஺ర
஻ర
ቁ                        (II.35) 

Dont  l’expression matricielle est de la forme suivante: 

                                                                                          ହܹ ቀ
஺య
஻య
ቁ ൌ ଺ܹ ቀ

஺ర
஻ర
ቁ                                                                             (II.36)  
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avec :                                        ହܹ ൌ ቆ
݁௜௞௕ ݁ି௜௞௕
௜௞

௠భ
݁௜௞௕ െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞௕	ቇ                                            (II.37)  

 et                                              ଺ܹ ൌ ቆ
݁ƍ௕ ݁ିƍ௕
ƍ

௠మ
	݁ƍ௕ െ ƍ

௠మ
݁ିƍ௕ቇ                                              (II.38)       

 A l’interface  ݔ ൌ ܿ. 

ସ݁ƍ௖ܣ                                              ൅ ସ݁ିƍ௖ܤ ൌ ହ݁ି௜௞௖ܤ݁௜௞௖൅		ହܣ                                            (II.39) 

                                   
ƍ

௠మ	
ሺܣସ	݁ƍ௖െܤସ		݁ିƍ௖ሻ ൌ

௜௞

௠భ
	൫ܣହ		݁௜௞௖ െ  ݁ି௜௞௖൯                          (II.40)	ହܤ

Qui sont peuvent être écrits sous la forme matricielle comme suit : 

                            ቆ
݁ƍ௖ ݁ିƍ௖
ƍ

௠మ
	݁ƍ௖ െ ƍ

௠మ
݁ିƍ௖ቇ ቀ

஺ర
஻ర
ቁ ൌ ቆ

݁௜௞௖ ݁ି௜௞௖
௜௞

௠భ
݁௜௞௖ െ ௜௞

௠భ
	݁ି௜௞௖ቇ ቀ

஻ఱ
஻ఱ
ቁ                    (II.41) 

et 

                                                         ଻ܹ ቀ
஺ర
஻ర
ቁ 	ൌ ଼ܹ ቀ

஺ఱ
஻ఱ
ቁ                                                                  (II.42)  

 Avec :                                        ଻ܹ ൌ ቆ
݁ƍ௖ ݁ିƍ௖
ƍ

௠మ
	݁ƍ௖ െ ƍ

௠మ
݁ିƍ௖ቇ                                             (II.43) 

   et                                             ଼ܹ ൌ ቆ
݁௜௞௖ ݁ି௜௞௖
௜௞

௠భ
݁௜௞௖ െ ௜௞

௠భ
	݁ି௜௞௖ቇ                                           (II.44)       

A l’interface  ݔ ൌ ݀ 

݁௜௞ௗ	ହܣ                                              ൅ ହ݁ି௜௞ௗܤ ൌ                                                       (II.45)		଺݁ିƍௗܤ଺݁ƍௗ൅ܣ

                                       
௜௞

௠భ
ሺܣହ	݁௜௞ௗെܤହ݁ି௜௞ௗሻ ൌ

ƍ

௠మ
ሺܣ଺݁ƍௗ െ  ሻ                         (II.46)		଺݁ିƍௗܤ

Avec : 

ቆ
݁௜௞ௗ ݁ି௜௞ௗ

௜௞

௠భ
			݁௜௞ௗ	 െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞ௗቇ ቀ

஺ఱ
஻ఱ
ቁ ൌ ቆ

݁ƍௗ ݁ିƍௗ
ƍ

௠మ
݁ƍௗ	 െ ƍ

௠మ
݁ିƍௗ		ቇ ቀ

஺ల
஻ల
ቁ                            (II.47) 

et  

                                                            ଽܹ ቀ
஺ఱ
஻ఱ
ቁ ൌ ଵܹ଴ 	ቀ

஺ల
஻ల
ቁ                                                                          (II.48) 
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   Avec                                       ଽܹ ൌ ቆ
݁௜௞ௗ ݁ି௜௞ௗ

௜௞

௠భ
			݁௜௞ௗ	 െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞ௗቇ                                         (II.49) 

   et                                             ଵܹ଴ ൌ ቆ
݁ƍௗ ݁ିƍௗ
ƍ

௠మ
݁ƍௗ	 െ ƍ

௠మ
݁ିƍௗ		ቇ                                           (II.50) 

A l’interface  ݔ ൌ ݁. 

଺݁ƍ௘ܣ                                                ൅ ଺݁ିƍ௘ܤ 	ൌ ଻݁௜௞௘ܣ ൅ ଻݁ି௜௞௘ܤ                                                     (II.51) 

                                          
ƍ

௠మ
	ሺܣ଺݁ƍ௘ െ ଺݁ିƍ௘ሻܤ ൌ

௜௞

௠భ
ሺܣ଻݁௜௞௘െܤ଻݁ି௜௞௘ሻ                         (II.52) 

Avec : 

                                    ቆ
݁ƍ௘ ݁ିƍ௘
ƍ

௠మ
݁ƍ௘ െ ƍ

௠మ
݁ିƍ௘ቇ ቀ

஺ల
஻ల
ቁ ൌ ቆ

݁௜௞௘ ݁ି௜௞௘
௜௞

௠భ
݁௜௞௘ െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞௘ቇ ቀ

஺ళ
஻ళ
ቁ                    (II.53) 

et 

                                                              ଵܹଵ ቀ
஺ల
஻ల
ቁ ൌ ଵܹଶ ቀ

஺ళ
஻ళ
ቁ                                              (II.54) 

Avec                                                ଵܹଵ ൌ ቆ
݁ƍ௘ ݁ିƍ௘
ƍ

௠మ
݁ƍ௘ െ ƍ

௠మ
݁ିƍ௘ቇ                                        (II.55)   

et                                                     ଵܹଶ ൌ ቆ
݁௜௞௘ ݁ି௜௞௘
௜௞

௠భ
݁௜௞௘ െ ௜௞

௠భ
݁ି௜௞௘ቇ                                      (II.56)                       

La relation entre les constantes	ܣଵ,ܤଵ, ܣ	଻	et ܤ଻		est donnée par : 

                                                                   ቀ஺భ஻భቁ ൌ ܯ ቀ஺ళ஻ళቁ                                                    (II.57) 

où ܯ est la matrice de transfert exprimée par la relation suivante : 

ܯ	 ൌ ଵܹ
ିଵ

ଶܹ ଷܹ
ିଵ

ସܹ ହܹ
ିଵ

଺ܹ ଻ܹ
ିଵ

଼ܹ ଽܹ
ିଵ

ଵܹ଴ܯଵଵ
ିଵ	 ଵܹଶ			  

                    (II.58)              

La solution doit être finie  dans tout l'espace, alors on doit avoir : 

lim௫→േஶ ߖ ሺݔሻ 	ൌ ଵܤ   ⇒       0	 ൌ ଻ܤ ൌ 0                                   

II.5. Résolution de l'équation de Schrödinger pour un potentiel linéaire 

Bien qu'un tel traité perturbatif puisse être adéquat pour des puits quantiques uniques, 

sa précision pour les systèmes de puits compliqués, peut-être multiples et discutable pour les 

champs élevés. La forme de  potentiel de champ est requis pour trouver une solution exacte et  
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complète (non parturbative) de l’équation de Schrödinger. Dans l’approximation   

de masse effictive, l'équation de Schrödinger dans un matériau particulier  

(région de masse constante), avec un champ électrique appliqué d’intensité F s’écrit: 

                                             
ି԰మ

ଶ௠∗

డమట

డ௭మ
൅ ሾܸሺݖሻ െ ሿ߰ݖܨ݁ ൌ  (II.60)                                              ߰ܧ

Cette nouvelle équation n'admet pas de solution standard de combinaisons linéaires des 

fonctions trigonométriques et exponentielles, et donc une approche différente est requise. 

La  réorganisation de l'équation (II.60) elle donne [59]: 

                                           
డమట

డ௭మ
െ ଶ௠∗

԰మ
ሾܸሺݖሻ െ ݖܨ݁ െ ሿ߰ܧ ൌ 0                                           (II.61) 

Puis en faisant les substitutions suivantes : 

ߙ                                                              ൌ ଶ௠∗

԰మ
ሾܸሺݖሻ െ  ሿ                                                             (II.62)ܧ

et 

ߚ                                                                  ൌ ଶ௠∗

԰మ
ሾെ݁ܨሿ                                                           (II.63) 

L’équation de Schrödinger (II.61) devient: 

                                                             
డమట

డ௭మ
െ ሺߙ ൅ ሻ߰ݖߚ ൌ 0                                                   (II.64) 

En considérant la substitution supplémentaire suivante : 

ݖ                                                                ′ ൌ ఈାఉ௭

ఊ
                                                               (II.65) 

où ߛ est une constante et  ݖ ′est une fonction linéaire du premier ordre de z, on a 

                                                     
பమநሺ୸ሻ

ப୸మ
ൌ பమநሺ୸ሻ

ப୸ᇲమ
ൈ ቀப୸

ᇲ

ப୸
ቁ
ଶ
                                                  (II.66) 

En utilisant la relation (II.65), on obtient : 

                                                        
	பమநሺ୸ሻ

ப୸మ
ൌ βమ

ఊమ
பమநሺ୸ሻ

ப୸ᇲమ
                                                          (II.67) 

La substitution dans l'équation (II.61)  nous donne:   
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βమ

			ఊమ
பమநሺ୸ሻ

ப୸ᇲమ
െ ݖߛ ′ψ ൌ 0                                                      (II.68) 

Si ߛଷ est égal à βଶ, alors la transformation complète est donnée par: 

ݖ                                            ′ ൌ ቀଶ௠భ

԰మ
ቁ
భ
య ቈ

௏ሺ௭ሻିா

ሺ௘ிሻ
మ
య
െ ሺ݁ܨሻ

భ
య	ݖ቉                                                (II.69) 

et l'équation de Schrödinger peut être écrite sous la forme: 

                                                      
பమந

ப୸ᇲమ
െ ݖ ′ψ ൌ 0                                                                (II.70) 

La raison d'une telle procédure est que l'équation (II.60) a une solution standard qui est une 

combinaison linéaire des fonctions d'Airy [82]. 

                                           ψሺz′ሻ ൌ A		Aiሺz′ሻ ൅ B	Biሺz′ሻ                                                     (II.71) 

où A et B sont des constantes, la solution complète (la fonction d’onde) dans une structure 

superréseau les constantes  A et B sont déterminées par les conditions aux limites de  Ben 

Daniel-Duke et G. Bastard [80,81], comme nous avons vu dans la section précédente. 

II.5.1. Quelques propriétés des fonctions Airy 

L’allure de fonction Airy [83] est illustrée  dans la figure suivante :  

 

 

Figure II.4: Allure de fonction Airy Ai(z). 
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La relation entre les fonctions airy et leurs dérivées est donnée par : 

ሻݔᇱሺ݅ܤሻݔሺ݅ܣ                                    െ ሻݔᇱሺ݅ܣሻݔሺ݅ܤ ൌ  (II.72)                                               ߨ/1

Pour les grandes valeurs de x (ݔ ≫ 0ሻ on peut faire les approximations suivantes : 

ሻݔሺ݅ܤ                                   ≅ ିߨ
భ
మ	ିݔ

భ
ర	݁݌ݔሺ2ݔ

య
మ/3ሻ                                                        (II.73) 

ሻݔᇱሺ݅ܤ                                  ≅ ିߨ
భ
మ	ݔ

భ
ర	݁݌ݔሺ2ݔ

య
మ/3ሻ                                                          (II.74)  

ሻݔሺ݅ܣ                                 ≅ ሺ4ߨሻି
భ
మ	ିݔ

భ
ర	݁݌ݔሺെ2ݔ

య
మ/3ሻ                                                   (II.75)   

ሻݔᇱሺ݅ܣ                                 ≅ െሺ4ߨሻି
భ
మ	ݔ

భ
ర	݁݌ݔሺെ2ݔ

య
మ/3ሻ                                                 (II.76)   

Pour les petites valeurs de x   ሺݔ ≪ 0ሻ on peut faire les approximations suivantes : 

ሻݔሺ݅ܤ                                 ≅ ሺߨሻି
భ
మ	ሺെݔሻି

భ
ర	ܿݏ݋ሺଶ

ሺି௫ሻ
య
మ

ଷ
൅ గ

ସ
ሻ                                             (II.77)   

ሻݔᇱሺ݅ܤ                                ≅ ሺߨሻି
భ
మ	ሺെݔሻ

భ
ర	݊݅ݏሺଶ

ሺି௫ሻ
య
మ

ଷ
൅ గ

ସ
ሻ                                               (II.78)   

ሻݔሺ݅ܣ                               ≅ ሺߨሻି
భ
మ	ሺെݔሻି

భ
ర	݊݅ݏሺଶ

ሺି௫ሻ
య
మ

ଷ
൅ గ

ସ
ሻ                                               (II.79)    

ሻݔᇱሺ݅ܣ                               ≅ െሺߨሻି
భ
మ	ሺെݔሻ

భ
ర	݊݅ݏሺଶ

ሺି௫ሻ
య
మ

ଷ
൅ గ

ସ
ሻ                                             (II.80)   

II.5.2. les fonctions d’enveloppes  pour un super-réseau polarisé 

 

Nous considérons le super-réseau représenté sur la figure II.5 Nous appliquons un champ 

électrique uniforme F (x) sur le super-réseau de sorte que le champ soit constant dans chaque 

région et nul dans la première et la dernière région: 

 



Chapitre II : Effet tunnel résonant  

52 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.5. Structure énergétique d’un super-réseau polarisé. 

L'énergie de résonance d’un superréseau est déterminée par résolution l'équation de 

Schrödinger indépendante du temps. L'équation de Schrödinger pour un électron dans la couche 

j (j = 0, ..., 2N) est donnée par : 

                           
ି԰మ

ଶ

ୢ

ୢ୶
൬

ଵ

୫ౠ
∗ሺ୶ሻ

ୢ

ୢ୶
൰ψ୨ሺxሻ ൅ V୨ሺxሻψ୨ሺxሻ ൌ Eψ୨ሺxሻ                                          (II.81) 

où  x est l'axe de croissance des couches dans le super-réseau, ԰ est la constante de Planck 

réduite, E est l'énergie de l'électron, ψ୨ሺxሻ est la fonction d'onde dans la couche j, m୨
∗ሺxሻ est la 

masse effective des électrons. 

                                          m୨
∗ሺxሻ ൌ ൜

m୵			j െ paire
mୠ				j െ impaire                                                       (II.82) 

où mω	 et mୠ sont les masses efficaces dans les puits et les barrières respectivement, et V୨ሺxሻ 

est l'énergie potentielle de l'électron (figure (II.2)) et est égale à : 

                                                     V୨ሺxሻ ൌ U୨ െ eFx                                                             (II.83) 

où  U୨ est  donné par : 

o=j  
1=j  

2=j  

1-N2=j

N2=j  

2x  

1x  

1-N2x

N2x

X

V 

qV 

∆
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                                                   U୨ ൌ ൜
∆Eୡ			j െ impaire
0									j െ paire                                                      (II.84) 

où  ∆Eୡ est la hauteur de  la bande de conduction. La solution de l'équation (II.81) est [22] : 

                  ψ୨ሺxሻ ൌ ቐ
A଴e୧୩బ୶ ൅ B଴eି୧୩బ୶							j ൌ 0

A୨Ai൫z୨ሺxሻ൯ ൅ B୨Bi൫z୨ሺxሻ൯																			1 ൑ j ൑ 2N െ 1

Aଶ୒e୧୩మొ୶ ൅ Bଶ୒eି୧୩మొ୶							j ൌ 2N

                       (II.85) 

où  Ai et Bi sont des fonctions  Airy de premier et deuxième type respectivement [83], A୨ et B୨ 

sont des constantes complexes qui représentent les amplitudes de la fonction d'onde, k଴, kଶ୒ et 

z୨ sont définis comme suit : 

                                                          k଴ ൌ ටଶ୫ω୉

԰మ
                                                              (II.86) 

                     																																				kଶ୒ ൌ ටଶ୫ωሺ୉ାୣୢ୊ሻ

԰మ
                                                        (II.87) 

                                                  z୨ሺxሻ ൌ ቀ
ଶ୫ౠ

԰మ
ቁ
భ
య ቈ

୚ౠሺ୶ሻି୉

ሺୣ୊ሻ
మ
య
቉                                                    (II.88)                          

Les coefficients A୨ et B୨ sont déterminés à partir des conditions de continuité de la fonction 

d'onde dans la limite de chaque couche [80, 81]. On trouve donc la relation entre les 

coefficients de la couche j et la couche j + 1 comme suit: 

                                                       ቀ୅ౠ
୆ౠ
ቁ ൌ M୨ ቀ

୅ౠశభ
୆ౠశభ

ቁ                                                          (II.89) 

Cette dernière équation conduit à l'expression reliant les amplitudes de la première région (j = 

0) et de la dernière région (j = 2N): 

Partie(I) : dans  cette partie nous définissons les matrices de transfert d'interface entre  les 

régions j=0 et j=1. Dans la région j=0  la solution de l’équation de Schrödinger est donnée par : 

                                               ψ଴ሺxሻ ൌ A଴e୧୏బ୶భ ൅ B଴eି୧୩బ୶భ                                             (II.90)  

et dans la région j=1  la solution de l’équation de Schrödinger est donnée par : 
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                                  ψଵሺxሻ ൌ AଵAiሺZଵሻ ൅ BଵBiሺZଵሻ                                                     (II.91) 

La condition de continuité  

                                          				ψ଴ሺxଵሻ ൌ ψଵሺxଵሻ                                                                   (II.92) 

                                           
ଵ

୫బ

ୢψబሺ୶భሻ

ୢ୶
ൌ 					 ଵ

୫భ

ୢψభሺ୶భሻ

ୢ୶
                                                         (II.93) 

                         A଴e୧୏బ୶భ ൅ B଴eି୧୩బ୶భ ൌ AଵAiሺZଵሻ ൅ BଵBiሺZଵሻ                                      (II.94) 

                
୧୏బ
୫బ
൫A଴e୧୩బ୶భ െ B଴eି୧୩బ୶భ	൯ ൌ െሺଶୣ୊

୫భ
మሻ

భ
యሺAଵAi′ሺZଵሻ ൅ BଵBi′ሺZଵሻሻ                      (II.95) 

Avec :  

																																								Z ൌ 	 ሺଶ୫భ

԰మ
ሻ
భ
యሺ୚బି୉
ሺୣ୊ሻ

భ
య
െ ሺeFሻ

భ
యxሻ                                                             (II.96) 

       																																					ப୅୧ሺ୞ሻ
ப୶

ൌ ப୞

ப୶
Ai′ሺZሻ                                                                          (II.97) 

                                      
ப୞

ப୶
ൌ െሺଶ୫భୣ୊

԰మ
ሻ
భ
య                                                                            (II.98) 

   ቆ
e୧୩బ୶భ eି୧୩బ୶భ

୧୩బ
୫బ
e୧୩బ୶భ െ ୧୩బ

୫బ
eି୧୩బ୶భቇ ൬

A଴
B଴
൰ ൌ ൭

AiሺZଵሻ BiሺZଵሻ

െሺଶୣ୊
୫భ
మሻ

భ
యAi′ሺZଵሻ െሺଶୣ୊

୫భ
మሻ

భ
యBi′ሺZଵሻ

൱ ൬
Aଵ
Bଵ
൰              (II.99) 

																																											൬
A଴
B଴
൰ ൌ W଴

ିଵWଵ ൬
Aଵ
Bଵ
൰																																																																											(II.100) 

Avec  

                    W଴ ൌ ቆ
e୧୩బ୶భ eି୧୩బ୶భ

୧୩బ
୫బ
e୧୩బ୶భ െ ୧୩బ

୫బ
eି୧୩బ୶భቇ                                                                          (II.101) 

                     Wଵ ൌ ൭
AiሺZଵሺxଵሻሻ BiሺZଵሺxଵሻሻ

െሺଶୣ୊
୫భ
మሻ

భ
యAiᇱሺZଵሺxଵሻሻ െሺଶୣ୊

୫భ
మሻ

భ
యBiᇱሺZଵሺxଵሻሻ

൱                                         (II.102) 

 L’expression de l’inverse de la matrice W଴ est déterminée par cette relation : 
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                                               	W଴
ିଵ ൌ 1

2
ቌ
eି୧୩బ୶భ െ ୧୫బ

୩బ
eି୧୩బ୶భ

e୧୩బ୶భ ୧୫బ

୩బ
eି୧୩బ୶భ

ቍ                                             (II.103) 

Donc : 

൬
A଴
B଴
൰ ൌ

ଵ

ଶ
ቆ
AiሺZଵሺxଵሻሻ ൅ iξAiᇱሺZଵሺxଵሻሻሻeି୧୩బ୶భ ൫BiሺZଵሺxଵሻሻ ൅ iξBiᇱሺZଵሺxଵሻሻ൯eି୧୩బ୶భ

ሺAiሺZଵሻ െ iξAiᇱሺZଵሻሻe୧୩బ୶భ ൫BiሺZଵሺxଵሻሻ െ iξBiᇱሺZଵሺxଵሻሻ൯e୧୩బ୶భ
ቇ ൬
Aଵ
Bଵ
൰(II.104) 

Avec : 

                                             ξ ൌ ୫బ

୩బ
ቀ ଶୣ୊

୫భ
మ԰మ
ቁ
భ
య
                                                                      (II.105) 

                                                ൬
A଴
B଴
൰ ൌ Mଵ 		൬

Aଵ
Bଵ
൰                                                                  (II.106) 

Avec: 

                                                  Mଵ ൌ W଴
ିଵWଵ																																																																										(II.107) 

 PARTIE (II) : dans  cette partie nous définissons les matrices de transfert d'interface j-1 et  j, 

avec 2 ൑ ݆ ൑ 2ܰ െ 2. 

 A  l’interface  de la position  x୎	 nous avons : 

                             ψ୨ିଵ	ሺxሻ ൌ A୨ିଵ	Ai൫α୨ିଵሺxሻ൯ ൅	B୨	Biሺα୨ିଵሺxሻሻ                                     (II.108) 

                                        ψ୨	ሺxሻ ൌ A୨	Ai൫β୨ሺxሻ൯ ൅	B୨	Biሺβ୨ሺxሻሻ                                               (II.109) 

Avec : 

                                           α୨ିଵሺxሻ ൌ ቀ
ଶ୫ౠషభ

԰మ
ቁ
భ
య ቈ

୚ౠషభሺ୶ሻି୉

ሺୣ୊ሻ
మ
య
቉                                                     (II.110) 

                                             B୨ሺxሻ ൌ ቀ
ଶ୫ౠ

԰మ
ቁ
భ
య ቈ

୚ౠሺ୶ሻି୉

ሺୣ୊ሻ
మ
య
቉                                                              (II.111) 

 La condition de continuité : 

                                                ψ୨ିଵ	൫x୨൯ ൌ 	ψ୨	൫x୨൯                                                                 (II.112) 

                                                
ଵ

୫ౠషభ
	
ୢநౠషభ	൫୶ౠ൯

ୢ୶
ൌ 		 ଵ

୫ౠ
	
ୢநౠ	൫୶ౠ൯

ୢ୶
                                                         (II.113) 
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 Donc:  

        A୨ିଵ	Ai ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ ൅	B୨ିଵ	Biሺα୨ିଵ൫x୨൯ሻ 	ൌ A୨	Ai ቀβ୨൫x୨൯ቁ ൅	B୨	Bi ቀβ୨൫x୨൯ቁ            (II.114) 

                

െ	൬
ଶୣ	୊	

୫ౠషభ
మ ԰మ

൰

భ
య
൬A୨ିଵ	Aiᇱ ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ ൅	B୨ିଵ	Biᇱ ቀα୨൫x୨൯ቁ൰ ൌ െ	൬

ଶୣ	୊	

୫ౠ
మ԰మ
൰

భ
య
൬A୨	Aiᇱ ቀβ୨൫x୨൯ቁ ൅

	B୨ାଵ	Biᇱ ቀβ୨൫x୨൯ቁ൰                                                                                                                        ሺII. 115ሻ                           

Les relations (II.114) et  (II.115) s’écrivent sous forme matricielle comme suit : 

                                       W୨ିଵ	 ൬
A୨ିଵ
B୨ିଵ

൰ ൌ W୨	 ൬
A୨
B୨
൰                                                                    (II.116) 

 

Avec : 

                            W୨ିଵ	 	ൌ 	൮
Ai ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ Bi ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ

୅୧ᇲቀ஑ౠషభ൫୶ౠ൯ቁ

୫ౠషభ
మ/య

୆୧ᇲቀ஑ౠିଵ൫୶ౠ൯ቁ

୫ౠషభ
మ/య

൲                                                (II.117) 

 

                                  W୨	 ൌ 		൮
Ai ቀβ୨൫x୨൯ቁ Bi ቀβ୨൫x୨൯ቁ

୅୧ᇲቀஒౠ൫୶ౠ൯ቁ

୫ౠ
మ/య

୆୧ᇲቀஒౠ൫୶ౠ൯ቁ

୫ౠ
మ/య

൲                                                  (II.118) 

Donc  les amplitudes des fonctions d’onde  des régions j െ 1  et	j sont reliées  par : 

                                                  ൬
A୨ିଵ
B୨ିଵ

൰ ൌ M୨	
൬
A୨
B୨
൰                                                         (II.119) 

Avec :   

                                                         					M୨ ൌ W୨ିଵ
ିଵW୨																																																																				(II.120) 

 

où l’inverse de la matrice	W୨ିଵ s’écrit comme suit:   

        W୨
ିଵ ൌ π	 ቌ

Biᇱ ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ െሺm୨ିଵሻଶ/ଷBi ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ

െAiᇱ ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ ሺm୨ିଵሻଶ/ଷAi ቀα୨ିଵ൫x୨൯ቁ
ቍ              (II.121)                          
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Finalement  on peut  généraliser  la matrice de transfert  dans la partie (II) à la forme suivante : 

Mj ൌ

π൮
Bi
′ ቀαjെ1൫xj൯ቁ Ai ൬βj൫xj൯൰ െ Biߛ ቀαjെ1൫xj൯ቁ Ai ൬βj൫xj൯൰ Bi′൫αjെ1൯Bi ൬βj൫xj൯൰ െ Biߛ ቀαjെ1൫xj൯ቁ Bi

′ ቀβjቁ

െAi′ ቀαjെ1൫xj൯ቁ Ai ቀβjቁ ൅ Aiߛ ቀαjെ1൫xj൯ቁ Ai
′ ൬βj൫xj൯൰ െAi′൫αjെ1൯Bi ൬βj൫xj൯൰ ൅ Ai൫αjെ1൯Biߛ

′ ቀβjቁ
൲        

(II.122)           

Avec                           ߛ ൌ ൬
௠ೕషభ

௠ೕ
൰
ଶ/ଷ

                                                           (II.123)                       

 

Partie (III) : dans  cette partie nous définissons les matrices de transfert d'interface j=2N-1 et 

j=2N. 

A l’interface  de la position  xଶ୒	 nous avons : 

                               ψଶ୒ିଵሺ	xሻ ൌ 	Aଶ୒ିଵ	Ai	൫Zଶ୬ሺxሻ൯ ൅ Bଶ୒ିଵ	Bi	ሺZଶ୬ሺxሻሻ                           (II.124) 

                                 										ψଶ୒ሺ	xሻ ൌ Aଶ୒			e୧୏మొ୶ ൅ Bଶ୒			eି୧୏మొ୶                                            (II.125) 

La condition de continuité 

                                ψଶ୒ିଵ	ሺxଶ୒ሻ ൌ 	ψଶ୒	ሺxଶ୒ሻ                                           (II.126) 

                                             
ଵ

୫మొషభ
	ୢநొషభ	ሺ୶మొሻ

ୢ୶
ൌ 		 ଵ

୫మొ
	ୢநొ	ሺ୶మొሻ

ୢ୶
                                                (II.127) 

 

Donc on trouve : 

Aଶ୒ିଵ	Ai	ሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ ൅ Bଶ୒ିଵ	Bi	ሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ ൌ Aଶ୒			e୧୏మొ୶మొ ൅ Bଶ୒			eି୧୏మొ୶మొ              (II.128) 

  

െ	ቀ ଶୣ୊

୫మొషభ
మ ԰మ

ቁ
ଵ/ଷ

	൫Aଶ୒ିଵ	AiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ ൅ Bଶ୒ିଵ	BiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ൯ ൌ 	
୧୏మొ
୫మొ

	൫Aଶ୒			e୧୏మొ୶మొ െ

Bଶ୒			eି୧୏మొ୶మొሻ                                                                                                                               (II.129) 

 

On écrit les deux dernières équations sous forme matricielle  

                                            Wଶ୒ିଵ	 ൬
Aଶ୒ିଵ
Bଶ୒ିଵ

൰ ൌ Wଶ୒	 ൬
Aଶ୒
Bଶ୒

൰                                                   (II.130) 

		Avec:   
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Wଶ୒ିଵ	 ൌ 	ቌ
Ai	ሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ Bi	ሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ

െ	ቀ ଶୣ୊

୫మొషభ
మ ԰మ

ቁ
ଵ/ଷ

AiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ െ	ቀ ଶୣ୊

୫మొషభ
మ ԰మ

ቁ
ଵ/ଷ

BiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ
ቍ                (II.131) 

 

                                       Wଶ୒	 ൌ ቆ
e୧୏మొ୶మొ eି୧୏మొ୶మొ

୧୏మొ
୫మొ

e୧୏మొ୶మొ െ ୧୏మొ
୫మొ

eି୧୏మొ୶మొቇ                                         (II.132) 

 

 La relation entre les amplitudes est donnée  par : 

                                                 ൬
Aଶ୒ିଵ
Bଶ୒ିଵ

൰ ൌ Mଶ୒	 ൬
Aଶ୒
Bଶ୒

൰                                                           (II.133) 

où  Mଶ୒	 ൌ Wଶ୒ିଵ	
ିଵ 	Wଶ୒	 

 Pour l’inverse de la matrice Wଶ୒ିଵ	                     

                                     Wଶ୒ିଵ	
ିଵ ൌ 	πቌ

BiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ
୆୧	ሺ୞మ౤ሺ୶మొሻሻ

஑

െAiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ െ ୅୧	ሺ୞మ౤ሺ୶మొሻሻ

஑

ቍ                              (II.134) 

Avec: 

                                            	α ൌ 	 ቀ ଶୣ୊

୫మొషభ
మ ԰మ

ቁ
ଵ/ଷ
		                                            (II.135) 

 

Donc la matrice de transfert dans la partie (III), en cas générale, s écrit : 

Mଶ୒	 ൌ

π	 ቌ
ቀBiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ െ i

୆୧	ሺ୞మ౤ሺ୶మొሻሻ୏మొ
஑୫మొ

ቁ e୧୏మొ୶మొ ቀBiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ ൅ i
୆୧	ሺ୞మ౤ሺ୶మొሻሻ୏మొ

஑୫మొ
ቁ eି୧୏మొ୶మొ

ቀAiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ െ i
୅୧	ሺ୞మ౤ሺ୶మొሻሻ୏మొ

஑୫మొ
ቁ e୧୏మొ୶మొ ቀAiᇱሺZଶ୬ሺxଶ୒ሻሻ ൅ i

୅୧	ሺ୞మ౤ሺ୶మొሻሻ୏మొ
஑୫మొ

ቁ eି୧୏మొ୶మొ
ቍ                                     

(II.136) 

La dernière équation (II.136) conduit à l'expression reliant les amplitudes de la première région 
(j = 0) et de la dernière région (j = 2N) par l’expression: 

                                                     ቀ୅బ୆బቁ ൌ Mቀ୅మొ୆మొ
ቁ                                                              (II.137) 

où M est une matrice complexe de dimension 2 × 2, est appelée la matrice de transfert [81, 82] 

qui contient toutes les informations physiques du système. 

                                                      M ൌ ∏ M୨
ଶ୒
୨ୀଵ                                                                  (II.138) 
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II.5.3. Coefficient de transmission : 

 Le coefficient de transmission noté (T) est évidemment inférieur ou égal  à 1 et   sa valeur est 

exprimé par le rapport entre le courant de probabilité  transmis (noté  par  Jtrans)  et le courant de 

probabilité incident (noté par Jinc), et également exprimé par la probabilité de transport d’un 

électron à travers une barrière de potentiel. 

                                                 T ൌ 	 ୎	౪౨౗౤౩
୎౟౤ౙ

                                                                        (II.139) 

Le courant de probabilité est le courant transporté par un électron incident traversant la barrière, 

est donné par l’expression suivante:  

                              JԦ ൌ 	െ ୧ћ

ଶ୫∗ ൣᴪሺxሻ׏	ሬሬሬԦᴪሺx, tሻ
∗ െ ᴪሺxሻ∗׏	ሬሬሬԦ	ᴪሺxሻ൧                                      (II.140) 

où m∗ représente la masse effective de l’électron et ᴪሺxሻ sa fonction d’onde dans tout l’espace. 

J୧୬ୡ et  J୲୰ୟ୬ୱ  sont définies suivant la direction x par : 

                 J୧୬ୡ ൌ 	
୧ћ

ଶ୫∗ ቂᴪ୧୬ୡሺxሻ
ୢ

ୢ୶
ᴪ୧୬ୡሺxሻ∗ െ ᴪ୧୬ୡሺx, tሻ∗

ୢ

ୢ୶
	ᴪ୧୬ୡሺxሻቃ                                (II.141)                          

            J୲୰ୟ୬ୱ ൌ 	
୧ћ

ଶ୫∗ ቂᴪ୲୰ୟ୬ୱሺxሻ
ୢ

ୢ୶
ᴪ୲୰ୟ୬ୱሺxሻ∗ െ ᴪ୲୰ୟ୬ୱሺxሻ∗

ୢ

ୢ୶
	ᴪ୲୰ୟ୬ୱሺxሻቃ                        (II.142)  

où	ᴪ୧୬ୡሺxሻ  et	ᴪ୲୰ୟ୬ୱሺxሻ représentent la fonction d’onde incidente et la fonction d’onde transmise  

respectivement,  elles  sont données  par :   

                                               ᴪ୧୬ୡሺxሻ ൌ A଴e୧୩బ୶	                                                              (II.143) 

                                             ᴪ୲୰ୟ୬ୱሺxሻ ൌ Aଶ୒e୧୩మొ୶                                                          (II.144)  

Avec : 

                                                    k଴ ൌ ටଶ୫బ୉

԰మ
                                                                     (II.145) 

                                              	kଶ୒ ൌ ටଶ୫మొሺ୉ାୣୢ୊ሻ

԰మ
                                                            (II.146) 
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Donc  l’expression de coefficient de transmission T devient : 

                                             T ൌ 	 ୎	౪౨౗౤౩
୎౟౤ౙ

ൌ ୩మొ୫బ

୩బ୫మొ
ቚ୅మొ
୅బ
ቚ
ଶ
                                                     (II.147) 

      En utilisant la relation (II.147) qui donne : 

                                             A଴ ൌ MଵଵAଶ୒ ൅ MଵଶBଶ୒                                                      (II.148) 

                                             B଴ ൌ MଶଵAଶ୒ ൅ MଶଶBଶ୒                                                      (II.149)    

Où Mଵଵ,	Mଵଶ,	Mଶଵ et Mଶଶ sont les éléments de la matrice M. On a  Bଶ୒=0 alors la relation 

entres A଴ et Aଶ୒ est donnée par : 

                                                    A଴ ൌ MଵଵAଶ୒                                                               (II.150) 

C’est-à-dire : 

                                                    ቚ୅మొ
୅బ
ቚ ൌ |Mଵଵ|ିଵ                                                            (II.151) 

Ce dernier est quantifié par le coefficient de transmission T(E) qui est donné par l'expression 

suivante [14]:     

                                               TሺEሻ ൌ ୩మొ		୫బ

୩బ		୫మొ
|Mଵଵ|ିଶ                                                      (II.152) 

 où Mଵଵ est l'élément matriciel de la première rangée (ligne) et de la première colonne de la 

matrice de transfert M.  

Le coefficient de transmission TሺEሻ joue un rôle important dans la résolution d’équation de 

Schrödinger par la méthode de matrice de transfert pour déterminer les énergies de résonance, 

ces dernières qui sont représentées par les pics  du graphe d’allure du coefficient de 

transmission TሺEሻ en fonction d’énergie		E. 
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II.5.4. La matrice de transfert approchée   

 La matrice de transfert  approchée utilise le fait que la  solution analytique  de l'équation 

Schrödinger  est disponible pour un potentiel constant ou linéaire. Un potentiel arbitraire peut 

être traité en approchant des termes de petits  segments dans lesquels le potentiel est constant. 

Dans le cas où le potentiel est constant la solution de l’équation de Schrödinger est donnée par 

des fonctions de formes exponentielles complexes (fonctions d’onde planes), tandis que pour 

les segments où le potentiel est linéaire la fonction d’onde de la solution d’équation de 

Schrödinger est donnée par les fonctions Airy. 

 

 

 

 

 

 

Figure II.6: Solution numérique de l’équation de Schrödinger unidimensionnel par la matrice 

de transfert approchée  [84]. 

Nous commençons par diviser la structure en petits  segments (méthode  de discrétisation) de 

potentiel constant tout en prenant un compte la discontinuité en bord de bande.                                                  

																																																													z୬ ൑ z ൏ z୬ ൅ ∆୬ൌ z୬ାଵ                                               (II.153) 

Pour les segments appartenant à la même région :  

                                            V୬ାଵሺz୬ାଵሻ ൌ V୬ሺz୬ሻ   ,  m୬
∗ ൌ m∗ሺz୬ሻ                                  (II.154)   

Si les segments  n et n + 1 se situent à la frontière entre  deux régions : 
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                                           v୬ → v୬ାଵ		, m୬
∗ → m୬ାଵ

∗                                                        (II.155)   

La solution de l'équation de Schrödinger  dans le segment n est donnée par : 

                    Ψሺzሻ ൌ A୬expሾiK୬ሺz െ z୬ሻሿ ൅ B୬expሾെiK୬ሺz െ z୬ሻሿ                                 (II.156)                         

                                                	K୬ ൌ
ඥଶ୫౤

∗ ሺ୚౤ି୉ሻ

԰
                                                               (II.157)   

   où les conditions de continuité sont données  par :  

                                        

		ሾ∂୸Ψሺݖ଴
ାሻሿ

m∗ ∂ሺݖ଴
ାሻ

ൌ
ሾ∂୸Ψሺݖ଴

ିሻሿ
m∗ ∂ሺݖ଴

ିሻ
 

           (II.159)    

                                                                                                                                                                                                    

où ݖ଴
ା et ݖ଴

ି	désignent les positions directement à droite et à gauche de la position z୬, les 

amplitudes A୬ାଵ	 et  B୬ାଵ	 peuvent être liées à A୬ et B୬ par : 

                                               ൬
A୬ାଵ
B୬ାଵ

൰ ൌ T୬,୬ାଵ ൬
A୬
B୬
൰                                                         (II.160)   

où la matrice de transfert  T୬,୬ାଵ est donnée par :  

                                          

Avec : 

                                                          Kෙ୬ ൌ
୏౤
୫౤
∗                                                                     (II.162)   

                                           T୬ሺΔ୬ሻ ൌ ൬e
୧୏౤୼౤ 0
0 eି୧୏౤୼౤

൰                                                  (II.163)   

                                                Ψሺݖ଴
ାሻ ൌ Ψሺݖ଴

ିሻ                       (II.158) 

T୬,୬ାଵ ൌ T୬→୬ାଵT୬ሺΔ୬ሻ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
ෙ௡ାଵܭ ൅ ෙ௡ܭ
ෙ௡ାଵܭ2

݁௜௄೙୼౤
ෙ௡ାଵܭ െ ෙ௡ܭ
ෙ௡ାଵܭ2

݁ି௜௄೙୼౤

ෙ௡ାଵܭ െ ෙ௡ܭ
ෙ௡ାଵܭ2

݁௜௄೙୼౤
ෙ௡ାଵܭ ൅ ෙ௡ܭ
ෙ௡ାଵܭ2

݁ି௜௄೙୼౤
ی

ۋ
ۊ

 

 

   (II.161) 
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Cette dernière relation correspond à la matrice de transfert pour un potentiel  obtenu 

par  l'équation (II.156), donc  l’expression  (II.161)  devient: 

                           T୬→୬ାଵ ൌ
ଵ

ଶ௄ෙ೙శభ
ቆ
ෙ௡ାଵܭ ൅ ෙ௡ܭ ෙ௡ାଵܭ െ ෙ௡ܭ
ෙ௡ାଵܭ െ ෙ௡ܭ ෙ௡ାଵܭ ൅ ෙ௡ܭ

ቇ                                           (II.164)   

T୬→୬ାଵ		est la matrice de transfert pour l'interface ݖ௡ entre les segments  n  et  n+1.  

Pour une structure divisée en N segments, la relation entre les amplitudes aux limites gauche et 

droite de la structure, A଴, B଴ et A୒, B୒, est obtenue en multipliant les matrices pour tous les 

segments. 

                                   ൬
A୒
B୒
൰ ൌ T୒ିଵ,୒T୒ିଶ,୒ …T଴,ଵ ൬

A଴
B଴
൰                                               (II.165)   

                                         ൬
A୒
B୒
൰ ൌ ൬

Tଵଵ Tଵଶ
Tଶଵ Tଶଶ

൰ ൬
A଴
B଴
൰                                                      (II.166)         

Cette équation doit être complétée par des conditions aux limites,  pour une  hétérostructure  de 

laser à cascade quantique.  Nous pouvons limiter notre simulation à une période et nous 

supposons que 	Ψሺzሻ ൌ 0  aux extrémités d’une période.  

Les énergies correspondantes sont les valeurs propres des états. Numériquement ces énergies 

sont données par les pics du coefficient de transmission ou par la méthode dite de tir (shooting 

methode ) voir annexe. 

Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode de la matrice de transfert basée sur 

la solution exacte de l'équation de Schrödinger dans chaque région d’une structure polarisée 

sous un champ électrique uniforme dans laquelle réside un potentiel linéaire, et par conséquent 

la solution de l’équation de Schrödinger est donnée par les  fonctions d'Airy. L’objectif 

d’utilisation de la méthode de la matrice de transfert est la détermination des amplitudes des 

fonctions d’onde et  le calcul des  énergies  des transitions électroniques basé sur les pics du 
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coefficient de transmission. Ces énergies permettent d'obtenir les longueurs d'onde des 

transitions électroniques de structure  super-réseau. 
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III.1 Introduction  

Plusieurs paramètres physiques  ont été utilisés pour améliorer les performances et l'efficacité des 

LCQ tel que la température de fonctionnement, la densité de dopage, la densité de courant de seuil, 

l’énergie de transitions, la longueur d'onde …etc. La modélisation et l'optimisation des 

performances des lasers à cascade quantique LCQ dépendent principalement de la réduction de la 

densité de courant de seuil ܬ௧௛	et de la capacité de contrôle des niveaux d'énergie électroniques 

quantifiés du super-réseau sous la variation du champ électrique appliqué et de la densité de 

dopage…. Nous devrions mentionner ici que l’effet tunnel résonant est important pour obtenir des 

LCQ [3]. 

A cet effet ce chapitre est divisé en deux parties : la première partie concerne l’étude et le calcul de 

l’influence de la température et de la densité surfacique de dopage sur la densité de courant de seuil. 

La deuxième partie traite les super-réseaux  à effet tunnel résonant à base de   GaAs/AlxGa1-xAs pour 

leur application dans des lasers à cascade quantique LCQ.  

III.2. La densité de courant de seuil 

Dans un  milieu actif l’étude de l'influence de la densité de dopage sur les performances des lasers à 

cascade quantique  est basée sur le self-consistent des équations de Schrödinger-Poisson (voir 

annexe)  comme le montre la figure.III.1. L'approche théorique pour simuler le transport d'électrons 

est basée sur un modèle  appelé  équations du bilan  (rate equations). 
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Figure III.1: Diagramme schématique du profil de la bande de conduction  calculé par self-consiste équation de 

Schrodinger-poisson, représente  les niveaux d'énergie  et le  carré des fonctions d'onde  pour structure Al45Ga55As/ 

GaAs  sous un champ électrique externe de 60 kV / cm  et la région de l'injecteur dopée par 4.1 1011  cm-2[87] 

 

Dans cette première partie on considère  un milieu actif à trois niveaux.  Un système d'équations des 

taux de relaxations, utilisé pour décrire le dynamique de porteurs et le nombre de photons dans 

chaque niveau dans les lasers à cascade quantique, où l'émission spontanée peut être négligée [44]. 

En tenant compte de la population activée thermiquement dans les états laser inférieur (niveau 2) et 

supérieur (niveau 3) ݊ଶ
௧௛௘௥௠ et ݊ଷ

௧௛௘௥௠ respectivement. La  représentation  schématique du milieu 

actif est donnée dans la figure ci-dessus:  

 

Figure III. 2: Modèle de laser à trois niveaux en tenant compte de la population activée thermiquement 

dans les états inférieur et supérieur  respectivement. 

Les équations du bilan sont données par [85]: 
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ୢ୒య
ୢ୲

ൌ ηWL ୎

ୣ
െ ୒యି୛୐୬య

౪౞౛౨ౣ

τయ
െ Γ

େᇲσయమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦                                                           (III.1.A) 

           			ୢ୒మ
ୢ୲

ൌ ሺ1 െ ηሻWL ୎

ୣ
൅ Γ

େ′σయమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦ െ
୒మି୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣ

τమభ
		൅ ୒యି୛୐୬య

౪౞౛౨ౣ

தయమ
					                   (III.1. B) 

             
ୢ୒౦౞
ୢ୲

ൌ NΓ େ
ᇲ஢యమ
୚

ሺNଷ െ NଶሻN୮୦ െ
୒౦౞
த౦

                                                                                      (III.1.C) 

III.2.1. Calcul de l’inversion de population 

Dans un régime stationnaire, les dérivées temporelles des équations du bilan sont nulles, en conséquence 

 elles représentent un système d’équations dont les inconnus		Nଵ,	Nଶ et Nଷ,  sont donnés par : 

       Nଷ ൌ ቀΓ
େᇲσయమ
୚

N୮୦ ൅
ఎ

τమభ
ቁ߱ܮ

௃

௘
൅ Γ

େᇲσయమ
୚

N୮୦
୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣ

τమభ
൅ ቆ

ଵ

τమభτయ
൅ Γ

େᇲσయమ
୚

N୮୦ ቀ
τయమିτయ
τయమτయ

ቁቇWLnଷ
୲୦ୣ୰୫/∆        (III.2)  

Nଶ ൌ ቀΓ
େᇲσయమ
୚

N୮୦ ൅
ఎ

τయమ
െ

ఎ

τయ
൅

ଵ

τయ
ቁ߱ܮ

௃

௘
൅ ቀΓ

େᇲσయమ
୚

N୮୦ ൅
ଵ

τయ
ቁ୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣ

τమభ
൅ Γ

େᇲσయమ
୚

N୮୦ ቀ
τయమିτయ
τయమτయ

ቁWLnଷ
୲୦ୣ୰୫/∆      (III.3)                 

Avec :  

                                  ∆ൌ ቂ ଵ

τయτమభ
൅ Γ

େᇲσయమ
୚

N୮୦ ቀ
ଵ

τమభ
െ ଵ

τయ
൅ ଵ

τయ
ቁቃ                                                     (III.4) 

L’inversion de population ∆N ൌ Nଷ െ Nଶ s’écrit alors sous la forme : 

                                   ∆N ൌ ൤ቀ ఎ

τమభ
െ

ఎ

τయమ
െ

ଵ

τయ
൅

ఎ

τయ
ቁ߱ܮ

௃

௘
െ

୛୐୬మ
౪౞౛౨ౣ

τయτమభ
൅

୛୐୬య
౪౞౛౨ౣ

τయτమభ
൨ /∆                                               (III.5)       

On peut écrire la dernière équation sous la forme :                                                                                                

                ∆NሺTሻ ൌ
ቆቀଵିಜమభሺ౐ሻ

ಜయమሺ౐ሻ
ቁ஗ିሺଵି஗ሻಜమభሺ౐ሻ

ಜయሺ౐ሻ
ቇதయሺ୘ሻ୛୐ె

౛
ି୛୐୬మ

౪౞౛౨ౣାWLn3
therm	

ଵା
ొ౦౞

ొ౦౞,,౩౗౪ሺ౐ሻ

                                      (III.6)                 

N୮୦,ୱୟ୲ሺTሻ représente le nombre de photons de saturation qui est donné par la relation [44]:                            

                                   			N୮୦,ୱୟ୲ሺTሻ ൌ
୚

Γୡᇲ஢యమ൬ଵା
ಜమభሺ౐ሻ
ಜయభሺ౐ሻ

ାಜమభሺ౐ሻ
ಜ౪౞

൰தయሺ୘ሻ
                                                  (III.7)                 

La densité de courant de seuil peut être déterminée d’après la relation(I.80) et on obtient : 
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     			J୲୦ ൌ
ଵ

ቆቀଵିಜమభሺ౐ሻ
ಜయమሺ౐ሻ

ቁ஗ିሺଵି஗ሻಜమభሺ౐ሻ
ಜయሺ౐ሻ

ቇதయሺ୘ሻ
ቂகబ୬౛౜౜஛୐ౌଶஓయమ

ሺ஑౭ା஑ౣሻ

ସ஠ୣ୸యమ
మ ୻

൅ enଶ
୲୦ୣ୰୫ െ enଷ

୲୦ୣ୰୫ቃ                (III.8)                    

 Cette dernière relation représente l’expression de la densité de courant de seuil  en tenant compte 

de la population activée thermiquement dans les états inférieur et supérieur ݊ଶ
௧௛௘௥௠ et ݊ଷ

௧௛௘௥௠ 

respectivement. Lorsque on néglige ݊ଶ
௧௛௘௥௠ et ݊ଷ

௧௛௘௥௠ l’expression de  la densité de courant de seuil 

est en accord avec la relation trouvée dans les références [44,86]. 

III.2.2. Activation thermique de population 

Pour évaluer l’influence de la densité de dopage sur la densité de courant de seuil, on utilise  les 

expressions de population thermique ݊ଶ
௧௛௘௥௠ et ݊ଷ

௧௛௘௥௠		des niveaux 2 et 3 respectivement, qui sont 

en équilibre thermodynamique de Boltzmann définies  par la température T	et la densité de dopage 

de l'injecteur nୱ comme suit: 

                                  		nଶ
୲୦ୣ୰୫ ൌ nୱ	exp	ሺെ

∆మ౟౤ౠ
୩୘

ሻ                                                                     (III.9.A)       

                                  		nଷ
୲୦ୣ୰୫ ൌ nୱ	exp	ሺെ

∆య౟౤ౠ
୩୘

ሻ                                                                      (III.9.B)       

∆ଶ୧୬୨  est  la différence d'énergie entre le niveau 2 et le potentiel chimique de l'injecteur g, et	∆ଷ୧୬୨   

est  la différence d'énergie entre le niveau 3  et le potentiel chimique de l'injecteur g.  

En remplaçant les équations (III.9.A) et (III.9.B) dans l’équation (III.8), alors  la densité de courant 

de seuil devient dépendante de la température et de la densité de dopage de l'injecteur comme suit: 

                          J୲୦ሺT, nୱሻ ൌ J୲୦ሺTሻ ൅
ୣ୬౩൬ୣ୶୮൬ି

∆మ౟౤ౠ
ౡ౐

൰ିୣ୶୮	ሺି
∆య౟౤ౠ
ౡ౐

ሻ൰

த౛౜౜ሺ୘ሻ
                                              (III.10)                 

où τୣ୤୤ሺTሻ ൌ ቆቀ1 െ τమభሺ୘ሻ

τయమሺ୘ሻ
ቁ ηെ ሺ1 െ ηሻ τమభሺ୘ሻ

τయሺ୘ሻ
ቇ τଷሺTሻ représente la durée de vie effective. Le premier 

terme J୲୦ሺTሻ est calculé par le modèle de Hamadou [44], où pour une densité surfacique  de dopage 

de l'injecteur  nୱ଴ est égal à		4,1 ൈ	10ଵଵcmିଶ, donc l’équation. (III.10) devient: 
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                          J୲୦ሺT, nୱሻ ൌ J୲୦ሺT, nୱ଴ሻ ൅
ୣ୬౩൬ୣ୶୮൬ି

∆మ౟౤ౠ
ౡ౐

൰ିୣ୶୮	ሺି
∆య౟౤ౠ
ౡ౐

ሻ൰

த౛౜౜ሺ୘ሻ
                                         (III.11) 

III.2.2.1. Détermination des expressions de ∆૛ܑܒܖ et ∆૜ܑܒܖ 

Par conformité de l'équation. (III.11) avec la relation j୲୦ሺNୱሻ ൈ ሺkA cmଶ⁄ ሻ ൌ j୲୦ሺ4.1ሻ ൅ γሺNୱ െ

4.1ሻ publié dans la  référence [87] donnant la densité de courant de seuil en fonction du dopage de 

l'injecteur. Nous trouvons que le premier terme J୲୦ሺT, nୱ଴ሻ dépend de la densité surfacique de 

référence  nୱ଴, et il est égal à 4,1 ൈ	10ଵଵcmିଶ. Alors que dans le second terme	la densité de dopage 

Nୱ est donnée en	10ଵଵcmିଶ. Cette conformité donne un système de deux équations dépendant des 

valeurs des températures ଵܶ et ଶܶ, dans le but de déterminer les valeurs de ∆ଶ୧୬୨ et ∆ଷ୧୬୨, qui sont 

définis   comme suit: 

 
ୣ୬౩൬ୣ୶୮൬ି

∆మ౟౤ౠ
ౡ౐భ

൰ିୣ୶୮	ሺି
∆య౟౤ౠ
ౡ౐భ

ሻ൰

τ౛౜౜ሺ୘భሻ
ൌ γଵሺNୱ െ 4.1ሻ          (III.12.A)                 

ୣ୬౩൬ୣ୶୮൬ି
∆మ౟౤ౠ
ౡ౐మ

൰ିୣ୶୮	ሺି
∆య౟౤ౠ
ౡ౐మ

ሻ൰

τ౛౜౜ሺ୘మሻ
ൌ γଶሺNୱ െ 4.1ሻ                                                                             (III.12.B)                 

où γଵ et γଶ sont des constantes expérimentales déterminées aux températures Tଵ et Tଶ 

respectivement. Les équations. (III.12.A) et (III.12.B) forment  un système d'équations non linéaires 

avec deux inconnues ∆ଶ୧୬୨ et ∆ଷ୧୬୨. Pour Tଶ Tଵ ൌ 3⁄  et en supposant que ܻ ൌ exp ቀെ
∆మ౟౤ౠ
୩୘మ

ቁ et 

ܺ ൌ exp ቀെ
∆య౟౤ౠ
୩୘మ

ቁ le système conduit à résoudre une équation quadratique de la forme: 

ଶܺଶߙ3                                      ൅ ଶଶܺߙ3 ൅ ଶଷߙ െ ଵߙ ൌ 0                                                      (III.13.A)                 

et                                                  ܻ ൌ ଶߙ ൅ ܺ                                                                         (III.13.B) 

Avec  

ଵߙ                                       ൌ γଵሺNୱ െ 4.1ሻτୣ୤୤ሺTଵሻ/enୱ                                                        (III.14.A) 

ଶߙ                                      ൌ γଶሺNୱ െ 4.1ሻτୣ୤୤ሺTଶሻ/enୱ                                                         (III.14.B) 

Alors les expressions de ∆ଶ୧୬୨ et 	∆ଷ୧୬୨ sont données comme suit: 



Chapitre III : Résultats et discussion  

71 
 

                                                     ∆ଶ୧୬୨ൌ െܭTଶLn	ሺYሻ                                                         (III.15.A)   

                                                     ∆ଷ୧୬୨ൌ െܭTଶLn	ሺXሻ                                                         (III.15.B)                    

Dans ce modèle  ∆ଶ୧୬୨ et ∆ଷ୧୬୨	sont affectés par la variation de la concentration de dopage, où les 

valeurs exactes de ∆ଶ୧୬୨	 et ∆ଷ୧୬୨  sont incluses dans le premier terme de la densité de courant de 

seuil de l'Equation (III.11). Nous pouvons  remplacer ∆ଶ୧୬୨ et ∆ଷ୧୬୨	 par ∆∆ଶ୧୬୨	 et 	∆∆ଷ୧୬୨  

respectivemen, où, ∆∆ଶ୧୬୨ et ∆∆ଷ୧୬୨ dans ce cas représentent respectivement le décalage de la 

différence d'énergie entre le niveau supérieur et inférieur et le potentiel chimique de l'injecteur avec 

leurs valeurs exactes. Par exemple, pour calculer la valeur exacte de ∆ଶ୧୬୨ on utilise la relation 

௉ܸ ൌ ൫԰ω൅ ∆ଶ୧୬୨൯/݁  [88], où  ௉ܸ est la tension appliquée à une période qui peut être exprimée 

par		 ௉ܸ ൌ  .est l’intensité du champ électrique appliquée sur la structure ܨ ௉, oùܮ	ܨ

 

III.2.3. Calcul numérique 

Dans cette première partie comme nous avons dit précédemment, nous traitons les dépendances de 

la densité de courant de seuil et de la puissance de sortie avec la variation de la température et de la 

densité de dopage de la structure rapportée en référence [87]. Dans notre calcul numérique, nous 

utilisons les paramètres à T = 77K [87, 89,90]. Certains paramètres peuvent être fixés  avec la 

température comme indique le Tableau III.1  et  certains    paramètres varient avec la température 

comme indique le Tableau III.2. 
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               Tableau III.1: Les paramètres utilisés et restent constants dans le calcul. 

 

 

 

Paramètres Symbole   Valeur 

La longueur d’onde d’émission laser LCQ             λ 9݉ߤ 

l'élément de transition dipolaire optique  zଷଶ 1.7nm 

l'indice de réfraction de la structure laser en cascade nୣ୤୤ 3.27 

les pertes du guide  α୵     18cmିଵ  

les pertes de miroirs  α୫ 6cmିଵ 

l'énergie d'activation ∆Eୟୡ୲ 58meV 

 le facteur de confinement             Γ       0.32  

 la longueur d'une période de la structure laser en cascade L୮ 45nm 

 l'étendue approximative de la fonction d'onde d'état n = 3 ܮ௭ 10nm 

la longueur de la cavité  L 1mm 

la largeur de la cavité W 34μm 

la masse effective pour l'électron dans le puits m∗ 0.067m଴ 

constante expérimentale déterminé à la température Tଵ  γଵ  0.91KA 

constante expérimentale déterminé à la température  Tଶ γଶ 2.91KA 

température Tଵ Tଵ 				80K  

température Tଶ Tଶ    240K 
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Tableau III.2: Les paramètres utilisés dans le calcul et varient  avec la température. 

 

III.2.3.1. Modélisation de l’influence de la température sur la densité de courant de seuil 

Maintenant, nous représentons la densité de courant de seuil en fonction de la température 

comme définie dans l'équation (III.11) pour une densité de dopage		nୱ ൌ 4.1	10ଵଵcmିଶ, dans 

ce cas le second terme de l'équation (III.11) dépend de la variation de la densité de dopage qui 

disparaît lorsque  ∆∆ଶ୧୬୨	est égal à ∆∆ଷ୧୬୨ et prend la valeur de 7,49 meV. Le modèle dans ce 

cas est identique au modèle rapporté par Hamadou et al. [44] dont le résultat de calcul est 

illustré dans la figure III.3. Notre modèle montre qu'à T = 292K une erreur de 10,22% a été 

trouvée  par rapport au résultat expérimental rapporté dans la référence [87]. Cette erreur est 

due à la variation de l'injection fractionnaire η, où dans nos calculs, nous avons pris la valeur de  

η=1 fixée pour différentes valeurs de température. On peut dire que les résultats obtenus par les 

calculs théoriques sont en bon accord avec les données expérimentales.  

 

 

 

 

 

Paramètres Symbole   Valeur 

Le temps de diffusion des électrons entre les états 3 et 2. τଷଶ      2.1ps   

Le temps de diffusion des électrons entre les états 2 et 1 τଶଵ      0.3ps   

La durée de vie de l’électron dans le niveau 3 τଷ      1.4ps   

La largeur totale à mi-hauteur FWHM 2γଷଶ 12meV 
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Figure III.3: Variation du courant de seuil en fonction de la température avec une comparaison 

entre notre modèle et les données expérimentales  [87]. 

Tandis que dans la figure III.4, nous avons présenté la variation des temps de relaxation 	τଷଵ , τଶଵ	, 

τଷଶ  et	τଷ en fonction de la température [47]. 

 

 

 

 

 

Figure III.4: Evolution de la variation des temps de relaxations dans notre simulation en fonction de la 

température. 
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III.2.3.2. Modélisation de l’influence de dopage sur la densité de courant de seuil 

La dépendance de la densité de courant de seuil avec la densité surfacique de dopage [91-94] de 

l'injecteur nୱ est indiquée dans la figure.III.5 pour les valeurs nୱ ൌ 4.1 et 6.5 ൈ 10ଵଵcmିଶ, elle 

montre clairement que la proportionnalité est quasi linéaire de la densité du courant de seuil avec la 

densité  surfacique de dopage, pour la densité  surfacique de dopage de l'injecteur 5.2 ൈ

10ଵଵcmିଶon trouve ∆∆ଶ୧୬୨ൌ 7.2meV et ∆∆ଷ୧୬୨ൌ 7.8meV et pour la densité  surfacique de dopage 

de l'injecteur 6.5 ൈ 10ଵଵcmିଶ nous trouvons ∆∆ଶ୧୬୨ൌ 6.98meV et ∆∆ଷ୧୬୨ൌ 8.03meV. La figure 

III.5 montre également une comparaison entre les résultats théoriques et expérimentaux, nous 

remarquons que pour la température T = 240K sont en très bon accord, mais pour T = 80K ils 

présentent  un petit décalage correspondant à la densité surfacique de dopage		6.5 ൈ 10ଵଵcmିଶ. Ce 

décalage est probablement  dû en raison de plusieurs paramètres dans notre modèle ils ont pris 

comme des constants avec la variation de la température et la densité de dopage, comme la longueur 

d'onde, le facteur de confinement de mode, et l'élément de transition dipolaire optique. Ces 

paramètres qui devraient avoir un impact important sur la performance des lasers à cascade 

quantique. 

La figure III.6 représente la variation de la densité de courant de seuil en fonction de la température 

pour  différentes densités  surfaciques de dopage  nୱ ൌ 4.1	10ଵଵcmିଶ , 5.6 ൈ 10ଵଵcmିଶ et  

6.5	10ଵଵcmିଶ . A partir de cette figure on peut remarquer que la densité de courant de seuil est 

proportionnelle  à la densité de dopage de l’injecteur. 
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Figure III.5 : Variation du courant de seuil en fonction de la densité surfacique de dopage d’injecteur avec 

une comparaison entre notre modèle et les données expérimentales [87] 

100 150 200 250 300
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

 ns=4,1 1011 cm-2

 ns=5,2 1011 cm-2

 ns=6,5 1011 cm-2

J
 t

h
 (

 k
A

 / 
c

m
2  )

Temperature (k)

 

Figure III.6: Variation du courant de seuil en fonction de la température. 

III.3. La Puissance de sortie 

La puissance de sortie est liée au nombre de photons, elle peut être écrite par cette relation [44]: 

                                                    Pୱ୭୰୲୧ୣ ൌ
η଴԰ωN୮୦

τ୮൘                                                       (III.16) 
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où ԰ω est l'énergie du laser  et η଴ est l'efficacité donnée par: 

                                                    η଴ ൌ
ሺଵିୖభሻඥୖమ

ሺଵିୖభሻඥୖమାሺଵିୖమሻඥୖభ

஑ౣ
஑౭ା஑ౣ

                                           (III.17)  
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Figure III.7: Variation de la puissance de sortie en fonction du courant d'injection à T = 80k 
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Figure III.8: Variation de la puissance de sortie en fonction du courant d'injection à T = 240k 

la puissance de sortie est représentée sur les figures III.7 et III.8 en fonction du courant d'injection 

pour  différentes densités  surfaciques de dopage  nୱ ൌ 4.1	10ଵଵcmିଶ , 5.6 ൈ 10ଵଵcmିଶ et  
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6.5	10ଵଵcmିଶ pour  des températures T = 80K et T = 240K. Nous notons que la puissance optique 

de sortie diminue avec la température, le courant d'injection et la densité de dopage. 

 III.4.  L’effet tunnel  résonant  

Les composants à effet tunnel résonnant ont un grand rôle  dans le domaine des matériaux pour 

l’optoélectronique, qui caractérisent la puissance et le changement des concepts d’ingénierie 

quantique. Le transport des porteurs de charges dans ces composants est basé sur le principe de  

l’effet tunnel résonnant qui présente un champ d’application important dans la fabrication des 

dispositifs très performants comme LCQ.  

    III.4.1.  Hétéro structure à quatre barrières   

On considère  une hétéro structure de quatre barrières (2N=8) d’un  composé  AlGaAs /GaAs   de 

couches de semi-conducteurs, où  AlGaAs  représente les régions barrières et GaAs représente les 

régions puits dans le schéma énergétique d’une hétéro structure  produite par de nombreuses 

couches alternées de GaAs et AlxGa1-xAs. Cette structure a été considérée dans la littérature 

[22,57,95,96]. Nous appliquons un champ électrique F à cette structure (Figure III.9). 
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Figure III.9: Structure d’un super-réseau  à quatre barrières : a) Représentation schématique, b) Profil de 

l’énergie potentielle en absence d’un champ électrique. 
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III.4.2. La résonance avec le phonon optique longitudinal 

Dans cette partie, on s’intéresse  à l’étude d’un laser à cascade quantique à partir d’une structure 

super réseau. Pour obtenir un laser à cascade quantique l’énergie de  transition du premier état excité 

vers l'état fondamental doit être en résonance avec l’énergie du phonon optique longitudinal [2]  tel 

que : 

		Eଶ െ E ଵ ൌ ԰ω୐୓     (III.18) 

L'idée est de trouver un champ électrique  approprié qui vérifie la condition (III.18). Pour cela, on 

change F et on calcule la différence d’énergie	Eଶ 	െ E	ଵ. Pour GaAs, nous devons avoir: 

                                                                Eଶ 	െ E	ଵ ∼ 	35	meV                                                      (III.19) 

III.4.4. La variation de l’énergie  en fonction du champ électrique ( F ) 

Dans cette étude, nous considérons la structure du super réseau indiqué dans la figure III.9 , où la 

largeur des barrières S  =  35 Å, et les largeurs des  puits sont w1  = 110Å,    w2 = 28.2Å, w3 = 22Å. Les 

masses effectives  des électrons correspondantes dans chaque  région sont  mw =  0.067m0  et  mb = 

0.1087m0, où : mw est la masse effective des électrons dans les régions puits et mb la masse effective  

dans les régions barrières. Cette structure  a été proposée dans [22], avec x1=0, x2=46A° , x3=145 A° , 

x4=180 A°  , x5=208.2 A°, x6=143.2 A°,  x7=265.2 A°, x8=300.2 A°  .  La figure III.10 représente la 

variation des  énergies des transitions intersuosbandes en fonction du champ électrique où on constate 

une diminution de l’énergie avec l’intensité du champ électrique appliqué.  

L’obtention   des niveaux  d’énergie   est réalisée par l’étude de la variation   du coefficient de 

transmission  en fonction de l’énergie des électrons dans la structure pour une rangée de champ 

électrique allant de 10 à 50 KV/cm et avec un pas de 1KV/cm. Pour chaque valeur du champ 

électrique, nous obtenons des niveaux d'énergies correspondantes aux pics de la courbe du coefficient 

de transmission	ܶሺܧሻ   basé sur la méthode de la matrice de transfert (Figure III.13.). 
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Figure III.10: Variation de  l'énergie des transitions intrsousbandes en fonction du champ électrique. 

 

 

 

 

 

 

Figure III.11: Variation de  la différence de  l'énergie des transitions intrsousbandes en fonction du 

champ électrique. 

 

 

 

 

 

Figure III.12: Variation de  la différence de  l'énergie des transitions intrsousbandes	ሺܧଶ െ  ଵሻ  en fonctionܧ

du champ électrique. 
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Dans la figure.III.11 nous présentons la différence  de l'énergie ሺܧସ െ ଶܧଷሻ et ሺܧ െ  ଵሻ pourܧ

différentes valeurs de champ électrique. Tandis que la figure III.12 indique la différence  de 

l'énergie ሺܧଶ െ  .ଵሻ pour différentes valeurs du champ électriqueܧ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.13: Variation du coefficient de transmission en fonction de l'énergie des électrons pour  

a/ F=48kv/cm. ; b/ 49kv/cm et c/ F=50kv/cm. 

III.4.5. Transitions laser 

De nombreuses études ont été fait sur la variation de la longueur d'onde du laser d'émission en 

fonction d'un paramètre les super-réseaux basés sur GaAS/AlxGA1-xAs . L'effet du champ électrique 

uniforme sur la longueur d'onde de transition électronique intrsousbandes a été décrite où les calculs 

d'énergies de transitions sont déterminées par les pics de la courbe de la transmissionܶሺܧሻ. 
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ଷଶߣ                                                        ൌ
௛஼

ாయିாమ
                                                                      (III.20)  

ସଷߣ                                                        ൌ
௛஼

ாరିாయ
                                                                      (III.21) 

Où  ߣଷଶet ߣସଷsont les longueurs d'onde d'émission correspondant aux transitions électroniques entre 

les niveaux ܧଷ, ,ସܧ ଶ  etܧ  ԰ la constante de Plank, C est la vitesse de la lumière	ଷ  respectivement,ܧ

dans l'espace libre. 

 

 

 

 

 

Figure III.14: Variation de la longueur d'onde des transitions ߣସଷ et ߣଷଶ en fonction du champ 

électrique 

Dans la figure III.14, nous présentons la variation de la longueur d'onde en fonction d’un champ 

électrique constant dans toutes les régions, tel que		ݔଵ ൑ ݔ ൑   celle-ci correspondant  aux ,଼ݔ

transitions entre les niveaux 3,2 et  les niveaux 4 , 3 pour la plage de champ électrique allant de 20 à 

50kv / cm. Les longueurs d'onde obtenues varient entre 7,50 μm et 16,00 μm, elles sont dans la 

gamme des lasers à infrarouge moyen [97]. Cette gamme de longueurs d'onde a de nombreuses 

applications dans des domaines de détection biochimique, télédétection, astronomie, 

communication, biologie, évaluation des matériaux non destructifs et en médecine [98]. Les valeurs 

de champ pour lesquelles la différence d’énergie ሺܧଶ െ  ଵሻ est proche de l’énergie du photonܧ

optique longitudinal		԰ω୐୓.  Quelques résultats sont regroupés dans le tableau III.3. 
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Tableau III.3 : Les résultats obtenus par la simulation 

Conclusions : 

Dans la première partie de ce chapitre nous avons trouvé à partir des équations du bilan à régime 

stationnaire  les expressions analytiques de l`inversion de population et de la densité de  courant de 

seuil qui détermine l`influence de la température et le dopage  dans un laser à cascade quantique à 

trois  niveaux. 

Tandis que dans la seconde partie nous avons calculé les énergies de confinement dans un super 

réseau sous un champ électrique externe et également nous avons étudié les effets de la 

modification du champ électrique appliqué à  la structure. L'idée est de trouver les valeurs de champ 

électrique  de sorte que  la différence énergétique  du premier état excité et de l'état fondamental ait 

du même ordre d’énergie du phonon optique longitudinal, et cette condition est nécessaire pour le 

fonctionnement du laser à cascade quantique.

 F=48kV/cm F=49kV/cm F=50kV/cm 

 ଵ(meV) 8.18 6.71 5.23ܧ

 ଶ(meV) 42.70 41.49 40.28ܧ

 ଷ(meV) 207.80 207.00 206.21ܧ

 ସ(meV) 290.07 288.82 287.57ܧ

ଶܧ െ  35.05 34.78 34.52 1ܧ

 ሻ 7.51 7.49 7.48݉ߤଷଶሺߣ

 ሻ 15.08 15.16 15.25݉ߤସଷሺߣ
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CONCLUSION GENERALE 

Au cours de ce travail,  nous  avons  développé et validé un modèle numérique permet de déterminer 

la densité de courant de seuil dans une structure de laser à cascade quantique,  grâce à un calcul basé 

sur les équations du bilan. Nous avons  démontré l’importance de la température et la densité de 

dopage dans le calcul de la densité de courant de seuil et la puissance optique émise, et par 

conséquence dans la performance de laser à cascade quantique.      

Le calcul de la densité de courant effectué par plusieurs étapes à partir de la solution du système des 

équations du bilan en régime statique pour déterminer l’inversion de population qui est la base de 

fonctionnement de laser, et également le calcul fait par la détermination du nombre de photons dans 

la cavité. Introduire de l’énergie d’activation thermique de population des niveaux supérieur et 

inférieur de transition laser permet de montrer l’indépendance de la densité de courant de seuil avec 

la densité de dopage. 

Dans la deuxième partie de ce travail, nous avons présenté le  formalisme de la matrice de transfert  

traitant l’effet tunnel résonant en utilisant l’approximation de la masse effective, les conditions de 

continuité de Bastard . 

 Nous avons ainsi  calculé ensuite numériquement les énergies de confinement dans un superréseau 

polarisé par un champ électrique externe. Le calcul fait à partir de la résolution de l’équation de 

Schrödinger par la méthode de la matrice de transfert qu’est basée sur l’utilisation de coefficient de 

transmission.  Les pics de la courbe de transmission correspondent aux énergies de transition dans 

le supereseau. Ce travail concerne  l’étude de l’influence de la modification du champ électrique 

externe sur les énergies de résonance (confinement) sur un superréseau à base de AlxGa1-xAs /GaAs,  

où l’objectif est de trouver les valeurs de champ électrique  de sorte que  la différence énergétique  

de premier état excité et l'état fondamental soit d’ordre d’énergie de phonon optique longitudinal. 

Cette condition  est une condition nécessaire pour le fonctionnement  du laser à cascade quantique. 

Au cours de cette thèse, nous avons démontré qu’il est possible  de contrôler la densité de courant 
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de seuil et la longueur d’émission d’un laser à cascade quantique.   Les résultats obtenus par notre 

calcul concernant la densité de courant de seuil  sont en très bon accord avec les résultats 

expérimentaux. 
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Annexe  
A.1. Méthode de calcul les énergies dans les puits quantiques 

La résolution de l’équation de Schrödinger  reste un problème très important intervenant dans de 

nombreux calculs de physique. Plusieurs méthodes de calcul des états liés et    les fonctions d’ondes 

dans les  bandes d'énergie dans les hétéro structures. On peut classer ces méthodes de calcul 

peuvent être semi analytique  comme la méthode de matrice de transfert la méthode d’onde plane 

soient   numérique comme les méthodes de (déférences finies, éléments finis, schooting 

méthode……….). Ces méthodes numériques basées sur la discrétisation et développement limite.   

A.1.1. Méthode des différences finies  

Il existe plusieurs méthodes basées sur la  discrétisations, pour résoudre les équations de 

Schrödinger. Parmi ces méthodes, la méthode de différences finies est  la plus utilisée. Donc dans la 

méthode de différences finies nous utilisons des mailles rectangulaires à pas constant. Le choix de 

cette méthode est guidé par : 

- Sa facilité d’application. 

-Sa stabilité numérique pour résoudre les équations couplées comme self consiste équation. 

െ
԰ଶ

2݉∗

߲ଶ߰
ଶݖ߲

൅ ܸሺݖሻ߰ ൌ ܧ ߰  (A.1) 

La méthode des différences finies consiste à remplacer les dérivées dans les  équations de la 

physique  aux problèmes discrétisés au moyen des développements de Taylor.  

݂ሺݖ ൅ ሻݖ∆ ൌ ݂ሺݖሻ ൅ ሻݖᇱሺ݂	ݖ∆ ൅ ⋯൅
ሺ∆ݖሻ௡

݊!
݂ሺ௡ሻሺݖሻ ൅

ሺ∆ݖሻ௡ାଵ

ሺ݊ ൅ 1ሻ!
݂ሺ௡ାଵሻ݂ሺߜሻ (A.2)

 

݂ሺݖ െ ሻݖ∆ ൌ ݂ሺݖሻ െ ሻݖᇱሺ݂	ݖ∆ ൅
ሺ∆௭ሻమ

ଶ!
݂ᇱᇱሺݖሻ ൅ ⋯                                                                     (A.3) 

De ces deux relations, on peut déduire trois approximations pour 	݂ᇱሺݖሻ	: 

	݂ᇱሺݖሻ ൌ ௙ሺ௭ା∆௭ሻି௙ሺ௭ሻ

∆௭
൅ ܱሺ∆ݖሻ             décentrée avant 
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	݂ᇱሺݖሻ ൌ ௙ሺ௭ሻି	௙ሺ௭ି∆௭ሻ			

∆௭
൅ ܱሺ∆ݖሻ          décentrée arrière 

	݂ᇱሺݖሻ ൌ ௙ሺ௭ା∆௭ሻି	௙ሺ௭ି∆௭ሻ			

ଶ∆௭
൅ ܱሺ∆ݖሻ      dérivée centrée 

La dérivée seconde par rapport à x est discrétisée par : 

                             				݂ᇱᇱሺݖሻ ൌ ௙ሺ௭ା∆௭ሻା	௙ሺ௭ି∆௭ሻିଶ௙ሺ௭ሻ			

ሺ∆௭ሻమ
൅ ܱሺ∆ݖଶሻ                                    (A.4) 

où	ܱሺ∆ݖሻ et  ܱሺ∆ݖଶሻ sont les termes d'erreurs 

Pour l'équation de Schrödinger (A.1) (cas des électrons dans la bande de conduction), l'utilisation 

un maillage uniforme est comme suit,  

ݖ                                  ൌ ݖ						௜ݖ ൅ ݖ∆ ൌ ݖ						௜ାଵݖ െ ݖ∆ ൌ                                         (A.5)						௜ିଵݖ

L’ hamiltonien est alors discrétisé en chaque nœud par du maillage 
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ቀ భ
೘∗

ങഗ
ങ೥
ቁ
೔శభ/మ

ିቀ భ
೘∗

ങഗ
ങ೥
ቁ
೔షభ/మ

∆௭
൅ ௜ܸ߰௜ ൌ

ቆ భ
೘∗

೔శభ/మ

ഗ೔శభషഗ೔
∆೥

ቇିቆ భ
೘∗

೔షభ/మ

ഗ೔షഗ೔షభ
∆೥

ቇ

∆௭
൅ ௜ܸ߰௜               (A.6) 
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௠∗
೔షభ/మ

߰௜ିଵ െ
ଶ

௠∗
೔
߰௜൨ ൅ ௜ܸ߰௜                             (A.7)                         

 
 

 
Figure A.1 : Fonction d'onde d’un niveau d'énergie dans une structure à deux puits quantiques [99]  
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où les quantités indicées par i correspondent à des valeurs de x espacées de ∆ݖ. Nous considérons 

un système de longueur ܮ et des indices i allant de 0 à N (∆ݖ ൌ  ሻ , nous posons commeܰ/ܮ

conditions aux limites (frontières) que		߰଴ ൌ ߰ே ൌ 0. 

Les équations obtenues pour i allant de 1 à N-1  peuvent alors se mettre sous la forme matricielle. 

                            

ۉ

ۈ
ۇ

ܾଵ ܿଵ
ܽଶ ܾଶ ܿଶ

⋱ ⋱ ⋱
ܽேିଶ ܾேିଶ ܾேିଶ

ܾேିଵ ܾேିଵی

ۋ
ۊ

ۉ

ۈ
ۇ

߰ଵ
߰ଶ
⋮

߰ேିଶ
߰ேିଵی

ۋ
ۊ
ൌ ܧ

ۉ

ۈ
ۇ

߰ଵ
߰ଶ
⋮

߰ேିଶ
߰ேିଵی

ۋ
ۊ
                       (A.8) 

   où                    ܽ௜ ൌ െ ԰మ

ଶ௠∗
೔షభ/మ

ଵ

∆௭మ
   ,            ܾ௜ ൌ െ ԰మ

ଶ௠∗
೔

ିଶ

∆௭మ
   ,                ܿ௜ ൌ െ ԰మ

ଶ௠∗
೔శభ/మ

ଵ

∆௭మ
 

On trouve donc un système d’équations du type ݔܣ ൌ  est une matrice tridiagonale, sa ܣ où , ݔܾ

résolution fournira l’énergie ܧ et la fonction d’onde ߰. 

A.1.2. Méthode de tir (Schooting methode ) 

En considérant une forme générale, mais simple (masse constante) pour l'équation de Schrödinger 

indépendante du temps, dont les solutions numériques [100] : 

                                   
ି԰మ

ଶ୫∗

பమ

ப୸మ
ψሺzሻ ൅ Vሺzሻψሺzሻ ൌ Eψሺzሻ                                                    (A.9) 

où	Vሺzሻ le potentiel unidimensionnel  restera indéfini et  ψሺzሻ est la fonction d'onde d’une particule 

de masse effective m∗ . L’équation (A.8) peut être écrite comme suit. 

                                    
ି԰మ

ଶ୫∗

பమ

ப୸మ
ψሺzሻ ൅ ሾVሺzሻ െ Eሿψሺzሻ ൌ 0                                               (A.10) 

Le problème est maintenant de trouver une méthode numérique pour la résolution () des valeurs 

propres d'énergie E et des fonctions propres ψሺzሻ pour toutes les  valeurs de potentiel V (z). La 

première dérivée de n'importe quelle fonction est définie comme: 
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                                              limΔ௭→଴
Δ௙

Δ௭
ൌ ୢ௙

ୢ௭
                                                                   (A.11) 

Il convient ici de conserver la forme approximative, c'est-à-dire : 

                                         
ୢ௙

ୢ௭
ൎ Δ௙

Δ௭
ൌ ௙ሺ௭ାఋ௭ሻି௙ሺ௭ିఋ௭ሻ

ଶఋ௭
                                                          (A.12) 

En utilisant les formes de différences finies dans l'équation (A.10) pour les premières dérivées, 

alors: 

                                       
ୢమ௙

ୢ௭మ
ൎ ௙ሺ௭ାଶఋ௭ሻିଶ௙ሺ௭ሻା௙ሺ௭ିଶఋ௭ሻ

ሺଶఋ௭ሻమ
                                                      (A.13) 

 

Figure A.2 : Représentation schématique de la  dérivée d’une fonction   

Comme ݖߜ est une petite longueur de pas indéfinie le long de l'axe z et qu'elle n'apparaît que dans 

l'équation (A.13) avec le facteur 2, cette représentation par différence finie de la dérivée seconde 

peut être légèrement simplifiée en substituant ݖߜ à		2ݖߜ, c’est-à-dire : 

                                             
ୢమ௙

ୢ௭మ
ൎ ௙ሺ௭ାఋ௭ሻିଶ௙ሺ௭ሻା௙ሺ௭ିఋ௭ሻ

ሺఋ௭ሻమ
                                                   (A.14) 

En utilisant cette forme pour la seconde dérivée dans l'équation de Schrödinger originale et en 

prenant la longueur de pas ݖߜ comme suffisamment petite pour que l'approximation soit bonne, 

alors: 
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ି԰మ

ଶ୫∗ ቂ
ψሺ௭ାఋ௭ሻିଶψሺ௭ሻାψሺ௭ିఋ௭ሻ

ሺఋ௭ሻమ
ቃ ൅ ሾVሺzሻ െ Eሿψሺzሻ ൌ 0                                  (A.15) 

Après petite simplification on obtient alors : 

                 ψሺݖ ൅ ሻݖߜ െ 2ψሺzሻ ൅ ψሺݖ െ ሻݖߜ ൌ ଶ୫∗

԰మ
ሺݖߜሻଶሾVሺzሻ െ Eሿψሺzሻ                         (A.16) 

qui peut enfin être écrit comme: 

                    ψሺݖ ൅ ሻݖߜ ൌ ቂଶ୫
∗

԰మ
ሺݖߜሻଶሺVሺzሻ െ Eሻ ൅ 2ቃψሺzሻ െ ψሺݖ െ   ሻ                              (A.17)ݖߜ

En utilisant deux valeurs connues de la fonction d'onde ψሺݖ െ  ,ሻ, une troisième valeurݖሻ et ψሺݖߜ

c'est-à-dire ψሺݖ ൅ ݖሻ, peut être prédite. En utilisant ce nouveau point ψሺݖߜ ൅  ሻ, avec ψሺzሻ et enݖߜ

effectuant la transformation ݖ ൅ ݖߜ → ݖon peut calculer un quatrième point, ψሺ ,ݖ ൅  ሻ, et ainsiݖߜ2

de suite. Par conséquent, la fonction d'onde complète peut être déduite pour toute énergie 

particulière. Les solutions pour les états stationnaires ont des fonctions d'onde qui satisfont aux 

conditions aux limites standards, 

ψሺݖሻ → 0	 et 	 డ
డ௭
ψሺݖሻ → 0  pour	ݖ → ൅∞. 

Les deux premières valeurs de la fonction d'onde nécessaires pour démarrer la procédure de calcul 

numérique, alors la fonction d'onde au centre du puits (appelons cela l'origine z = 0 pour l'instant) 

doit être nulle. En conséquence, un petit déplacement le long de la direction de croissance (z) doit 

produire une valeur finie pour la fonction d'onde. Par conséquent, dans ce cas, les conditions de 

départ suivantes pourraient être choisies	ψሺݖሻ ൌ 0 et ψሺݖߜሻ ൌ 1. 

Pour calculer l’énergies des états en effectuant la transformation ܧ ൅ ܧߜ →    si la fonction d’onde , ܧ

vérifie la condition ψሺݖሻ → 0 pour ݖ → ൅∞ on dit que l’énergie ܧ est une valeur propre de 

l’équation de Schrödinger. 
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A.2. Solutions self-consiste  Schrödinger et Équations de Poisson 

 Nous utilisons un calcul auto-cohérent des équations couplées de Poisson- Schrödinger [101-10]. 

Connaissant les écarts d'énergies et les décalages de bandes de notre système de matériaux, nous 

pouvons calculer le profil de potentiel de matériau semi-conducteur Vmat (z). Cependant, lorsque les 

semi-conducteurs sont dopés, les charges fixes et libres (impuretés ionisées et électrons libres, 

respectivement) qui constituent une distribution de charge. Une perturbation au profil de potentiel 

est donnée par l'équation de Poisson. 

L’équation de Schrödinger est couplée avec l’équation de Poisson, qui cette dernière elle nous 

donne le potentiel électrostatique.  

                                                
ି԰మ

ଶ௠∗

డమట

డ௭మ
൅ ܸሺݖሻ߰ ൌ  (A.18)                                                           ߰ܧ

L'équation de Poisson unidimensionnelle est donnée par : 

                                       
ௗ

ௗ௫
ቀߝ௦ሺݔሻ

ௗ

ௗ௫
ቁ߶ሺݔሻ ൌ ି௤ሾேವሺ௫ሻି௡ሺ௫ሻሿ

ఌబ
                                                    (A.19) 

où ߝ௦ est la constante diélectrique, ߶ሺݔሻ	est le potentiel électrostatique, ஽ܰሺݔሻ est la concentration 

du donneur ionisé, et ݊ሺݔሻ est la distribution de la densité électronique. Pour trouver la distribution 

d'électrons dans la bande de conduction, on peut mettre  l'énergie potentielle V est égal à l'énergie 

de décalage de la bande de conduction	Δܧ௖. Dans un  puits quantum l'énergie potentielle V est liée 

au potentiel électrostatique ߶ሺݔሻ comme suit: 

                                                    ܸሺݔሻ ൌ െݍ߶ሺݔሻ ൅ Δܧ௖ሺݔሻ                                                                    (A.20) 

La fonction d'onde ߰ dans l’équation de Schrödinger et la densité électronique ݊ሺݔሻ dans l’équation 

de poisson sont liées par la relation suivante : 

                                       ݊ሺݔሻ ൌ ∑ ߰௞
࢓∗

࢑ୀ૚ ሺ࢞ሻ߰௞ሺݔሻ݊௞                                                     (A.21) 

où ݉ est le nombre d'états liés, et ݊௞ est l’occupation électronique pour chaque état. La 

concentration d'électrons pour chaque état peut être exprimé par : 



ANNEXE  

93 
 

                                     ݊௞ ൌ
∗࢓

࣊԰૛
׬

૚

૚ାࢋ൫ࡱషࡲࡱ൯/ࢀ࡮ࡷ
ܧ݀

ஶ
࢑ࡱ

                                                        (A.22) 

Apres quelque simplification de l’équation (A.22) on obtient : 

                                  ݊௞ ൌ
௠∗௄ಳ்

గ԰మ
݊ܮ ቂ1 ൅ ݌ݔ݁ ቀாಷିாೖ

௄ಳ்
ቁቃ                                                   (A.23) 

où E୩ est l'énergie propre et ܧி l’énergie du niveau de Fermi. Nous utilisons une procédure 

d'itération pour obtenir une cohérence solutions pour  l’équation de Schrödinger. On Commence 

avec un potentiel d’essai		ܸሺݔሻ, les fonctions d'onde, et leurs énergies propres correspondants E୩ 

sont utilisées pour calculer la distribution de densité électronique	݊ሺݔሻ, et la concentration de 

donneur ஽ܰሺݔሻ peut être utilisée pour calculer ߶ሺݔሻ dans l’équation (A.19). La nouvelle énergie 

potentielle ܸሺݔሻ est obtenue à partir de l'équation (A.9). L'itération sera donne les solutions finales 

auto-cohérentes (self-consiste) pour ܸሺݔሻet ݊ሺݔሻ qui satisfont certains critères d'erreur. Plus de 

détails sur la méthode de calcul  peuvent être trouvés dans la référence [101].
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Résumé  

Le présent travail de thèse porte sur deux volets. Le premier volet consiste à développer un 

modèle  numérique  permettant de simuler le courant du seuil de laser à cascade quantique. 

Pour ce faire  les équations du bilan en régime stationnaire ont été résolues  en tenant compte 

de la population activée thermiquement dans les états inférieur et supérieur du  laser afin 

d'étudier l'influence de la température et la densité de dopage sur le courant de seuil de laser à 

cascade quantique à trois niveaux. Les résultats numériques montrent que la densité de 

courant de seuil augmente avec la température et aussi avec la densité de dopage. Cependant 

la puissance de sortie diminue lorsque la température et la densité de dopage augmentent. 

Nous avons également estimé le décalage de la différence d'énergie entre l'état supérieur et 

inférieur avec la variation de la densité de dopage. Les résultats obtenus à travers le modèle 

numérique présentent un très bon accord avec les résultats expérimentaux rapportés dans la 

littérature. Dans le deuxième volet de la thèse, nous avons calculé numériquement la longueur 

d’onde d’émission de laser pour une structure à cascade quantique à partir de la résolution de 

l’équation de Schrödinger par la méthode de matrice de transfert. Les résultats obtenus sont 

analysés et discutés. 

Mots-clés : Laser à cascade quantique, Les équations du bilan,  Puissance de sortie, 

Superréseau, Equation de Schrödinger, Effet tunnel résonant, la méthode de matrice de 

transfert. 

 

ABSTRACT 

The work reported in this thesis is divided into two parts. The first part consisted of developing a 
numerical model to simulate the threshold current of the quantum cascade laser. To do this the steady-
state equilibrium equations were solved by taking into account the thermally activated population in 
the lower and upper laser states in order to study the influence of temperature and doping on the 
threshold current  of the three-level quantum cascade laser. The numerical results show that the 
threshold current density increases with temperature and also with the doping density. However, the 
output power decreases as the temperature and the doping density increase. We also estimated the 
value of the change in the energy difference between the upper and lower state with the variation of 
the doping density. The results obtained through the numerical model show a very good agreement 
with the experimental results reported in the literature. In the second part of the thesis we have 
numerically computed the laser emission wavelength in a superlattice structure from the resolution of 
the Schrödinger equation by the transfer matrix method. The results obtained are analyzed and 
discussed. 

KeyWords : Quantum Cascade Laser, Rate Equations, Superlattice, Schrödinger equation, 

Resonant Tunneling Effect, Transfer matrix method.  

 


