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Résumé :

Dans ce travail, nous proposons une étude a la fois mathématique et numérique du probleme
de Bagley—Torvik, un modele modélisant divers phénomenes physiques. Pour la résolution analy-
tique, nous mettons en évidence 1'utilisation de certaines transformées intégrales classiques ainsi
que certains transformées intégrales récentes, en présentant leurs propriétés et techniques asso-
ciées. Nous introduisons également une approche semi-analytique basée sur la méthode de dé-

composition d’Adomian, laquelle fournit une approximation numérique de grande précision.

Mots-clés : Transformée de Laplace; transformée de Sumudu; équations différentielles fraction-

naires; la méthode décomposition d’Adomian.



Abstract :

In this work, we propose both a mathematical and numerical study of the Bagley—Torvik pro-
blem, a model representing various physical phenomena. For the analytical resolution, we use
some classical integral transforms as well as more recent integral transforms, presenting their
properties and associated techniques. We also introduce a semi-analytical approach based on the

Adomian Decomposition method, which provides a highly accurate numerical approximation.

Keywords : Laplace transform; Sumudu transform; fractional differential equations; Adomian

decomposition method.
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Introduction

Le calcul fractionnaire (Calcul différentiel et intégral d’ordre non entier) est une branche des
mathématiques qui généralise les notions classiques de dérivation et d’intégration aux ordres
réels ou complexes. Né d’une curiosité purement théorique a la fin du XVII®™® siecle, ce domaine
s’est développé au fil des siécles pour devenir aujourd’hui un outil fondamental dans ’analyse
moderne. Sur le plan mathématique, il permet une extension naturelle des opérateurs différen-
tiels et intégraux, ouvrant ainsi de nouvelles perspectives dans les équations différentielles, les
systemes dynamiques, et le traitement analytique de phénomenes non locaux.

Son importance dépasse largement le cadre mathématique : le calcul fractionnaire joue un role
clé dans la modélisation de nombreux systemes physiques et techniques. Il est particulierement
utile pour décrire des processus a mémoire, des matériaux viscoélastiques, et des phénomenes
issues de la mécanique, 1'électrochimie, et de la bio-ingénierie. Cette capacité a modéliser des
comportements complexes et intermédiaires entre les différentes états classiques fait du calcul
fractionnaire un cadre théorique de plus en plus incontournable dans les sciences appliquées.

La premiere référence explicite a ce concept remonte a 1695, lorsque le mathématicien alle-
mand Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) souleva, dans une lettre adressée a G.A. de L'Hopi-
tal (1661-1704), la question du sens d'une dérivée d’ordre % Ce n’est toutefois qu’au XIX®™€ siecle
que le calcul fractionnaire a commencé a prendre forme grace aux travaux fondateurs de Joseph
Liouville (1809-1882) et Bernhard Riemann (1826-1866), qui ont formulé les premieéres définitions
rigoureuses de l'intégration et de la dérivation d’ordre non entier. Au XX®™¢ siecle, Michele Ca-
puto (1929-2019) proposa une dérivée fractionnaire mieux adaptée aux conditions initiales phy-

siques, favorisant ainsi son application aux problemes concrets.
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Dans le contexte de la résolution des équations différentielles, notamment celles d’ordre frac-
tionnaire, les transformées intégrales jouent un role crucial. Ces outils permettent de transformer
des équations différentielles complexes en équations algébriques plus simples & manipuler. Parmi
les plus connues :

La transformée de Fourier est utilisée pour décomposer les signaux ou fonctions en leurs com-
posantes fréquentielles, ce qui la rend essentielle dans 1’analyse des phénomeénes périodiques et
dans le traitement du signal. Elle est définie comme suit :

FU() = Fw) = [ ft)e s

La transformée de Laplace est particulierement efficace pour 1'étude des systemes dynamiques

linéaires, en tenant compte naturellement des conditions initiales. Elle est donnée par :

LU} =F(s) = [ Floyeta

La transformée de Sumudu, plus récente, se distingue par la conservation des unités physiques
de la fonction d’origine. Elle est souvent employée pour résoudre les équations différentielles

fractionnaires et s’exprime comme suit :

SUFO)} = Fluw) = [ flutye

Il existe également d’autres intégrales transformées utilisées dans le cadre de 1’analyse fraction-
naire ou dans des domaines spécifiques, telles que la transformée de Mellin, la transformée de
Hankel, ou encore la transformée bilatérale de Laplace. Chacune de ces transformées possede ses
propres avantages et est choisie en fonction du domaine d’application, de la nature des condi-
tions aux limites, ou encore du comportement asymptotique de la solution recherchée. Cette ri-
chesse des outils intégrals illustre I'importance des méthodes analytiques dans le traitement des
équations aux dérivées classiques et fractionnaires, et justifie leur place centrale dans les études
théoriques comme dans les modélisations physiques.

En parallele, plusieurs définitions des dérivées fractionnaires ont vu le jour afin de répondre
aux exigences diverses de modélisation. Parmi les plus céléebres, la dérivée de Riemann—Liouville,
historiquement 1"'une des premieres, repose sur une formulation intégrale classique mais pose

certaines difficultés d’interprétation physique des conditions initiales. La dérivée de Caputo s’est
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imposée comme alternative privilégiée dans les applications physiques, car elle permet de formu-
ler des conditions initiales de maniere naturelle, a l'instar du cadre classique. D’autres approches
comme la dérivée de Griinwald-Letnikov ou la dérivée conforme (conformable derivative) pro-
posent des variantes plus simples, conservant les caractéristiques fondamentales du comporte-
ment fractionnaire.

Enfin, dans le cadre de la mécanique appliquée, I'équation de Bagley—Torvik constitue un
exemple emblématique de l'utilisation du calcul fractionnaire. Elle modélise le comportement dy-
namique de certains systémes mécaniques, comme des poutres viscoélastiques ou des structures
soumises a des contraintes complexes. Ce type d’équation illustre parfaitement 1’efficacité des
dérivées fractionnaires pour capter les effets de mémoire et les transitions entre comportement
élastique et visqueux.

Ce travail de fin d’études se divise en trois chapitres, dans le premier chapitre on introduit
essentiellement des généralités sur les transformées intégrales et le calcul fractionnaire. Ensuite,
dans le deuxiéme chapitre, on présente une étude analytique de 1’'équation de Bagley—Torvik
en utilisant les transformées intégrales. Finalement, dans le troisiéme chapitre, on discute une
technique de résolution semi-analytique de 1’équation de Bagley—Torvik en utilisant la méthode

de décomposition d’Adomian.



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Les transformées intégrales classiques

1.1.1 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace est une transformation mathématique qui permet de transformer
une équation différentielle en une expression polynomiale. Cela simplifie considérablement la

résolution des équations.

Définition 1.1 Soit f une fonction [6, 11] continue par morceaux de la variable t € R4.. La transformée

de Laplace de f de la variable complexe ou réelle p est définie par :

F(p) = LF(p) = [ e s, (1)

f(t) est appelée I'originale de Lf (p).

La transformée de Laplace d'une fonction existe si l'intégrale (1.1) est convergente.

Transformée inverse de laplace

La fonction originale f(t) peut étre reconstituée a partir de la transformée de Laplace F(p) a

I'aide de la transformée de Laplace inverse

f(t)=LF(p). (1.2)
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Propriétés de la transformée de laplace

1. Linéarité : Si a et b sont deux constantes [11] réelles quelconque et f, ¢ sont deux fonctions

dont les transformées de Laplace existent, alors
L(af +bg) =al(f)+bL(g). (1.3)
2. Translation : Pour touta € Rona:
L (e"f(t)) (p) = F(p — a),Re(p) > a. (14)

3. Convolution : Soient f, g deux fonctions causales et convolables en tout point t > 0 tels que

L(f),L(g) et L(f = g) existent. Alors :

L(f*g)(p)=LSf(p) Lg(p). (1.5)

4. Dérivation : Soit f € C" [0,00[,n > 1 tels que f(") d’ordre exponentiel, on a :

LFO(E) = p"Lf(p) - 'gpkﬂ"—l—")(o»Re(p) > 0. (1.6)
5. Intégration
c ( /0 t f(s)ds) — %(’”),Re(p) > 0. (1.7)
6. La transformée de Laplace de quelques fonctions usuelle :
f(t), t>0 a0 > —1 Exo(At*), A € R | t*71E, g(AtY)
e I = =

Remarque 1.1
Si f nest pas continue en ty = 0 alors on remplace f(0) par f (07 )surtout lorsqu’on utilise une

intégration par parties dans une démonstration.
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Tableau de transformée de Laplace :

Fonction f(t) L(f(t))
impulsion 5(t) 1
échelon u(t) §
rampe tu(t) Sl2
polynéme (général) t"y(t) Sn”—+'1
exponentiel e tu(t) s%a
sinus sin(wt)u(t) Sersz
cosinus cos(wt)u(t) e
sinus amorti e sin(wt)u(t) (SM)%
cosinus amorti e~ cos(wt)u(t) Mf;ﬁ

TABLE 1.1 — Tab de transformées de Laplace.

1.1.2 Application sur les équations différentilles

Application sur les équations différentielles ordinaires

Exemple 1.1
Résoudre y'" — 3y" + 3y’ = t?¢! avec y'(0) = 0 et y'(0) = —2.
Posons L{y(t)}(s) = Y(s), donc

LAYy = 3L{y"} +3L(Y) — Lv} = £{Pe} = (18)

d’ont

(Y = 24(0) =y/(0) =3(Y —sy(0) =y (0) +3(sY —y(0) =Y = =z, (19)

ou encore

(s> =32 +35s—1)Y —s®+35s—1=

O (1.10)
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et
1 1 1 2
Y(s) ==~ Go1Z o1 + o1 (1.11)
d’oit
)11 2
y(h) = £ {5—1 (5172 (5—1)3+(s—1)6}(t) (112)
oy e o
e (1.13)

Application sur les équations aux dérivées partielles

Exemple 1.2 Résoudre I'équation aux dérivées partielles suivantes

Py oy

912 92 +y =16x +sinx (1.14)
oit y = y(x,t), avec les conditions y(0,t) = 0,y (7, t) = 167, y:(x,0) = %y(x,t)‘tzo =0ety(x,0) =
16x + 12 sin2x — 8 sin 3x.

On pose Y(x,s) = L(y(x,t))(s) (transformée de Laplace par rapport a la variable t).

On prend la transformée de Laplace de I’EDP par rapport a la variable t, on trouve

d?Y (x,s) l6x  sinx

(Y (x,5) = sy(x,0) — y(x,0)) —

Puisque y(x,0) = 16x 4+ 12sin2x — 8sin3x et y;(x,0) = %y(x,t)‘tzo = 0, on trouve I'équation

différentielle suivante (du second ordre par rapport a x) :

a2y 1,, 4(s> +1)x sinx _ .
T Z(S +1)Y = — . R 3ssin(2x) 4 2s sin(3x). (1.16)

avec les conditions initiales suivantes

Y(0,s) = L[y(0,t)](s) = L]0](s) = 0, et (1.17)
_ter

Y(7,s) = Lly(m,1)](s) = 16nL[1](s) = —

(1.18)

D’apres la forme du second membre de I'équation (1.14) [en tant que fonction de x] on déduit qu'une
solution particuliere de (1.14) est de la forme Yp(x,s) = ax + bsin x + ¢ sin 2x + d sin 3x. En dérivant et

substituant dans (1.14) et en égalant les coefficients des termes analogues, on trouve

16x n sin x n 12s sin 2x B 8ssin 3x
s s(s?4+5) s2+17 s2+37"°

Yp(x,s) = (1.19)
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La solution générale de I'équation homogene associée a (1.14) est de la forme
Yy(x,s) = cle_%‘/mx + cze%mx, (1.20)
oii c1 et ¢y sont des constantes réelles. La solution générale de (1.14) est donc
Y(x,s) = Yy(x,s) + Yp(x,s) (1.21)
= cyem 1YY b VI 1? +- (Ssinf 5+ 1525 inlix - iszsjrn;; (122)
Les conditions initiales (1.16) portées en (1.18) donne
0=Y(0,s) =c1+co, (1.23)
et
16% = Y(71,5) = cre” 2V 4 cpeaVsiHlm an, (1.24)
donccy =cp =0et
<1y e s
En prenant la transformée de Laplace inverse, on trouve la solution cherchée
y(x,t) = 16x + Sigx (1— cos V/5t) + 12sin2x cos V17t — 8sin3x cos V37t.  (1.26)
1.1.3 Transformée de Sumudu
Forme intégrale de la transformée de Sumudu
Définition 1.2 [?] La transformée de Sumudu S(u) d’une fonction f(t) est donnée par I'expression
F(u) = S[F(5)] (1) = S(u) = %/Ow e F(d, ue (-1, T, (127)
ou bien
F(u) = S[F(D)] (1) = S(u) = /0 Tetfubdt, u e -1, (1.28)
sur l'ensemble,
A= {f(t)/EIM,el,gz >0,|f(f)] < Me%, Site (1) x [O,oo)}. (1.29)
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Transformée inverce de Sumudu
La formule d’inversion complexe pour la tronsformée de sumudu est donnée par :
1 [t>e1 1
_c¢—1 _ = ut
F(t) = $TU[F(S)] = 5 /_Oo _F <u> Eom (1.30)
Exemple 1.3 Transformée de Sumudu de la fonction f(t) = cos(t) est
1
SlfB)](u) = Tou (1.31)
En effet cos(t) = M, en utilisant la forme intégrale (1.27). On trouve
Sleos()](u) = [ e [T] it (1.32)
— i T +1
=5 { / )dt + / dt} (1.33)
1
=1z (1.34)
Donc S[cos(t)](u) = ﬁ
A A
0 ' — 0 ,
J t I 2 9 u
_1 = _1 -
cos(f) Scost)]

FIGURE 1.1 — Les courbes de cos(t) et de sa transformée de Sumudu
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10
Remarque 1.2 Le tableau suivant présente la transformée de Sumudu de quelques fonctions.
Fonction Transformée de Sumudu
1 1
t u
(fln:ll), n=1,2, u-1
5(t) i
5(t — a) e
H(t—a) e
te"" )
TABLE 1.2 — Transformée de Sumudu de quelques fonctions.
Propriétés de la transformée de Sumudu
1 Linéarité
Soitent f(t) et g(t) en A, et les deux constantes « et 8 [2]
Slaf(t) + Bg(t)](u) = aS[f(#)) (u) + BS[g(#)] (u). (1.35)

2 Multiplication par un scalaire

Si la transformée [4] de Sumudu de f(t) est S(u). Pour toute constante ¢, on a

S[f(et)](u) = S(cu). (1.36)

3 Multiplication par un parametre

Propriétés 1.1 Soit S(u) la transformée [5] de Sumudu de la fonction f(t) dans A, la transformée de
Sumudu de la fonction tf (t) est donnée par

Stf(O) () = S0 137)
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Propriétés 1.2 Si S[f(t)](u) = S(u), alors

S [tzf(t)} (u) = u4% +4u3%iu) +2u%S (u). (1.38)

Propriétés 1.3 Soit S(u) la transformée de Sumudu de f(t) dans A et S(u) la dérivée k'™ de S(u)
par rapporta u. La transformée de Sumudu de la fonction [t" f (t)] est donnée par

n

S F(B)] () = u" Y afuSi(u), (1.39)
k=0
oul
ag = nl,ay =1,af = n(n!). (1.40)
Etpourk =2,3,--- ,n—2,
ap = al’z:ll +(n+ k)a’lzfl. (1.41)

4 Intégration

Si la transformée [12] de Sumudu de f(t) est $(u), alors la transformée de Sumudu de sa
primitive est

S [ /O t f(x)dx} (1) = uS(u). (1.42)

5 Dérivation

Propriétés 1.4 Si la transformée [12] de Sumudu de f(t) est $(u), alors la transformée de Sumudu de

f!(t) est

S[F0)] (w) = S(u) ;f(o) _ S(u) ;5(0)‘ (1.43)
Propriétés 1.5 Soit f € A avec S(u) sa transformée de Sumudu. Alors
StF(0)] (1) = u” Zi”). (1.44)

Théoréme 1.1 Si F(u) est la transformée de sumudu de f(t) alors la transformée de sumudu de la deriveé

d’ordre w est définie comme suit.

S{dwf(t)] 1 [F(u)_ni k()

k
_ NEPAD)
dt® = dtk

] (1.45)
t=0
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cela signifie que :
af(t)] 1
5 [7} = [F(u) = y(0)] (1.46)
dPf() | _ 1 dy(t)
S [ o | T = {F(u) —y(0) —u o t—o] (1.47)
La transformée de sumudu de la deriveé fractionnaire de caputu est bien définie comme
m—1
SIDYf()] = u™S[f(H)] — Y_ u™*™fX0) m—-1<a<m (1.48)
k=0
1.1.4 Application sur les équations différentielles
Exemple 1.4
Considérons I'équation différentielle
y' () +y(t) =1, (1.49)
avec la conditionin itiale, y(0) = 0.
On applique la transformée de Sumudu sur (1.49), on obtient
Sly'(t) +y(1)] = S[1]. (1.50)
D’apres la linéarité de Sumudu, on a
Sly' ()] + Sly(1)] = s[1], (151)
et comme
S[] = 1et Sy (1) = > [yu(t” (152)
Donc, (1.51) devient
Sly(t
L"Lf Ly sy =1, (1.53)
ce qui implique,
sy (1) =1 (154
D’on
u 1
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Maintenant, on applique la transformée inverse de Sumudu pour (1.55), on obtient

B 1
1+u

y(t) =571 (1

La solution de (1.49) est

)(t) — Syt — 5! (1J1ru) 0) (1.56)

y(t)=1-eL. (1.57)

1.2 Calcul Fractionnaire

1.2.1 Fonction Utiles

Fonction Gamma, fonction Béta et fonction Mittag-Leffler sont dites des fonctions spéciales.
Cesfonctions jouent un role tres important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fraction-

naire.

1.2.1.1 Fonction Gamma et ses propriétés

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma on "appelle aussi

fonction d’Euler notée I'(z).

Définition 1.3 (La fonction Gamma)

La fonction [?] Gamma est une fonction complexe a variable complexe définie par l'intégrale suivante :
—+00
I'(z) = / #le7tdt Re(z) >0, ze€C (1.58)
0
Propriétés 1.6

1. T(z+1) = zI'(z),z € C, en particulier T(n +1) = n!, VYn € .

2. Surl'axeréelona:T(1) =1etT (04) = +oo. En plus, elle est continue et strictement positive sur

l'intervalle |0, +oo].
5.1(3)=vr
4. T <n + %) = (ZZZ;\!/E et pour les valeurs négatives I (—n + %) LZ”)\/;

Exemple 1.5

LT(-3) = {V7
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2.1(-3) = —2vm
3.T(3) =2vm
4.T(3) =3Vm

1.2.1.2 Fonction Béta

Dans de nombreux [?] cas, il est préférable d’utiliser la fonction Béta au lieu de certaines com-

binaisons de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 1.4 (fonction Béta)

La fonction Béta ou "fonction de Bessel” est donnée par :
1
B(x,y) = / P11 — 1Y, (1.59)
0
pour tout (x,y) € C? tel que : R(x) >0, R(y) > 0.

Exemple 1.6 par exemple pour trouver :

1

B(2,3) = [ t(t—1)%dt

1
<t _22 4 t3> dt

[l
S— S—

I
| —

—_
N

Propriétés 1.7
1. Le changement de variable u = 1 — t permet de montrer que la fonction Béta est symétrique c’est-a-
dire que :

B(x,y) = B(y, x).

2. Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivants :

1 a
B(X,y) = x+y—1 / tx_l(a - t)y_ldtl
a 0
00 tx—l

B(x,y) :/0 mdt,

B(x,y) =2 / ? §in21(9) cos??~1(0)dO.
0
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1.2.1.3 Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta

Propriétés 1.8
La fonction Béta est reliée a la fonction Gamma par la relation suivante :
Vx,y>0ona:
L)' (y)
B(x,y) = ———=. 1.60

1.2.1.4 Fonction Mittag-Leffler

La fonction [?] exponentielle, ¢%, joue un role tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle a un seul parametre a

été introduite par G.M. Mittag-Leffler et désignée par la fonction suivante :

00 k

x
Ex(x)=) ———, a>0. (1.61)
: k;) [(ak+1)
La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres joue également un role trés important dans la
théorie du calcul fractionnaire. Cette derniere a été introduite par Agarwal et elle est définie par

le développement en série suivant :

00 k

X)ZZWI

k=0

x>0,pB>0. (1.62)

Remarque 1.3 Pour B = 1, on retrouve la relation (1.61) de la définition (1.62), il résulte que :

1
Eqp(x) = () + XEqu4p().
en effet, par définition on a,
e xk
E, =Y — 1.63
(%) E)r(akﬂa) (1.68)
= i L (1.64)
= Tlalk+1) +B) '
d xxk
B kz T(ak+ (2 +B)) (1.65)
1 k
T T(B) —|—x2 T(ak+ (a+B)) (1.66)
N 5(x) (1.67)

r'(p)
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Exemple 1.7 La fonction Mittag-Liffler se réduit a des fonctions simples, a titre d’exemple on a :

E11(x) i x* i x* e~
1,1 pu— —_— —_— =
= [(k+1) = k!
© K 1.8 xktl X —1
E = _— = — =
12(x) ,;Or(ku) xk_EO k+1)! X
00 x2k 00 x2k
Exp (x?) = — = = cosh(x
( ) gr(2k+1) Ig) (2k)! (%)

Remarque 1.4
Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler joue le méme role

que la fonction exponentielle.

1.2.2 Les dérivées fractionnaire classique

De nombreux mathématiciens ont contribué a l’élaboration de la théorie de la dérivation
d’ordre non entier, et différentes définitions de cet opérateur ont vu le jour. Dans cette section,

nous allons présenter les définitions les plus familiéres : celle de Riemann- Liouville et de Caputo.

1.2.2.1 Intégration Fractionnaires de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre &« € C, (Re(a) > 0), selon 'approche de Riemann-
Liouville, généralise la célebre formule (attribuée a Cauchy) d’intégrale répétée n-fois.
b

(Igf)(x):/axdtl/atldtz... a " F (b dt
1

— W/x(x— B f(H)dt, x >a,neN.

Définition 1.5 [13] Soit f € L'[a, b],Re(a) > 0, l'intégrale

I f(x) = ﬁ / x(x — ) F(H)dt, —oo < a < +oo, (1.68)

est appelée intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre w, et I'intégrale

o 1 b a—1
I f(x) = W/x (t— ) Lf(1)dt, —co<b < +oo, (1.69)

est appelée intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville d’ordre .
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Théoréme 1.2 Si f € L'[a,b] et & > 0, l'intégrale (I1*f) (x) existe pour tout x € [a;b] et l'ona I* €

LY[a,b]. [13]

Exemple 1.8 Soit la fonction f(x) = (x — a)P alors :

14 _ 1 X n—
I (x—a)ﬁ—m/a (x — )% 1(t — a)Pat.

On pose t = a+ (x — a)v, et on obtient :

a)ﬂ(+,3

(x— g)p = FZ T /01(1 — ) Wby,

I'(a)

En utilisant la formule (1.59) et la proposition 1.4, on arrive a :

I*(x —a)P = %B(a,ﬁ +1)
— F(ﬁ+1) (x_a)oc+ﬁ
Fa+p+1) '
Poura =05, =1eta =0, on aura
10'5(t) — FIé(Zzg)) (x)1.5 — F\(/zx_;)

Propriétés 1.9 Soit f € C"([a,b]), pour x fixé, I'application « — (I*f) (x) définie pour Re(a) > 0 est

holomorphe et se prolonge analytiquement au domaine Re(a) > —n.

Théoreéme 1.3 Pour f € Cla,b|, l'intégrale [9] fractionnaire de Riemann-Liouville possede la propriété

de semi-groupe

* (Iﬁf> (x) = I*"P f(x), pour Re(a) > 0,Re(B) > 0.

Preuve. La preuve s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Béta d"Euler.

En effet :

[ (1#1)] (x /u “1ﬂﬁ<>

t// — P f () dtds
:nwnmlf@{l“‘”“%_t

(1.70)
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et par le changement de variable s = t + (x — t), on obtient :

[ (189)] 0 = gy [ 70 =08 [0 et e a

p
— B(‘X’ ) * X — )% B—1
= Fayr(p) o SO
:; X X — x+p—1
e AR(OICE
— I“Jrﬁf(x)

1.2.2.2 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.6 Soit f € L'[a,b]etn —1 < p < noitn € N*, la dérivée [13]

d\" / n-
KDY f(x) = (E) (ILP (x)) 1.71)
1 [t o, e lab) (1.72)
C T(n—p)dx" Ja ’ ’ '
est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Riemann-Liouville a gauche de la fonction f, et la
dérivée
—d\"
D] _f(x) = (E) (7"f ) (1.73)
— (_1)11 d" /b _ \n—p—1
= T ) dn . (t—x) f(t)dt, Vx € [a,b], (1.74)

est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Riemann-Liouville a droite de la fonction f.

Exemple 1.9

1. La dérivée fractionnaire d'une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

Si p > 0, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de RiemannLiouville n’est pas

nulle, sa valeur est :
c

RIpPe = ——(x—a)7F.
-
2. La dérivée de f(x) = (x — a)P au sens de Riemann-Liouville.

Soitp >O0telquen —1<p<mnetP>—lalorsona:

o= (&) (#7007,

X
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d’apreés le résultat de I'exemple 2, on obtient :

DPf(x) = ddx” I'(n Ii(i 1 /13)-1— 1) (x = @)
SN \ES VRN RV
In—p+p+1)dx"
B r(p+1) rp+n—p+1)
T(n—p+B+1) T(B—p+1)

ot nous avons utilisé la formule

(x —a)PP.

(;_x)n(x—a)m=m(m—l)...(m—n-l—l)(x—a)m_” (1.75)
_ I'(m+1) —
- m(x —a)" " (1.76)

En particulier, lorsque p = 0.5, = 0.5 et a = 0, on obtient :

I'(1.
RLDO.5x0.5 _ ( 5) _ 1"(15) — \/_E

r(1) 2
Propriétés 1.10
1. Composition avec l'intégrale fractionnaire
Soit p > 0et f € L[a,b], alorson a:
RLIPDPf(x) = f(x), Vx € [a,b]. (1.77)

Donc I'opérateur de dérivation [13, 9] fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse a

droite de I'opérateur d’intégration fractionnaire.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier
Si les dérivées fractionnaires REDP f et RLDPH1 £ existent pour n € IN*, alors :

% FEDPf(x)] = RED"™Pf(x), Vx € [a,b]. (1.78)

mais, on a :
n—1 (x _ a)kfpfn

]gl“(k—p—n—kl

Rpp | 25| =KD () -

) 8 (a). (1.79)

On déduit alors que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée d ordre entiere

ne commutent que si :

f(k)(a) =0, pourtoutk=0,1,2,...,n—1.



1. Notions de base 20

3. Composition avec les dérivées fractionnaires

Pour f € LY[a,b],n—1<p<netm—1<q < malors:

RLyp [RLqu(x)] _ RLDp+qf(x) _ i [RLqukf(a)} %, (1.80)
k=1
et
RLTyq [RLDpf(x)} _ RLDp+qf(x) _ i [RLDP—kf(a)} %, (1.81)
k=1

Par conséquent, les deux opérateurs de dérivations fractionnaires REDP et REDT ne commutent que
Si:

— P=1q

— [RLD7kf(a)] = 0, pour tout k =1,2...,m.

— [RLDP=Ff(a)] =0, pour tout p = 1,2...,n.

4. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de RiemannLiouville est :

n—1 j
£ [RDIf| (z) = 2L [1"7] ()= L= (%)](Wﬁ] (0f) @8
1=
=z > _n_lzn—l—' i / n— +
=elfl) - T f[(dx) (1 ”’f)] (07), (183)

oun—1<g<n.
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1.2.2.3 Approche de Caputo

Nous allons maintenant présenter une définition modifiée de la dérivation fractionnaire, cette
définitioni a été développée pour surmonter les limitations de la définition de Riemann-Liouville

liées a la modélisation des phénomenes réels par des équations fractionnaires.

Définition 1.7 [13] Soit f une fonction telle que 5 f € L'[a,bletn —1 < p < noitn € IN*, alors la

dérivée
Dl f(x)=1." ( dd;n f(x)) (1.84)
- —r(nl_ ) /ax(x — )P N ()dt, Vx € [a,b], (1.85)

est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Caputo a gauche de la fonction f, et la dérivée

“Dy-f(x) = (1"~ (dd:nf(X)) (1.86)
N rﬁﬁl_); /b(t — )P (dt, Wx € [a,b], (1.87)

est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Caputo a droite de la fonction f.

Exemple 1.10

1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée fractionnaire d"une fonction constante au sens de Caputo est nulle :
CDPc=0.

2. La dérivée f(x) = (x — a)P au sens de Caputo.
Soit p > Otelquen —1 < p < navec p > n—1. Onad’abord, d’apres (1.76) :

dr . I(p+1) "
dxn(x—a)ﬁ—m(x—a)l3 )

alors
dTl

dxn
T Tt »
=1 p{rwﬂ—n)(’“”)ﬁ ]

_ r(ﬁ+1) n— —n
— m[( p) [(x_a)ﬁ }

CDP(x —a)f = 1("=P) { (x — a)ﬁ}
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d’apreés le résultat de I'exemple 2, on obtient :

CDP(x — ,1)/3 — M(x _ a)/%—p_

F(g+1-p)
En particulier, lorsque p = 0.5, = 0.5 et a = 0, on obtient :

cpos0s _ F(15) r(1.5).

r{)
Propriétés 1.11
1. Composition avec I'opérateur d'intégration fractionnaire

Si f est continue sur [a,b] on a :

CDPIPf(x) = f(x), (1.88)
et . L
PED () = ) - & 0] (1.89

Alors I'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Caputo est un inverse a gauche de I’opérateur

d’intégration fractionnaire du méme ordre, mais il n’est pas un inverse a droite [13, 9].

2. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est :

L [CDq f] (z) = 277"L [ f<">] (z) (1.90)
=z17" [z”[,[f] (z) — Ez”_l_jf(j) (07) (1.91)
=0
= Z1L[f](z) — ni:lquff(j) (o), (1.92)
j=0

oun—1<g<n.
3. Composition avec les dérivées fractionnaires

Si0<p,q<lavecp+q<1letfdeclasse C',alors :

(CDpoch>f — CppHif = (CD%CDP) f. (1.93)

1.2.2.4 Relation entre I’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo

Théoreme 1.4 Soit n —1 < p < net n € IN*, soit f une fonction telle que “DP f et REDP f existent,

alors :
“DPf(x) = RFDPf(x) — kf r((’,i:—‘mf ©)(a). (1.94)
=0



Chapitre 2

Résalution analytique de 'équation de

Bagley-Torvik par transformées intégrales

2.1 Introduction

L’équation de Bagley—Torvik constitue 1'un des modéles fondamentaux du calcul fractionnaire.
Elle a été formulée pour la premiere fois en 1972 par les chercheurs américains Ralph L. Bagley (né
en 1922, décédé en 2008) et Peter J. Torvik (né en 1933), dans le cadre d'une étude expérimentale
portant sur le comportement dynamique d"une plaque mince et élastique immergée verticalement
dans un fluide viscoélastique. Cette démarche visait a remédier aux limites des équations diffé-
rentielles classiques dans la modélisation de systémes physiques présentant a la fois des effets
instantanés et des effets a mémoire.

L’équation integre deux types de dérivées : une dérivée ordinaire d’ordre deux, qui représente
I'inertie du systéme, et une dérivée fractionnaire d’ordre, permettant de modéliser les effets de
dissipation a mémoire, typiques des milieux viscoélastiques. Grace a cette combinaison, elle rend
possible I'analyse de phénomenes ot 1’évolution du systeme dépend non seulement de son état
actuel, mais aussi de son histoire temporelle. Ce caractere non local et mémoriel est fondamental

dans de nombreux domaines scientifiques et technologiques.

— L’équation de Bagley-Torvik s’est révélée particulierement efficace dans la modélisation

d’une variété de phénomenes physiques et techniques, parmi lesquels :

— Le mouvement d’une plaque élastique dans un fluide viscoélastique (modele original);

23
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— Les vibrations de structures flexibles en génie mécanique et civil ;
— Le comportement dynamique d"un bras robotique souple soumis a des excitations externes;
— Les systemes de contrdle a mémoire dans les applications d’automatisation;
— La diffusion de chaleur dans des matériaux a comportement non instantané;
— Les circuits électriques fractionnaires comportant des composants passifs non linéaires;
— Le fonctionnement de matériaux intelligents, tels que les capteurs piézoélectriques;
Grace a sa capacité a capturer des comportements complexes, cette équation joue aujourd’hui un

role central dans ’analyse des systémes dynamiques a mémoire, et constitue un outil essentiel en
y Y y

mathématiques appliquées, physique des matériaux, et ingénierie des systemes.
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2.2 Position du probléeme

P. J. Torvik et R. L. Bagley ont étudié le mouvement d’une plaque rigide y(f) de masse m
et d’aire A immergée dans un fluide newtonien d’extension infinie avec une densité p et une
viscosité y. Cette plaque est reliée par un ressort sans masse de raideur K a un point fixe, ot1 une
force externe f(t) lui est appliquée pour t > 0, voir Figure 2.1. Notez que le déplacement y(t) de
la plaque est mesuré par rapport au point d’équilibre t( ot le poids de la plaque est compensé par

la force exercée par le ressort et la force de flottabilité expérimentée par la plaque.

/(1)

FIGURE 2.1 - Plaque immergée dans un fluide newtonien, reliée par un ressort sans masse.

Le mouvement de la plaque est gouverné par I'équation différentielle fractionnaire suivante
ay® + by (1) +ey(t) = f(1), t€[0,T], a(1,2)

— y(t) :1a fonction inconnue dépendant du tempt.

— y"(t) : La dérivée seconde de y(t) par rapprt au temps représentant une accélération dans

les systeme dynamiques.
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— y(@(#) : La dérivée fractionnaire d’ordre « de y(t) selon une définition donnée (par exemple

celle de Rilmann-Liouville ou de Caputo).
—a=m,b=2A/up,c =K.

— f(t) : fonction de forgage externe qui peut étre nulle pour 1’étude du cas homogene.

2.3 Application de la transformée du Sumudu pour résoudre 1’'équa-

tion de Bagley-Torvik

Exemple 2.1

Nous considérons I'équations de Bagley-Torvik suivante :
Y ) +y ) +y(t) =1+t

y(0) =y'(0) = 1.

On applique la tronsformée de sumudu a chaque terme de I'équation, ainsi qu’a la dérivée fractionnairé au

2.1)

sens de caputo :
SIy?(5)] + Sly? ()] + Sly()] = S[1] + S[¢). (22)
ce qui veut dire

L P —y(0) - Y

] +ui[F(u)] — t u IR 0) + F(u) =14 u (2.3)
t=0 k=0

1 1 1 3 3 1
LF) — 5(0) — Ly(0) +uEEw) —uiy(0) —u 0) 4 Fu) =14 @4)

en utilisant les conditions initiales, on obtient :

1 1 1 1 1
—Fu)+ 5 +—-4+—Fu)——+—+Fu)=1+u. (2.5)
u u uz uz uz
alors
1 1 1 1 1 1
F(u)<—2+—3+1>:(—2+—3—|—1>+<—+—1—|—u) (2.6)
u uz u uz U y3
1 1
a—f——l—i-u
F(u) =1+ 45 (2.7)
—2+—3—|—1
u uz

F(u) =1+ u? (2.8)
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En appliquant la transformée inverse de Sumudu on obtient
y(t) = STHF(u)] = S [1+u?] (29)

y(t) =1+ 2 (2.10)

Exemple 2.2

Nous considérons [?] I'équation de Bagley-Torvik suivante :

y@ () +yG) (1) +y(t) = §ﬁ+ §ﬁ+ 2Vt t>0
y(0) =y'(0) =0,

on applique la transformée de Sumudu aux deux membres de I'équation, ainsi qu’a la dérivée fractionnaire

2.11)

au sens de caputo :

15 15
Sly@ ()] + Sy ()] + S[y(H)] = S {Z\/E] +5 [gﬁ} +5 [tzﬂ} . (2.12)
d’out
1 dy(t) 3 R S 15 4 15 15 s
" F(u) —y(0) —u T t—o] +u"2[F(u)] kgou 2H5K(0) + F(u) = 3 uz /1 + g V7t < Vuz,
(2.13)
les conditions initiales nous mene a
1 _3 15 1 1 2
SSTF(0)] + ™ [F(w)] + F(u) = 2 /u? (1+u2 +u) (2.14)
alors
1+u24uz) 15 — 1 T,
F(u) (T) = gﬁuz <1 +uz +u ) (215)
F(u) = 1—85\/Eu3 (2.16)
t . t
. — 14 — ny
ona:S prl il = S H{u }—m.
'application de la transformée inverse de Sumudu nous donne
£ £ £
51 {ui} - - - (2.17)

y(t) = 12 (2.18)
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2.4 Application de la transformée de Laplace pour résoudre 1'équa-

tion de Bagley-Torvik

Exemple 2.3
On considere I'équation de Bagley-Torvik suivante :

64t3
5V7 (2.19)

NI

yG) () +y(t) = 4 — 8t +

y(0) = 0,y'(0) = 8.
on applique la transformée de Laplace a la dérivée fractionnaire aux sens de Caputo, a chaque terme de

I'équation différentielle précédente :

5
6412
LIyG ) +ym)] =L | -8+ 2= 2.20
) +y0)] [ te (2.20)
(3) _L[H] - LI
L[y )] +Liy() = L[] LIt + 5 =L 1) (2.21)
3 LA 24 8 24
SzY(S)—k:ZOSz y®(0) +Y(s) = §_§+§ (2.22)
S?Y(S) — Sy(0) — y'(0) 24 8 24
Y(S) = -2 4+ = 2.2
! +Y(S) 35 52+S% (2.23)
si on applique les conditions initiales, on obtient
S2Y(S) +8 24 8 24
TJrY(S)—@—?JrS—% (2.24)
3 24 — 853 42453 — 853
Y(S)(S2+1) = = (2.25)
3 . 3/c3
Y(S):M(Sz +12 85°(S2 +1) (2.26)
(S2 +1)8°
24 8
Y(S) = 53 (2.27)
ona:L[y(t)] =Y(S).
Maintenant, on applique la transformée inverse de Laplace
. 124 8
LY (s)] =L [55 ﬁ} (2.28)

y(t) = t* — 8t (2.29)
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Exemple 2.4

On considere I'équation de Bagley-Torvik suivante :

(@) 2 (£) + y(t :tz+2+4\/z
vy () +y() p- 230)

on applique la transformée de Laplace sur I'équation différentielle principale du probleme précédent

2+ 4\ﬁ] (2.31)
7T

Ly® 43+ =1L

L [y@)} +L [y (t)] +Lly()] = L[]+ L[2] + % (7] (232)
Sky(2=1-k)( §3—k- 1y 24,.2,2 2.33
Z Z JHYS) =Gty @M
S2Y(S) + S3Y(S) + Y(8) = 2+25523+ 25 (2.34)
on simplifie :

Y(S) = é (2.35)

On applique la transformée inverse de Laplace
Ly(s)]=L"1 {%} (2.36)
y(t) = (2.37)

Il est a noter qu'il existe d’autre transformées intégrales récentes peuvent étre utilisées pour ré-

soudre 'equation de Bagley-Torvik.
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transformée intégnale Expression
transformée de pourreza =0 0}03 2tf
transformée de shehu ;foe %
transformée de Elzaki E[f(t)] = Uoff( Je~vdt
transformée de Ara T[f(t)] = OT ttet f(t)dt
transformée de Sadik S[f(t)] = %k’f “UBEE(1)
transformée de Sawi S[f(H)] = %;{oe_vgf(t)dt
transformée de Tarig TIf(1)] = %;foe_”tzf(t)dt

TABLE 2.1 — Tableau de quelques transformées intégrales classiques et récentes



Chapitre 3

Résolution analytique de 1'équation de

Bagley—Torvik par la méthode de

décomposition d’Adomian

3.1 Introduction

Les équations différentielles fractionnaires ont vu leur champ d’application croitre rapide-
ment ces dernieres décennies, notamment dans les domaines de la viscoélasticité, 1’électrochimie,
la dynamique des systémes complexes ou encore la mécanique des fluides. Dans ce contexte,
la méthode de décomposition d’Adomian offre une alternative analytique prometteuse aux mé-
thodes classiques (Laplace, transformées intégrales, schémas numériques) pour résoudre ce type
d’équation.

la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) constitue une méthode semi-analytique
puissante pour la résolution d’équations différentielles ordinaires et partielles, linéaires ou non

linéaires, y compris celles contenant des dérivées fractionnaires.

La méthode a été introduite par George Adomian dans les années 1980, initialement pour trai-
ter des systemes stochastiques et non linéaires. Son objectif était de contourner les difficultés liées
a la linéarisation des problemes physiques complexes, tout en conservant une approche analy-
tique rigoureuse. Elle a depuis été appliquée avec succes a une large variété de modeles, incluant

les équations de Schrodinger, Navier—Stokes, les problemes d’ondes non linéaires, et de nombreux

31
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modeles en physique et en ingénierie.

Cette méthode repose sur la décomposition de la solution cherchée en une série infinie, et
sur la linéarisation des termes non linéaires via des polyndmes spécifiques appelés polyndmes
d’Adomian.

Elle présente plusieurs avantages notables :

— Elle ne requiert ni linéarisation, ni transformation intégrale (Laplace ou Fourier), ni discré-

tisation.
— Elle est applicable a une vaste classe d’équations incluant les modeéles fractionnaires.

— Les calculs restent symboliques et peuvent étre facilement automatisés dans des logiciels

comme Maple ou Mathematica.

3.2 Existance et unicité de la solution

Définition 3.1 Une fonction réelle ou complexe f(x),x > 0, est dite dans 'espace Co, 0 € R, s'il existe

un nombre réel p, p > a, tel que
f(x) = 2P fi(x)
avec une fonction f1(x) dans C[0, o0).

Cy est un espace vectoriel et I'ensemble des espace Cy, est ordonné par inclusion selon
CaCCgea>p G.1)

Théoreme 3.1 L'opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville [V, u > 0, est une application

linéaire de l'espace C,, &« > —1, en lui-méme, c’est-a-dire,
]]/l N CIX _> Cy-‘,—a C Ca.

Remarque 3.1 Dans le cas oit f € C, pour une valeur « > —1 et pour y > lona J''f € Cy C C[0, c0).
1l est important de noter que l'opérateur [V, u > 0, a la représentation convolutionnelle suivante dans

I'espace Cy,p > —1:

U F)(x) = (o f)(x), hu(x) 2= x* /T (), f € Ca (3.2)
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ol )
goN)®) = [glx=nfDat, x>0
0
est la convolution de Laplace. Pour la convolution de Laplace elle-méme, I'inclusion.

gof € CIX1+D<2+1 C C_y, f € Caz, o, > —1 (3.3)

est vraie. La représentation (3.2) et la commutativité de la convolution de Laplace (voir [6], [20]) conduisent

a la propriété suivante de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville :

(FPTTF)(x) = (J'T°f)(x), f € Caye>—1,6>0,17 > 0.

Ensuite, en utilisant I'associativité de la convolution de Laplace et I'intégrale d’Euler de premiere espece

pour I"évaluation de hs o hy)(x), nous obtenons

(T F)(x) = (J"T°f)(x), f€Cupa>—1,6>0,57>0, (3.4)

également bien connu. En particulier, il découle de (3.4) que

( J(x)=(J"f)(x), feCpa>—-1,u>0,neN. (3.5)

L s

1l est évident que la dérivée de Caputo (3) n'est pas définie sur I'ensemble de I’espace C,-. Introduisons un

sous-espace de C,, qui convient pour traiter la dérivée de Caputo.
Définition 3.2 Une fonction f(x),x > 0, est dite étre dans 'espace
C"m e Ny = NU{0}, si f™ e C,.

Remarque 3.2 L'espace C}J' ne coincide pas avec l'espace cf;"> = {f: ilexiste p > a, f € C™[0,00) such that f(a
xP f(x)}, considéré dans [14]. Par exemple, si f(x) = cos(x)/~+/x,x > 0, alors f € C(_ll),f ¢ Cl et
pour la fonction f(x) =1,x > 0,0ona f ¢ C(()l),f € C}.

Nous énongons cing des propriétés de I'espace C}', qui seront utilisées dans les discussions ultérieures.

1) C}' est un espace vectoriel.

2) CY = C,.



3. Résolution analytique de 'équation de Bagley—Torvik par la méthode de décomposition
d’Adomian 34

3) Si f € C" pour une valeur & > —1 et un indice m > 1, alors f®(04) := hr(r)1+f )(x) <
x—

+00,0 <k <m —1, et la fonction.

est dans C™~1]0; c0).

Théoreme 3.2 Soit f € C™,m € No. Alors la dérivée fractionnaire de Caputo D f,0 < u < m, est

bien définie et l'inclusion.

C_1, m—1<yu<m,
DLf €
Ckfl[O;oo) cCq, m—k—-1<u<m-kk=1,..., m—1
est vrai.
Théoreme 3.3 Soit f € C";,m € Net m —1 < pu < m. Alors les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville et de Caputo sont liées par la relation :

(D*f)(x) = (DY f)(x Z Hk_)y)xkﬂ, x> 0. (3.6)

Théoréme 3.4 SOit‘Z/l > Uy > > Uy > 0,m—1< Ui < m;,m; € Ny = NU{O},/\Z' eER,i =

1,...,n. Le probleme de la valeur initiale

(Dly)(x) ~ £ (DY) (x) = 8(x),

y(k)(O) =g €Rk=0,... m—1m—1<pu<m,

(3.7)

oit la fonction g est supposée dans C_y si p € N, dans C | is u ¢ N, et la fonction inconnue y(x) doit

étre déterminée dans I'espace C™;, a une solution, unique dans l'espace C™,, de la forme.

y(x) = yg(x) + i ckur(x), x > 0. (3.8)
k=0
ol .
ve(x) = [ #TE() (D3 (x — e 39)

0
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est une solution du probléme (3.7) avec des conditions initiales nulles, et le systeme de fonctions

k n
X .
ug(x) = o+ Yo A THE (), k=0, m =1, (3.10)
: i=l+1

remplit les conditions initiales ulgl)(O) =,k 1=0,...,m—1
La fonction

E(),ﬁ(x) = E(y—m,...,y—yn),ﬁ(Alxy_m/ e ,Anx”_””) (311)

est un cas particulier de la fonction multivariée de Mittag-Leffler et les nombres naturels Iy, k =0, ..., m —

1, sont déterminés a partir de la condition

my, >k+1,
(3.12)

Dans le cas o m; < k,i = 0,...,m — 1, nous fixons ly :=0,etsim; >k =1,i =0,...,m—1, alors

lk =n.

3.3 Principe de la méthode de décomposition d’Adomian

Tout d’abord, on présente un apercu sur la méthode de décomposition d’Adomian de maniere

générale.

3.3.1 Forme générale du probleme

Lu+ Ru+ Nu = g(t) (3.13)
avec :
— L : opérateur linéaire inversible,
— R : partie linéaire restante,
— N : opérateur non linéaire,

— g :second membre.
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3.3.2 Décomposition de la solution

La solution générale de I'équation donnée est décomposée sous la forme d'une série infinie

u(t) = i un(t) (3.14)
n=0

ou ug est la solution de I'équation Lu = g.
Chaque terme u, de la série représente une approximation successive de la solution, permettant

d’atteindre une précision arbitraire en considérant un nombre suffisant de termes.

3.3.3 Transformation de I’equation différentielle

A partir de 'équation (3.13), nous pouvons écrire :

Lu=g—Ru—Nu (3.15)

comme L est inversible, une expression équivalente est :

L 'Lu=L"1¢—L7'Ru—L'Nu (3.16)

N N e el L. _ n L
Pour les problémes a valeurs initiales, nous définissons L~! pour L = 57 comme |'opérateur

— 42

d’intégration definie 7 fois de 0 a . En effet, pour l'opérateur L = 75,

nous avons :

L™ 'Lu = u — u(0) — tu'(0) (3.17)

Par conséquent :

u=u(0)+tu'(0) + L '¢g— L7 'Ru— L™ 'Nu (3.18)

En outre, pour les problémes aux valeurs limites, la résolution pour u donne :

u=A+Bt+L "¢g—L "Ru—L "Nu .
A+Bt+L'¢— L 'Ru—L7IN (3.19)

ou A et B sont des constantes déterminées par les conditions aux limites.
Les trois premiers termes dans ’équation (3.18) ou (3.19) sont identifiés comme 1 dans la

décomposition supposée u = Y > Uy.
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De plus, pour le traitement du terme non-lindire, on suppose que Nu est analytique, ce qui

nous mene a écrire

Nu = Z Ap(ug, uy,up, ..., Uy) (3.20)
n=0

ot les A, sont les polyndmes d’Adomian, tels que

Ao = f(uo) (3.21)
A = Mlif(uo) (3.22)
u d?
Ao = urff(u) + 3 2/ ) (3.23)
d e ud d°
Az = ugd—uof(uo) + uluzd—u%f(uo) + gd—ugf(uo) (3.24)

Ces polynomes peuvent étre déterminés a partir de la formule générale (pour n > 1) :

Z c(m,n) F" (ug) (3.25)

Par conséquent, la solution générale devient :

u=ug—L'RY u,— L 'Nu (3.26)
n=0
=ug— L 'RY u,— L") A, (3.27)
ou:
=¢+L g et Lp=0 (3.28)

Cette formulation conduit a la relation de récurrence fondamentale :

Uyi1 = —L'Ru, —L7'A,, n>0 (3.29)

L’algorithme de la méthode d’Adomian se résume aux étapes suivantes :
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1. Initialisation : Calculer ug a partir des conditions initiales/aux limites et du terme source

2. Itération : Utiliser 1y connu pour déterminer successivement tous les composants uy, uy, ..., Uy, ...

grace a 1’équation (3.29)

3. Assemblage : Substituer ces composants dans 1’équation (3.41) pour obtenir la solution u
Remarque 3.3 La convergence de cette méthode a été rigoureusement établie par plusieurs auteurs |...]

Remarque 3.4 1l est a souligner que la méthode de décomposition d’Adomian présente plusieurs avantages

remarquables :

— Universalité : Applicable aux équations linéaires et non linéaires, ordinaires et aux dérivées par-

tielles
— Pas de linéarisation requise : Traite directement les non-linéarités sans approximation préalable

— Convergence rapide : La série converge généralement tres rapidement pour les problemes physiques

réels
— Simplicité algorithmique : Les composants de la solution en série peuvent étre facilement calculés

— Flexibilité : Adaptable aux problémes a valeurs initiales et aux valeurs limites

3.4 Application a I’équation de Bagley-Torvik

Dans cette section on applique la méthode de décomposition de domaine Adomain, cette mé-
thode offre une approche analytique et systématique pour résoudre les équations différentielles
fractionnaires, faisant le lien entre les mathématiques appliquées et les applications en ingénierie.
En effet, la méthode évite la linéarisation ou la perturbation et gere naturellement les dérivées
fractionnaires.

On cosidére I’équation différentielle fractionnaire dont le sens de dérivation est de type Riemann-

Liouville

AD?x(t) + BD2?x(t) 4 Cx(t) = g(t) (3.30)

ou A # Oet B,C € R. avec les conditions initiales homogenes suivantes :

x(0) =0, x'(0)=0 (3.31)
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ces conditions correspondent a l'état d’équilibre au début d"un processus dynamique.
Nous adoptons la méthode de décomposition d’Adomian pour réoudre ce probleme. Dans le
cadre de cette méthode, nous supposons que la solution peut s’exprimer sous la forme d'une série

infinie

x(£) = x1(f) + x2(t) + x3(t) + x4(t) + ...

Cette décomposition permet de transformer le probleme initial en une séquence de sous-problémes
plus simples a résoudre.

L'équation (3.30) peut étre réécrite sous la forme

P2 B 3/ C (1)
(b + () + —x(h) = £ (3.32)

pour appliquer la méthodologie d’Adomian, nous identifions les différents opérateurs :

O] . . . 2
L’opérateur linéaire facilement inversible : Lx = g?x(t)

s z e s s 3/2
L'opérateur linéaire restant : Rx = :ijt?Tx(t)

La partie non-linéaire : Nx = %x(t) (qui est en fait linéaire dans ce cas particulier)

alors

Nx = Z An(xo,x1,%0, ..., Xn) = —x(t) (3.33)
n=0

ol les polyndmes d’Adomian s’écrivent comme suit

Ao = flxo) = 20 (3.34)
Al = xldix()f(xo) = %xl (3.35)
Ay = xzdixof(xo) + Z—?dd—%f(xo) = %xz (3.36)
Az = x3dix()f(xo) + xlxzdi%f(xo) + ;—?dd—%f(xo) = %xa (3.37)

et ainsi de suite. Alors, la méthode de décomposition d’Adomian, nous donne

D3/? ( Vv xn(t))] — %Ll (i An> (3.38)
n=0 n=0

x(t) = x(0) + £'(0) + S L7 (1)~ 2L

b
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En tenant compte des conditions initiales homogenes, cette expression se simplifie en :

D3/2(¥Oxn ) ——L1<2xn ) (3.39)

()——L () - Ll
H,_

xo(t)

ce qui implique que

-2 ] -2 0

x(t) = %%f( t) — g;— D3/2 (Z Xn ) — %% (%x,ﬂt))
1d7? Bd 12 |& | ca? (e

N V=2 T=ve L);)xn(f)_ -2 (n);)xn(t)>

ot il est a noter que les terme de décomposition sont définis récursivement par

xo(t) = D A1),

B___ C__

x(t) = == D Y2x0(t) — 2D 2x0(t),
B___ C._._

x(t) = — D Y2x(t) - 2D 2x1(t),

et ainsi de suite pour les termes d’ordre supérieur. Par conséquent, la solution générale du pro-

bleme (3.30) — (3.31) est

1d72
X() =2 T f(1)
B | d- 1/2 d—1/2 d_1/2
— Z on(t) + le(t) + sz(t) —+ ...

-2 -2 —
-5 ! - } (3.40)

—Xxo(t) + ——=x1(t) + w—=x2(f) + ...
Cette expression constitue la base pour I'analyse numérique et la comparaison avec d’autres mé-
thodes de résolution disponibles dans la littérature.

Considérons maintenant un cas particulier ot le second membre de 'équation de Baley-Torvik

(3.30) est donné par

0, t>1
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cette fonction modélise une force constante appliquée sur l'intervalle [0, 1], puis supprimée brus-
quement aprés t = 1. Ce type de chargement est fréquent dans les tests mécaniques a charge
impulsionnelle. Cette fonction peut s’exprimer a travers la fonction en échelon unité (Heaviside

function) u(t), comme suit

en utilisant la propriété suivante

D 2u(t) = gu(t), D2u(t—1) = ! _zl)zu(t _),

on obtient la forme explicite du premier terme

2 _1\2
xo(t):% Cu(t) - (t 21) w(t —1)

Cette expression donne une approximation initiale du comportement du systeme sous excitation
limitée dans le temps.
Les termes suivants x1 (), x2(t), ... sont obtenus par intégration fractionnaire directe des termes

précédents

o B d_l/sz(t) C d_sz(t)
L e T Ve By W ==

_g| B ut) /2 Cu(t)?  Bult—-1)(t—-1)%%2 Cu(t-1)(t—-1)*
T ATER) T ATE) A T2 AT 10 /
B dﬁl/le(t) Cdﬁle(t)
) =-ngmr A a
g BZu(t)t® 2BCu(t)t?/2  C?u(t)®

A3 T(4) " A3T(11/2) " A3T(7)

BZu(t—1)(t—1)% 2BCu(t—1)(t—1)°/2 C>u(t—1)°
A3 T(4) RV r(11/2) AR T(7) |7
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B d~ 1/2x2(t) Cd~ 2x2()

e e R T Vo R W T
B3 u(t)t’/2  3BCu(t) >  3BC*u(t)t'¥2  C3u(t)®
A T(9/2) © A* T(6) A% T(15/2) A4 T(9)
B3u(t—1)(t—1)"2 3B?Cu(t—1)(t—1)°
A4 T(9/2) T T(6)
3BC?u(t—1)(t—1)13/2  CBu(t—1)(t—1)8
AT T(15/2) A T(9) /
x4(t) _ B d_l/ZXQ,(i') C d_2X3(i')

AY dr12 A dr?

Bu(t)*  4BCu(t)!'/2  6B2C*u(t)’ N 4BC3 u(t)7/2  Ctu(t)!®

AST(5) ' A5 T(13/2) = A5 T(8) ' A5 T(19/2) AST(11)
Btu(t—1)(t—1)* 4BCu(t—1)(t—1)"/2

=38

A5 r(5) A5 r(13/2)
6B2C2u(t—1)(t—1)7 4BC3u(t—1)(t—1)7/2  C*u(t—1)(t — 1)
CAb r(8) A5 r(19/2) - AB r(11) '

et ainsi de suite.

D’oty, la solution du probleme est devenue comme suit

x(t) =% [i (_i)r (%)rtz(m) i (;B)j](f+f)!u(t)ti/2

= 1y (% +2r+3>

_ i (—i)r <%)r(t_1)2(r+1) i <—AB>j (j+7)!u(f1)(t1)j/2]

=0 = jr (5 +2r+3)
_ 8 (=D (CN a1y p() —B 1,2
= MO L (z) S S RO
(=" (C\’ 2(r+1) p (1) —B 1/2
—u(t—1) ;O 7)) -1 Ey s — (=1 , (3.41)
oti, Ey ,(z) est la fonction de Mittag-Leffler & deux parametres.
1)y = 9" o ()l
E = —E = , , r=20,12,...).
au¥) dy" r(y) ];) JIT(Aj+Ar+ ) ( )

La solution (3.41) coincide avec la solution obtenue par Podlubny [10] en utilisant la fonction de

Green fractionnaire.
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Podiubny's Selution ===
Adomian Decomposition
Method Solution

-6 i : : ; | [ : | .
0 2 4 5] 8 10 12 14 16 18 20

FIGURE 3.1 — Comparison de la solution par la méthode de décomposition d’Adomian et la solu-

tion numérique du Podlubnys



Conclusion

Dans ce travail on a présenté 1’aspect théorique et ’approche pratique dans I'étude de I'équa-
tion de Bagley-Turvik, considérée comme un modele mathématique pertinent pour représenter
certains phénomenes physiques & mémoire, notamment dans les milieux viscoélastiques.

Sur le plan analytique, nous avons utilisé des outils puissants tels que la transformée de La-
place et la transformée de Sumudu, qui nous ont permis d’obtenir des solutions exactes et d’ana-
lyser le comportement de 1’équation. Par ailleurs, nous avons combiné cette approche analytique
avec une méthode numérique a travers la méthode de décomposition d’Adomian, reconnue pour
son efficacité dans le traitement des équations différentielles non linéaires et complexes, tout en
offrant une alternative valable aux méthodes classiques. Les résultats obtenus confirment l'ef-
ficacité de cette approche mixte et permettent une meilleure compréhension du comportement
dynamique de "équation.

Enfin, il convient de souligner que les équations différentielles fractionnaires, et en particu-
lier ’équation de Bagley-Turvik, offrent de vastes perspectives de recherche, en raison de leur

capacité a modéliser avec précision des systemes physiques complexes.
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