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Résumé

Dans notre travail, nous examinons un système poreux élastique avec microtempera-

ture Notre principal résultat est d�étudier la stabilité exponentielle du système par des

techniques qui basent sur la construction du fonctionnel de Lyapunov, et nous montrons

l�existence et l�unicité de la solution du système par la méthode du semi-groupe.

Mots-clés : Stabilité exponentielle, théorie du semi-groupe, fonction de Lyapunov.
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Abstract

In this work, we considered a system porous-elastic with microtemperature.Our main

result is to study the exponential stability of the system by techniques that base on the

construction of Lyapunov�s functional, and we show the existence and uniqueness of the

solution of the system by the semi-group method.

Keywords : Exponential stability, semi-group theory, Lyapunov function.
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 الملخص 

 

 

ه ذكرة استقرار أنظمة مكونة من معادلات تفاضلية جزئية زائدية, تتمثل هذندرس في هده الم       

ه الأخيرة تتمثل في الأنظمة المسامية تحت  ذالمعادلات في ما يسمى بالأنظمة المتأثرة بالحرارة, وه

 الشروط الابتدائية والحدية. 

وحدانية الحل بالإعتماد على أشباه المجموعات والاستقرار الأسي باستعمال  لقد قمنا بدراسة وجود        

 النظرية الطاقوية التي تعتمد على بناء دالة جديدة تسمى دالة اليابونوف. 

 

 الكلمات المفتاحية: 

ليابونوف. الاستقرار الأسي, الأنظمة المسامية, دالة ا   



Notations
R : corps des nombres réels.

C : corps des nombres complexes.

� :frintiére de 


Ck(
) :fonctions k fois continument di¤érentiables sur 
 (k entier � 0):

A : opérateur linéaire.

D(A) : domaine de dé�nition de l�opérateur A:

L(E;F ) :espace des opérateurs linéaires continus de E dans F:

H1; H2 : des espaces de Hilbert des normes respectives k:kH1 , k:kH2
H : espace de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont noté respectivement

par :j:j, (:; :) :

�(A) : ensemble résolvant de l�opérateur A:


 � Rn : ouvert borné.


 : la fermeture de 
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0.1 Introduction

Dans [1], Goodman et Cowin ont proposé une extension de la théorie classique de

l�élasticité aux milieux poreux en introduisant le concept d�une théorie continue des

matériaux granulaires avec des vides interstitiels dans la théorie des solides élastiques avec

des vides. En plus des e¤ets élastiques habituels, les matériaux avec des vides possèdent

une microstructure avec la propriété que la masse en chaque point est obtenue comme le

produit de la densité de masse de la matrice du matériau par la fraction volumique. En

fait, la notion de microtempérature a été utilisée dans la théorie de la thermodynamique

pour les matériaux élastiques avec microstructure. En plus des microdéformations de la

corde, les éléments microscopiques du continuum possèdent des microtempératures qui

re�ètent la variation de la température à l�intérieur d�un microvolume. Ainsi, la théorie de

la thermélasticité avec des microtempératures a fait l�objet de plusieurs résultats. Nous

renvoyons le lecteur aux références [2],[6]. Dans [7], Cowin et Nunziato ont introduit le

concept selon lequel les matériaux avec des vides possèdent une microstructure avec la

propriété que la masse en chaque point est obtenue comme le produit de la densité de

masse de la matrice du matériau par la fraction volumique. Plus tard, Ieşan [8],[10]et

Ieşan et Quintanilla [11] ont ajouté la température et les éléments de microtempérature

à la théorie. Dans [12], Casas et Quintanilla ont considéré un système unidimensionnel de

solides élastiques micromorphiques avec les e¤ets thermiques habituels. Plus précisément,

ils ont étudié le système suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

�utt = �uxx + b'x � ��x; x 2 (0; 1); t > 0

J'tt = �'xx � bux � �'� dwx +m�; x 2 (0; 1); t > 0

c�t = k�xx � 
utx � l't � k1wx; x 2 (0; 1); t > 0

�wt = k4wxx � d'tx � k2w � k3�x; x 2 (0; 1); t > 0

(1)

Ils ont utilisé l�approche du semi-groupe pour prouver la stabilité exponentielle des

solutions indépendamment des vitesses de propagation des ondes. Leur méthodologie
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est basée sur les arguments proposés dans le livre de Liu et Zheng [13]. L�analyse de

la décroissance temporelle des matériaux poro-élastiques unidimensionnels a été initiée

dans [14]. L�auteur a montré que la dissipation due à la viscosité poreuse n�est pas su¢ -

sante pour garantir la stabilité exponentielle des solutions. Magãna et Quintanilla[15] ont

prouvé que la combinaison de la viscoélasticité avec les microtempératures produit une

stabilité exponentielle, tandis que la combinaison de la viscoélasticité avec la température

manque de stabilité exponentielle. Com

me dans [16], dans ce travail, nous avons considéré le système 1 et montré, en utilisant

la méthode des multiplicateurs, que la combinaison de l�amortissement par frottement

dans la première équation et les e¤ets de microtempérature sans e¤et thermique (k =

0) stabilise le système de manière exponentielle, quelles que soient les coe¢ cients du

système. Ce résultat est nouveau et améliore les résultats récents de la littérature. Les

équations d�évolution de base pour les théories unidimensionnelles des matériaux poreux

avec température et microtempérature données par :

�utt = Tx� �ut; J'tt = Hx +G; (2)

��t = qx; �Et = Px + q �Q;

Ou� T est la contrainte, G est la force volumique équilibrée, H est la contrainte

équilibrée, � est l�entropie, q est le vecteur de �ux de chaleur, P est le premier moment

de �ux de chaleur, Q est le �ux de chaleur moyen et E est le premier moment d�énergie.

Les variables u et ' représentent respectivement le déplacement du matériau élastique

solide et la fraction volumique. Les équations constitutives sont :
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T = �ux + b'� 
�; (3)

H = �'x � dw;

G = �bux � �'+m�;

�� = 
ux + c� +m';

q = k�x + k1w;

P = �k2wx;

Q = �k3w � k1�x;

�E = ��w � d'x;

où � = aT0, � est la masse volumique de référence et w et � désignent le vecteur

de microtempérature et la température mesurée par rap port à la température absolue

constante (T0 > 0). Les coe¢ cients k1; k2; k3; �; �; �; a; ket c sont des constantes constitu-

tives qui sont positives. Comme le couplage est pris en compte, b doit être di¤érent de

zéro et doit satisfaire à l�inégalité

�� > b2: (4)

Les coe¢ cients 
, m et d sont des constantes qui ne sont pas nécessairement positives.

En substituant 3 dans 2 aveck = � = 0, nous obtenons le système suivant :

�utt = �uxx + b'x � 
�x � �ut; x 2 (0; 1); t > 0;

J'tt = �'xx � bux � �'� dwx +m�; x 2 (0; 1); t > 0;

c�t = �
utx �m't � k1wx; x 2 (0; 1); t > 0;

�wt = k2wxx � k3w � k1�x � d'tx; x 2 (0; 1); t > 0;

(5)

avec les conditions initiales suivantes :
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u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); '(x; 0) = '0(x); x 2 (0; 1)

't(x; 0) = '1(x); w(x; 0) = w0(x); �(x; 0) = �0(x); x 2 (0; 1)
(6)

ici, u0; u1; '0; '1; w0; �0sont des fonctions données, et les conditions aux limites sont :

ux(0; t) = ux(1; t) = '(0; t) = '(1; t) = 0; t > 0

�(0; t) = �(1; t) = wx(0; t) = wx(1; t) = 0; t > 0:
(7)

Pour éviter ce cas et aussi pour pouvoir utiliser l�inégalité de Poincaré, nous e¤ectuons

la transformation suivante : À partir de la première équation de 5, nous observons que

�
d2

dt2

Z 1

0

u(x; t)dx+ �
d

dt

Z 1

0

u(x; t)dx = 0; 8t � 0; (8)

si nous prenons 
(t) =
Z 1

0

u(x; t)dx, alors 
(0) =
Z 1

0

u0(x)dx et 
0(0) =
Z 1

0

u1(x)dx: Nous

avons donc le problème de valeur initiale suivant :

�
00(t) + �
0(t) = 0;


(0) =

Z 1

0

u0(x)dx; 
0(0) =
Z 1

0

u1(x)dx (9)

En résolvant 5, nous obtenons


(t) =

Z 1

0

u0(x)dx� �

�
(

Z 1

0

u1(x)dx)(exp(��
�
t)� 1):

Par conséquent, si nous posons

�u(x; t) = u(x; t)�
Z 1

0

u0(x)dx+
�

�
(

Z 1

0

u1(x)dx)(exp(��
�
t)� 1);

nous obtenons
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Z 1

0

~u(x; t)dx = 0;8t � 0:

Maintenant, à partir de la quatrième équation de 5 et des conditions aux limites 7,

nous obtenons

d

dt

Z 1

0

w(x; t)dx+
k3
�

Z 1

0

w(x; t)dx = 0; 8t � 0;

avec Z 1

0

w(x; t)dx = (

Z 1

0

w0dx) exp(� t

�
k3):

Alors, si nous posons

�w(x; t) = w(x; t)� (
Z 1

0

w0dx) exp(� t

�
k3); t � 0; x 2 [0; 1]

nous arrivons à

Z 1

0

~w(x; t)dx = 0; t � 0

et(�u; '; �; �w) satisfait les mêmes équations que celles de 5 7. Dans la suite, nous tra-

vaillerons avec �u et �w, mais par souci de simplicité, nous écrirons u et wau lieu de �u et

�w.

Ce mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitre1, nous introduisons les espaces

fonctionnels et énonçons les résultats préliminaires nécessaires à notre analyse. Dans le

chapitre 2, nous prouvons l�existence et l�unicité des solutions du système 5 7. Dans le

chapitre 3, nous établissons la stabilisation exponentielle uniforme du système en utilisant

la méthode des multiplicateurs.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques dé�nitions et certains résultats sur les

inégalités dans l� espace de Sobolev , aussi, nous donnons les dé�nitions et quelques

inégalités intégrales qui joue un rôle dans notre travail. De plus, en utilisant la théorie

du semi groupe qui nous serons très utiles pour la suite de notre travail. On désignera

par un ouvert borné de Rn:

1.1 Espaces Fonctionnels

espace complet

Dé�nition 1.1 Un espace normé (E; k:kE) est complet si toute suite de Cauchy de E

est convergente dans E .

Espaces de Banach

Dé�nition 1.2 Un espaces vectoriel normé complet s�appelle espace de Banach .

11



Espace de Hilbert

Dé�nition 1.3 Un espace deHilbert est un espace vectoriel H muni d�un produit sclaire

(u; v) et qui est complet pour la norme

(u; v)
1
2

.

1.1.1 Espaces fonctionnels linéaires

Les espaces Lp (
)

Dé�nition 1.4 Soit 1 � p � 1, et soit 
 est un domaine ouvert dans Rn, n 2 N.

dé�nir l�espace de Lebesgue norme Lp (
), par

Lp (
) =

�
f : 
! R : f est mesurable et

Z



jf (x)jp dx <1
�
: (1.1)

Pour p 2 R et 1 � p � 1, noteé par

kfkp =
�Z




jf (x)jp dx
� 1

p

: (1.2)

Dé�nition 1.5 si p =1, on dé�nit

L1 (
) = ff : 
! R : f est mesurable et 9C � 0� jf (x)j � C; p.p.sur 
g (1.3)

on dé�nit

kfkL1(
) = inf fC � 0; jf(x)j � C a.e dans 
g :
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Théorème 1.1 il est bien connu que Lp (
) muni de la norme kfkp est un espace de

Banach , pour tous 1 � p � 1:

Dé�nition 1.6 (Espaces L2 (
) ) Pour p = 2 on note L2 (
) l�ensemble des fonctions

de carré sommable c-à-d

L2 (
) =

�
u : 
! R�

Z
ju (x)j2 dx <1

�

L�espace linéaire L2 (
) muni du produit scalaire

hu; vi0;
 =
Z
u (x) v (x) dx

est un espace de Hilbert.

1.1.2 Certaines inégalités intégrales

Nous allons donner ici quelques inégalités intégrales importantes. Ces inégalités jouent

un rôle important en mathématiques appliquées et aussi, il est très utile dans nos pro-

chains chapitres.

Inégalité de Hölder�s

Théorème 1.2 Inégalité de Hölder�s ) Soit 1 � p � 1 ; 1 � q � 1 , supposant que

f 2 Lp (
) et g 2 Lq (
) ,et 1 = 1
p
+ 1

q
alors, fg 2 L1 (
) et

Z



jfgj dx � kfkp kgkq :
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Inégalité Young�s

Lemme 1.1 Inégalité Young�s) soit f 2 Lp (R) et g 2 Lq (R) avec 1 � p � 1, 1 � q �

1, et 1
r
= 1

p
+ 1

q
� 1 � 0: alors , f � g 2 Lr (R) et

kf � gkLr(R) � kfkLp(R) kgkLq(R) : (1.4)

1.1.3 Espaces de Sobolev

1.1.4 L�espaces W 1;p

Dé�nition 1.7 (EspacesW 1;p ) l�espace de sobolev W 1:p et de dé�ni par :

W 1:p =

�
u 2 Lp)(I);9g 2 Lp(I) j

Z
I

u'0 = �
Z
g' 8' 2 C1c (I)

�
:

On pose H1(I) =W 1:2(I);pour u 2 W 1:p (I) on note u0 = g

Lespace W 1:p est muni de la norme :

k u kW 1:p=k u kLp + k u0 kLp

(ou parfois, si 1 < p <1; de la norme équivalente [k u kpLp + k u0 k
p
Lp ]

1=p ).

L�espace H1 est muni de produit scalaire :

(u; v)H1 = (u; v)L2 + (u
0; v0)L2 :

La norme associée :

k u kH1= (k u k2L2 + k u0 k2L2)1=2;

est équivalente à la norme de W 1;2:

Proposition 1.1 Lespace W 1;p est un espace de banach pour 1 � p <1. Lespace W 1;p

est ré�exif pour 1 < p <1 et séparable pour 1 � p <1

14



Lespace H1 est un espace de Hilbert séparable.

1.1.5 L�espace de Sobolev W 1;p
0

Dé�nition 1.8 Étant donné 1 � p < 1 , on désingne par W 1;p
0 (I) la fermeture de

C1;pc (I) dans W
1;p (I) On note H1

0 (I) =W 1;2
0 (I) :

Lespace W 1;p
0 est un muni de la norme induite par W 1;p;lespace H1

0 est muni du

produit scalaire induit par H1:

Lespace W 1;p
0 (I) est un espace de Banach séparable , il est de plus ré�exif pour

1 < p <1:

Lespace H1
0 est un espace de Hilbert séparable.

1.1.6 Les espaces de Sobolev Wm;p

Dé�nition 1.9 Étant donnés un entier m � 2 et un réel 1 � p � 1 , on dé�nit par

récurrence lespace

Wm;p(I) =
�
u 2 Wm�1;p(I); u0 2 Wm�1;p(I)

	
:On pose

Hm(I) =Wm;2(I):

On véri�e aisément que u 2 Wm;p(I) si et seulement s�ils existe m fonctions g1; :::; gm 2

Lp (I) tell que :

Z
uDj' = (�1)j

Z
gj'8' 2 C1c (I);8j = 1; 2; ::;m

;où Dj' désigne la dérivée à lordre j de '; lorsque u 2 Wm;p(I); on peut donc considérer

les dérivées successives u0 = g1; (u
0)0 = g2; :::jusqu �à l�ordrem;on les notesDu;D2u; :::Dmu

15



lespace Wm;p est muni de la norme

k u kWm;p=k u kLp +
mX
�=1

k D�u kLp ;

et lespace Hmest muni du produit scalaire

(u; v)Hm = (u; v)L2 +

mX
�=1

(D�u;D�v):

1.2 Semi-groupe

Dé�nition 1.10 Une famille (S(t))t�0 d�élements S(t) 2 $(x) pour t � 0 forme un

semi-groupe de classe C0dans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle véri�e les

conditions suivantes :

S(t) = I (identité dans $(X)).

S(t+ s) = S(t)S(s) pour tout t; s � 0 (proporiété algébrique).

limt!+0 k S(t)x� x kXpour tout x 2 X (proporiété topologique).

1.3 Quelques théorèmes utiles

Dé�nition 1.11 soit A : D(A) ! H un opérateur linéaire non borné on dit que A est

dissipatif si

hAu; ui � 0 8u 2 D(A):

A est dit maximal si Im(I � A) = H c_d_d

8f 2 H; u 2 D(A) telque (I � A)u = f

Théorème 1.3 Remarque 1.1 A est dit monotone si �A est dissipatif ...
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Théorème 1.4 (Hille-Yosida) soit A un o opèrateur maximal monotone dans un espace

de Hilbert H. Alors pour tout u0 2 D(A) il existe une fonction

u 2 C1([0;+1[ ;H) \ C ([0;+1[ ;D (A))

unique telle que �du
dt
+ Au = 0 sur [0;+1[

u(0) = u0 (donnee initiale)

de plus on a

ju(t)j 6 ju0j et

����dudt (t)
���� = jAu(t)j 6 jAu0j 8t 1 0

1.4 L�approximation de Hille-Yosida

Soit X un espace de Banach.

Lemme 1.2 soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire véri�ant les propriétés

suivant :

1) A est un opérateur fermé et D(A) = X:

2) Il existe ! � 0 et M � 1 telle que �! � �(A) et pour tout � 2 �!; on a :

kR(�;A)nk � M

(Re�� !)n
; n 2 N�:

Alors pour tout � 2 �!;nous avons :

1) lim Re�!1 �R(�;A)x = x; 8x 2 X:

2) limRe�!1 �AR(�;A)x = Ax; 8x 2 D(A):

Dé�nition 1.12 La famille (A�)�2�! 2 L(X) ou A� = � AR(�;A) s�appelle l�approxi-

mation généralisé de yosida de l�opérateur A:
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Lemme 1.3 soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire véri�ant les propriétés

suivants :

1) est un opérateur fermé et D(A) = X:

2) il existe ! � 0 et M � 1 telle que �! � �(A) et pour � 2 �!;on a :

kR(�;A)nk � M

(Re�� !)n
, n 2 N�:

Si (A�)�2�! est l�approximation généralisé de yosida de l�opérateur A alors 8� > 0 et

8�; � 2 �!; on a :



exptA� x� exptA� x

 �M2te exp(!+�)t kA�x� A�xk ; 8x 2 X t � 0:

1.5 Théorème (Lumer-Phillips)

Théorème 1.5 soit A : D(A) ! H un opérateur lineaire de domaine dense dans

H. Alors A est le générateur in�nitesimal d�un C0-semi groupe de contractions si et

seulement si :

1 A est dissipatif

2 il existe un �i0 tel que Im (�I � A) = H

1.6 Théoréme de Lax-miligram

Théorème 1.6 soit a(u,v) une forme bilineaire continue et coercive. Alors pour tout

' 2 H1 il existe u 2 H unique tel que :

a(u; v) = ('; v) 8v 2 H
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de plus, si a est symétrique, alors u est caracterise par la propriete

u 2 H et 1
2
a(u; u)� ('; u) =Minv2H

�
1
2
a(v; v)� ('; v)

	
Dé�nition 1.13 soit m 2 N et p 2 [0;1] : on dé�nit Wm;p (
) est l�espace de toutes

f 2 Lp (
) ;dé�nie comme

Wm;p (
) = ff 2 Lp (
) ; tel que @�f 2 Lp (
) pour tout � 2 Nm tel que

j�j =
nX
j=1

�j � m; où , @� = @�11 @
�2
2 :::@

�n
n

)
: (1.5)

Théorème 1.7 Wm;p (
) est un espace de Banach avec leur norme usuelle

kfkWm;p(
) =
X
j�j�m

k@�fkLp ; 1 � p � 1; pour tout f 2 Lp (
) . (1.6)

Dé�nition 1.14 noteé par Wm;p
0 (
) la fermeture de D (
) dans Wm;p (
) :Étant donné

1 � p < 1 , on désingne par W 1;p
0 (I) la fermeture de C1;pc (I) dans W

1;p (I) On note

H1
0 (I) =W 1;2

0 (I) :

Lespace W 1;p
0 est un muni de la norme induite par W 1;p;lespace H1

0 est muni du

produit scalaire induit par H1:

Lespace W 1;p
0 (I) est un espace de Banach séparable , il est de plus ré�exif pour

1 < p <1

Lespace H1
0 est un espace de Hilbert séparable .

Dé�nition 1.15 Lorsque p = 2,nous préférons désigner par Wm;2 (
) = Hm (
) et

Wm;p
0 (
) = Hm

0 (
) Fourni avec la norme

kfkHm(
) =

0@X
j�j�m

(k@�fkL2)
2

1A 1
2

; (1.7)
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qui à faire Hm (
) un espace de Hilbert réel avec leur produit scalaire usuel

hu; viHm(
) =
X
j�j�m

Z



@�u@�vdx:

Lemme 1.4 (Inégalité de Sobolev-Poincaré) si

2 � q � 2n

n� 2 ; pour n � 3;

q � 2; pour n = 1; 2;

alors

kukq � C (q;
) kruk2 ; pour tout u 2 H1
0 (
) :

Lemme 1.5 (point carée) Soit 
 un ouvert borné .Il existe une constante positive C


telle que

8u 2 H1
0 (
); k u kL2(
)� C
 k ru kL2(
) :

Les suivants sont fondamentaux dans l�étude des résultats des équations aux dérivées

partielles

Remarque 1.2 pour tout ' 2 L2 (
) ; �' 2 L2 (
) et pour � Su¢ samment lisse, on a

k' (t)kH2(
) � C k�' (t)kL2(
) :

Proposition 1.2 la formule de Green) pour tout u 2 H2 (
) ; v 2 H1 (
) on a

�
Z



�uvdx =

Z



rurvdx+
Z
@


@u

@�
vd�; (1.8)

où
@u

@�
est une dérivation normale de u à @
:

Théorème 1.8 Lax-Milgram ) :soit a(u; v)une forme bilinéiare . Alors sur un espace

de Hilbert H qui est :
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�Continue ,c�est -à-dire 8u; v 2 H; j a(u; v) j �M k u kHk v kH ;8M > 0:

� Coercive, c�est -à-dire 8u 2 H ; j a(u; u) j� � k u k2;8� > 0:

soit l(v) une forme linéiare continue sur H .Alors il existe une unique u 2 H tel

que :

8v 2 H; a(u; v) = l(v) (1.9)

Théorème 1.9 Hille Yosida) Soit A un operateur maximal monotone dans un espace

de Hilbert alors pour tout u0 2 D(A) il existe une fontion

u 2 C1(([0;1[; H) \ C([0;1[; D(A)))

unique tel que 8<: du
dt
+ Au = 0,sur (0;1)

u(0) = u0 (donnee initial)
(1.10)

de plus on a

j u(t) j�j u0 j et j
u(t)

dt
j=j Au(t) j�k Au0 k;8t � 0 (1.11)

1.7 Quelques inégalités algébriques

Depuis notre étude basée sur des inégalités algébriques , nous voulons rappeler quelques-

un ici.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz) Si u et v sont des fonctions de L2 (
) , alors

������
Z



uvdx

������ �
0@Z



ju (x)j2 dx

1A 1
2
0@Z



jv (x)j2 dx

1A 1
2
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Les inégalités de Young

Lemme 1.7 (Les inégalités de Young) pour tout a; b 2 R+, on a

ab � �a2 +
b2

4�
(1.12)

où � est une constante positive.

1.8 Théorie des Semi-groupes

Dé�nition 1.16 soit A : D (A) � X �! X est un opérateur linéaire (non borné). A

est appelé dissipatif si R (Av ; v)x � 0;8v 2 D (A) : L�opérateur dissipateur A est appelée

m-dissipative si (�I � A) est surjective pour quelque � > 0.

Théorème 1.10 Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si

k(�I �A)xkX � � kxkX ;8x 2 D (A) ; � > 0; (1.13)

Preuve. Supposons que A est dissipatif et �xe x 2 D (A) et � > 0: alors

� kxk2X � R ((��A)x; x)X

et par l�inégalité de Cauchy-Schwarz, nous concluons que

� kxk2X � k(��A)xkX kxkX ;

Qui conduit directement à (1.13). a l�inverse supposer que (1.13) tient et �xe x 2 D (A) ;

alors pour tout � > 0; on a

�2 kxk2X � � kxk2X � 2�R (Ax; x)x + kAxk
2
X :
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En divisant cette inégalité par 2�, on obtient équivalemment

R (Ax; x)x �
1

2�
kAxk2X ; � > 0:

Passer à la limite lorsque � passe à l�in�ni donne la dissipativité deA. On peut maintenant

prouver certaines propriétés utiles des opérateurs m-dissipatifs.

Théorème 1.11 soit A est un Opérateur m-dissipatif. ensuite, les propriétés suivantes

sont conservées.

1. A est fermé.

2. pour tout � > 0; l�opérateur �I �A est un isomorphisme de D (A) sur X. de plus

(�I �A)�1est un opérateur linéaire borné tel que



(�I �A)�1

L(X) � 1

�
:

3. D (A) est dense dans X:

Preuve. Commençons par le point 1. comme A est un opérateur m-dissipatif, il existe

�0 > 0 tel que R (�0I �A) = X; danc par (1.13)il en résulte que �0I � A a une inverse

bornée. Comme (�0I � A)�1 est borné, il est également fermé. Alors �0I � A est fermé

et donc A également.

Pour prouver le point 2, il su¢ t de prouver que R(�I � A) = X pour tout � > 0.

Pour cela, nous introduisons l�ensemble

� = f� 2 (0;1) tel que R (�I �A) = X g :

Première � est ouvert. en e¤et (1.13) implique que � est un sous-ensemble de l�ensemble

résolvant �(A) de A. Comme �(A) est ouvert, pour tout � 2 �, il existe un voisinage

de � inclus dans �(A). L�intersection de ce voisinage avec la droite réelle est clairement

incluse dans �, ce qui prouve que �est ouvert. Montrons aussi que � est fermé. Soit une
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séquence.(�_fng)_fng d�éléments de � tels que

�n �! � > 0 comme n �!1

Ensuite, pour un élément quelconque y 2 X et tout n, il existe x_fng 2 D(A) telle que

(�nI �A)xn = y (1.14)

En raison de (1.13), il en résulte que

kxnkX � ��1n kykX (1.15)

Et donc la suite (x_fng)_fng est bornée. Nous appliquons maintenant (1.13) avec xn�

xm et �m on obtien

�m kxn � xmkX � k�m (xn � xm)�A (xn � xm)kX ;

et par l�utilisation (1.14) on en déduit que

�m kxn � xmkX � j�m � �nj kxnkX :

et par (1.15), On déduit qu�il existe x 2 X tel que x_fng converge vers x dans X.

Mais (1.14) Alors implique que Ax_fng converge vers �x � y et puisque A est fermé,

on conclut que x 2 D(A) avec �x � Ax = y. Cela montre que � appartient � et que la

fermeture de � est prouvée. En conclusion, � est un sous-ensemble ouvert, fermé et non

vide de (0;1) et donc coincide avec (0;1):Terminons par le point 3. Soit y 2 X tel que

(y; x)X = 0; x 2 D (A) (1.16)
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Si nous montrons que

(y;Ax)X = 0; x 2 D (A) (1.17)

alors nous allons obtenir ce

(y; x�Ax)X = 0; x 2 D (A)

Et puisque R(I � A) = X, on déduit que y = 0:

il reste alors à montrer (1.17). Soit x 2 D (A) est �xé, puis par le point 2, il existe

une suite (xn)n2N tel que xn 2 D (A) et

x = xn �
1

n
Axn;8n 2 N: (1.18)

Ceci implique que

Axn = n (xn � x)

et de la régularité x, x_fng 2 D(A), on déduit que x_fng appartient à D(A2) et que la

prochaine identité

Ax = A
�
I � 1

n
A
�
xn:

Ou équivalent

Axn = A
�
I � 1

n
A
��1

Ax:

Du point 2, nous savons que 





�
I � 1

n
A
��1






L(X)

� 1

et donc

kAxnkX � kAxkX :

De plus, comme X est un espace de Hilbert, il existe une sous-suite (Axnk) de (Axn)n
et z 2 X tel que Axnk Converge faiblement vers z Ceci implique que la suite de paires
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((xnk;Axnk))k Converge faiblement vers (x; z) dans X � X:Ainsi, par le lemme de Ma-

zur, il existe une autre suite ((exl; zl))l Fait de combinaisons convexes de (xnj;Axnj) n
guarantees(that the that zl = Aexl) tel que (exl; zl) = (exl;Aexl) Converge fortement vers
(x; z) dans X �X comme l va à 1: comme A est fermé, nous en déduisons z = Ax:

En�n par (1.18) et (1.16) on a

(y;Axnk)X = nk (y; xnk � x) = 0

et en passant à la limite en k, nous trouvons que (1.17) tient.

Passons maintenant à la notion de semi-groupes linéaires.

Dé�nition 1.17 soit A : D(A) � H! H un opérateur linéaire non � borné.on dit

que A est monotone si

(Av; v) � 0;8v 2 D(A) (1.19)

A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H i.e.

8f 2 H;9u 2 D(A) tel que u+ Au = f: (1.20)

Remarque 1.3 si A est maximal monotone ,alors �A est aussi maximal mono-

tone pour tout � � 0:Par contre si A et B sont deux opérateursmaximaux monotones

alors A+B dé�ni sur D(A) \D(B) n�est pas nécessairement maximal monotone

Dé�nition 1.18 Une famille à un seul paramètre (S (t))t�0 de L (X) est un semigroupe

des opérateurs linéaires bornés sur X si

1.

S (0) = Idx;

2.

S (t+ s) = S (t)S (s) ; 8t; s � 0:
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L�opérateur linéaire A dé�ni par :

D (A) =
�
z 2 X; lim

t�!0+
S (t) z � z

t
existe

�

et

Az = lim
t�!0+

S (t) z � z

t
;8z 2 D (A)

est appelé le générateur in�nitésimal du semi-groupe (S (t))t�0 et D (A) est appelé le

domaine de A.

Un semigroupe (S (t))t�0 des opérateurs linéaires bornés est appelée une suite forte-

ment continue (ou un C0�semi-groupe) si

lim
t�!0+

S (t) z = z; 8z 2 X: (1.21)

Un fortement continue (S (t))t�0 sur X satisfaisant

kS (t)kL(X) � 1; 8t � 0;

est appelé C0-Semi-groupe de contractions.

Montrons maintenant quelques propriétés utiles de C0- semi-groupe de contractions.

Théorème 1.12 soit (S (t))t�0 est un C0�semi-groupe de contractions sur X: alors

1. pour tous x 2 X; l�application t �! S(t)x est une fonction continue de [0;1)

dans X:

2. pour tous x 2 X et tout t � 0;

lim
h�!0

1

h

Z t+h

t

S (s)xds = S (s)x: (1.22)
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3. pour tout x 2 X et tout t > 0; l�élément
R t
0
S (s)xds appartient à D (A) ; et

A
�Z t

0

S (s)xds

�
= S (t)x� x (1.23)

4. pour tout x 2 D (A) et tout t > 0; l�élément S (t)x appartient à D (A) ; et the

mapping t �! S (t)x est une fonction di¤érentiable continue de (0;1) dans X et

d

dt
S (t)x = AS (t)x = S (t)Ax; 8t � 0: (1.24)

5.pour tout x 2 D (A) et tout t > s � 0; on a

S (t)x� S (s)x =

Z t

s

S (u)Axdu =
Z t

s

AS (u)xdu:

Preuve. Pour le point 1, par (1.21),La propriété de continuité tient trivialement à

t = 0: maintenant �xer x 2 X et prendre un arbitraire t > 0 alors pour h � 0, on a

S (t+ h)x� S (t)x = S (t) (S (h)x� x) ;

1.9 Théorie de la stabilité de Lyapunov

L�étude de la stabilité pour les systèmes évolutives est souvent liée à la construction

des fonctionnelles de Lyapunov. La méthode générale de la construction des fonctions de

Lyapunov ont proposée par V. Kolmanovskii et L. Shaikhet et déja utilisée avec succés

pour les équations diférentielles, pour les équations de diférence à temps discret, pour

les équations de diférence à temps continu, est utilisé ici pour étudier la stabilité des

équations évolutive à retard, en particulier, des équations diférentielles partielles.On a
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l�équation 8<:
du(t)
dt
= A(t; u(t)) + f1(t; ut); t > 0

u(s) = 	(s); s 2 [�h; 0]
(1.25)

Notons par U(t;	) la solution de l�équation( 1.25 )correspondant à la condition initiale

	:

Dé�nition 1.19 La solution triviale de l�équation ( 1.25) est dite stable si pour tout

" > 0 il existe � > 0 tel que.

j u(t;	) j< " pour tout t � 0; si j 	 jCH= sup
s2[�h;0]

j 	(s) j< �: (1.26)

Dé�nition 1.20 La solution triviale de l�équation ( 1.25) est dite exponentiellement

stable si elle est stable et il existe � > 0 une constante positive tel que pour tout

	 2 C(0;�h;H) il existe C (qui peut dépendre sur 	) tel que : j u(t;	) j� C exp(��t)

pour t > 0

Maintenant, on va faire la démonstration de la théorème du stabilité.supposons qu�il

existe une fonctionnelle V (t ; ut ) tel que les conditions suivantes soient satisfaites

pour certains nombres positives c1; c2 et �

Théorème 1.13

j u(t; ut) j� c1 exp(�t) j u(t) j2; t � 0 (1.27)

j u(0; u0) j� c2 j 	 j2CH (1.28)

d

dt
V (t; ut) � 0; t � 0 (1.29)

Alors la solution triviale de l�équation ( 1.25) est exponentiellement stable. Notons que le

théorème ([?]). implique que l�étude de la stabilité de l�équation ( 1.25) peut être réduit à

la construction appropriées de Lyapunov. Pour construire les fonctionnelles de Lyapunov

on utilise des procédures formelles
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Le procédure des fonctionnelles de Lyapunov

Le procédure consiste en quatre étapes.

1. Etape1

Pour transformer l�équation ( 1.25) sous la forme

dz(t; ut)

dt
A1(t; u(t)) + A2(t; ut) (1.30)

où z(t ,.) et A2(t ,:) sont des familles d�opérateurs non linéaires,

1. z(t ,0) = 0 ; A2(t ; 0) = 0 , l�opérateur A1(t ,:) dépendente de t et u(t ) mais

indépendente pour les valeurs précidentes u(t + s); s < 0:

Etape2

supposons que la solution triviale de l�equation

dy(t)

dt
= A1(t; y(t))

est exponontiellement stable et il existe donc une fonctionnelle de Lyapunov V (t; y(t));qui

satisfait les conditions du théoreme([?]).

Etape3

La fonctionnelle de Lyapunov V (t ,ut) pour l�équation (1.25) est écrit sous la forme

V = V 1 + V 2 , où

V 1(t ; ut) = V (t; z(t; ut)):L�élément y de la fonction V (t ; y) est remplacée la

fonctionnelle z(t ; xt) dans la partie gauche de l�équation (1.25) .

Etape4

Généralement, la fonctionnelle V1(t ; ut) satisfait les conditions du théorème([?]) .

Pour satisfait ces conditions, il est nécéssaire de calculer
d

dt
V 1(t ; ut) et de l�estimer. Ensuite, la fonctionnelle V 2(t ; ut) peut être choisir de

manière standard.
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CHAPITRE 2

Résultat pour l�existence et l�unicité de système

Dans ce chapitre, nous présontons le probléme poreux qui sera traiter dans ce mémoire,

puis nous montrons qu�il est bien posé en étudiant l�existence et l�unicité de sa solution

par la méthode du semi-groupe.

Notre problème ?? est équivalent à8>>>>>><>>>>>>:

�utt = �uxx + b'x � 
�x � �ut; x 2 (0; 1); t > 0

J'tt = �'xx � bux � �'� dwx +m�; x 2 (0; 1); t > 0

c�t = �
utx �m't � k1wx; x 2 (0; 1); t > 0

�wt = k2wxx � k3w � k1�x � d'tx; x 2 (0; 1); t > 0

(2.1)

Sous les condition initiales

8<: u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); '(x; 0) = '0(x); x 2 (0; 1)

't(x; 0) = '1(x); w(x; 0) = w0(x); �(x; 0) = �0(x); x 2 (0; 1)
(2.2)

et les conditions au bords

8<: ux(0; t) = ux(1; t) = '(0; t) = '(1; t) = 0; t > 0

�(0; t) = �(1; t) = wx(0; t) = wx(1; t) = 0; t > 0
(2.3)
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2.1 Existence et unicité de la solution

Pour montrer l�existence et l�unicité de la solution du probléme 2.1 2.3 nous utilisons

la théorie des semi groupes. Soit

U = (u; v; ';  ; �; w)T

et les deux nouvelles variables dépendantes

v = ut;  = �t;

alors le système 2.1 peut être écrit comme suit :8<: Ut +AU = 0; t > 0;

U(x; 0) = U0(x) = (u0; u1; '0; '1; �0; w0)
T ;

(2.4)

où A : D(A) � H �! H est l�opérateur linéaire dé�ni par

AU =

0BBBBBBBBBBBBBB@

�v

��
�
uxx �

b

�
'x +




�
�x +

�

�
v

� 

� �
J
'xx +

b

J
ux +

�

J
'+

d

J
wx �

m

J
�




c
vx +

m

c
 +

k1
c
wx

�k2
�
wxx +

k3
�
w +

k1
�
�x +

d

�
 x

1CCCCCCCCCCCCCCA
; (2.5)

et H est l�espace d�énergie donné par

H =H1
� (0; 1)� L2� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 (0; 1)� L2
�
(0; 1)� L2� (0; 1)

�
;
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tel que

H1
� (0; 1) = H1 (0; 1) \ L2� (0; 1) ;

L2� (0; 1) =

�
' 2 L2 (0; 1) :

Z 1

0

' (x) dx = 0

�
;

Pour toute U = (u; v; ';  ; �; w)T 2 H; ~U =
�
~u; ~v; ~'; ~ ; ~�; ~w

�T
2 H; nous équipons H

avec le produit interne dé�ni par

D
U; ~U

E
H
= �

Z 1

0

ut~utdx+ �

Z 1

0

ux~uxdx+ J

Z 1

0

�t~�tdx+ b

Z 1

0

�
ux~�+ ~ux�

�
dx

+ �

Z 1

0

�~�dx+ �

Z 1

0

�x~�xdx+ a

1Z
0

w ~wdx+ c

1Z
0

�~�dx:

Le domaine de A est donné par

D(A) =

8<: U 2 H ju 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1); v 2 H1
� (0; 1);' 2 H2(0; 1) \H1

0 (0; 1);

 2 H1
0 (0; 1); � 2 H1

0 (
);w 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1)

9=;
où

H2
� (0; 1) =

�
' 2 H2 (0; 1) : 'x (0) = 'x (1) = 0

	
:

Théorème 2.1 soit U0 2 H. Alors il existe un solution unique U 2 C(R+;H) du pro-

bléme 2.4, de plus, si U0 2 D(A), alors U 2 C(R+; D(A))\C1(R+;H)

Preuve. On utilise l�approche du semi groupe. Ce qui veut dire que nous devons

montrer que :

A est maximal monotone.
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1)A monotone : Soit U 2 D(A). En utilisant le produit scalaire, on trouve :

hAU;UiH = �

1Z
0

uttutdx+ �

1Z
0

uxtuxdx+ J

1Z
0

'tt'tdx+ b

1Z
0

(uxt'+ ux't)dx

+�

1Z
0

't'dx+ �

1Z
0

'xt'xdx+ �

1Z
0

wtwdx+ c

1Z
0

�t�dx:

A partir de 2.5 , on touve

hAU;UiH = �

1Z
0

uxxutdx+ b

1Z
0

ut'xdx� 


1Z
0

ut�xdx� �

1Z
0

ututdx+ �

1Z
0

utxuxdx+ �

1Z
0

'xx'tdx

�b
1Z
0

ux'tdx� �

1Z
0

't'dx� d

1Z
0

wx'tdx+m

1Z
0

�'tdx+ b

1Z
0

(utx'+ ux't)dx+ �

1Z
0

't'dx

��
1Z
0

'tx'xdx+

1Z
0

(k2wxxw � k3ww + k1�xw + d'txw)dx+

1Z
0

(�
utx� �m't� � k1wx�)dx:

Aprés la simpli�cation et grace à la formule d�intégration par parties, on obtient

�

1Z
0

uxxutdx = [uxut]
1
0 � �

1Z
0

utxuxdx

�

1Z
0

't'xxdx = ['t'x]
1
0 � �

1Z
0

'tx'xdx




1Z
0

ut�xdx = [ut�]
1
0 � 


1Z
0

utx�dx

d

1Z
0

wx'tdx = ['tw]
1
0 � d

1Z
0

'txwdx

b

1Z
0

utx'dx = ['ux]
1
0 � b

1Z
0

ux'tdx
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donc :

hAU;UiH = k3

1Z
0

w2dx+ k2

1Z
0

w2xdx+ �

1Z
0

u2tdx � 0: (2.6)

Donc A est monotone.

2) (I + A) est surjectif

Soit K = (�1; �2; �3; �4; �5; �6)
T 2 H. Il faut trouver U 2 D(A) tel que :

(I +A)U = K: (2.7)

L�équation ?? est équivalente à8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

u� v = �1 2 H1
� (0; 1);

�1v � �uxx � b'x + 
�x = ��2 2 L2�(0; 1); �1 = �+ � ;

'�  = �3 2 H1
0 (0; 1);

J � �'xx + bux + �'+ dwx �m� = J�4 2 L2(0; 1);

c� + 
vx +m + k1wx = c�5 2 L2(0; 1);

�1w � k2wxx + k1�x + d x = ��6 2 L2�(0; 1); �1 = �+ �3

(2.8)

a partir de la deuxiéme et la troisiéme équations du systéme ??, nous avons

v = u� �1

 = '� �3

Remplacant v = u� �1et  = '� �3 dans 2.8 2.82 2.842.85 et 2.86

�1u� �uxx � b'x + 
�x = h1 2 L2�(0; 1);

�3'� �'xx + bux + dwx �m� = h2 2 L2(0; 1);

c� + 
ux +m'+ k1wx = h3 2 L2(0; 1);

�1w � k2wxx + k1�x + d'x = h4 2 L2�(0; 1);
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Avec 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

h1 = ��2 + �1�1;

h2 = J(�3 + �4);

h3 = c�5 + 
�1x +m�3;

h4 = ��6 + d�3x;

�3 = J + �;

Multiplions les équations ??, respectivement par (u1; '1; �1; w1) en intégrant par partie

sur (0,1), on trouve

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

1Z
0

uu1dx� �

1Z
0

uxxu1dx� b

1Z
0

'xu1dx+ 


1Z
0

�xu1dx =

1Z
0

h1u1dx

�3

1Z
0

''1dx� �

1Z
0

'xx'1dx+ b

1Z
0

ux'1dx+ d

1Z
0

wx'1dx�m

1Z
0

�'1dx =

1Z
0

h2'1dx

c

1Z
0

��1dx+ 


1Z
0

ux�1dx+m

1Z
0

'�1dx+ k1

1Z
0

wx�1dx =

1Z
0

h3�1dx

�1

1Z
0

ww1dx� k2

1Z
0

wxxw1dx+ k1

1Z
0

�xw1dx+ d

1Z
0

'xw1dx =

1Z
0

h4w1dx

(2.9)

Résoudre 2.9, on considère la formulation variationnelle suivante :

B((u; '; �; w); (u1; '1; �1; w1)) = G(u1; '1; �1; w1): (2.10)

où B : [H1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 ((0; 1)� L2�0; 1)]
2 �! R est la forme bilinéaire dé�nie
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par :

B((u; '; �; w); (u1; '1; �1; w1)) = �1

1Z
0

uu1dx+ �

1Z
0

uxu1xdx+ �3

1Z
0

''1dx+ �

1Z
0

'x'1xdx+ c

1Z
0

��1dx (2.11)

+�1

1Z
0

ww1dx+ k2

1Z
0

wxw1xdx+ 


1Z
0

(ux�1 + u1�x) + b

1Z
0

('u1x + ux'1)dx(2.12)

+d

1Z
0

(wx'1 + 'xw1)dx+ k1

1Z
0

(�xw1 + �1wx)dx+m

1Z
0

('�1 � '1�)dx:

et G : [H1
� (0; 1)�H1

0 (0; 1)� L2 ((0; 1)� L2�0; 1)] �! R est la fonction linéaire donnée

par

G(u1; '1; �1; w1) =
1Z
0

h1u1dx+

1Z
0

h2'1dx+

1Z
0

h3�1dx+

1Z
0

h4w1dx (2.13)

Maintenant pour V = H1
� (0; 1) � H1

0 (0; 1) � L2 (0; 1) � L2�(0; 1) équipé de la norme

k(u; '; �; w)k2v = kuk22 + kuxk
2
2 + k'k

2
2 + k'xk

2
2 + k�k

2
2 + kwk

2
2 + kwxk

2
2 ; en suite nous

avons appliquons le théoréme de Lax-Milgram pour montrer l�existence de la solution de

2.10. Tout d�abord, on commence par :

la continuité de la forme bilinéaire :

B(:; :) continue, alors :

9c > 0 : jB((u; '; �; w); (u1; '1; �1; w1))j � c k(u; '; �; w)kv k(u1; '1; �1; w1)kv 8((u; '; �; w); (u1; '1; �1; w1)) 2 V
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jB((u; '; �; w); (u1; '1; �1; w1))j =

�������1
1Z
0

uu1dx + �

1Z
0

uxu1xdx+ �3

1Z
0

''1dx+ �

1Z
0

'x'1xdx+ c

1Z
0

��1dx

+�1

1Z
0

ww1dx+ k2

1Z
0

wxw1xdx+ 


1Z
0

(ux�1 + u1�x) + b

1Z
0

('u1x + ux'1)dx

+d

1Z
0

(wx'1 + 'xw1)dx+ k1

1Z
0

(�xw1 + �1wx)dx+m

1Z
0

('�1 � '1�)dx

������
� �1

1Z
0

juu1j dx+ �

1Z
0

juxu1xj dx+ �3

1Z
0

j''1j dx+ �

1Z
0

j'x'1xj dx

+c

1Z
0

j��1j dx+ �1

1Z
0

jww1j dx+ k2

1Z
0

jwxw1xj dx+ 


1Z
0

j(ux�1 + u1�x)j dx

+b

1Z
0

j('u1x + ux'1)j dx+ d

1Z
0

j(wx'1 + 'xw1)j dx

+k1

1Z
0

j(�xw1 + �1wx)j dx+m

1Z
0

j('�1 � '1�)j dx:

D�aprés les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on a

jB((u; '; �; w); (u1; '1; �1; w1))j � �1 kuk2 ku1k2 + � kuxk2 ku1xk2 + �3 k'k2 k'1k2 + � k'xk2 k'1xk2

+c k�k2 k�1k2 + �1 kwk2 kw1k2 + k2 kwxk2 kw1xk2

+
(kuxk2 k�1k2 + ku1k2 k�xk2) + b(k'k2 ku1xk2 + kuxk2 k'1k2)

+d(kwxk2 k'1k2 + k'xk2 kw1k2) + k1(k�xk2 kw1k2 + k�1k2 kwxk2)

+m(k'k2 k�1k2 + k'1k2 k�k2

� c(kuk2 + kuxk2 + k'k2 + k'xk2 + k�k2 + kwk2 + kwxk2)

�(ku1k2 + ku1xk2 + k'1k2 + k'1xk2 + k�1k2 + kw1k2 + kw1xk2)

� c k(u; '; �; w)V k k(u1; '1; �1; w1)V k :
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Donc B(:; :) est continue.

La coercivité de la forme bilinéaire

B(:; :) coercive :

9� > 0 : B((u; '; �; w); (u; '; �; w)) �M0 k(u; '; �; w)k2v 8(u; '; �; w) 2 V

jB((u; '; �; w); (u; '; �; w))j = �1

1Z
0

u2dx+ �

1Z
0

u2xdx+ �3

1Z
0

'2dx+ �

1Z
0

'2xdx+ c

1Z
0

�2dx+ �1

1Z
0

w2dx+ k2

1Z
0

w2xdx

� min f�1; �; �3; �; c; �1; k2g k(u; '; �; w)k
2
V

� M0 k(u; '; �; w)k2V :

Donc B(:; :) coercive.

La continuité de la forme linéaire

G(:) continue, alors :

9�2 > 0 : jG(u1; '1; �1; w1)j � �2 k(u1; '1; �1; w1)kv , 8(u1; '1; �1; w1) 2 V:

En utilisant l�inégalité de cauchy schwartz, on trouve
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jG(u1; '1; �1; w1)j =

������
1Z
0

h1u1dx+

1Z
0

h2'1dx+

1Z
0

h3�1dx+

1Z
0

h4w1dx

������
�

1Z
0

jh1u1j dx+
1Z
0

jh2'1j dx+
1Z
0

jh3�1j dx+
1Z
0

jh4w1j dx

� kh1k2 ku1k2 + kh2k2 k'1k2 + kh3k2 k�1k2 + kh4k2 kw1k2

� (kh1k2 + kh2k2 + kh3k2 + kh4k2)

�(ku1k2 + k'1k2 + k�1k2 + kw1k2)

� �2 k(u1; '1; �1; w1)V k :

Donc G(:) est continue.

D�aprés le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu�il existe une solution unique(u; '; �; w) 2

V; satisfaisant

B ((u; '; �; w) ; (u1; '1; �1; w1)) = G (u1; '1; �1; w1) ; 8 (u1; '1; �1; w1) 2 V:

2.2 La régularité de la solution

A partire de 2.8, si on prend ('1; �1; w1) = (0; 0; 0) 2 H1
0 (0; 1) � L2 ((0; 1)� L2�0; 1)

dans 2.81, on a

�1

1Z
0

uu1dx+�

1Z
0

uxu1xdx+


1Z
0

�xu1dx+b

1Z
0

'u1xdx =

1Z
0

h1u1dx 8u1 2 H1
� (0; 1): (2.14)

De plus, l�équation 2.14 est également vrai pour tout u1 2 C1([0; 1]) � H1
� (0; 1): Par

conséquent, on a :
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�

1Z
0

ux	xdx =

1Z
0

(h1 + �1u+ 
�x + b'x)	dx; 8	 2 C1([0; 1]): (2.15)

Ainsi, en utilisant l�intégration par parties, on obtient :

ux(1)	(1)� ux(0)	(0) = 0;8	 2 C1([0; 1]):

Donc

ux(1) = ux(0) = 0:

par conséquent, on arrive à

u 2 H2
� (0; 1) \H1

� (0; 1):

De même, si nous prenons (u1; �1; w1) = (0; 0; 0) 2 H1
� (0; 1)�L2(0; 1)�L2�(0; 1) dans

(??)2, on a

�3

1Z
0

''1dx+�

1Z
0

'x'1xdx+b

1Z
0

ux'1dx+d

1Z
0

wx'1dx�m
1Z
0

�'1dx =

1Z
0

h2'1dx; 8'1 2 H1
0 (0; 1);

d�où

�

1Z
0

'x'1xdx =

1Z
0

(h2 � �3'� bux � dwx +m�)'1dx; 8'1 2 H1
0 (0; 1): (2.16)

Notant que

h2 � �3'� bux � dwx +m� 2 L2(0; 1);

et

' 2 H2(0; 1) \H1
0 (0; 1):
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Alors, l�équation 2.16 prend la forme

1Z
0

(h2 + �'xx � �3'� bux � dwx +m�)'1dx = 0;8'1 2 H1
0 (0; 1);

et on obtient

�3'� �'xx + bux + dwx �m� = h2:

Cela donne l�équation 2.16.

De la même façon, on peut montrer que

� 2 H1
0 (
); w 2 H2

� (0; 1) \H1
� (0; 1):

Par conséquent, il existe un unique U 2 D (A) tel que (??) est satisfait. Donc, A est

un opérateur monotone maximal et A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

de contractions sur H: En appliquant le théoréme de Hille-Yosida, on arrive à la démons-

tration du théoréme 2.1.
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CHAPITRE 3

Résultat pour la stabilité de système

Dans ce chapitre, nous étudions un problème de système poreux-elalstique , notre

principal résultat est d�étudier la stabilité du système par la thecnique du multiplicateur

qui est basé sur la construction du fonctionnel de Lyapunov.

Théorème 3.1 Soit (u; '; �; w) la solution de (2.1). Alors, il existe deux constantes po-

sitives �1 et �2 tel que

E(t) � �1E(0) exp
��2t; 8t � 0:

Pour prouver cette décroissance exponentielle, nous avons besoin quelques lemmes

importantsant

Lemme 3.1 La fonction énergétique E, dé�nie par

E (t) =
1

2

Z 1

0

[�u2t + J'2t + C�2 + �w2 + �u2x + �'2x + �'2]dx; (3.1)

satisfait

E 0 (t) � ��
Z 1

0

u2tdx� k2

Z 1

0

w2xdx� k3

Z 1

0

w2dx: (3.2)
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Preuve. Multipliant la première équation de (3.1) par ut, la deuxième équation de

(3.2) par 't, intégrant sur (0; 1) et en les résumant, on obtient

1
2

d

dt

R 1
0
[�u2t + J'2t + C�2 + �w2 + �u2x + �'2x + �'2]dx;

= ��
R 1
0
u2tdx� k2

R 1
0
w2xdx� k3

R 1
0
w2dx;

(3.3)

En multipliant par (3.1) (3.2) (3.3) (ut; 't; �; w) respectivement, et intégrant sur (0,1),

et en les sommant, nous obtenons

�
R 1
0
uttutdx� �

R 1
0
uxxutdx� b

R 1
0
'xutdx+ 


R 1
0
�xutdx+ �

R 1
0
ututdx = 0

J
R 1
0
'tt'tdx� �

R 1
0
'xx'tdx+ b

R 1
0
ux'tdx+ �

R 1
0
''tdx+ d

R 1
0
wx'tdx�m

R 1
0
�'tdx = 0

C
R 1
0
�t�dx+ 


R 1
0
utx�dx+m

R 1
0
't�dx+ k1

R 1
0
wx�dx = 0

�
R 1
0
wtwdx� k2

R 1
0
wxxwdx+ k3

R 1
0
wwdx+ k1

R 1
0
�xwdx+ d

R 1
0
'txwdx = 0

On fait l�intégration par partie et d�aprés les conditions aux bords, nous trouvons

��
R 1
0
uxxutdx = �

R 1
0
uxutxdx� �[uxut]

1
0 = �

R 1
0
uxutxdx

�b
R 1
0
'xutdx = b

R 1
0
'utxdx� b[uxut]

1
0 = b

R 1
0
'utxdx

��
R 1
0
'xx'tdx = �

R 1
0
'x'txdx� �['x't]

1
0 = �

R 1
0
'x'txdx

b
R 1
0
ux'tdx = �b

R 1
0
u'txdx+ b[uut]

1
0 = �b

R 1
0
u'txdx



R 1
0
utx�dx = �


R 1
0
ut�xdx+ 
[ut�]

1
0 = �


R 1
0
ut�xdx

k2
R 1
0
wxxwdx = �k2

R 1
0
w2xdx+ k2[wxw]

1
0 = �k2

R 1
0
w2xdx

k1
R 1
0
�xwdx = �k1

R 1
0
�wxdx+ k1[�w]

1
0 = �k1

R 1
0
�wxdx

d
R 1
0
'txwdx = �d

R 1
0
'twxdx+ d['tw]

1
0 = �d

R 1
0
'twxdx

Alors

�

2

d

dt

R 1
0
u2tdx+

�

2

d

dt

R 1
0
u2xdx� b

R 1
0
'xutdx+ 


R 1
0
�xutdx+ �

R 1
0
u2tdx = 0

J

2

d

dt

R 1
0
'2tdx�

�

2

d

dt

R 1
0
'2xdx+ b

R 1
0
ux'tdx+

�

2

d

dt

R 1
0
'2dx+ d

R 1
0
wx'tdx�m

R 1
0
�'tdx = 0

C

2

d

dt

R 1
0
�2dx� 


R 1
0
ut�xdx+m

R 1
0
't�dx+ k1

R 1
0
wx�dx = 0

�
�

2

d

dt

R 1
0
w2dx+ k2

R 1
0
w2xdx+ k3

R 1
0
w2dx� k1

R 1
0
�wxdx� d

R 1
0
'twxdx = 0

Par addition, on obtient
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1

2

d

dt

Z
f�
Z 1

0

u2t + J

Z 1

0

'2t + C

Z 1

0

�2 + �

Z 1

0

w2 + �

Z 1

0

w2x + �

Z 1

0

'x + �

Z 1

0

'2gdx

+�

Z 1

0

u2tdx+ k2

Z 1

0

w2xdx+ k3

Z 1

0

w2dx = 0

1

2

d

dt

Z
f�
Z 1

0

u2t + J

Z 1

0

'2t + C

Z 1

0

�2 + �

Z 1

0

w2 + �

Z 1

0

w2x + �

Z 1

0

'x + �

Z 1

0

'2gdx

= ��
Z 1

0

u2tdx� k2

Z 1

0

w2xdx� k3

Z 1

0

w2dx

Lemme 3.2 Soit (u; '; �; w) la solution de (2.1) (2.2). Puis pour toute constante positive

"1; � la fonctionnelle

I1 (t) = J

Z 1

0

''tdx�
b�

�

Z 1

0

ut(

Z x

0

'(y)dy)dx; t � 0; (3.4)

satisfait

I 01 (t) � ��
2

Z 1

0

'2xdx�
�1
2

Z 1

0

'2dx+ C0

Z 1

0

w2dx+ C0

Z 1

0

�2dx (3.5)

+C0

Z 1

0

u2tdx+ C(1 +
1

�1
)

Z 1

0

'2tdx+ C0

Z 1

0

u2xdx: (3.6)

Preuve. Di¤érencier I1(t), en utilisant (??)2, on obtient

I 01 (t) = J

Z 1

0

'tt'dx+J

Z 1

0

'2tdx�
b�

�

Z 1

0

utt

Z x

0

'(y)dydx�b�
�

Z 1

0

ut

Z x

0

't(y)dydx; t � 0:
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I 01 (t) = J

Z 1

0

'2tdx+ J

Z 1

0

1

J
(�'xx � bux � �'� dwx +m�)'dx

�b�
�

Z 1

0

(
1

�
(�uxx + b'x � 
�x � �ut)

Z x

0

'(y)dy)dx� b�

�

Z 1

0

ut

Z x

0

't(y)dydx:

Par intégration par partie sur [0; 1] avec les conditions aux limites, on trouve :

I 01 (t) = J

Z 1

0

'2tdx� �

Z 1

0

'2x � �

Z 1

0

'2dx� b

Z 1

0

ux'dx� d

Z 1

0

wx'dx (3.7)

+m

Z 1

0

�'dx+ b

Z 1

0

ux

Z x

0

'x(y)dydx�
b2

�

Z 1

0

'x

Z x

0

'(y)dydx

+
b


�

Z 1

0

�x

Z x

0

'(y)dydx+
b�

�

Z 1

0

ut

Z x

0

'(y)dydx� b�

�

Z 1

0

(ut

Z x

0

't(y)dy)dx:

Par l�utilisation de l�inégalité de Young, on trouve :

� b

Z 1

0

ux'dx �
�

12

Z 1

0

'2dx+
C0
2

Z 1

0

u2xdx (3.8)

� d

Z 1

0

wx'dx �
�

12

Z 1

0

'2dx+ C0

Z 1

0

w2xdx (3.9)

m

Z 1

0

�'dx � �

12

Z 1

0

'2dx+
C0
2

Z 1

0

�2dx (3.10)

b

Z 1

0

uxx

Z x

0

'(y)dydx � �

12

Z 1

0

'2dx+
C0
2

Z 1

0

u2xdx (3.11)

b2

�

Z 1

0

'x

Z x

0

'(y)dydx � b2

2�

Z 1

0

'2dx+
�

2

Z x

0

'2xdx (3.12)

b


�

Z 1

0

�x

Z x

0

'(y)dydx � �

12

Z x

0

'2dx+
C0
2

Z 1

0

�2dx (3.13)

b�

�

Z 1

0

ut

Z x

0

'(y)dydx � �

12

Z 1

0

'2dx+
C0
2

Z 1

0

u2tdx (3.14)
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b�

�

Z 1

0

ut

Z x

0

't(y)dydx)dydx �
C

�1

Z x

0

'2tdx+
C0
2

Z 1

0

u2tdx; (3.15)

Insertion (3.8), (3.9), (3.10), (3.11), (??), (3.13), (3.14) et (3.15) dans (3.7), on obtient

(3.5).

Lemme 3.3 soit (u; '; �; w) être la solution de (??), le fonctionnel

I2 (t) = �

Z 1

0

utudx; t � 0; (3.16)

satisfait

I 02 (t) � �
�

2

Z 1

0

u2xdx+ �

Z 1

0

u2tdx+ C0

Z 1

0

('+ �)2dx: (3.17)

Preuve. Par di¤érenciation de I2 (t) nous avons

I 02 (t) = �

Z 1

0

uttudx+ �

Z 1

0

u2tdx; (3.18)

= �

Z 1

0

1

�
(�uxx + b'x � 
�x � �ut)udx+ �

Z 1

0

u2tdx; (3.19)

= �

Z 1

0

uuxxdx+ b

Z 1

0

u'xdx� 


Z 1

0

u�xdx� �

Z 1

0

uutdx+ �

Z 1

0

u2tdx; t � 0:

(3.20)

Par intégration par partie sur [0; 1] avec les conditions aux limites, on trouve :

I 02 (t) = �

Z 1

0

u2xdx� b

Z 1

0

ux'dx+ 


Z 1

0

ux�dx� �

Z 1

0

uutdx+ �

Z 1

0

u2tdx; t � 0�

En utilisant l�inégalité de Young, on obtient

b

Z 1

0

ux'dx �
�

6

Z 1

0

u2xdx+ C0

Z 1

0

'2dx; (3.21)

� 


Z 1

0

ux�dx �
�

6

Z 1

0

u2xdx+ C0

Z 1

0

�2dx; (3.22)
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utiliser les inégalités de Young et Poincaré

� �

Z 1

0

uutdx �
�

6

Z 1

0

u2xdx+ C0

Z 1

0

u2tdx: (3.23)

En remplaçant (3.21), (3.22), (3.23), dans (??); on a (??).

Lemme 3.4 soit (u; '; �; w) être la solution de (??). Ensuite, le fonctionnel

I3 (t) = C

Z 1

0

�(

Z x

0

�w(y) + d'x)dydx�
md

2

Z 1

0

'2dx; (3.24)

satisfait

I 03 (t) � �k1C
2

Z 1

0

�2dx+
�2
2

Z 1

0

('2t + '2x + '2)dx+ C0(1 +
1

�2
)

Z 1

0

w2xdx (3.25)

+C0(1 +
1

�2
)

Z 1

0

u2tdx+ C0(1 +
1

�2
)

Z 1

0

w2dx: (3.26)

Preuve. En di¤érenciant I3(t) et en intégrant par parties, nous avons

I 03 (t) = C

Z 1

0

�t(

Z x

0

�w(y)+d'x)dydx+C

Z 1

0

�(

Z x

0

�wt(y)+d'tx)dydx�
md2

2

Z 1

0

''tdx;

(3.27)

I 03 (t) = C

Z 1

0

1

C
(�
utx �m't � k1wx)

Z x

0

(�w(y) + d'x)dydx

+C

Z 1

0

�(

Z x

0

�
1

�
(k2wxx � k3w � k1�x � d'tx)

+d'txdydx�md

Z 1

0

''tdx
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I 03 (t) = �

Z 1

0

utx

Z x

0

(�w(y) + d'x)dydx�m

Z 1

0

't

Z x

0

(�w(y) + d'x)dydx

�k1
Z 1

0

wx

Z x

0

(�w(y) + d'x)dydx+ Ck2

Z 1

0

�

Z x

0

wxxdydx

�Ck3
Z 1

0

�

Z x

0

wdydx� Ck1

Z 1

0

�

Z x

0

�xdydx�md

Z 1

0

''tdx

I 03 (t) = �
�
Z 1

0

utx

Z x

0

w(y)dydx� 
d

Z 1

0

utx

Z x

0

'xdydx�m�

Z 1

0

't

Z x

0

w(y)dydx

�md
Z 1

0

't

Z x

0

'xdydx� k1�

Z 1

0

wx

Z x

0

w(y)dydx� k1d

Z 1

0

wx

Z x

0

'xdydx

+Ck2

Z 1

0

�

Z x

0

wxxdydx� Ck3

Z 1

0

�

Z x

0

wdydx

�Ck1
Z 1

0

�

Z x

0

�xdydx�md

Z 1

0

''tdx

Par intégration par partie sur [0; 1] avec les conditions aux limites, on trouve :

I 03 (t) = �k1�
Z 1

0

w2dx+ Ck1

Z 1

0

�2dx+ 
�

Z 1

0

utwdx+ 
d

Z 1

0

ut'xdx

+k1d

Z 1

0

wx'dx� Ck2

Z 1

0

�wxdx�m�

Z 1

0

't

Z x

0

w(y)dydx

�Ck3
Z 1

0

�

Z x

0

wdydx
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Ck2

Z 1

0

�wxdx � k1c

4

Z 1

0

�2dx+ c0

Z 1

0

w2xdx

�Ck3
Z 1

0

�

Z x

0

wdydx � k1c

4

Z 1

0

�2dx+ c0

Z 1

0

w2dx


�

Z 1

0

utwdx � c0

Z 1

0

u2tdx+ c0

Z 1

0

w2dx

�
d
Z 1

0

ut'xdx � c0
�2

Z 1

0

u2tdx+
�2
2

Z 1

0

'2xdx

k1d

Z 1

0

wx'dx � c0
�2

Z 1

0

w2xdx+
�2
2

Z 1

0

'2dx

�m�
Z 1

0

't

Z x

0

w(y)dydx � �2

Z 1

0

'2tdx+
c0
�2

Z 1

0

w2dx

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient (??).

Lemme 3.5 soit (u; '; �; w) être la solution de (??). Ensuite, le fonctionnel

I4 (t) = J�

Z 1

0

't

Z x

0

w(y)dydx+ Jk1

Z 1

0

�'dx+
mJk1
2C

Z 1

0

'2dx; (3.28)

satisfait, l�estimation suivante

I 04 (t) � �Jd
2

Z 1

0

'2tdx+ �1

Z 1

0

'2xdx+ �1

Z 1

0

'2dx+ C0(1 +
1

�1
)

Z 1

0

w2xdx (3.29)

+�3

Z 1

0

�2dx+
C0
�1

Z 1

0

u2tdx+ �2

Z 1

0

u2xdx+ C0(1 +
1

�2
+
1

�3
)

Z 1

0

w2dx:(3.30)
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Preuve. Di¤érencier I4 (t) et en utilisant (??)3, on obtient

I 04 (t) = J�

Z 1

0

'tt

Z x

0

w(y)dydx+ J�

Z 1

0

't

Z x

0

wt(y)dydx+ Jk1

Z 1

0

�t'dx

+ Jk1

Z 1

0

't�dx+
mJk1
C

Z 1

0

't'dx;

= J�

Z 1

0

�

J
('xx � bux � �'� dwx +m�)

Z x

0

w(y)dydx

+ J�

Z 1

0

't

Z x

0

1

�
(k2wxx � k3w � k1�x � d'tx)dydx

+ Jk1

Z 1

0

1

C
(�
utx �m't � k1wx)'dx+ Jk1

Z 1

0

't�dx+
mJk1
C

Z 1

0

't'dx;

= ��

Z 1

0

'xx

Z x

0

w(y)dydx� �b

Z 1

0

ux

Z x

0

w(y)dydx� ��

Z 1

0

'

Z x

0

w(y)dydx

� �d

Z 1

0

wx

Z x

0

w(y)dydx+m�

Z 1

0

�

Z x

0

w(y)dydx+ Jk2

Z 1

0

't

Z x

0

wxxdydx

� Jk3

Z 1

0

't

Z x

0

wdydx� Jk1

Z 1

0

't

Z x

0

�xdydx� Jd

Z 1

0

't

Z x

0

'txdydx

� 
Jk1
C

Z 1

0

utx'dx�
mJk1
C

Z 1

0

't'dx�
Jk21
C

Z 1

0

wx'dx

+ Jk1

Z 1

0

't�dx+
mJk1
C

Z 1

0

't'dx;

= �dJ
Z 1

0

'2tdx+ �d

Z 1

0

w2dx+ ��

Z 1

0

'xx

Z x

0

w(y)dydx

� �b

Z 1

0

ux

Z x

0

w(y)dydx� ��

Z 1

0

'

Z x

0

w(y)dydx

+m�

Z 1

0

�

Z x

0

w(y)dydx+ Jk2

Z 1

0

't

Z x

0

wxxdydx

� Jk3

Z 1

0

't

Z x

0

wdydx� 
Jk1
C

Z 1

0

utx'dx�
Jk21
C

Z 1

0

wx'dx:

Par intégration par partie sur [0; 1] avec les conditions aux limites, on trouve :
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I 04 (t) = �dJ
Z 1

0

'2tdx+ �d

Z 1

0

w2dx� ��

Z 1

0

'xwdx+ �b

Z 1

0

uwdx

���
Z 1

0

'

Z x

0

w(y)dydx+m�

Z 1

0

�

Z x

0

w(y)dydx+ Jk2

Z 1

0

'twxdx

�Jk3
Z 1

0

't

Z x

0

wdydx+

Jk1
C

Z 1

0

ut'dx�
Jk21
C

Z 1

0

wx'dx:

En utilisant l�inégalité de Young et Pointcaré et Cauchy-Schwarz :

��
R 1
0
'xx

R x
0
w(y)dydx � �1

2

R 1
0
'2xdx+

C0
�1

R 1
0
w2dx

�b
R 1
0
uwdx � �2

R 1
0
u2xdx+

C0
�2

R 1
0
w2dx

��
R 1
0
'
R x
0
w(y)dydx � �1

2

R 1
0
'2dx+

C0
�1

R 1
0
w2dx

m�
R 1
0
�
R x
0
w(y)dydx � �3

R 1
0
�2dx+

C0
�3

R 1
0
w2dx

Jk2
R 1
0
't
R x
0
wxxdydx �

dJ

4

R 1
0
'2tdx+ C0

R 1
0
w2xdydx

Jk3
R 1
0
't
R x
0
wdydx � dJ

4

R 1
0
'2tdx+ C0

R 1
0
w2dx


Jk1
C

R 1
0
utx'dx �

C0
�1

R 1
0
u2tdx+

�1
2

R 1
0
'2xdx

Jk21
C

R 1
0
wx'dx �

C0
�1

R 1
0
w2xdx+

�1
2

R 1
0
'2dx

Maintenant, nous dé�nissons la fonctionnelle de Lyapunov L(t) par

L(t) = NE (t) +N1I1 (t) +N2I2 (t) +N3I3 (t) +N4I4 (t) ; (3.31)

tel que N ;N1; N2; N3 et N4 sont des constantes positives.

Lemme 3.6 soit (u; ') être la solution de (??). Ensuite, il existe deux constantes posi-

tives b1et b2 telles que la fonction fonctionnelle de Lyapunov (??) satisfait

b1E(t) � L(t) � b2E(t); 8t � 0; (3.32)

Preuve. Soit
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Preuve. (Théorème 3.1) soit

L (t) = NE (t) +N1I1 (t) +N2I2 (t) +N3I3 (t) +N4I4 (t) ;

alors

L0 (t) = NE 0 (t) +N1I
0
1 (t) +N2I

0
2 (t) +N3I

0
3 (t) +N4I

0
4 (t)

Alors, d�apres

L0(t) � N(��
Z 1

0

u2tdx� k2

Z 1

0

w2xdx� k3

Z 1

0

w2dx) +N1(�
�

2

Z 1

0

'2xdx

��1
2

Z 1

0

'2dx+ C0

Z 1

0

w2dx+ C0

Z 1

0

�2dx+ C0

Z 1

0

u2tdx

+C(1 +
1

�1
)

Z 1

0

'2tdx+ C0

Z 1

0

u2xdx) +N2(�
�

2

Z 1

0

u2xdx

+�

Z 1

0

u2tdx+ C0

Z 1

0

('+ �)2dx) +N3(
�k1C
2

Z 1

0

�2dx

+
�2
2

Z 1

0

('2t + '2x + '2)dx+ C0(1 +
1

�2
)

Z 1

0

w2xdx

+C0(1 +
1

�2
)

Z 1

0

u2tdx+ C0(1 +
1

�2
)

Z 1

0

w2dx)

+N4(
�Jd
2

Z 1

0

'2tdx+ �1

Z 1

0

'2xdx+ �1

Z 1

0

'2dx

+C0(1 +
1

�1
)

Z 1

0

w2xdx+ �3

Z 1

0

�2dx+
C0
�1

Z 1

0

u2tdx

+�2

Z 1

0

u2xdx+ C0(1 +
1

�1
)

Z 1

0

w2xdx+ �3

Z 1

0

�2dx

+
C0
�1

Z 1

0

u2tdx+ �2

Z 1

0

u2xdx+ C0(1 +
1

�2
+
1

�3
)

Z 1

0

w2dx)
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L0(t) � �Cw
Z 1

0

w2dx� Cwx

Z 1

0

w2xdx� C't

Z 1

0

'2tdx� Cux

Z 1

0

u2xdx (3.33)

�C'x
Z 1

0

'2xdx� C'

Z 1

0

'2dx� Cut

Z 1

0

u2tdx� C�

Z 1

0

�2dx (3.34)

dans

Cw = Nk3 �N1c0 �N3c0(1 +
c0
�2
)�N4c0(1 +

1

�2
+
1

�3
);

Cut = N� �N1c0 �N2��N3c0(1 +
c0
�2
)�N4

c0
�1
;

Cwx = Nk2 �N3c0(1 +
c0
�2
)�N4c0(1 +

1

�1
)

C't = N4
dJ

2
�N3�2 �N1c(1 +

1

�1
)

C' = N1
�1
2
�N2c0 �N3�2 �N4�1

C� = N3
k1c

2
�N1c0 �N2c0 �N4�3

C'x = N1
�

2
�N3�2 �N4�1

Cux = N2
�

2
�N4�2 �N1c0

Maintenant,en �xant �2 =
1

N3
; N2 = 1; �1 =

1

N4
; �2 =

�N1
4

et �3 =
k1cN3

4N4
;nous obtenons

Cw = Nk3 �N1c0 �N3c0(1 +
c0
�2
)�N4c0(1 +

4

�N1
+

4N4
k1cN3

);

Cwx = Nk2 �N3c0(1 +
c0
�2
)�N4c0(1 +N4); Cux =

�

4
�N1c0;

Cut = N� �N1c0 � ��N3c0(1 +
c0
�2
)�N2

4 c0;

C'x = N1
�

2
� 2; C't = N4

dJ

2
�N1c(1 +

1

�1
)� 1;

C' = N1
�1
2
� c0 � 2; C� = N3

k1c

4
� c0 �N1c0:
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Tous ces termes (du côté droit de l�équation (3.33)) deviennent négatifs si nous choi-

sissons nos paramètres correctement. Tout d�abord, choisissez N su¢ samment grand de

sorte que

Ensuite, on choisit N1 assez grand pour que

N1 >
4

�
:

et

N1 >
2

�1
(c0 + 2)

Une fois que N1 est �xé, on choisit alors N4 assez grand pour que

N4
dJ

2
�N1c(1 +

1

�1
) > 0;

N4 >
2

dJ
N1c(1 +

1

�1
):

Pour tout N1 et N4, choisir N3 su¢ samment grand pour que

N3
k1c

4
� c0 �N1c0 > 0;

N3 >
4

k1c
(c0 +N1c0):

En�n, nous choisissons N assez grand (encore plus grand pour que (3.32) reste valide)

pour que

N >
1

k3
[N1c0 +N3c0(1 +

c0
�2
) +N4c0(1 +

4

�N1
+

4N4
k1cN3

)];

N >
1

�
[N1c0 + �+N3c0(1 +

c0
�2
) +N2

4 c0];

N >
1

k2
[N4c0(1 +N4)�N3c0(1 +

c0
�2
)]:

55



Alors, nous obtenons

L0(t) � ��1
Z 1

0

(u2t + '2t + �2 + w2 + u2x + '2 + '2x)dx

� ��2E(t)

pour certaines constantes positives �1 et �2. En gardant à l�esprit la remarque sur

l�équivalence

entre E(t) et I(1), nous déduisons que

L0(t) � �d1L(t); t � 0; (3.35)

donc d1 =
�2
k2
� 0. Une intégration simple de (3.35) donne

L(t) � L(0) exp�d1t; t � 0;
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