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Résumé

Dans notre travail, nous examinons un systéme poreux élastique avec microtempera-
ture Notre principal résultat est d’étudier la stabilité exponentielle du systéme par des
techniques qui basent sur la construction du fonctionnel de Lyapunov, et nous montrons
I’existence et 'unicité de la solution du systéme par la méthode du semi-groupe.

Mots-clés : Stabilité exponentielle, théorie du semi-groupe, fonction de Lyapunov.



Abstract

In this work, we considered a system porous-elastic with microtemperature.Our main
result is to study the exponential stability of the system by techniques that base on the
construction of Lyapunov’s functional, and we show the existence and uniqueness of the
solution of the system by the semi-group method.

Keywords : Exponential stability, semi-group theory, Lyapunov function.
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Notations

R : corps des nombres réels.

C : corps des nombres complexes.

I' :frintiére de €2

C*(Q) :fonctions k fois continument différentiables sur 2 (k entier > 0).

A : opérateur linéaire.

D(A) : domaine de définition de 'opérateur A.

L(E, F) :espace des opérateurs linéaires continus de £ dans F.

Hy, Hy : des espaces de Hilbert des normes respectives |[|.[| 5, , |-l z,

H : espace de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont noté respectivement
par :|.|, (.,.).

p(A) : ensemble résolvant de 'opérateur A.

Q C R" : ouvert borné.

Q : la fermeture de Q



0.1 Introduction

Dans [I], Goodman et Cowin ont proposé une extension de la théorie classique de
I’élasticité aux milieux poreux en introduisant le concept d’une théorie continue des
matériaux granulaires avec des vides interstitiels dans la théorie des solides élastiques avec
des vides. En plus des effets élastiques habituels, les matériaux avec des vides possédent
une microstructure avec la propriété que la masse en chaque point est obtenue comme le
produit de la densité de masse de la matrice du matériau par la fraction volumique. En
fait, la notion de microtempérature a été utilisée dans la théorie de la thermodynamique
pour les matériaux élastiques avec microstructure. En plus des microdéformations de la
corde, les éléments microscopiques du continuum possédent des microtempératures qui
refletent la variation de la température a I'intérieur d’un microvolume. Ainsi, la théorie de
la thermélasticité avec des microtempératures a fait ’objet de plusieurs résultats. Nous
renvoyons le lecteur aux références [2],[6]. Dans [7], Cowin et Nunziato ont introduit le
concept selon lequel les matériaux avec des vides possedent une microstructure avec la
propriété que la masse en chaque point est obtenue comme le produit de la densité de
masse de la matrice du matériau par la fraction volumique. Plus tard, Iesan [8],[I0]et
Iesan et Quintanilla [T1] ont ajouté la température et les éléments de microtempérature
a la théorie. Dans [12], Casas et Quintanilla ont considéré un systéme unidimensionnel de
solides élastiques micromorphiques avec les effets thermiques habituels. Plus précisément,

ils ont étudié le systéme suivant :

Pl = Mgy + b, — 50, x € (0,1), t>0

Jp, = ap,, — buy — o — dw, +mb, € (0,1), t>0 )
by = kO, — YU — Lo, — kqwy, z € (0,1), t>0

dwy = kywyy — do,, — kow — k3, e (0,1), t>0

\

Ils ont utilisé ’approche du semi-groupe pour prouver la stabilité exponentielle des

solutions indépendamment des vitesses de propagation des ondes. Leur méthodologie



est basée sur les arguments proposés dans le livre de Liu et Zheng [13]. L’analyse de
la décroissance temporelle des matériaux poro-élastiques unidimensionnels a été initiée
dans [14]. L’auteur a montré que la dissipation due a la viscosité poreuse n’est pas suffi-
sante pour garantir la stabilité exponentielle des solutions. Magana et Quintanilla[I5] ont
prouvé que la combinaison de la viscoélasticité avec les microtempératures produit une
stabilité exponentielle, tandis que la combinaison de la viscoélasticité avec la température
manque de stabilité exponentielle. Com

me dans [16], dans ce travail, nous avons considéré le systéme [I| et montré, en utilisant
la méthode des multiplicateurs, que la combinaison de ’amortissement par frottement
dans la premiére équation et les effets de microtempérature sans effet thermique (k =
0) stabilise le systéme de maniére exponentielle, quelles que soient les coefficients du
systéme. Ce résultat est nouveau et améliore les résultats récents de la littérature. Les
équations d’évolution de base pour les théories unidimensionnelles des matériaux poreux

avec température et microtempérature données par :

puy = Tx—71uy, Jo, =H,+ G, (2)

My = Q@ pE=P,+q—-Q,

Ou’ T est la contrainte, GG est la force volumique équilibrée, H est la contrainte
équilibrée, n est I’entropie, q est le vecteur de flux de chaleur, P est le premier moment
de flux de chaleur, @) est le flux de chaleur moyen et E est le premier moment d’énergie.
Les variables u et ¢ représentent respectivement le déplacement du matériau élastique

solide et la fraction volumique. Les équations constitutives sont :



T = puy+bp—~0,
= 0, — dw,

G = —bu, —&p+mb,

pn = Yug + ct + mo,

q = k:@m—l—klw,

- _k2w$7
Q = —ksw — k19x7
pE = —aw—dg,,

ou a = alp, p est la masse volumique de référence et w et 6 désignent le vecteur

zéro et doit satisfaire a I'inégalité

pé > b

de microtempérature et la température mesurée par rap port a la température absolue
constante (Tp > 0). Les coefficients k1, ks, ks, 11,0, &, a, ket ¢ sont des constantes constitu-

tives qui sont positives. Comme le couplage est pris en compte, b doit étre différent de

(4)

Les coefficients v, m et d sont des constantes qui ne sont pas nécessairement positives.

En substituant [3] dans [2] aveck = 8 = 0, nous obtenons le systéme suivant :

PUy = Mgy + b, — Y0, — Tuy, z € (0,1), t>0,
Joy = 00, — buy — o — dw, +mb, ze(0,1), t>0,
ety = =Y — mp, — kiwy, r€(0,1), t>0,
awy = kowy, — ksw — k16, — do,.,, z € (0,1), t>0,

avec les conditions initiales suivantes :



u(x,0) = u(x), us(x,0) = u'(x), o(z,0) = °(z), =€ (0,1)

(6)
@, (1,0) = o' (z), w(x,0) = w(zx),0(z,0) = °(x), =x<c(0,1)

ici, u®, ut, ©°, !, w°, @°sont des fonctions données, et les conditions aux limites sont :

Um(o’t) = um(l’t) - 90(07t) - 90<17t) =

’ ")
0(0,1) = 0(1,¢) = wy(0,8) = wa(1,£) = 0, ¢ 0.

Pour éviter ce cas et aussi pour pouvoir utiliser 'inégalité de Poincaré, nous effectuons

la transformation suivante : A partir de la premiére équation de [5, nous observons que

2

1 1
pﬁ/o u(z, t)dx + T%/O u(z,t)de =0, VYt >0, (8)

1 1 1
si nous prenons 7(t) = / u(z, t)dx, alors y(0) = / u’(z)dz et v/(0) = / u!(z)dz. Nous
0 0 0

avons donc le probléme de valeur initiale suivant :

P (t) + 7y1(t) = 0,

v@zﬂwmww®=éwwm (9)

En résolvant [b nous obtenons

V@ZAW@M—QAM@MWWF%—U

T

Par conséquent, si nous posons

u(z,t) = u(z,t) — /0 u®(z)dw + g(/o ul(:v)da:)(exp(—gt) — 1),

nous obtenons



1
/ t(x,t)dx = 0,Vt > 0.
0

Maintenant, & partir de la quatriéme équation de [f et des conditions aux limites [7}

nous obtenons

i/lw(x t)dx—l-@/lw(x t)ydr =0, Vt>0
dt 0 ) o 0 Y ) — Y

avec
1 1
/ w(z, t)dr = (/ wdx) exp(—ik:g).
0 0 Q

Alors, si nous posons
! t
B(a, 1) = wla, 1) — (/ Wdz) exp(——kg), ¢ 0,2 € [0,1]
0 (8]

nous arrivons a

1
/ w(z,t)dr =0, t >0
0

et(u, p, 0, w) satisfait les mémes équations que celles de m Dans la suite, nous tra-
vaillerons avec u et w, mais par souci de simplicité, nous écrirons u et wau lieu de u et
W.

Ce mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitrel, nous introduisons les espaces
fonctionnels et énoncons les résultats préliminaires nécessaires a notre analyse. Dans le
chapitre 2, nous prouvons l’existence et 'unicité des solutions du systéme [5|[7] Dans le

chapitre 3, nous établissons la stabilisation exponentielle uniforme du systéme en utilisant

la méthode des multiplicateurs.

10



CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et certains résultats sur les
inégalités dans 1’ espace de Sobolev , aussi, nous donnons les définitions et quelques
inégalités intégrales qui joue un role dans notre travail. De plus, en utilisant la théorie
du semi groupe qui nous serons trés utiles pour la suite de notre travail. On désignera

par un ouvert borné de R".

1.1 Espaces Fonctionnels

espace complet

Définition 1.1 Un espace normé (E,||.||z) est complet si toute suite de Cauchy de E

est convergente dans E .

Espaces de Banach

Définition 1.2 Un espaces vectoriel normé complet s”appelle espace de Banach .

11



Espace de Hilbert

Définition 1.3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit sclaire

(u,v) et qui est complet pour la norme

N|=

(u, )

1.1.1 Espaces fonctionnels linéaires
Les espaces L7 ()

Définition 1.4 Soit 1 < p < o0, et soit ) est un domaine ouvert dans R", n € N.

définir Uespace de Lebesgue norme LP (), par

LP(Q) = {f :Q — R: f est mesurable et/ﬁ|f(m)]pdx < oo}. (1.1)

Pour p e Ret 1 < p < o0, noteé par

191, = ([ 1@ das); . (12)

Définition 1.5 si p = oo, on définit
L (Q)={f:Q—R: f est mesurable et 3C > 0,/ |f (z)| < C, p.p.sur Q} (1.3)

on définit

[fllpoo(qy = nf{C >0, [f(z)| < C a.e dans Q}.

12



Théoréme 1.1 il est bien connu que LP (2) muni de la norme ||f|, est un espace de

Banach , pour tous 1 < p < oc.

Définition 1.6 (Espaces L? (2) ) Pour p = 2 on note L? () l’ensemble des fonctions

de carré sommable c-a-d
L*(Q) = {u Q- ]R// lu (z)|* dz < oo}
L7espace linéaire L? (Q) muni du produit scalaire
()0 = [u@)o (@) do

est un espace de Hilbert.

1.1.2 Certaines inégalités intégrales

Nous allons donner ici quelques inégalités intégrales importantes. Ces inégalités jouent
un role important en mathématiques appliquées et aussi, il est trés utile dans nos pro-

chains chapitres.

Inégalité de Holder’s

Théoréme 1.2 Inégalité de Holder’s ) Soit 1 < p < oo ,1 < q < oo, supposant que
felr(Q)etge L1(Q) ,etlz%—i—% alors, fg € L' (Q) et

[ Vtslde <151, Nl
Q

13



Inégalité Young’s

Lemme 1.1 Inégalité Young’s) soit f € LP (R) et g € L9(R) avec 1 <p<oo,1<qg<

00, et * = —1-5—120. alors , f x g€ L™ (R) et

1
P
1< 9l ey < 1 oy 190 Loy - (1.4)

1.1.3 Espaces de Sobolev

1.1.4 L’espaces W7

Définition 1.7 (EspacesW'? ) l’espace de sobolev WP et de défini par :

Whr = {u c LP)(I),3g € L*(1) | /Iugpl = —/g(p Yo € C! (1)} .

On pose H'(I) = W'2(I),pour u € WP (I) on note v’ = g

Lespace W est muni de la norme :

Il lwre=llw e + 1 ' [lee

(ou parfois, si 1 < p < 0o, de la norme équivalente [|| u ||}, + || @’ H’i,,]”p ).

L’espace H! est muni de produit scalaire :

(u,v) g = (u,v) 2 + (W', 0") 2.

La norme associée :

lullm= (w72 + | ' [|72)",
est équivalente & la norme de Wh2,

Proposition 1.1 Lespace WP est un espace de banach pour 1 < p < co. Lespace WP

est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo

14



Lespace H' est un espace de Hilbert séparable.

1.1.5 L’espace de Sobolev W,

Définition 1.8 Etant donné 1 < p < oo , on désingne par Wy P (I) la fermeture de
CY(I) dans WP (I) On note HL (1) = Wy* (I).

Lespace VVO1 P est un muni de la norme induite par WP lespace Hj est muni du
produit scalaire induit par H*.

Lespace VVO1 P(I) est un espace de Banach séparable , il est de plus réflexif pour
1<p<oo.

Lespace H] est un espace de Hilbert séparable.

1.1.6 Les espaces de Sobolev IV"P

Définition 1.9 Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo , on définit par

récurrence lespace
WmP(I) = {ue WP (I),u' € W™ P(I)}

.On pose
H™(I) = W™*(I).

On vérifie aisément que u € WP (I) si et seulement s’ils existe m fonctions gy, ..., gm €

LP (1) tell que :

[upie =17 [ g e cxn) v = 120

,ou Dip désigne la dérivée a lordre j de p, lorsque u € W™P(I), on peut donc considérer

P . /! - \
les dérivées successives ' = g1 (v') = g, ...jusqu ’a l’ordre m.,on les notes Du, D*u, ...D™u
s ) ) ) )

15



lespace W™P est muni de la norme

m
lu flwmo=lwllze + > 1l D |10,

a=1

et lespace H™est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)rz + Z(Do‘u, D%v).
a=1

1.2 Semi-groupe

Définition 1.10 Une famille (S(t));>0 d’élements S(t) € £(x) pour t > 0 forme un
semi-groupe de classe Codans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle vérifie les

conditions suivantes :

S(t)=1 (identité dans £(X)).
S(t+s) = S5(t)S(s) pour tout t,s >0 (proporiété algébrique).

lim; 40 || S(t)z — 2 || xpour tout z € X  (proporiété topologique).

1.3 Quelques théorémes utiles

Définition 1.11 soit A : D(A) — H un opérateur linéaire non borné on dit que A est
dissipatif si
(Au,u) <0 Yu e D(A).

A est dit maximal si Im(/ —A)=H ¢ d d

VfeH, weD(A) telque (I —Au=Ff

Théoréme 1.3 Remarque 1.1 A est dit monotone si —A est dissipatif ...

16



Théoréme 1.4 (Hille-Yosida) soit A un o opérateur mazimal monotone dans un espace

de Hilbert H. Alors pour tout uy € D(A) il existe une fonction

u € CH[0,+oo]; H) N C ([0, +o0[; D (A))

unique telle que

{%+Au: sur [0, 4o00|
u(0) = uy (donnee initiale)

de plus on a

d
—“<t>] _ Au(t)] < [Auo] WS 0

u(®)] < Juol et |—

1.4 L’approximation de Hille-Yosida
Soit X un espace de Banach.

Lemme 1.2 soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

suwvant :

1) A est un opérateur fermé et D(A) = X.
2) Il existe w > 0 et M > 1 telle que A, C p(A) et pour tout A € A,,, on a :

IR, A < ﬁ . neN.
Alors pour tout A € A,,nous avons :
1) im Rex—oo AR(N, A)z = 2, VrelX.
2) impey oo AMAR(N, A)z = Az, Vz € D(A).

Définition 1.12 La famille (A))aea, € L(X) ou Ay = X AR(X\, A) s’appelle lapproxi-

mation généralisé de yosida de l'opérateur A.

17



Lemme 1.3 soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

suvants :

1) est un opérateur fermé et D(A) = X.

2) il existe w > 0 et M > 1 telle que A, C p(A) et pour A € A,on a :

M
RMNA)Y| £ N*.
IROAY < ey —oyr M€

Si (Ax)aen, est approximation généralisé de yosida de 'opérateur A alors Ve > 0 et

Ya,B € A, on a :

Hexpma z — exp'? || < M?te exp@t||Ayx — Agz||, VreX t > 0.

1.5 Théoréme (Lumer-Phillips)

Théoréme 1.5 soit A : D(A) — H un opérateur lineaire de domaine dense dans
H. Alors A est le générateur infinitesimal d’un Cy-semi groupe de contractions si et

seulement si :

1 A est dissipatif
2 il existe un A)0 tel que Im (A\] — A)=H

1.6 Théoréme de Lax-miligram

Théoréme 1.6 soit a(u,v) une forme bilineaire continue et coercive. Alors pour tout

o € H' il existe u € H unique tel que :

a(u,v) = (p,v) YveH

18



de plus, si a est symétrique, alors u est caracterise par la propriete

ue H et ta(u,u) — (¢, u) = Minyey {3a(v,v) — (¢, v)}

Définition 1.13 soit m € N et p € [0,00]. on définit WP (Q) est l'espace de toutes
f e LP(Q),définie comme

Wwmr(Q) = {felLP(Q), tel que 0°f € LP () pour tout o € N™ tel que

o] =3 a; <m, ou, 0 = a;”a;?.-as"} - (15)

J=1

Théoréme 1.7 WP (Q) est un espace de Banach avec leur norme usuelle

HfHWm,p(Q) = Z 10°fllz» s 1 <p < o0, pour tout f € LP(S2). (1.6)
|a|<m
Définition 1.14 noteé par Wi (Q) la fermeture de D () dans W™P (Q) . Etant donné
1 < p < oo, on désingne par WyP(I) la fermeture de CHP(I) dans WP (I) On note
Hy (1) =Wy ().

Lespace I/VO1 P est un muni de la norme induite par WP lespace H} est muni du
produit scalaire induit par H*.

Lespace VVO1 P(I) est un espace de Banach séparable , il est de plus réflexif pour
l<p<oo

Lespace H{} est un espace de Hilbert séparable .

Définition 1.15 Lorsque p = 2,nous préférons désigner par W™? () = H™(Q) et

WP (Q) = HJ (Q) Fourni avec la norme

N

Wiy = | D N0l | (1.7)

laj<m

19



qui & faire H™ (2) un espace de Hilbert réel avec leur produit scalaire usuel

(Us V) () = Z /8au8avdaj.
Q

laj<m
Lemme 1.4 (Inégalité de Sobolev-Poincaré) si

2n
q< ——, pourn >3,
n—2

)
IA

q > 2, pourn=1,2,

alors

lull, < C(a. Q) IVully, pour tout u € Hy ().

Lemme 1.5 (point carée) Soit Q) un ouvert borné .1l existe une constante positive Cg,
telle que
Yu € Hy(Q), || v |2 < Co || Vu [l 120 -

Les suivants sont fondamentaux dans I’étude des résultats des équations aux dérivées

partielles

Remarque 1.2 pour tout p € L*(Q), Ap € L*(Q) et pour T Suffisamment lisse, on a

19 (Dl 2y < ClAC ()l 20 -

Proposition 1.2 la formule de Green) pour tout u € H* (), v€ H' () on a

—/Auvdx:/Vqudx—i—/ %vdo, (1.8)
Q Q an OV

ou )
ol — est une dérivation normale de u a O0f).

ov
Théoréme 1.8 Lax-Milgram ) :soit a(u,v)une forme bilinéiare . Alors sur un espace

de Hilbert H qui est :
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— Continue ,c’est -a-dire Vu,v € H, | a(u,v) | < M || u||gl|| v ||z, VM > 0.
— Coercive, c’est -a-dire Yu € H | a(u,u) |> a || u ||*,Va > 0.
soit [(v) wune forme linéiare continue sur H .Alors il existe une unique u € H tel

que :

Vv e Hya(u,v) =1(v) (1.9)

Théoréme 1.9 Hille Yosida) Soit A un operateur maximal monotone dans un espace

de Hilbert alors pour tout wuy € D(A) il existe une fontion
u € CH(([0, 00, H) N C([0, 00[, D(A)))

unique tel que
2 Au = 0,sur (0,00)

(1.10)
u(0) = ug (donnee initial)
de plus on a
u(?)
| u(t) [l uo | et | == [=] Au(?t) |<]| Auo ||, ¥t 2 0 (1.11)

1.7 Quelques inégalités algébriques

Depuis notre étude basée sur des inégalités algébriques , nous voulons rappeler quelques-

un ici.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz) Siu etv sont des fonctions de L* (Q) , alors

/uvdx < /|u(w)|2dm /\v(az)ﬁdaj

Q

2

=
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Les inégalités de Young

Lemme 1.7 (Les inégalités de Young) pour tout a,b € RT, on a

2

b
b<da®+ — 1.12
a_a+45 ( )

ol 0 est une constante positive.

1.8 Théorie des Semi-groupes

Définition 1.16 soit A : D (A) C X — X est un opérateur linéaire (non borné). A
est appelé dissipatif si R (Av,v), <0,Vv € D (A). L'opérateur dissipateur A est appelée

m-dissipative si (A — A) est surjective pour quelque X > 0.

Théoréme 1.10 Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si
|AM —A) Nl > Az]l .Yz e D(A), A >0, (1.13)
Preuve. Supposons que A est dissipatif et fixe x € D (A) et A > 0. alors
Mzl < R = A)z,2)
et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous concluons que
Mzl < IO = Al |zl

Qui conduit directement a ((1.13)). a 'inverse supposer que ((1.13)) tient et fixe z € D (A),

alors pour tout A > 0, on a

Mzlly < Mally — 2% (Az, 2),, + || Azl -
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En divisant cette inégalité par 2\, on obtient équivalemment

1
R (Az,2), < o | Az||% , A > 0.

Passer a la limite lorsque A passe a I'infini donne la dissipativité de A. On peut maintenant

prouver certaines propriétés utiles des opérateurs m-dissipatifs. m

Théoréme 1.11 soit A est un Opérateur m-dissipatif. ensuite, les propriétés suivantes
sont conservées.

1. A est fermé.

2. pour tout A > 0, l'opérateur \I — A est un isomorphisme de D (A) sur X. de plus

(A — A)_lest un opérateur linéaire borné tel que

|(AT = A)” <

1 1
Hz:(X) N

3. D (A) est dense dans X.

Preuve. Commencons par le point 1. comme A est un opérateur m-dissipatif, il existe
Ao > 0 tel que R (Mgl —.A) = X, danc par il en résulte que \g/ — A a une inverse
bornée. Comme (Aol — A)~! est borng, il est également fermé. Alors Ao/ — A est fermé
et donc A également.

Pour prouver le point 2, il suffit de prouver que R(A — A) = X pour tout A > 0.

Pour cela, nous introduisons I’ensemble
A={)€(0,00) tel que R(N[ —A) =X }.

Premiére A est ouvert. en effet (1.13)) implique que A est un sous-ensemble de 1’ensemble
résolvant p(A) de A. Comme p(A) est ouvert, pour tout A € A, il existe un voisinage
de A inclus dans p(A). L’intersection de ce voisinage avec la droite réelle est clairement

incluse dans A, ce qui prouve que Aest ouvert. Montrons aussi que A est fermé. Soit une
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séquence.(A_{n}) {n} d’éléments de A tels que
Ap — A > 0 comme n — 00
Ensuite, pour un élément quelconque y € X et tout n, il existe z_{n} € D(A) telle que
A —A), =y (1.14)
En raison de (|1.13)), il en résulte que
lzallx < Ayl (1.15)

Et donc la suite (x_{n}) {n} est bornée. Nous appliquons maintenant (1.13|) avec z,, —

T et A, on obtien
Am [0 = Zmllx < NAm (20 — 2m) = A2 —2m)l x
et par I'utilisation on en déduit que
A [0 = Zmllx < Am = Anl 2l -

et par , On déduit qu’il existe = € X tel que x_{n} converge vers = dans X.
Mais Alors implique que Ax_{n} converge vers \x — y et puisque A est fermé,
on conclut que x € D(A) avec \x — Az = y. Cela montre que A\ appartient A et que la
fermeture de A est prouvée. En conclusion, A est un sous-ensemble ouvert, fermé et non

vide de (0, 00) et donc coincide avec (0, c0).Terminons par le point 3. Soit y € X tel que

(y,2)x =0,2 € D(A) (1.16)
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Si nous montrons que

(v, Az)y = 0,2 € D (A) (1.17)

alors nous allons obtenir ce
(y,x - Ax)X - 07‘% € D(A)

Et puisque R(I — A) = X, on déduit que y = 0.
il reste alors & montrer (1.17). Soit x € D (A) est fixé, puis par le point 2, il existe

une suite (), .y tel que z, € D (A) et
1
r=x, — —Azx,, Vn € N. (1.18)
n
Ceci implique que
Az, =n(x, —x)

et de la régularité z, z_{n} € D(A), on déduit que x_{n} appartient & D(A?) et que la
prochaine identité

szA(I—lA) T
n

Ou équivalent

-1
Az, = A (I — %A) Azx.

Du point 2, nous savons que

£(X)

et donc

[ Azl x < [|Az]x -

De plus, comme X est un espace de Hilbert, il existe une sous-suite (Az,;) de (Az,),

et z € X tel que Ax,, Converge faiblement vers z Ceci implique que la suite de paires
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((znk, Azpi)), Converge faiblement vers (z,z) dans X x X.Ainsi, par le lemme de Ma-
zur, il existe une autre suite ((7;, 7)), Fait de combinaisons convexes de (z,;, Az,;) n
guarantees(that the that z, = AZ;) tel que (7, 2) = (7;, Az;) Converge fortement vers

(x,2) dans X x X comme [ va & co. comme A est fermé, nous en déduisons z = Az.

Enfin par (1.18)) et (1.16) on a

(yannk)X = Nk (y, Tnk — f) =0

et en passant a la limite en k, nous trouvons que (|1.17)) tient.

Passons maintenant a la notion de semi-groupes linéaires. m

Définition 1.17 soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non — borné.on dit
que A est monotone st

(Av;v) > 0,Vv € D(A) (1.19)

A est mazximal monotone si de plus R(I + A) = H i.e.
Vfe H,Jue D(A) tel que u+ Au = f. (1.20)

Remarque 1.3 si A est maximal monotone ,alors AA est aussi maximal mono-
tone pour tout A = 0.Par contre si A et B sont deux opérateurs maximauxr monotones

alors A+ B défini sur D(A) N D(B) n’est pas nécessairement mazximal monotone

Définition 1.18 Une famille a un seul paramétre (S (t)),5, de L (X) est un semigroupe
des opérateurs linéaires bornés sur X si

1.
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L opérateur linéaire A défini par :

D(A) = {Z € X; lim M ewiste}

t—0F

et

S(t) z

Az = lim %,Vz e D (A)

t—0t

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (S (t)),so et D (A) est appelé le
domaine de A.

Un semigroupe (S (t)),>, des opérateurs linéaires bornés est appelée une suite forte-

ment continue (ou un Co—semi-groupe) si

lim S(t)z=z Vze X. (1.21)

t—0t

Un fortement continue (S (t)),s, sur X satisfaisant
1S Ol gy <1, VE=0,

est appelé Cy-Semi-groupe de contractions.
Montrons maintenant quelques propriétés utiles de Cp- semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.12 soit (S (t)),5, est un Co—semi-groupe de contractions sur X. alors

1. pour tous x € X, ”application t — S(t)z est une fonction continue de [0, 00)
dans X.

2. pour tous v € X et tout t > 0,

i 1
hino h

/tt+h S(s)xds =S (s)x. (1.22)
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3. pour tout x € X et tout t > 0, [’élément fot S (s) xzds appartient & D (A), et

A([S@M%)zS@M—m (1.23)

4. pour tout x € D (A) et tout t > 0, I’élément S (t) x appartient & D (A), et the

mapping t — S (t) x est une fonction différentiable continue de (0,00) dans X et

S (1) = AS (t)x = 5 (1) A, V>0, (1.24)

5.pour tout © € D (A) et toutt > s >0, on a
t t
S(t):c—S(s):c:/ S(u)Axdu:/ AS (u) zdu.

Preuve. Pour le point 1, par (1.21]),La propriété de continuité tient trivialement a

t = 0. maintenant fixer x € X et prendre un arbitraire ¢ > 0 alors pour 2 > 0, on a

St+h)z—St)x=5(t)(S(h)x—x),

1.9 Théorie de la stabilité de Lyapunov

L’étude de la stabilité pour les systémes évolutives est souvent liée a la construction
des fonctionnelles de Lyapunov. La méthode générale de la construction des fonctions de
Lyapunov ont proposée par V. Kolmanovskii et L. Shaikhet et déja utilisée avec succés
pour les équations diférentielles, pour les équations de diférence & temps discret, pour
les équations de diférence & temps continu, est utilisé ici pour étudier la stabilité des

équations évolutive a retard, en particulier, des équations diférentielles partielles.On a
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I’équation

WO — Aty u(t)) + fi(t,w),t >0

u(s) = ¥(s),s € [—h,0]

(1.25)

Notons par U(t, V) la solution de I’équation( [1.25| )correspondant a la condition initiale

.

Définition 1.19 La solution triviale de [’équation ( est dite stable si pour tout

e > 0 1l existe 6 > 0 tel que.

| u(t, V) |< e pour toutt > 0,si| ¥ |c,= sup | ¥(s)|<d. (1.26)
s€[—h,0]

Définition 1.20 La solution triviale de l’équation ( est dite exponentiellement
stable si elle est stable et il existe A > 0 une constante positive tel que pour tout
U e C(0,—h, H) il existe C (qui peut dépendre sur V) tel que . |u(t,¥) |< Cexp(—At)

pourt >0

Maintenant, on va faire la démonstration de la théoréme du stabilité.supposons qu’il
existe une fonctionnelle V' (¢ ,u, ) tel que les conditions suivantes soient satisfaites

pour certains nombres positives ¢y, co et A

Théoréme 1.13

| u(t,up) |< erexp(At) | u(t) |?,t >0 (1.27)
[ u(0,up) [S 2 | W2, (1.28)
d
V() 0.8>0 (1.29)

Alors la solution triviale de l’équation ( est exponentiellement stable. Notons que le
théoréme ([?]). implique que ’étude de la stabilité de [’équation ( peut étre réduit a
la construction appropriées de Lyapunov. Pour construire les fonctionnelles de Lyapunov

on utilise des procédures formelles
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Le procédure des fonctionnelles de Lyapunov

Le procédure consiste en quatre étapes.
1. Etapel

Pour transformer I’équation ( [1.25) sous la forme

dz(t, uy)

h A (t,u(t)) + Aa(t, uy) (1.30)

ou z(t ,.) et As(t,.) sont des familles d’opérateurs non linéaires,

1. z(t ,0) = 0; Ay(t ,0) = 0, Popérateur A;(t ,.) dépendente de t et u(t ) mais
indépendente pour les valeurs précidentes u(t + s),s < 0.

Etape2

supposons que la solution triviale de I’equation

WO _ ar(t.y0)

est exponontiellement stable et il existe donc une fonctionnelle de Lyapunov V' (¢, y(t)),qui
satisfait les conditions du théoreme([?]).

Etape3

La fonctionnelle de Lyapunov V(¢ ,u;) pour 'équation est écrit sous la forme
V=Vi4+V,y,ou

Vot yu) = V(t,2(t,u)).L’élément y de la fonction V' (¢ ,y) est remplacée la
fonctionnelle z(t ,z;) dans la partie gauche de 1’équation (1.25)) .

Etape4

Généralement, la fonctionnelle Vi (¢ ,u;) satisfait les conditions du théoréme([?]) .
Pour satisfait ces conditions, il est nécéssaire de calculer

d

%V 1(t ,u¢) et de Destimer. Ensuite, la fonctionnelle V' o(t ,u;) peut étre choisir de

maniére standard.
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CHAPITRE 2

Résultat pour I'existence et 'unicité de systeme

Dans ce chapitre, nous présontons le probléme poreux qui sera traiter dans ce mémoire,

puis nous montrons qu’il est bien posé en étudiant ’existence et 1'unicité de sa solution

par la méthode du semi-groupe.

Notre probléme ?7 est équivalent &

(
PUsy = Mgy + Do, — Y0, — Tuy, re(0,1), t>0
Jp, = 0@, — buy — Ep — dw, +mb, z e (0,1), t>0
by = —yuy, — mp, — kqw,, z € (0,1), t>0

| awr = kowy, — ksw — k10, — dp,,,

Sous les condition initiales

u(z,0) = u®(z), us(z,0) = ul(x), p(x,0) = (), = € (0,1)
@, (x,0) = o' (z), w(x,0) = w(z),0(z,0) = 8°(x), = € (0,1)

et les conditions au bords

uz(0,t) = uz(1,t) = p(0,t) = ©(1,t) =0, t >0
6(0,t) = 0(1,t) = w,(0,t) = w,(1,£) =0, t >0
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2.1 Existence et unicité de la solution

Pour montrer 'existence et 'unicité de la solution du probléme nous utilisons

la théorie des semi groupes. Soit
U= (u,v,,9,0,w)"
et les deux nouvelles variables dépendantes
U=, Y=y
alors le systeme peut étre écrit comme suit :

U+ AU =0, t>0,

(2.4)
U(l’, 0) = UO(:E) = (Uo, U1, Poy L1, ‘907 wO>T7
o A: D(A) C H — H est Popérateur linéaire défini par
—v
_Huxa: 2 + 70:{: + —v
0
-
AU = S b, 6 d m, | (2.5)
g T gt TP . 7T
m
k k d

et 'H est 'espace d’énergie donné par

H =H!(0,1) x L?(0,1) x Hy (0,1) x L*(0,1) x L*((0,1) x L2(0,1)),
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tel que

H, (0,1) = H'(0,1) N L3 (0,1),

Lz(o,1)_{gpeL2(o,1):/Olg[)(x)dx_o},

~ ~ o~ T
Pour toute U = (u,v,p,,0,w)" € H, U = (4,5,3,1,0,10) € H, nous équipons H

avec le produit interne défini par

1

1 1 1
<U, U> = ,0/ uptiydr + u/ UpUgdr + J/ o, dr + b/ (ugggb + ﬂﬂb) dx
H 0 0 0 0

1 1

+§/Olgb{bdx+5/01¢w&xdx+a/wwdx+c/eédx.

0 0
Le domaine de A est donné par

UeMlue H20,1) N HY0,1);v € HN0,1); 0 € H2(0,1) N HL(0,1);

D(A) =
Y€ HL0,1);0 € HY(Q);w € H2(0,1) N HX(0,1)

H?(0,1) = {p € H*(0,1) : ¢, (0) = ¢, (1) = 0} .

Théoréme 2.1 soit Uy € H. Alors il existe un solution unique U € C(Ry, H) du pro-
bléme[2.4, de plus, si Uy € D(A), alors U € C(Ry, D(A)NC (R, H)

Preuve. On utilise 'approche du semi groupe. Ce qui veut dire que nous devons
montrer que :

A est maximal monotone.
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1).A monotone : Soit U € D(.A). En utilisant le produit scalaire, on trouve :

1
Upp Uy dT + J/gott@tda: + b/ Uzt + Uzipy)d
0

o _

1
<AU, U>'H = p/uttutdx + u
0

+< / pypdr + 0 / PaPadr + o / wywdzx + ¢ / 0,0dz.
0

A partir de , on touve

1 1

1 1 1
(AU, U),, = u/umutdx + b/utgoxd:c — ’y/utexda: — T/ututdx + ,u/umuxda: + §/g0m<ptda:
0 0 0

0 0

1 1 1
—b/uzgotdx — f/gptgodm — d/wxaptdx + m/@gotdx + b/(umgo + Uz, )dx + f/gpt@
0 0

1 1
/(pmgomdx + / (kowyzw — ksww + k10w + dp,,w)de + / —YU0 — mp,0 — kyu
0 0

Aprés la simplification et grace a la formule d’intégration par parties, on obtient

1

1

,u/umutdx = uzut u/umumd:c
0 0

1

0 0
1 1

’y/utﬁxdcc = [u,ﬁ](l) — y/um&dx

0 0
1

1
d/wx%dff = [Sﬁtw](lj - d/@m“’df
0
1

0

1
b/utmgpdx = [goum](l) — b/uxgotdx
0 0
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donc :
1 1

1
(AU, U),, = kg/w2d$ + k‘g/wgd.r + T/u?d.it > 0. (2.6)
0 0 0

Donc A est monotone.
2) (I + A) est surjectif
Soit K = (A1, A2, A3, Mg, A5, Ag)T € H. 11 faut trouver U € D(A) tel que :

(I+ AU =K. (2.7)

L’équation 7?7 est équivalente a

;

u—v=2M\ € H0,1),

PIV = Mllgy — bip, + 0, = pAy € LF(0,1),p1 = p+ T,
o — 1=\ € HL(0,1),

JY — 0p,, + bug + Ep + dw, —mb = JAy, € L*(0,1),
cl + yv, +mi + kyw, = chs € L*(0,1),

(2.8)

\ oW — koWyy + klﬁx + dwx = Oé)\ﬁ € Lz(()? 1), o1 = o+ /\3

a partir de la deuxiéme et la troisiéme équations du systéme 77, nous avons

Vo= uU— N

Y= p—2As
Remplacant v = u — Ajet ¢ = ¢ — A3 dans [2.8|[2.8h 2.82.8} et 2.8k

PLU — fllge — bp, +0, = hy € L2(0,1),

(0,1)

psp — 0P, + buy, +dw, —mb = hy € LQ(O, 1),
cl + yu, + me + kyw, = h3€L2(0,1),

(0,1)

o w — kowyg + k10, +do, = hy € L2(0,1),
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Avec

hi = pAa + p1 A1,

hy = J(A3 + \y),

hs = cAs + A1 + mAs,
hy = adg + dAsg,

py = J +¢&,

\

Multiplions les équations ?7, respectivement par (uq,p;, 01, w) en intégrant par partie

sur (0,1), on trouve

.

P [ uurdr — p

O\H

Upr U AT — b/gpwuldx + 7/9 urdr = /hluldm
1 ° 1

ppdr — (5/g0mg01d35 + b/uxgolda: + d/wzgoldx — m/é’gpldas = /hggold:c
0 0

0 0

1 1
c/@@lda: + v/uxﬁldm + m/gp@ldx + k:l/wxﬁldm = /hg@ldx
0 0 0 0

0

o
— —

I

HO\

[y

1

1 1 1
al/wwldx - kJQ/wmwldx + kl/Qmwldx + d/goxwldx = /h4w1dm
0 0 0 0

0

(2.9)

Résoudre 2.9} on considére la formulation variationnelle suivante :

ou B :

B((U, ©, 97 w)7 (ulu ©1, 017 wl)) = g<u17 P15 917 wl)' (210)

[H!(0,1) x HL(0,1) x L((0,1) x L20,1)]> — R est la forme bilinéaire définie
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par :

1 1 1 1 1
B((u, p,0,w), (u1, ¢y, 01,w1)) = pl/uuldw + u/uxulmdaf + ug/sosoldx + 5/%013@6150 + 6/991d
0 0 0 0 0

1 1 1

1
+a1/ww1da: + krg/wxwlxdx + 7/(%01 + u16,) + b/(goulx + -

0 0 0

0
1 1 1
—i—d/(wxg)l + p,wi)dxr + kl/(Qmwl + O1w, )dx + m/(<p91 —
0 0 0

et G : [H!(0,1) x H (0,1) x L?((0,1) x L20,1)] — R est la fonction linéaire donnée

par

1 1 1 1
g(ul,gol,ﬁl,wl) = /h1u1d1‘+ /hg@ldl‘ + /h301d1‘+ /h4w1da: (213)
0 0 0 0

Maintenant pour V' = H!(0,1) x Hj (0,1) x L*(0,1) x L2(0,1) équipé de la norme
(0.6, 0) [ = ull2 + laall2 + I3 + o I3 + 1813 + awll2 + |12, en suite nous
avons appliquons le théoréme de Lax-Milgram pour montrer 1’existence de la solution de
[2.10} Tout d’abord, on commence par :

la continuité de la forme bilinéaire :

B(.,.) continue, alors : m

de>0: |B<<u790797w>7 (U179017917w1))| S c H(U,QO,G,U))HU H(u17 901,91;11)1)”” \V/((U, (P,e,w), <U’17 (1017(
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1 1 1 1

|B((U, 90,0,'&)), (u1,¢1,01,w1))| = pl/uuld‘r + :u/uaculxdm +M3/<P901d$ + 5/()0x901:cdl’ +c
0 0 0

1

1 1 1

—l—ozl/wwldx + k@/wxwlwdx + 7/(%6’1 +u10,) + b/(cpuu + uzpq )dx

0
1

0

0 0 0
1 1

+d/(wmg01 + p,wq)dx + kl/(é’mwl + 01w, )dxr +m /(goé’l — ¢,0)dx
0

0

1 1 1 1
< pl/!uulldx+u/quulx\dw+u3/!wwl\d$+5/\%%\dw
0 0 0 0

1 1 1 1
+c/ 061 | dx + 041/ |ww: | dx + kQ/ |wpwy,| dx + 7/ |(uzpfy + u16,)| dx
0 0 0 0

1 1
+b/ |(purs + ugepy)| da + d/ [(wapy + @ w1)| da
0 0

1 1
+k1/ |(0,wy + O1w,)| dx + m/ |(ph1 — p,0)| dz.
0 0

D’aprés les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on a

|B((u7 2 0’ w)’ (uh P15 017 wl))’

IN

IN

pullully llually + s llually luazlly + w3 llell el + 0 ezl 1l
+c |0l 1161]l5 + an ffwlly [[wrlly + Es lwelly [lwiell,

Fy([[wally 101l + llnlly [182ll2) + 01l e lly + [l 11l2)
Fd([lwelly l[e1lly + lleally llwnlly) + R0zl [lwrlly + 1161l lwell
+m([[elly 1011l + leall; 101l

c(lfully + Nlually + lelly + ll@elly + 101y + lwlly + lwell,)
X(lJually + luaelly + leally + llrally + 1011y + [lwilly + wizll,)

c ||(U, ®, 87 w)VH ||(u17 P15 ‘917 wl)VH .
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Donc B(.,.) est continue.
La coercivité de la forme bilinéaire

B(.,.) coercive :
Ja > 0: B((u, 0, 0,w), (u,0,0,w)) > Mo ||(u, 0,0, w)|[;  V(u,0,0,w) €V

1 1 1 1 1 1

|B((u, p,0,w), (u, p,0,w))| = pl/u2dx + ,u/uidx + u3/¢2dx+ 6/goidx + C/Qle’ + oq/de

0 0 0 0 0 0
min {p17 Hy 3, 57 ¢, 0, k?} ||(u7 @, 0) w)H%/

> Mo ll(u, 0,60, 0)][5 -

Y

Donc B(.,.) coercive.
La continuité de la forme linéaire

G(.) continue, alors :

HCQ >0: |g(u17301>01aw1)| < C2 ||(u1a9017017w1)||1; ’ v(u17901701>w1) eV.

En utilisant I'inégalité de cauchy schwartz, on trouve
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1 1 1 1

|g(u1,g01,€1,w1)| = /hluldl‘ —f- /hg(pldl’ —|— /]’Lgeldl‘ —f- /h4w1d$
0 0 0 0
1 1 1 1
/]hlulld:ﬂJr/\h2g01|daf—|—/|h391\dm—|—/]h4w1|dx
0 0 0 0
< Pl flually + 1Rzl [[onlly + [[Rallg [01l2 + [[7eally [Jwr ],
< (||h1||2 + ||h2||2 + ||h3||2 + ||h4||2)
X([lully + le1lly + 10111, + llwall,)
< G H(ula%,el,wl)vH .

Donc G(.) est continue.
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu'il existe une solution unique(u, ¢, 0, w) €

V, satisfaisant

B ((u, @aeaw) ) (uh(plv@lvwl)) = g (u17901701’w1)7 v(u179013017w1) ev.

2.2 La régularité de la solution

A partire de [2.8 si on prend (¢;,01,wi) = (0,0,0) € H (0,1) x L2((0,1) x L20,1)
dans 2.8, on a

1

1 1 1 1
pl/uuldx—l—u/uxulmda:—l—v/@muldx—kb/goumda: = /hluldx Yuy € H1(0,1). (2.14)
0 0 0 0 0

De plus, I’équation est également vrai pour tout u; € C*([0,1]) € H}(0,1). Par

conséquent, on a :
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1 1

u/ux\llxdw = /(h1 + pyu+ 0, + b, )Wdr, VU € C([0,1]). (2.15)
0 0

Ainsi, en utilisant 'intégration par parties, on obtient :
uz(1) (1) — uz(0)T(0) = 0,¥¥ € C*([0,1]).

Donc

par conséquent, on arrive a

u € H2(0,1) N HX(0,1).

De méme, si nous prenons (uy, 01, w;) = (0,0,0) € H}(0,1) x L*(0,1) x L2(0,1) dans

(7?)3, 0n a

1 1

1 1 1 1
,u3/gogoldx+6/gpx<pudx+b/uxgolda:—i—d/wmgoldx—m/Hgoldcc = /hggoldx, Yo, € Hé(O, 1),
0 0 0 0 0 0

d’ou
1 1
5/gpw<pl$dx = /(h2 — pi3 — bu, — dw, +mb)p,dr, Vo, € Hy(0,1). (2.16)
0 0
Notant que
hy — p3p — buy, — dw, +mb € L*(0,1),
et

¢ € H*(0,1)N Hy(0,1).
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Alors, 'équation [2.16] prend la forme
1
/(hz + 0, — Hap — buy — dw, +mb)pde = 0,Yp, € Hy(0,1),
0

et on obtient

U3 — 0@, + bu, + dw, —mb = hy.

Cela donne I’équation [2.16]

De la méme fagon, on peut montrer que
0 € Hy(Q),w e H20,1) N HL0,1).

Par conséquent, il existe un unique U € D (A) tel que (?7?) est satisfait. Donc, A est
un opérateur monotone maximal et A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de contractions sur H. En appliquant le théoréme de Hille-Yosida, on arrive & la démons-

tration du théoréme 2.1.
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CHAPITRE 3

Résultat pour la stabilité de systeme

Dans ce chapitre, nous étudions un probleme de systéme poreux-elalstique , notre
principal résultat est d’étudier la stabilité du systéme par la thecnique du multiplicateur

qui est basé sur la construction du fonctionnel de Lyapunov.

Théoréme 3.1 Soit (u,p,0,w) la solution de (2.1)). Alors, il existe deux constantes po-
sitives 3, et B, tel que
E(t) < B,E(0)exp ™!, Vvt >0.

Pour prouver cette décroissance exponentielle, nous avons besoin quelques lemmes

importantsant

Lemme 3.1 La fonction énergétique E, définie par

1/
E(t) = 5/ [pu? + J? + C0* 4 aw? + pu2 + 692 + Ep?du, (3.1)
0

satisfait

1 1 1
E (t) < —7'/ uldzr — k‘g/ w?dr — k’g/ wdz. (3.2)
0 0 0
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Preuve. Multipliant la premiére équation de (3.1)) par wu;, la deuxiéme équation de
(3.2)) par ¢,, intégrant sur (0,1) et en les résumant, on obtient

d
= Joloud + TG} + CO + aw? 4 + 52 + £ d, .

= -7 fol uZdr — ko fol widr — ks fol widr,

1
2

En multipliant par (3.1)) (3.2)) (3.3) (u¢, ¢;, 0, w) respectivement, et intégrant sur (0,1),

et en les sommant, nous obtenons
P fol UggUpdx — 4 fol UpaUpdT — b fol Y udr + 7y fol O udr + 7 fol wugdr = 0

J fol ©updr — 6 fol DppPydT + b fol Uz dr + & fol opdr + dfol Wepdr —m fol Op,dx =0
C fol 0,0dx + ~ fol wx0dx +m fol ©0,0dx + ky fol w,fdr =0

« fol wywdr — ko fol Weewdx + ks fol wwdz + k; fol 0, wdx + dfol Ywdr =0
On fait l'intégration par partie et d’aprés les conditions aux bords, nous trouvons

— I fol Upptpdr = ufol Up U dT — p[Upug]d ufo Uy Upp AT
—b fol o urdr = bfol P dr — blugug bfo OUdx
=0 [y Pasprd = 8 [y @upradr = Slp,pllh = 8 [} ¢uprde
bfol Upp,dr = —b fol i, dr + bluuy = —b fo up,, dv
v fol U 0dr = —~ fol w0 dz + Y[u bl = —v fo uefdx
by [ weowds = —ky [} wida + ky[w,w]y = —kp [} wide
ki [, Oowde = —ky [y Ow,dz + ky[fw)s = —ky [ Ow,dz

dfol o wdr = —d fol p,wedx + d[p,w] dfo owdx
Alors

o~ o~

1 1
fo uldzx +§%f0 wlde —b [} goxutdx—l—’yffo O, upde + 7 [ ulde =0
fo gpt - —— fo dx + bfo Uy dx —|— fo 2dx + dfo W, dr — mfol Op,dz =0

%é 2dt

3 dt [ 0%dz — [ wb,dz +m [} p,0da + ky fo w,0dr =0
a—— fo w?dx + ko fol widx + k3 fol wdx — ky fol Ow,dx — dfol o wzdr =0

%dé

Par addition, on obtient
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1 1 1
/{p/ut+J/<pt+C/02+a/w+,u
th 0 0 0 .

1 1 1
—l—T/ ufda:—l—kg/ wfcd:t:vag/ w?’dr = 0
0 0 0

2dt/{p/ ut—i-J/ g0t+C’/ 92+a/w +u/w +5/ <p$+§/<p}da;
= —7'/ utdx—k‘g/ wxdx—k:g/wdx
0 0 0

Lemme 3.2 Soit (u, p,0,w) la solution de (2.1} . Puis pour toute constante positive

1,0 la fonctionnelle

11():J/0 Wtdx——/ ut/ y)dy)dz,t > 0, (3.4)

satisfait

5 1 1 1 1 1
It < —= / ©2dr — 2L / ©*dx + Cy / w?dx + Cy / 0*dx (3.5)
2 0 2 0 0 0

1 1 1
+Co/ urdr + C(1+ =) / idx + Co/ uidx. (3.6)
0 €1 Jo 0

Preuve. Différencier [;(t), en utilisant (?7),, on obtient

1
I7 (t) —J/ gpttgpd:v—l—J/ dx——/ utt/ dyd:v——/ ut/ o, (y)dydz, t > 0.
0
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1 1
1
It = J/ gpfd:p—l—J/ j(égoxx—bum—fcp—dwx+m0)gpdm
0 0

® Jo

Par intégration par partie sur [0, 1] avec les conditions aux limites, on trouve :

1 1 1
I (t) = J/ dx—é/ w2 — & 2dx—b/ uxgpdx—d/ wypdx
+m/ 6g0da:+b/ uz/ 0. (y dydx——/ go$/ (y dydx
bp
y)dydz + — Uy y)dydr — — got
K Jo

Par I'utilisation de I'inégalité de Young, on trouve :

1 € 12 CO 12
—b spdr < — dr + — d
/Ougpx_m/oap x—l—Q/OUZa:

1 1
—d/ wxgodx<— 2dx+C/ wrdx

m/ 6<pdx<—/ 2dx+—/ 6% dx
/um/ dydm<— 2d:1:+—/ udx
9 )
cpx go dydx<— pidxr + = 2dx
M 0 0 0 2
1
A
K Jo 0
u o(y)dydr < — go2d3:+—/udx
N/o t/() 12 Jo 2 Jo '
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o(y dydm<i 2dx+ /02x
12 J,

b,O x bp 1 x
(Wm+wx V0, —Tu) [ o(y)dy)dr — — | u [ o (y)dydz.
P 0 Mo Jo 0

(3.7)

y)dy)d

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



1
/ ut/ o, (y)dydx)dydx < —/ 2dx +— uldz, (3.15)

Insertion (3.8)), (3.9), (3.10), (3.11)), (??), (3.13), (3.14)) et (|3.15|) dans (3.7)), on obtient
E3). =

Lemme 3.3 soit (u, p,0,w) étre la solution de (??), le fonctionnel

1
L(t)= p/ wudr,t >0, (3.16)
0

satisfait

1 1 1
I (t) < —g/ uldr + p/ uidx + C()/ (¢ + 0)*dx. (3.17)
0 0 0

Preuve. Par différenciation de I5 () nous avons

1 1
L (t) = p/ ugudr + p/ uldz, (3.18)
o 1 " 1
= ,0/ ;(,uum + bp, — 0, — Tuy)udx + p/ urda, (3.19)
0 0
1 1 1 1 1
= u/ Ul dx + b/ wp,dr — fy/ ubdx — 7'/ uugdr + p/ uldx,t > 0.
0 0 0 0 0
(3.20)

Par intégration par partie sur [0, 1] avec les conditions aux limites, on trouve :

1 1 1 1 1
I(t) = u/ uldr — b/ Ugpdx + ’y/ u fdx — 7'/ uupdr + ,0/ uldr,t > 0—
0 0 0 0 0

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

1 1 1
b/ uzpdr < ﬁ/ uZdz + Co/ *d, (3.21)
0 6 Jo 0

1 0! 1
- 'y/ uzfdr < —/ uldr + Cg/ 0%dz, (3.22)
0 6 Jo 0
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utiliser les inégalités de Young et Poincaré

1 u 1
- 7'/ uugdr < —/ uldr + C’O/ uldz. (3.23)
0 6 Jo 0

En remplagant (3.21)), (3.22)), (3.23), dans (??), on a (77). m

Lemme 3.4 soit (u,p,0,w) étre la solution de (??). Ensuite, le fonctionnel

1 T md 1
I3(t) = C’/ 0(/ aw(y) + do,)dydr — 7/ o*dx, (3.24)
0 0 0
satisfait
O 1 1 1 1
Lt < — / 0*dx + 6—2/ (2 4 @2 + ©?)dx + Co(1 + —)/ widz (3.25)
2 0 2 Jo €2 Jo
1. [ I
+Co(1 + —)/ P+ Co(1 + —)/ w?ds, (3.26)
€ Jo € Jo

Preuve. En différenciant I3(t) et en intégrant par parties, nous avons

1 T 1 T d2 1

I (t) :C’/ Ht(/ ozw(y)—i—dgox)dydx—i-C’/ 49(/ awt(y)—l—d(pm)dyd:r—mT/ op,d,
0 0 0 0 0

(3.27)

. 1 1 T
L) = €[ G —mp k) [ (awl) + do)dyds
0 ) - 0
—I—C’/ 0(/ a—(kowy, — ksw — k160, — dy,,)
0 0o @

1
+do,, dydr —md / ppdr
0
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—7/ um/ aw(y +d<pz)dyda:—m/ gpt/ aw(y) + dy,)dydz
0 0
—kl/ wx/ aw( —i—dcpx)dydx—FC’k:g/ / Wypdydx
0
1
—Ckg/ 9/ wdyd:z:—Ckl/ / 0 dyd:z:—md/ ppdr
o Jo

L) = —'ya/ utx/ w( dydm—’yd/ um/ gpxdydm—ma/ gpt/ y)dydz
0 0 0
—md [ ¢, %dydfﬁ—ha/ wm/ w(y)dydz — kid / wm/ o, dydx
0 0

0 0

1 T 1
+Cky 0 Wezpdydr — Cks / 0 wdydx
0 0 0 0

1 T 1
—C’kzl/ 9/ deydx—md/ wdz
0 0 0

Par intégration par partie sur [0, 1] avec les conditions aux limites, on trouve :

1 1 1 1
L) = —kla/ w3dx + C/ﬁ/ 0%dx +'yoz/ wwdx —|—’yd/ upp,dx
0 0 0 0

1
—|—k:1d/ wmgpd:p—C’kzg/ wadx—moz/ gpt/ y)dydz
0
—Ckg/ / wdydx
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IN
|

1
Ck, / Ow,dx
0

1 x klc 1 1
—Ckg/ 0/ wdydx 92da:—|—co/ w?dx
o Jo 4 Jo 0

1

Yo / uwdx
0

IN
|

IN
&
o\,"_.
<
BN
ISH
&
+
&
Or\;
g
IS
&

1 o [ e [l
—vd/ up,dr < =2 uldr + —2/ ©2dr
0 € Jo 2 Jo
1 o (b, e [T,
k.d wypdr < — Ldr + = dx
0 €2 Jo 2 Jo
1 @ o o (1,
—ma [ ¢, | wly)dyder < e | pide+— | wdx
0 0 0 €2 Jo

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient (77). m

Lemme 3.5 soit (u,p,0,w) étre la solution de (??). Ensuite, le fonctionnel

1 T 1 ka;l 1 )
Lit)y=Ja | ¢, | w(y)dydx+ Jky [ Opdx + pdz,
0 0 0 2C Jo

satisfait, l’estimation suivante

—Jd (!

1 1 1 1
I(t) < 2, @?d&:+51/0 @idx—l—él/o gozdx—l—Co(l—ir(S—l)/O w2dx

1
463 / 0% dx + o
0

o1 Jo 02 03
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(3.29)

1 1 1 1
urd + 52/ uldr + Co(1+ — + —) / w?dg3.30)
0 0



Preuve. Différencier I, (¢) et en utilisant (?77?)3, on obtient

Ja/ gptt/ dydx+J04/ got/ wi(y dyda:—l—Jkl/ 0 pdx
0

+ Jky / o, 0dx + 2 / pppde,
o S )

+ Ja/ Py a(/@wm — ksw — k10, — dyy, ) dydz
0 0

1 1
i 5( Ve — mip, — kiw,)pdr + Jkl/ Oy

1
:a5/ gpm/ w(y dyd:v—ab/ uz/ dyc&—a{/ / y)dydz
0 0
d/ wm/ w( dydx+ma/ / dyda:—i—Jk:Q/ / edydz
0 0
— Jks got/ wdyd:v—Jkl/ got/ 0 dydx—Jd/ got/ O dydx
0 0
1
—VJCkl /0 Uz pdx — % / wmdﬂf—— / wypd
1 Jk’ 1
+Jk:1/ gotﬁdx—i-m 1/ opd,
0 ¢ Jo
1
= —dJ / oidr + ad / widr + ad / o / y)dydx
—ab/ ugc/ dyd:p—ozf/ / y)dydz
+ mao / / y)dydx + Jko / ©y / Wy dydx
1
—Jkg/ gpt/ utxgoda:——l/ wepd.
0 0 0 C Jo

Par intégration par partie sur [0, 1] avec les conditions aux limites, on trouve :

+ Jky gotgod:c

|
o

o1



1 1 1 1
It = —dJ/ 2d:p—|—ad/ 2d:}0—a5/ goxwdx—i-ozb/ uwdzx
0

1

—af/ / dyda:+moz/ / dydw—ierg/ Y wdx
0

—Jk3/ gpt/ utgpda:——/ wepdr.

En utilisant l’inégalité de Young et Pomtcare et Cauchy—Schwarz :
01

ad fo Co Jy w(y)dyde < —fo oidx + —fo

abfo wwdr < 0y fo uldz + —fo

affowfo dydm<—f0 2dx —i——fo

mao fo 9f0 y)dydzr < 53 fo 6% dx —I— — fo

Jk? f() Pt fox wxxdydx < f() (Vo 2dx + CO fO 2dydfl}

Jks fol 0y fox wdydr < < fo @fdx + ) fo

C
ch“ fol Ugppdr < —f fol u?dx —|— fo p2dw

%k% fol Wypdr < 5_f fol widx "‘ fo

Maintenant, nous définissons la fonctlonnelle de Lyapunov L(t) par
L(t) = NE (t) + N1y (t) + Nolo (t) + N3l (t) + Naly (1), (3.31)

tel que N , N1, No, N3 et Ny sont des constantes positives.

Lemme 3.6 soit (u, ) étre la solution de (77?). Ensuite, il existe deux constantes posi-

tives byet by telles que la fonction fonctionnelle de Lyapunov (??) satisfait
b E(t) < L(t) < byE(t), Yt >0, (3.32)

Preuve. Soit m
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Preuve. (Théoréeme 3.1) soit
L(t)=NE((t)+ NIy (t) + Noly (t) + N3l (t) + Nyly (1),

alors

L' (t) = NE'(t) + N1Ij (t) + NoIjy () + NI (t) + NoIjy (t)

Alors, d’apres

1 1 1 5 1
L't) < N(—T/ ufdx—kg/ widx—kg/ dea:)+N1(—§/ prdz
0 0 0 0

1 1 1 1
M / oidr + C'O/ widx + C()/ 0%dx + Cy / ulde
2 Jo 0 0 0

1 1 1 1
+C(1 + e_) / idr + Co/ uldz) + NQ(—g/ uidx
1" Jo 0

0

! 2 ! 2 —kC [T,
—I—p/ utdl“—i-c'o/ (o + 0)°dx) + N3( 5 / 0°dx
0 0 0
1

1
€ 1

+—2/ (90?+s0§+s02)dx+00(1+—)/ widz
2 Jo € Jo

1
0 €2

1
+Co(1 + el)/ urdx + Co(1 + l)/ w?dr)
2 0
1

1 1
<pfd:v—|—51/ goidxjtc?l/ o’dx
0 0 0

2

1! 1 ol
+Co(1+ —) / w?dx + 53/ 0?dz + =2 / uidz
01" Jo o1 Jo

0

+N4(

1 1 1 1
—|—52/ uZdz + Co(1 + —) / w?dz + (53/ 0*dzx
0 01" Jo 0

o fl 1 1 1
+=2 | wlde+ 52/ uldr + Co(1+ — + =) / wdx)
o1 Jo 0 02 93" Jo
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1 1 1 1
L't) < —C’w/ dex—C’wx/ wid:p—C@t/ gp?dm—C’ux/ uldr  (3.33)
0 0 0 0
1 1 1 1
—C%/ goidx—ap/ ngda:—Cut/ ufda:—Cg/ 0*dx (3.34)
0 0 0 0
dans
Co 1 1
Cyw = Nks— Nicg — Nsco(1+ —) — Naco(1 + — + —),
€9 52 53
Cut = N7 -— N100 - ng - NgC()(]_ + @) — N4C—O,
€9 51
Co 1
Cw, = Nky— Nsco(1+ —) — Naco(1+ =)
€9 (51
dJ 1
C‘Pt = N4— — N3€2 — N16<1 + _)
2 €1
C@ == Nl% — N200 — N362 — N4(51
k
Cop = N3%C — Nicg — Nacg — Nyl
)
Yz N1§ — N3eg — Nydy
Ou;,; = Ngg - N4(52 — N100
1 1 N kicN.
Maintenant,en fixant €5 = E, Ny =1,0, = E’ 0y = % et 03 = E\[j,nous obtenons
o 4 4Ny
Cw = Nks— Nicg — Nscg(1+ —) — Nycp(l + — )
3 1Co 3co(1 + 62) 4co(1 + N + k1CN3>
c
wa = Nk’g - NgCo(l + 6—0) - N4CO(1 + N4), CuJL = % - Nlc(),
2
Cu. = NT—Nico—p— Naco(1+ 2y — N,
€2
) dJ 1
O(p == Nl——2, CLP :N4——N10(1+—)—1,
N 2 ¢ 2 €1
k
Cap = N1%—Cg—2, Cg—Ng%c—Co—Nlcg
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Tous ces termes (du coté droit de I’équation ([3.33))) deviennent négatifs si nous choi-
sissons nos parameétres correctement. Tout d’abord, choisissez N suffisamment grand de

sorte que

Ensuite, on choisit /V; assez grand pour que

4
Ny > —.
L7

et

2
Ny > —(Co + 2)
Ha

Une fois que N; est fixé, on choisit alors N assez grand pour que

47 1
MY N1+ 4) >0,
2 €1
9 !
N> 2 Ne(l+ 2.
1> g7Mell+ )

Pour tout N; et Ny, choisir N3 suffisamment grand pour que

k
Ngfc —c¢o — Nicg > 0,

4
Ny > — Nico).
3 klc(co + Nico)

Enfin, nous choisissons N assez grand (encore plus grand pour que ([3.32) reste valide)

pour que
1 Co 4 4N4
N > —|N N3co(1l + — Nyco(l + —
/{Zg[ 1Co + 300( + ) + 400( + /JJNl + /ﬁCNg) y

€2

1 C
N > —[Nico + p+ Naco(1 + 6—0) + NZc),
2

1
N > = [Naco(1 + Ny) — Naco(1 + 2.
]{?2 €2

95



Alors, nous obtenons

IN

1
L'(t) —B4 / (uf + @7 + 6 +w” +ul + ¢* + @2 )da
0

< —BLE(t)

pour certaines constantes positives ; et 3,. En gardant a lesprit la remarque sur
I’équival
équivalence

entre F(t) et I(1), nous déduisons que
L'(t) < —diL(t), t>0, (3.35)
donc d; = i—; > 0. Une intégration simple de (3.35)) donne

L(t) < L(0)exp ™, ¢ >0,
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