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Abstract

In this dissertation , we will focus on the study of real and frac-
tional integral inequalities of the Ostrowski type.

In the first chapter, we recall some definitions of classical and gener-
alized convexity as well as some integral identities which we will invoke
in the sequel .

In the second chapter,we will mention some ostrowski integral in-
equalities for convex , bounded and lipschitz functions .

the third chapter we will study some ostrowski integral inequalities
for preinvex function .

and the final chapter dedicated entirely to the study of fractional in-
tegral inequalities of the Ostrowski type .

Keywords

Ostrowski inequality, Hölder inequality , Riemann-Liouville
integral , s-preinvex function , convex function
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux inégalités intégrales
réelle et fractionnaire de type Ostrowski. .

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de
convexité classique et généralisée, ainsi que des identités intégrales
que nous utiliserons dans les chapitres qui suivent .

Dans le deuxième chapitre, nous citons les inégalités intégrales de
type Ostrowski pour les fonctions convexe, borne et lipschitzienne .

Dans le troisième chapitre nous étudierons les inégalités intégrales
de type Ostrowsk pour les fonction prinvexes.

Et le dernier chapitre est entièrement consacré l’étude des inégalités
intégrales fractionnaires de type Ostrowski.

mots clés

inégalité d’Ostrowski, inégalité de Hölder, intégration de Riemann-
Liouville , fonctions convexes, fonctions s-préinvexes.
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ملخص

. اوستروفسكي نوع من الـكسرية و الحقيقية التكاملیة المتراجحات دراسة على ّكز سنر ، المذكرة ھذه في
المساواة بعض الى بالاضافة المعمم و الكلاسيكي التحدب يفات تعر ببعض نذكر الأول، الفصل في

. لاحقا نستعملها التي التكاملية
و المحدودة المحدبة, لدوال أوستروفسكي نوع من التكاملية المتراجحات بعض سنذكر الثاني، الفصل في

. ية الليبتشيز
. المعممة لدوال أوستروفسكي نوع من التكاملية المتراجحات بعض بدراسة نقوم الثالث الفصل في

. أوستروفسكي نوع من الـكسرية التكاملية لدراسةالمتراجحات كليا مخصص الأخير والفصل

المفتاحية الكلمات
ذات دوال , محدبة دالة , ليوفيل ريمان تكامل هولدر, متراجحة , ستروفسكي متراجحة

معمم. تحدب
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Introduction

Ces dernières années, la théorie des inégalités est devenue un domaine d’étude fascinant. C’est

également un domaine d’étude important où les inégalités sont utilisées dans de nombreux

scénarios mathématiques. En revanche, les inégalités intégrales ont connu des avancées signi-

ficatives et de nouvelles approches ont émergé, contribuant à résoudre plusieurs problèmes

majeurs en analyse numérique et en théorie de l’approximation lorsque l’estimation d’erreur

est nécessaire. De plus, en théorie des probabilités, en analyse réelle, en analyse complexe,

etc., ces inégalités intégrales sont largement utilisées. La littérature dans ce domaine est

abondante voir

[1, 3, 6, 14, 18, 22, 23, 24, 38-42, 44, 45, 47-49, 53, 54, 56-59, 61].

Ce mémoire vise à créer de nouvelles extensions des inégalités intégrales de type Ostrowski

et à proposer une introduction rapide à ce type d’inégalité intégrale.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre présente un bref aperçu de l’intégration fractionnaire, plusieurs iden-

tités intégrales pertinentes pour notre recherche et diverses formes de convexité classique et

généralisée pour les fonctions à une variable.

Le deuxième chapitre étudie quelques inégalités intégrales classiques de type Ostrowski.

Le troisième chapitre traite les inégalités intégrales classiques de type Ostrowski liée à la

convexité généralisée.

Le dernier chapitre se concentrera exclusivement sur les inégalités intégrales fractionnaires

de type Ostrowski.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre passe en revue quelques types de convexité classique et généralisée, quelques

classes de fonctions, quelques fonctions spéciales et certaines identités de fonctions. Concer-

nant la convexité, on peut consulter [51].

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a, b] ⊂ R.

Définition 1.0.1 ([51]) Un ensemble I ⊆ R, est dit convexe si pour tout x, y ∈ I et

pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

tx+ (1− t) y ∈ I.

Définition 1.0.2 ([51]) Une fonction f : I → R est dite convexe, si

f (tx+ (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t) f (y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ I et tout t ∈ [0, 1].

Définition 1.0.3 ([4]) Une fonction positive f : I ⊂ R→ R+ = [0,∞) est dite

s-convexe au second sens pour un certain nombre fixé s ∈ (0, 1], si

f(tx+ (1− t)y) ≤ tsf(x) + (1− t)sf(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ I et t ∈ [0, 1].
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1.0.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de la convexité

classique introduite par Hanson [17].Dans tous ce qui suit on considère que le sous-ensemble

K ⊆ R,f : K ⊂ (0,+∞)→ R et η : K ×K → R

Définition 1.0.4 ([60]) Un ensemble K est dit invexe au point x par rapport à η , si

x+ tη (y, x) ∈ K

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

Remarque 1.0.1 K est dit un ensemble invexe par rapport à η, si K est invexe en

chaque points x ∈ K.

Définition 1.0.5 ([60]) Une fonction f sur l’ensemble invexe K est dite préinvexe par

rapport à η, si

f (x+ tη (y, x)) ≤ (1− t) f (x) + tf(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

Définition 1.0.6 ([25]) Une fonction positive fsur l’ensemble invexe : K ⊂ [0,∞)

est dite s-préinvexe au second sens par rapport à η, pour un certain nombre fixé s ∈ (0, 1],

si

f (x+ tη (y, x)) ≤ (1− t)sf (x) + tsf(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

Définition 1.0.7 (voir[[46]] , Condition C) Soit K ⊂ R un ensemble invex par rapport

à η, alors pour tout a, b ∈ K et t ∈ [0, 1], on a

η(a, a+ tη(b, a)) = −η(b, a)

et

η(a, b+ tη(a, b)) = (1− t)η(a, b)

Remarque 1.0.2 s’ensuit de la Condition C

η(a+ t2η(b, a), a+ t1η(b, a)) = (t2 − t1)η(b, a)
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pour tout a, b ∈ K et t1, t2 ∈ [0, 1].

1.0.3 Quelques classes de fonctions

Nous rappelons ici, nous passons en revue les significations d’une fonction lipschitzienne

et d’une fonction bornée.

Définition 1.0.8 ([12]) On dit que f est bornée sur [a, b], s’il existe m et M deux

constantes réelles telles que pour tout x ∈ [a, b], on a

m ≤ f (x) ≤M.

Définition 1.0.9 ([12]) On dit que f est lipschitzienne de rapport L sur [a, b], si pour

tout x, y ∈ [a, b], on a

|f (x)− f (y)| ≤ L |x− y| .

1.0.4 Quelques fonctions spéciales

Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction spé-

ciale. Elle prolonge la fonction factorielle à l’ensemble des nombres complexes à l’exception

des entiers négatifs

Définition 1.0.10 ([7]) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

Γ(z) =
∞∫
0

e−ttz−1dt.

Remarque 1.0.3 Pour z ∈ N, on a Γ(z) = (z − 1)! = 1× 2× 3× ...× (z − 1).

Remarque 1.0.4 Une propriété importante de la fonction gamma est la relation de ré-

currence suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z), z > 0.

5



Fonction bêta

Définition 1.0.11 ([52]) La fonction bêta d’Euler est définie pour tous nombres com-

plexes x et y de parties réelles strictement positives par :

B (x, y) =
1∫
0

tx−1 (1− t)y−1 dt.

Remarque 1.0.5 La relation entre la fonction gamma et la fonction bêta est la suivante :

B (x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) .

Fonction bêta incomplète

Définition 1.0.12 ([8]) La fonction bêta incomplète est définie pour tous nombres com-

plexes x et y de parties réelles strictement positives et α ∈ (0, 1) par :

Bα (x, y) =
α∫
0

tx−1 (1− t)y−1 dt.

1.1 Calcul fractionnaire

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 ème siècle jusqu’à nos

jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début à la fin de l’année 1695

quand L’Hospital a soulevé une question à Leibniz en s’interrogeant sur la signification de
dny
dxn

lorsque n = 1
2 . Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur une possible

théorie de la dérivation non entière, et à répondu à L’Hospital : ”... cela conduirait à un para-

doxe ...”. Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaître les premières conséquences

utiles. La première tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée frac-

tionnaire est due à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.

Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de

Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non ”Approche de Riemann-Liouville”. Plus tard,

d’autres théories on fait leurs apparitions comme celle de Grünwald-Leitnikov, de Weyl et de

Caputo etc . Cette théorie n’a cessé d’attirer l’attention des chercheurs vu l’ampleur de son

champ d’application en traitement d’images, biologie, génie civil et en mécanique,équations

différentielle.
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Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1.1 ([21]) Soit f ∈ L1 [a, b], les intégrales fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville Iαa+f(x) et Iαb−f(x) d’ordre α > 0, où a ≥ 0 est définie par

Iαa+f(x) =
1

Γ(α )

x∫
a

(x− t)α−1 f(t)dt, x > a

et

Iαb−f(x) =
1

Γ(α )

b∫
x

(t− x)α−1 f(t)dt, x < b,

où Γ (α) =
∞∫
0
e−uuα−1du est la fonction gamma d’Euler.

1.1.1 Quelques inégalités intégrales importantes

Inégalité de Hölder

Théorème 1.1.1 ( [43]) Soit p > 1 et 1
p

+ 1
q

= 1. Si f et g sont des fonctions réelles

définies sur [a, b], et si de plus |f |p et |g|q sont intégrables sur [a, b], alors

b∫
a

|f (x) g (x)| dx ≤

 b∫
a

|f (x)|p dx


1
p
 b∫
a

|g (x)|q dx


1
q

.

Inégalité d’Hermite-Hadamard

Nous rappelons la fameuse inégalité dite Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes

ensuite nous énoncerons sa généralisation pour les fonctions s-convexes

Lemme 1.1.1 ( [9]) Soit f : [a; b] ⊂ R→ R une fonction différentiable sur I̊ , a, b ∈

I◦ avec une fonction convexe, alors :

f

(
a+ b

2

)
) ≤

1
b− a

∫ b

a
f (x) dx ≤

f (a) + f (b)
2

Lemme 1.1.2 ( [10]) Supposons que f : [0;∞) → [0,∞) est une fonction s-convexe

au second sens, où s ∈ (0, 1) et a, b ∈ [0,∞) tel que a < b. Si f ∈ L1([a, b]), alors

l’inégalité suivante à lieu :

2s−1f(
a+ b

2
) ≤

1
b− a

∫ b

a
f(x)dx ≤

f(a) + f(b)
s+ 1

(1.1)
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1.1.2 Quelques identités intégrales importantes

Dans cette section, nous exposerons certaines identités établies

Lemme 1.1.3 ( [2]) Soit f : I ⊂ R→ R une fonction différentiable sur I̊ (I̊ l’intérieur

de I) où a, b ∈ I avec a < b. Si f ′ ∈ L1([a, b]), alors pour tout t ∈ [0, 1], l’égalité

suivante est satisfaite :

f(x)− 1
b−a

∫ 1

0
f(u)du = (b− a)

∫ 1

0
k(t)f ′(ta+ (1− t)b)dt (1.2)

où

k(t) =

 t, t ∈ [0, b−x
b−a ]

t− 1, t ∈ [b−x
b−a , 1]

et x ∈ [a, b].

Lemme 1.1.4 ( [19]) Soit A ⊂ R un sous-ensemble invex ouvert par rapport à la fonc-

tion η : A × A → R et a; b ∈ A avec a < a + η(b, a). Supposons que f : A → R est

une fonction différentiable. Si f ′ est intégrable sur [a, a+ η(b, a)] , alors l’égalité suivante

f(x)−
1

η(b, a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du (1.3)

= η(b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

tf ′(a+ tη(b, a))dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)f ′(a+ tη(b, a))dt



est satisfaite pour tout x ∈ [a, a+ η (b, a)].

Lemme 1.1.5 ( [62]) Soit f : [a, b] ⊂ R→ R fonction différentiable sur I̊ où a, b ∈ I

avec a < b . Si f ′ ∈ L[a, b] alors, pour tout x, t ∈ [a, b] et α > 0 on a :

[
(x− a)α + (b− a)α

(b− a)α+1

]
f (x)−

Γ (α+ 1)
(b− a)α+1

[
Iαx+f(b) + Iαx−f(a)

]
(1.4)

=
1∫
0

m (t) f ′ (ta+ (1− t) b) dt

où

m(t) =

 −tα, t ∈ [0, b−x
b−a ]

(1− t)α , t ∈ [b−x
b−a , 1]
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Lemme 1.1.6 ( [31]) Soit f : [a, a + η(b, a)] → R une fonction différentiable avec

a < a+ η(b, a). Si f ′ ∈ L1([a, a+ η(b, a)]), alors l’égalité fractionnaire suivante :

(
(
x− a
η(b, a)

)α + (1−
x− a
η(b, a)

)α
)
f(x)−

Γ (α+ 1)
(b− a)α

[
Iαx+f(a+ η(b, a)) + Iαx−f(a)

]

= η(b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

tαf ′(a+ tη(b, a))dt−
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)αf ′(a+ tη(b, a))dt

 (1.5)
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Chapitre 2

Inégalités intégrales classiques de type

Ostrowski

2.1 Inégalité intégrale d’ostrowski

En 1938, Ostrowski prouva le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 Soit f : I ⊂ [0,∞] → R, une fonction dérivable à l’intérieur de I

(a, b ∈ I̊ avec a < b). Si |f ′(t)| ≤M pour tout t ∈ [a, b], alors :

∣∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣∣ ≤
[
1
4

+
(x− a+b

2 )2

(b− a)2

]
(b− a)M

est satisfaite pour tout x ∈ [a, b].

Cette inégalité fournit des estimations d’erreur nette de la valeur d’une fonction par rapport

à sa moyenne intégrale. Elles peuvent être utilisées pour calculer les limites d’erreur pour

différentes règles de quadrature et pour établir des approximations a priori. Plusieurs exten-

sions et généralisations ont été établies dans les cas continu et discret, ainsi que plusieurs

applications en théorie des probabilités et en analyse numérique. Pour plus d’informations,

voir [15, 16, 20, 26-29, 32-37] et les références qui s’y sont citées.
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2.2 Inégalités intégrales de type ostrowski pour les fonc-

tions dont les dérivées premières sont s-convexes

au second sens

Dans tout ce qui suit I désigne un intervalle de R, dont l’intérieur est noté par I◦,

a, b ∈ I◦ avec a < b, L1([a, b]) l’espace des fonctions intégrables sur [a, b], s un nombre

fixé dans (0, 1].

Théorème 2.2.1 ( [55]) Soit f : I ⊂ [0,∞]→ R, une fonction différentiable à l’inté-

rieur de I et a, b ∈ I◦ avec a < b. Si |f ′| est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

(s+1)(s+2)

((
1− (s+ 2)

(
b−x
b−a

)s+1
+ 2 (s+ 1)

(
b−x
b−a

)s+2
)
|f ′ (a)|

+
(
1− (s+ 2) b−x

b−a

(
x−a
b−a

)s+1
+ s

(
x−a
b−a

)s+2
)
|f ′ (b)|

)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, b].

Preuve. D’après le Lemme 1.1.3 et la s-convexité de |f ′|, on a

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (b− a)


b−x
b−a∫
0

t |f ′ (ta+ (1− t) b)| dt+
1∫
b−x
b−a

(1− t) |f ′ (ta+ (1− t) b)| dt



≤ (b− a)


b−x
b−a∫
0

t (ts |f ′ (a)|+ (1− t)s |f ′ (b)|) dt
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+
1∫
b−x
b−a

(1− t) (ts |f ′ (a)|+ (1− t)s |f ′ (b)|) dt



= (b− a)

|f ′ (a)|

b−x
b−a∫
0

ts+1dt+ |f ′ (b)|

b−x
b−a∫
0

t (1− t)s dt

+ |f ′ (a)|
1∫
b−x
b−a

(1− t) tsdt+ |f ′ (b)|
1∫
b−x
b−a

(1− t)s+1 dt


= b−a

(s+1)(s+2)

((
1− (s+ 2)

(
b−x
b−a

)s+1
+ 2 (s+ 1)

(
b−x
b−a

)s+2
)
|f ′ (a)|

+
(
1− (s+ 2) b−x

b−a

(
x−a
b−a

)s+1
+ s

(
x−a
b−a

)s+2
)
|f ′ (b)|

)
,

où nous avons utilisé les faits que

b−x
b−a∫
0

ts+1dt = 1
s+2

(
b−x
b−a

)s+2
, (2.1)

b−x
b−a∫
0

t (1− t)s dt = 1
(s+1)(s+2) −

1
s+1

b−x
b−a

(
x−a
b−a

)s+1
− 1

(s+1)(s+2)

(
x−a
b−a

)s+2
, (2.2)

1∫
b−x
b−a

(1− t) tsdt = 1
(s+1)(s+2) −

1
s+1

(
b−x
b−a

)s+1
+ 1

s+2

(
b−x
b−a

)s+2
, (2.3)

et
1∫
b−x
b−a

(1− t)s+1 dt = 1
s+2

(
x−a
b−a

)s+2
, (2.4)

ce qui achève la démonstration.

Corollaire 2.2.1 ( [55]) Dans le Théorème 2.2.1, si on prend x = a+b
2 , on obtient

l’inégalité du point milieu suivante pour les fonctions s-convexes

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
(s+1)(s+2)

(
1− 1

2s+1

)
[|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|] .

12



De plus si on pose s = 1, on obtient l’inégalité du point milieu pour les fonctions convexes

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
4

[
|f ′(a)|+|f ′(b)|

2

]
.

Théorème 2.2.2 ( [55]) Soit f : I ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable sur I◦

telle que f ′ ∈ L1 ([a, b]). Si |f ′|q est s-convexe sur [a, b], telle que q > 1 et 1
p

+ 1
q

= 1,

alors l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

(p+1)
1
p

((
b−x
b−a

)2 ( |f ′(x)|q+|f ′(b)|q

s+1

)1
q +

(
x−a
b−a

)2 ( |f ′(a)|q+|f ′(x)|q

s+1

)1
q

)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, b].

Preuve.
D’après le Lemme 1.1.3, l’inégalité de Hölder, l’inégalité d’Hermite-Hadamard et la s-convexité

de |f ′|q, on a

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (b− a)



b−x
b−a∫
0

tpdt


1
p

b−x
b−a∫
0

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

+


1∫
b−x
b−a

(1− t)p dt


1
p


1∫
b−x
b−a

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q



13



≤ (b− a)


(

1
p+1

(
b−x
b−a

)p+1
)1
p


b−x
b−a∫
0

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

+
(

1
p+1

(
x−a
b−a

)p+1
)1
p


1∫
b−x
b−a

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q


≤ b−a

(p+1)
1
p

((
b−x
b−a

)1+ 1
p
(
b−x
b−a

|f ′(x)|q+|f ′(b)|q

s+1

)1
q

+
(
x−a
b−a

)1+ 1
p
(
x−a
b−a

|f ′(a)|q+|f ′(x)|q

s+1

)1
q

)

= b−a
(p+1)

1
p

((
b−x
b−a

)2 ( |f ′(x)|q+|f ′(b)|q

s+1

)1
q +

(
x−a
b−a

)2 ( |f ′(a)|q+|f ′(x)|q

s+1

)1
q

)
.

La démonstration est terminée

Remarque 2.2.1 dans le théorème 2.2.2 ,si on choisit a+b
2 et s = 1 alors on obtient

l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣f
(
a+ b

2

)
−

1
b− a

b∫
a

f(u)du

∣∣∣∣∣∣
≤

b− a
16

(
4

(p+ 1)

)1
p [

(|f ′(a)|q + 3|f ′(b)|q)
1
q + (3|f ′(a)|q + |f ′(b)|q)

1
q

]

Théorème 2.2.3 ( [55]) Soit f : I ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable sur I◦

telle que f ′ ∈ L1 ([a, b]). Si |f ′|q est s-convexe sur [a, b], telle que q > 1 et 1
p

+ 1
q

= 1,

alors l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

b∫
a

f(u)du

∣∣∣∣∣∣
≤

1
(b− a)

1
(p+ 1)(s+ 2)

(b− x)2
(
|f ′(x)|q + |f ′(b)|q

s+ 1

)1
q

+ (x− a)2
(
|f ′(x)|q + |f ′(a)|q

s+ 1

)1
q


est satisfaite pour tout x ∈ [a, b].

Preuve.

14



D’après le Lemme 1.1.3, l’inégalité de Hölder et du Lemme 1.2 car |f ′|q est s-convexe,o na

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (b− a)



b−x
b−a∫
0

tpdt


1
p

b−x
b−a∫
0

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

+


1∫
b−x
b−a

(1− t)p dt


1
p


1∫
b−x
b−a

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q



≤ (b− a)


(

1
p+1

(
b−x
b−a

)p+1
)1
p


b−x
b−a∫
0

(
ts |f ′ (a)|q + (1− t)s |f ′ (b)|q

)
dt


1
q

+
(

1
p+1

(
x−a
b−a

)p+1
)1
p


1∫
b−x
b−a

(
ts |f ′ (a)|q + (1− t)s |f ′ (b)|q

)
dt


1
q


= b−a

(s+1)
1
q (p+1)

1
p

((
b−x
b−a

)1+ 1
p

((
b−x
b−a

)s+1
|f ′ (a)|q +

(
1−

(
x−a
b−a

)s+1
)
|f ′ (b)|q

)1
q

+
(
x−a
b−a

)1+ 1
p

((
1−

(
b−x
b−a

)s+1
)
|f ′ (a)|q +

(
x−a
b−a

)s+1
|f ′ (b)|q

)1
q

)
.

Corollaire 2.2.2 ( [55]) Dans le théorème 2.2.3,si on choisit x = a+b
2 alors on obtient

l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

4(p+1)
1
p


( |f ′(a+b

2 )|q+|f ′(b)|q
s+1

)1
q

+
(
|f ′(a)|q+|f ′(a+b

2 )|q
s+1

)1
q

 .
De plus si on suppose f ′(a) = f

′
(
a+b

2

)
= f

′ (b) et s = 1, on obtient

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
(p+1)

1
p

(
|f ′(a)|+|f ′(b)|

4

)
.

Théorème 2.2.4 ([55]) Soit f : I ⊂ [0,∞) → R une fonction différentiable sur I◦

telle que f ′ ∈ L1 ([a, b]). Si |f ′|q est s-convexe sur [a, b], telle que q > 1 et 1
p

+ 1
q

= 1,
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alors l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ (2.5)

≤ (b− a)
(

1
p+1

)1
p

((
b−x
b−a

)p+1
+
(
x−a
b−a

)p+1
)1
p ( |f ′(a)|q+|f ′(b)|q

s+1

)1
q

est satisfaite pour tout x ∈ [a, b].

Preuve.D’après le Lemme 1.1.3, l’inégalité de Hölder et et l’inégalité d’Hermite-Hadamard

du Lemme 1.2 car, on a

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (b− a)

 1∫
0

|K (t)|p dt


1
p
 1∫

0

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

≤ (b− a)


b−x
b−a∫

0

tpdt+
1∫
b−x
b−a

(1− t)p dt


1
p  1∫

0

(
ts |f ′ (a)|q + (1− t)s |f ′ (b)|q

)
dt


1
q

= (b− a)
(

1
p+1

)1
p

((
b−x
b−a

)p+1
+
(
x−a
b−a

)p+1
)1
p ( |f ′(a)|q+|f ′(b)|q

s+1

)1
q
.

La preuve est terminée.

Corollaire 2.2.3 ([55]) Sous les hypothèses du Théorème 2.2.4, de plus si on suppose

que p = q = 2, on obtient

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a√
3

(
1
4 + (x−a+b

2 )2

(b−a)2

)1
2 (
|f ′(a)|2+|f ′(b)|2

s+1

)1
2
.

De plus si on prend x = a+b
2 et s = 1, on trouve

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
2

(
|f ′(a)|2+|f ′(b)|2

6

)1
2
.

Remarque 2.2.2 Sous les hypothèses du Théorème 2.2.4,si de plus on suppose que p =
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q = 2 , |f ′(x)| ≤M , M > 0 et s = 1 on obtient :

∣∣∣∣∣∣f(x)−
1

b− a

b∫
a

f(u)du

∣∣∣∣∣∣ ≤ M(b− a)
√

3

[
1
4

+ (x−a+b
2 )2

(b−a)2

]1
2

2.3 l’inégalité de type ostrowski pour les fonction bor-

née

Théorème 2.3.1 ([13]) Soit f : [a, b] → R une fonction absolument continue sur

[a, b] et x ∈ [a, b]. Supposons qu’il existe des fonctionsmi,Mi : [a, b]→ R pour i = 1, 2

vérifiant les propriétés suivantes : m1 (x) ≤ f ′ (t) ≤M1 (x) pour presque tout t ∈ [a, x],

et m2 (x) ≤ f ′ (t) ≤M2 (x) pour presque tout t ∈ [x, b] , alors on a

1
2(b−a)

(
m1 (t) (x− a)2 −M2 (t) (b− x)2

)
≤ f (x)− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

≤ 1
2(b−a)

(
M1 (t) (x− a)2 −m2 (t) (b− x)2

)
.

Preuve. Sur [a, x] on a

m1 (x) ≤ f ′ (t) ≤M1 (x) (2.6)

En multipliant les membres de (2.6) par (t− a) ensuite intégrant le résultat obtenu par

rapport à t sur [a, x], on trouve

x∫
a

(t− a)m1 (x) dt ≤
x∫
a

(t− a) f ′ (t) dt ≤
x∫
a

(t− a)M1 (x) dt (2.7)

(2.7) peut-être réecrite

m1 (x)
x∫
a

(t− a) dt ≤
x∫
a

(t− a) f ′ (t) dt ≤M1 (x)
x∫
a

(t− a) dt (2.8)

Ainsi on a

1
2 (x− a)2m1 (x) ≤ (x− a) f (x)−

x∫
a

f ′ (t) dt ≤ 1
2 (x− a)2M1 (x) . (2.9)
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De même sur [x, b] on a

m2 (x) ≤ f ′ (t) ≤M2 (x) . (2.10)

En multipliant les membres de (2.10) par (t− b) ensuite intégrant le résultat obtenu par

rapport à t sur [x, b], on trouve

b∫
x

(t− b)M2 (x) dt ≤
b∫
x

(t− b) f ′ (t) dt ≤
b∫
x

(t− b)m2 (x) dt. (2.11)

De (2.11) on a

−1
2M2 (x) (x− b)2 ≤ − (x− b) f (x)−

b∫
x

f (t) dt ≤ −1
2m2 (x) (x− b)2 . (2.12)

En additionnant (2.9) et (2.12) on obtient

1
2 (x− a)2m1 (x)− 1

2M2 (x) (x− b)2

≤ (x− a) f (x)− (x− b) f (x)−
b∫
x

f (t) dt−
x∫
a

f ′ (t) dt

≤ 1
2 (x− a)2M1 (x)− 1

2m2 (x) (x− b)2 . (2.13)

En simplifiant (2.13) puis en multipliant les membres de l’inégalité résultante par 1
b−a on

obtient

1
2(b−a)

(
(x− a)2m1 (x)−M2 (x) (b− x)2

)
≤ f (x)− 1

b−a

b∫
a

f ′ (t) dt

≤ 1
2(b−a)

(
(x− a)2M1 (x)−m2 (x) (b− x)2

)
.

Ce qui achève la démonstration.

Corollaire 2.3.1 ([13]) Soit f : [a, b]→ R une fonction absolument continue sur [a, b]
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de dérivée f ′ bornée i.e. m ≤ f ′ (t) ≤M pour tout t ∈ [a, b], on a

1
2(b−a)

(
(x− a)2m−M (b− x)2

)
≤ f (x)− 1

b−a

b∫
a

f ′ (t) dt

≤ 1
2(b−a)

(
(x− a)2M −m (b− x)2

)
.

Corollaire 2.3.2 ([13]) Si en prend x = a+b
2 , le Corollaire 2.3.1, devient

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f ′ (t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
8 (M −m) .

2.4 l’inégalité de type ostrowski pour les fonctions Lip-

schitziennes

Théorème 2.4.1 Soit f : [a, b]→ R une application L-lipschitzienne sur [a, b], alors

∣∣∣f(x)−
1

b− a

∫ b

a
f ′ (t) du

∣∣∣ ≤ L(b− a)
[
1
4

+
(x− a+b

2 )2

(b− a)2

]
(2.14)

pour tout x ∈ [a, b]. La constante 1
4 est la meilleure possible.

Preuve. On a

x∫
a

(t− a) f ′ (t) dt = (x− a) f (x)−
x∫
a

f (t) dt, (2.15)

et
b∫
x

(t− b) f ′ (t) dt = (b− x) f (x)−
b∫
x

f (t) dt. (2.16)

En additionnant (2.15) et (2.16), ensuite multipliant les deux membres de l’égalité résultante

par 1
b−a , on trouve

f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (t) dt = 1
b−a

 x∫
a

(t− a) f ′ (t) dt+
b∫
x

(t− b) f ′ (t) dt

 . (2.17)

En appliquant la valeur absolue à l’identité (2.17) et en utilisant le fait que f est lipschitzienne
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i.e. sup |f ′ (t)| = L, cette dernière donne

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
b−a

 x∫
a

(t− a) |f ′ (t)| dt+
b∫
x

(b− t) |f ′ (t)| dt


≤ 1

b−a

 x∫
a

(t− a) dt+
b∫
x

(b− t) dt

L
= 1

b−a

(
1
2 (x− a)2 + 1

2 (b− x)2
)
L =

(
1
4 + (x−a+b

2 )2

(b−a)2

)
(b− a)L.
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Ostrowski pour les fonctions

préinvexes

Ce chapitre traite les inégalités intégrales de type Ostrowski liée à la préinvexité

Théorème 3.0.1 ([19]) Soit A ⊂ R un sous-ensemble ouvert invexe par rapport à η :

A×A→ R et a, b ∈ A avec a < a+η(b, a). Supposons que f : A→ R est une fonction

différentiable et |f ′| est une fonction préinvexe sur A. Si f ′ ∈ L1([a, a + η(b, a)]), alors

l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

6

((
3
(
x−a
η(b,a)

)2
− 2

(
x−a
η(b,a)

)3
+ 2

(
1− x−a

η(b,a)

)3
)
|f ′ (a)|

+
(
1− 3

(
x−a
η(b,a)

)2
+ 4

(
x−a
η(b,a)

)3
)
|f ′ (b)|

)
(3.1)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, a+ η(b, a)].
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Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de l’identité (1.1.4), et en

utilisant la préinvexité de |f ′|, on obtient

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

t |f ′ (a+ tη (b, a))| dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t) |f ′ (a+ tη (b, a))| dt



≤ η (b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

t ((1− t) |f ′ (a)|+ t |f ′ (b)|) dt

+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t) ((1− t) |f ′ (a)|+ t |f ′ (b)|) dt



= η (b, a)




x−a
η(b,a)∫

0

t (1− t) dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)2 dt

 |f ′ (a)|

+


x−a
η(b,a)∫

0

t2dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t) tdt

 |f ′ (b)|


= η (b, a)
((

1
2

(
x−a
η(b,a)

)2
− 1

3

(
x−a
η(b,a)

)3
+ 1

3

(
1− x−a

η(b,a)

)3
)
|f ′ (a)|

+
(

1
6 −

1
2

(
x−a
η(b,a)

)2
+ 2

3

(
x−a
η(b,a)

)3
)
|f ′ (b)|

)
.

où nous avons utilisé

x−a
η(b,a)∫

0

t (1− t) dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)2 dt

= 1
2

(
x−a
η(b,a)

)2
− 1

3

(
x−a
η(b,a)

)3
+ 1

3

(
1− x−a

η(b,a)

)3

et
x−a
η(b,a)∫

0

t2dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t) tdt = 1
6 −

1
2

(
x−a
η(b,a)

)2
+ 2

3

(
x−a
η(b,a)

)3
.
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Pour prouver que la constante 1
6 est la meilleure possible, supposons que (3.1) soit vraie avec

une constante K > 0, c’est-à-dire,

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)K

((
3
(
x−a
η(b,a)

)2
− 2

(
x−a
η(b,a)

)3
+ 2

(
1− x−a

η(b,a)

)3
)
|f ′ (a)|

+
(
1− 3

(
x−a
η(b,a)

)2
+ 4

(
x−a
η(b,a)

)3
)
|f ′ (b)|

)
. (3.2)

Choisissons comme fonction f(x) = x, l’inégalité (3.2) reste valable si l’on prend x =

a+ η (b, a). On obtient

η(b,a)
2 ≤ 3η (b, a)K ⇒ 1

6 ≤ K.

La preuve est ainsi terminée.

Remarque 3.0.1 ([19]) Sous les hypothèses du Théorème 3.0.2, si l’on prend

— η(b, a) = b− a et x = 2a+η(b,a)
2 , on obtient l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
8 (|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) . (3.3)

— Si de plus nous supposons que |f ′ (x)| ≤M , M > 0, on obtient l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤M (b−a)
4 .

— Si η satisfait la condition C, d’après la préinvexité de |f ′| on a

|f ′ (a+ tη (b, a))| = |f ′ (a+ η (b, a) + (1− t) η (a, a+ η (b, a)))|

≤ t |f ′ (a+ η (b, a))|+ (1− t) |f ′ (a)| (3.4)

pour tout t ∈ [0, 1].

— Et en utilisant l’inégalité (3.4) dans la preuve de Théorème 3.0.2, l’inégalité (3.1)
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devient l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

6

{(
3
(
x−a
η(b,a)

)2
− 2

(
x−a
η(b,a)

)3
+ 2

(
a+η(b,a)−x

η(b,a)

)3
)
|f ′ (a)|

+
(
1− 3

(
x−a
η(b,a)

)2
+ 4

(
x−a
η(b,a)

)3
)
|f ′ (a+ η (b, a))|

}
. (3.5)

On note que d’après la préinvexité de |f ′|, on a |f ′ (a+ η (b, a))| ≤ |f ′ (b)|, donc

l’inégalité (3.5) est plus fine que l’inégalité (3.1).

Théorème 3.0.2 ([19]) Soit A ⊂ R un sous ensemble ouvert invexe par rapport à η :

A × A → R et a, b ∈ A avec a < a + η(b, a). Supposons que f : A → R est une

fonction différentiable telle que |f ′|q est fonction préinvexe sur [a, a + η(b, a)] pour un

certain nombre fixé q > 1 telle que 1
p

+ 1
q

= 1. Si f ′ ∈ L1([a, a+ η(b, a)]) et η satisfait

à la Condition C, alors l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)

(
1

p+1

)1
p

((
x−a
η(b,a)

)2 ( |f ′(x)|q+|f ′(a)|q

2

)1
q

+
(
a+η(b,a)−x

η(b,a)

)2 ( |f ′(a+η(b,a))|q+|f ′(x)|q

2

)1
q

)
(3.6)

est satisfaite pour chaque x ∈ [a, a+ η(b, a)].

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de l’identité (1.1.4), et en
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utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)




x−a
η(b,a)∫

0

tpdt


1
p


x−a
η(b,a)∫

0

|f ′ (a+ tη (b, a))|q dt


1
q

+


1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)p dt


1
p


1∫
x−a
η(b,a)

|f ′ (a+ tη (b, a))|q dt


1
q



≤ η (b, a)
(

1
p+1

)1
p


(
x−a
η(b,a)

)1+ 1
p


x−a
η(b,a)∫

0

|f ′ (a+ tη (b, a))|q dt


1
q

+
(
a+η(b,a)−x

η(b,a)

)1+ 1
p


1∫
x−a
η(b,a)

|f ′ (a+ tη (b, a))|q dt


1
q

 . (3.7)

Notons aussi que la préinvexité de |f ′|q sur [a, a+ η (b, a)], et la condition C, on a

|f ′ (a+ tη (b, a))|q ≤ t |f ′ (a+ η (b, a))|q + (1− t) |f ′ (a)|q . (3.8)

de la même manière on a

|f ′ (a+ (1− t) η (b, a))|q ≤ (1− t) |f ′ (a+ η (b, a))|q + t |f ′ (a)|q . (3.9)

En additionnant (3.8) et (3.9) on trouve

|f ′ (a+ tη (b, a))|q + |f ′ (a+ (1− t) η (b, a))|q ≤ |f ′ (a+ η (b, a))|q + |f ′ (a)|q .

(3.10)
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En intégrant (3.10) par rapport à t sur [0, t], on arrive

1∫
0

(
|f ′ (a+ tη (b, a))|q + |f ′ (a+ (1− t) η (b, a))|q

)
dt

=
1∫
0

|f ′ (a+ tη (b, a))|q dt+
1∫
0

|f ′ (a+ (1− t) η (b, a))|q dt

= 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

|f ′ (u)|q du+ 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

|f ′ (u)|q du

= 2
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

|f ′ (u)|q du

≤
1∫
0

(
|f ′ (a+ η (b, a))|q + |f ′ (a)|q

)
dt

=
(
|f ′ (a+ η (b, a))|q + |f ′ (a)|q

) 1∫
0

dt

=
(
|f ′ (a+ η (b, a))|q + |f ′ (a)|q

)
.

Ce qui donne

2
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

|f ′ (u)|q du ≤
(
|f ′ (a+ η (b, a))|q + |f ′ (a)|q

)
,

d’où
a+η(b,a)∫

a

|f ′ (u)|q du ≤ η (b, a) |f
′(a+η(b,a))|q+|f ′(a)|q

2 . (3.11)

Ainsi d’après (3.11) on a

x−a
η(b,a)∫

0

|f ′ (a+ tη (b, a))|q dt = 1
η(b,a)

x∫
a

|f ′ (u)|q du

≤ x−a
η(b,a)

|f ′(x)|q+|f ′(a)|q

2 , (3.12)

et

1∫
x−a
η(b,a)

|f ′ (a+ tη (b, a))|q dt = 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
x

|f ′ (u)|q du

≤ a+η(b,a)−x
η(b,a)

|f ′(a+η(b,a))|q+|f ′(x)|q

2 . (3.13)
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En substituant (3.12) et (3.13) dans (3.7), on obtient le résultat désiré.

Corollaire 3.0.1 ([19]) Sous les hypothèses du Théorème 3.0.2 Si l’on suppose que |f ′ (x)| ≤

M , M > 0, alors

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
(

1
p+1

)1
p M

(
(x−a)2+(a+η(b,a)−x)2

η(b,a)

)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, a+ η(b, a)].

Corollaire 3.0.2 ([19]) Sous les hypothèses du Théorème 3.2. Si l’on choisit x = 2a+η(b,a)
2 ,

on obtient
∣∣∣∣∣∣∣f
(

2a+η(b,a)
2

)
− 1

η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

4

(
1

p+1

)1
p

( |f ′(2a+η(b,a)
2 )|q+|f ′(a)|q

2

)1
q

+
(
|f ′(a+η(b,a))|q+|f ′(2a+η(b,a)

2 )|q
2

)1
q

 .
Corollaire 3.0.3 ([19]) Si on utilise la préinvexité de |f ′|q i.e.

∣∣∣f ′ (2a+η(b,a)
2

)∣∣∣q ≤ 1
2 |f

′ (a)|q+
1
2 |f

′ (a+ η (b, a))|q, le Corollaire 3.2 donne

∣∣∣∣∣∣∣f
(

2a+η(b,a)
2

)
− 1

η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

4

(
1

p+1

)1
p

((
3|f ′(a)|q+|f ′(a+η(b,a))|q

4

)1
q +

(
|f ′(a)|q+3|f ′(a+η(b,a))|q

4

)1
q

)
.

Remarque 3.0.2 ([19]) Si l’on prend η(b, a) = b− a, le Corollaire 3.3, devient

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

16

(
4

p+1

)1
p

{(
3 |f ′ (a)|q + |f ′ (b)|q

)1
q +

(
3 |f ′ (b)|q + |f ′ (a)|q

)1
q

}
.

En prennant a1 = 3 |f ′ (a)|q, b1 = |f ′ (b)|q, a2 = 3 |f ′ (b)|q, b2 = |f ′ (a)|q dans
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l’inégalité algébrique ci-dessous

n∑
k=1

(ak + bk)s ≤
n∑
k=1
ask +

n∑
k=1
bsk (3.14)

pour (0 < s < 1), a1, a2, ..., an ≥ 0 et b1, b2, ..., bn ≥ 0, car 0 < 1/q < 1 puisque

q > 1, on obtient l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣f
(
a+b

2

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ b−a
4

(
4

p+1

)1
p
(
|f ′ (a)|q + |f ′ (b)|q

)
.

3.0.1 Inégalités intégrales de type Ostrowski pour les fonctions

s-préinvexe

Théorème 3.0.3 ([30]) Soit f : K → R une fonction différentiable telle que f ′ ∈

L1([a, a + η(b, a)]) avec η(b, a) > 0. Si |f ′| est s-préinvexe au second sens pour un

certain nombre fixé s ∈ (0, 1], alors nous avons l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ η(b,a)
(s+1)(s+2) [Ψ1 |f ′ (a)|+ Ψ2 |f ′ (b)|] , (3.15)

où

Ψ1 = 1− (s+ 2) x−a
η(b,a)

(
1− x−a

η(b,a)

)s+1
+ s

(
1− x−a

η(b,a)

)s+2
(3.16)

et

Ψ2 = 1− (s+ 2)
(
x−a
η(b,a)

)s+1
+ 2 (s+ 1)

(
x−a
η(b,a)

)s+2
. (3.17)

Preuve. D’après le lemme 1.4 et les propriétés de la valeur absolue, nous avons

∣∣∣∣∣∣∣f(x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f(u)du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

t |f ′(a+ tη (b, a))| dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t) |f ′(a+ tη (b, a))| dt

 .(3.18)
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Puisque |f ′| est une fonction s-préinvexe au second sens, on en déduit

∣∣∣∣∣∣∣f(x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f(u)du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

t(1− t)s |f ′(a)|+ ts+1 |f ′(b)| dt

+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)s+1 |f ′(a)|+ (1− t) ts |f ′(b)| dt



= η (b, a)




x−a
η(b,a)∫

0

t(1− t)sdt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)s+1dt

 |f ′(a)|

+


x−a
η(b,a)∫

0

ts+1dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t) tsdt

 |f ′(b)|
 . (3.19)

D’autre part on a

x−a
η(b,a)∫

0

t(1− t)sdt = − 1
(s+1)

x−a
η(b,a)

(
1− x−a

η(b,a)

)s+1

+ 1
(s+1)(s+2) −

1
(s+1)(s+2)

(
1− x−a

η(b,a)

)s+2

x−a
η(b,a)∫

0

ts+1dt = 1
s+2

(
x−a
η(b,a)

)s+2

1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)s+1dt = 1
s+2

(
1− x−a

η(b,a)

)s+2

1∫
x−a
η(b,a)

(1− t) tsdt = 1
(s+1)(s+2) −

1
s+1

(
x−a
η(b,a)

)s+1
+ 1

s+2

(
x−a
η(b,a)

)s+2
. (3.20)

En substituant (3.20) dans (3.19), on trouve le résultat voulu.

Corollaire 3.0.4 ([30]) Dans le Théorème 3.0.4, si l’on choisit η(b, a) = b − a et
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s = 1, on obtient l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

6(b−a)2

{(
(b− a)3 − 3 (b− a) (b− x)2 + 4 (b− x)3

)
|f ′ (a)|

+
(
(b− a)3 − 3 (b− a) (x− a)2 + 4 (x− a)3

)
|f ′ (b)|

}
.

Corollaire 3.0.5 ([30]) Dans le Théorème 3.0.4, si l’on prend x = 2a+η(b,a)
2 , on obtient

l’inégalité du point milieu suivante

∣∣∣∣∣∣∣f
(

2a+η(b,a)
2

)
− 1

η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ η(b,a)
(s+1)(s+2)

(
1− 1

2s+1

)
(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) .

Théorème 3.0.4 ([30]) Soit f : K → R une fonction différentiable telle que f ′ ∈

L1([a, a + η(b, a)]) avec η(b, a) > 0, et soit q > 1 telle que 1
p

+ 1
q

= 1. Si |f ′|q est

fonction s-préinvexe au second sens pour un certain nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

suivante
∣∣∣∣∣∣∣f (x)− 1

η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

(p+1)
1
p (s+1)

1
q

((
x−a
η(b,a)

)1+ 1
p

×
((

1−
(
1− x−a

η(b,a)

)1+s
)
|f ′ (a)|q +

(
x−a
η(b,a)

)1+s
|f ′ (b)|q

)1
q

+
(
1− x−a

η(b,a)

)1+ 1
p

×
((

1− x−a
η(b,a)

)1+s
|f ′ (a)|q +

(
1−

(
x−a
η(b,a)

)1+s
)
|f ′ (b)|q

)1
q

)
(3.21)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, a+ η(b, a)].

Preuve. D’après le lemme 1.1.4 et les propriétés de la valeur absolue, l’inégalité de Hölder
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, on a

∣∣∣∣∣∣∣f(x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f(u)du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)




x−a
η(b,a)∫

0

tpdt


1
p


x−a
η(b,a)∫

0

|f ′(a+ tη (b, a))|q dt


1
q

+


1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)p dt


1
p


1∫
x−a
η(b,a)

|f ′(a+ tη (b, a))|q dt


1
q



= η(b,a)
(p+1)

1
p


(
x−a
η(b,a)

)p+1
p


x−a
η(b,a)∫

0

|f ′(a+ tη (b, a))|q dt


1
q

+
(
1− x−a

η(b,a)

)p+1
p


1∫
x−a
η(b,a)

|f ′(a+ tη (b, a))|q dt


1
q

 . (3.22)

Puisque |f ′| est une fonction s-préinvexe au second sens, on en déduit

∣∣∣∣∣∣∣f(x)− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f(u)du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

(p+1)
1
p


(
x−a
η(b,a)

)p+1
p


x−a
η(b,a)∫

0

(
(1− t)s |f ′(a)|q + ts |f ′(b)|q

)
dt


1
q

+
(
1− x−a

η(b,a)

)p+1
p


1∫
x−a
η(b,a)

(
(1− t)s |f ′(a)|q + ts |f ′(b)|q

)
dt


1
q



= η(b,a)
(p+1)

1
p


(
x−a
η(b,a)

)p+1
p

|f ′(a)|q
x−a
η(b,a)∫

0

(1− t)sdt+ |f ′(b)|q
x−a
η(b,a)∫

0

tsdt


1
q

+
(
1− x−a

η(b,a)

)p+1
p

|f ′(a)|q
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)sdt+ |f ′(b)|q
1∫
x−a
η(b,a)

tsdt


1
q

 , (3.23)
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D’autre part on a

x−a
η(b,a)∫

0

(1− t)sdt =
1

s+ 1
−

1
s+ 1

(
1− x−a

η(b,a)

)s+1
,

x−a
η(b,a)∫

0

tsdt =
1

s+ 1

(
x−a
η(b,a)

)s+1
,

1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)sdt =
1

s+ 1

(
1− x−a

η(b,a)

)s+1
,

1∫
x−a
η(b,a)

tsdt =
1

s+ 1
−

1
s+ 1

(
x−a
η(b,a)

)s+1
. (3.24)

En substituant (3.24) dans (3.23), on trouve le résultat voulu

Corollaire 3.0.6 ([30]) Si l’on prend s = 1 dans le Théorème 3.0.5, on obtient l’inéga-

lité suivante
∣∣∣∣∣∣f (x)− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

(p+1)
1
p 2

1
q

((
x−a
η(b,a)

)2 ((
2− x−a

η(b,a)

)
|f ′ (a)|q + x−a

η(b,a) |f
′ (b)|q

)1
q

+
(
1− x−a

η(b,a)

)2 ((
1− x−a

η(b,a)

)
|f ′ (a)|q +

(
1 + x−a

η(b,a)

)
|f ′ (b)|q

)1
q

)
.

Corollaire 3.0.7 ([30]) Dans le Corollaire 3.0.6, si l’on choisit η(b, a) = b − a, on

obtient l’inégalité suivante

∣∣∣∣∣∣f (x)− 1
b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

(p+1)
1
p 2

1
q

((
x−a
b−a

)2 ((
1 + b−x

b−a

)
|f ′ (a)|q + x−a

b−a |f
′ (b)|q

)1
q

+
(
1− x−a

b−a

)2 (b−x
b−a |f

′ (a)|q +
(
1 + x−a

b−a

)
|f ′ (b)|q

)1
q

)
.

Corollaire 3.0.8 ([30]) Dans le Théorème 3.0.5, si l’on choisit x = 2a+η(b,a)
2 , alors on
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obtient l’inégalité du point milieu suivante

∣∣∣∣∣∣∣f
(

2a+η(b,a)
2

)
− 1

η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ η(b,a)
(p+1)

1
p (s+1)

1
q 22+ s

q

×
(((

2s+1 − 1
)
|f ′ (a)|q + |f ′ (b)|q

)1
q +

(
|f ′ (a)|q +

(
2s+1 − 1

)
|f ′ (b)|q

)1
q

)
.

Corollaire 3.0.9 ([30]) Dans le Corollaire 3.0.8, si l’on prend s = 1, on obtient l’in-

égalité du point milieu suivante

∣∣∣∣∣∣∣f
(

2a+η(b,a)
2

)
− 1

η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

(p+1)
1
p 41+ 1

q

((
3 |f ′ (a)|q + |f ′ (b)|q

)1
q +

(
|f ′ (a)|q + 3 |f ′ (b)|q

)1
q

)
.
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Chapitre 4

Inégalités intégrales fractionnaires de

type Ostrowski

Dans ce chapitre nous allons examiner quelques inégalités intégrales fractionnaires de

type Ostrowski.

4.1 Inégalités intégrales fractionnaires de type Ostrowski

pour les fonctions convexes

Théorème 4.1.1 Soit f : [a, b]→ R, une fonction différentiable sur [a, b] avec a < b

telle que f ′ ∈ L1([a, b]). Si |f ′| est convexe dans [a, b] et x ∈ [a, b] avec α > 0, alors

l’inégalité fractionnaire suivante :

∣∣∣∣∣
[
(x− a)α + (b− a)α

(b− a)α+1

]
f (x)−

Γ (α+ 1)
(b− a)α+1

[
Iαx+f(b) + Iαx−f(a)

]∣∣∣∣∣
≤

1
α+ 2

[(
(b− x)α+2

(b− a)α+2
+

(x− a)α+1

(b− a)α+1

[
1

α+ 1
+
b− x
b− a

])
|f ′(a)|

+
(

(x− a)α+2

(b− a)α+2
+

(b− x)α+1

(b− a)α+1

[
1

α+ 1
+
x− a
b− a

])
|f ′(b)|

]

est satisfaite pour tout x ∈ [a, b], Γ est la fonction gamma d’Euler.
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Preuve. En appliquant la valeur absolue aux de membres de l’identité du Lemme 1.1.5 et

en utilisant la convexité de |f ′|, on a

∣∣∣∣ (x−a)α+(b−x)α

(b−a)α+1 f (x)− Γ(α+1)
(b−a)α+1

(
Jαx+f (b) + Jαx−f (a)

)∣∣∣∣
≤

b−x
b−a∫
0

tα |f ′ (ta+ (1− t) b)| dt+
1∫
b−x
b−a

(1− t)α |f ′ (ta+ (1− t) b)| dt

≤

b−x
b−a∫
0

tα (t |f ′ (a)|+ (1− t) |f ′ (b)|) dt

+
1∫
b−x
b−a

(1− t)α (t |f ′ (a)|+ (1− t) |f ′ (b)|) dt

=


b−x
b−a∫
0

tα+1dt+
1∫
b−x
b−a

(1− t)α tdt

 |f ′ (a)|

+


b−x
b−a∫
0

tα (1− t) dt+
1∫
b−x
b−a

(1− t)α+1 dt

 |f ′ (b)|
=

(
(b−x)α+2−(x−a)α+2

(α+2)(b−a)α+2 + 1
α+1

(
x−a
b−a

)α+1
)
|f ′ (a)|

+
(

1
α+1

(
b−x
b−a

)α+1
− (b−x)α+2−(x−a)α+2

(α+2)(b−a)α+2

)
|f ′ (b)| ,

où nous avons utilisé les faits que

b−x
b−a∫
0

tα+1dt+
1∫
b−x
b−a

(1− t)α tdt = (b−x)α+2−(x−a)α+2

(α+2)(b−a)α+2 + 1
α+1

(
x−a
b−a

)α+1
,

et
b−x
b−a∫
0

tα (1− t) dt+
1∫
b−x
b−a

(1− t)α+1 dt = 1
α+1

(
b−x
b−a

)α+1
− (b−x)α+2−(x−a)α+2

(α+2)(b−a)α+2 .

La preuve est finie.

Corollaire 4.1.1 ([62]) Dans le Théorème 4.1.1, si on prend x = a+b
2 , on obtient

∣∣∣∣∣f (a+b
2

)
− 2α−1Γ(α+1)

(b−a)α

(
Jα(a+b

2 )+f (b) + Jα(a+b
2 )−f (a)

)∣∣∣∣∣
≤ b−a

2(α+1)

(
|f ′(a)|+|f ′(b)|

2

)
.
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Théorème 4.1.2 ([62]) Soit f : [a, b]→ R, une fonction différentiable sur (a, b) avec

a < b telle que f ′ ∈ L1 ([a, b]). Si |f ′|q est convexe dans [a, b], telle que q > 1 et
1
p

+ 1
q

= 1, alors l’inégalité fractionnaire

∣∣∣∣ (x−a)α+(b−x)α

(b−a)α+1 f (x)− Γ(α+1)
(b−a)α+1

(
Jαx+f (b) + Jαx−f (a)

)∣∣∣∣
≤

(
1

αp+1

)1
p

((
b−x
b−a

)α+1 ( |f ′(x)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q +

(
x−a
b−a

)α+1 ( |f ′(x)|q+|f ′(a)|q

2

)1
q

)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, b], où α > 0 et Γ est la fonction gamma d’Euler.

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux de membres de l’identité du Lemme 1.1.5,

l’inégalité de Hölder, on a

∣∣∣∣ (x−a)α+(b−x)α

(b−a)α+1 f (x)− Γ(α+1)
(b−a)α+1

(
Jαx+f (b) + Jαx−f (a)

)∣∣∣∣
≤


b−x
b−a∫
0

tαpdt


1
p

b−x
b−a∫
0

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

+


1∫
b−x
b−a

(1− t)αp dt


1
p


1∫
b−x
b−a

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

=
(

1
αp+1

(
b−x
b−a

)αp+1
)1
p


b−x
b−a∫
0

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

.

+
(

1
αp+1

(
x−a
b−a

)αp+1
)1
p


1∫
b−x
b−a

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt


1
q

. (4.1)

Comme |f ′|q est convexe, d’après l’inégalité d’Hermite-Hadamard on a

b−x
b−a∫
0

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt ≤ b−x
b−a

|f ′(x)|q+|f ′(b)|q

2 , (4.2)

et
1∫
b−x
b−a

|f ′ (ta+ (1− t) b)|q dt ≤ x−a
b−a

|f ′(a)|q+|f ′(x)|q

2 . (4.3)

En substituant (4.2) et (4.3) dans (4.1), on trouve le résultat désiré.
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Corollaire 4.1.2 si on prendx = a+b
2 dans le théorème 2.6.2 on obtient l’inégalité sui-

vante :
∣∣∣∣∣∣f(a+b

2 ) + 2α−1Γ(α+1)
(b−a)α

Iα(
a+b

2

)+f(b) + Iα(
a+b

2

)−f(a)

∣∣∣∣∣∣
≤ (b−a)

4(αp+1)
1
p

[(
|f ′(a+b

2 )|q+|f ′(b)|q

2

)1
q

+
(
|f ′(a+b

2 )|q+|f ′(a)|q

2

)1
q

]
.

4.2 Inégalités intégrales fractionnaires de type Ostrowski

pour les fonctions s-préinvexe

Théorème 4.2.1 ([31]) Soit f : [a, a + η(b, a)] → R une fonction différentiable telle

que η(b, a) > 0 et f ′ ∈ L1([a, a+ η(b, a)]). Si |f ′| est s-préinvexe au second sens pour

un certain nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité fractionnaire suivante

∣∣∣(( x−a
η(b,a)

)α
+
(
1− x−a

η(b,a)

)α)
f(x)− Γ(α+1)

(η(b,a))α
(
Jαx−f(a) + Jαx+f(a+ η (b, a))

)∣∣∣
≤ η (b, a)

((
B x−a

η(b,a)
(α+ 1, s+ 1) + 1

s+α+1

(
1− x−a

η(b,a)

)α+s+1
)
|f ′ (a)|

+
(

1
s+α+1

(
x−a
η(b,a)

)α+s+1
+B (s+ 1, α+ 1)−B x−a

η(b,a)
(s+ 1, α+ 1)

)
|f ′ (b)|

)
(4.4)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, a+ η(b, a)].

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux de membres de l’identité du Lemme 1.1.6,
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et en utilisant la s-préinvexité de |f ′|, on a

∣∣∣(( x−a
η(b,a)

)α
+
(
1− x−a

η(b,a)

)α)
f(x)− Γ(α+1)

(η(b,a))α
(
Jαx−f(a) + Jαx+f(a+ η (b, a))

)∣∣∣
≤ η (b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

tα |f ′(a+ tη (b, a))| dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)α |f ′(a+ tη (b, a))| dt



≤ η (b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

tα ((1− t)s |f ′(a)|+ ts |f ′(b)|) dt

+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)α ((1− t)s |f ′(a)|+ ts |f ′(b)|) dt



= η (b, a)




x−a
η(b,a)∫

0

tα (1− t)s dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)α+s dt

 |f ′(a)|

+


x−a
η(b,a)∫

0

tα+sdt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)α tsdt

 |f ′(b)|


= η (b, a)
((
B x−a

η(b,a)
(α+ 1, s+ 1) + 1

α+s+1

(
a+η(b,a)−x

η(b,a)

)α+s+1
)
|f ′(a)|

+

 1
α+s+1

(
x−a
η(b,a)

)α+s+1
+Ba+η(b,a)−x

η(b,a)
(s+ 1, α+ 1)

 |f ′(b)|


où nous avons utilisé le fait que

x−a
η(b,a)∫

0

tα (1− t)s dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)α+s dt

= B x−a
η(b,a)

(α+ 1, s+ 1) + 1
α+s+1

(
a+η(b,a)−x

η(b,a)

)α+s+1
,

et

x−a
η(b,a)∫

0

tα+sdt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)α tsdt

= 1
α+s+1

(
x−a
η(b,a)

)α+s+1
+B (s+ 1, α+ 1)−B x−a

η(b,a)
(s+ 1, α+ 1) .

La preuve est finie.
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Corollaire 4.2.1 ([31]) Dans le Théorème 4.2.1, si l’on choisit x = 2a+η(b,a)
2 , on obtient

l’inégalité fractionnaire du point milieu suivante

∣∣∣∣∣f(2a+η(b,a)
2 )− 2α−1Γ(α+1)

(η(b,a))α

(
Jα2a+η(b,a)

2
−f(a) + Jα2a+η(b,a)

2
+f(a+ η (b, a))

)∣∣∣∣∣
≤ η (b, a)

((
B1

2
(α+ 1, s+ 1) + 1

(s+α+1)2α+s+1

)
|f ′ (a)|

+
(

1
(s+α+1)2α+s+1 +B (s+ 1, α+ 1)−B1

2
(s+ 1, α+ 1)

)
|f ′ (b)|

)
.

Théorème 4.2.2 ([31]) Soit f : [a, a + η(b, a)] → R une fonction différentiable telle

que η(b, a) > 0 et f ′ ∈ L1([a, a + η(b, a)]) et soit q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1. Si |f ′|q

est s-préinvexe au second sens pour un certain nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

fractionnaire suivante

∣∣∣(( x−a
η(b,a)

)α
+
(
1− x−a

η(b,a)

)α)
f(x)− Γ(α+1)

(η(b,a))α
(
Jαx−f(a) + Jαx+f(a+ η (b, a))

)∣∣∣
≤ η (b, a)

(
1

αp+1

)1
p
(

1
s+1

)1
q

×
((

x−a
η(b,a)

)α+ 1
p

((
1−

(
1− x−a

η(b,a)

)s+1
)
|f ′(a)|q +

(
x−a
η(b,a)

)s+1
|f ′(b)|q

)1
q

+
(
1− x−a

η(b,a)

)α+ 1
p

((
1− x−a

η(b,a)

)s+1
|f ′(a)|q +

(
1−

(
x−a
η(b,a)

)s+1
)
|f ′(b)|q

)1
q

)

est satisfaite pour tout x ∈ [a, a+ η(b, a)].

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux de membres de l’identité du Lemme 1.1.6,
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l’inégalité de Hölder, et en utilisant la s-préinvexité de |f ′|, on a

∣∣∣(( x−a
η(b,a)

)α
+
(
1− x−a

η(b,a)

)α)
f(x)− Γ(α+1)

(η(b,a))α
(
Jαx−f(a) + Jαx+f(a+ η (b, a))

)∣∣∣
≤ η (b, a)


x−a
η(b,a)∫

0

tα |f ′(a+ tη (b, a))| dt+
1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)α |f ′(a+ tη (b, a))| dt



≤ η (b, a)




x−a
η(b,a)∫

0

tαpdt


1
p


x−a
η(b,a)∫

0

|f ′(a+ tη (b, a))|q dt


1
q

+


1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)αp dt


1
p


1∫
x−a
η(b,a)

|f ′(a+ tη (b, a))|q dt


1
q



≤ η (b, a)




x−a
η(b,a)∫

0

tαpdt


1
p


x−a
η(b,a)∫

0

(
(1− t)s |f ′(a)|q + ts |f ′(b)|q

)
dt


1
q

+


1∫
x−a
η(b,a)

(1− t)αp dt


1
p


1∫
x−a
η(b,a)

(
(1− t)s |f ′(a)|q + ts |f ′(b)|q

)
dt


1
q


= η (b, a)

(
1

αp+1

)1
p

×
((

x−a
η(b,a)

)α+ 1
p

(
1
s+1

(
1−

(
1− x−a

η(b,a)

)s+1
)
|f ′(a)|q + 1

s+1

(
x−a
η(b,a)

)s+1
|f ′(b)|q

)1
q

+
(
1− x−a

η(b,a)

)α+ 1
p

(
1
s+1

(
1− x−a

η(b,a)

)s+1
|f ′(a)|q + 1

s+1

(
1−

(
x−a
η(b,a)

)s+1
)
|f ′(b)|q

)1
q

)
.

La preuve est finie.
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire était d’examiner des inégalités intégrales de type Ostrowski

et de se familiariser avec certaines outils d’analyse nécessaires à la démonstration de tels

problèmes.

Dans le premier chapitre, nous avons passé en revue quelques identités et plusieurs formes

classiques et généralisées de convexité.

Dans le deuxième chapitre, nous avons utilisé certaines formes de convexité pour étudier

plusieurs inégalités intégrales classiques de type Ostrowski.

Dans le troisième chapitre, nous avons utilisé la convexité généralisée pour explorer

quelques inégalités intégrales classiques de type Ostrowski.

Dans le quatrième chapitre, nous nous sommes concentrés sur les inégalités intégrales

fractionnaires de type Ostrowski.
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