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  : ملخصال     
. تعتبر الأخیرة غیر یباتیتأثر انتشار الموجات في التربة عمومًا في معظم الحالات بالتفاعلات التي تتطور على المستوى البنیوي الدقیق للحب

تشار متجانسة، ویخضع سلوكھا لقوانین مھمة تؤثر بشكل كبیر على سلوك ومعاییر الاستجابة الدینامیكیة للتربة. تتناول ھذه الأطروحة تحلیل ان
منفصلة. في ھذا العناصر لطریقة ا ستخدامابالموجات في مقطع رملي من خلال النمذجة المیكانیكیة الدقیقة حیث تم تطویر نموذج ثنائي الأبعاد 

النھج، یتم نمذجة حبیبات الرمل بواسطة أقراص تتفاعل مع بعضھا البعض عن طریق قوى التلامس المحسوبة بنماذج بسیطة تتضمن تداخلات 
غیر المتماسكة، مثل  لمقاطع الرملیةأبرزت عملیات المحاكاة التي تم إجراؤھا جوانب معینة من سلوك الاھتزاز في اقد الحبیبات. و بین منخفضة

علاقتھا التحلیل بشكل خاص بتضخیم الحركة على السطح الحر للمقطع، فضلاً عن  ھتمإلقد شكل نمط الحركة، خاصة في حالة السعات الكبیرة. 
التي تحدث . تم تقدیر تردد الرنین الذي یشكل العامل الأول المسؤول عن الأضرار تكثیف للمقطعمعینة مثل تردد الإثارة والسعة وضغط ال بعوامل

 في البنى التحتیة عددیا وتم الحصول على نتائج مثیرة للاھتمام من خلال مقارنة الأخیر مع تلك التي تم الحصول علیھا من نظریة الوسائط
 ربة.للت تخمیدمعدل ال على ور معامل القصھبإظھار تأثیر تد اھتمت الدراسةعلاوة على ذلك،  .المستمرة

 
.موجة القص، الانتشارالرمل، تردد الرنین، طریقة العناصر المنفصلة،  مقطعالكلمات المفتاحیة:   

 
Abstract: 

Wave propagation in soils is generally influenced in the majority of cases by the interactions that develop at 
the microstructural scale of the grains. The latter are considered heterogeneous, their behaviors are governed 
by high-order laws that greatly influence the behavior and the parameters of the dynamic response of the soil. 
The present thesis deals with the analysis of wave propagation in a sand profile through micromechanical 
modeling and for this purpose, a 2D discrete element model was developed. In this approach, the sand grains 
are modeled by disks that interact with each other by contact forces calculated by simple models involving low 
grain overlaps. The simulations carried out have highlighted certain aspects of the vibration behavior in non-
cohesive deposits, such as the shape of the displacement mode, particularly in the case of large amplitudes. 
The analysis was particularly interested in the amplification of the motion at the free surface of the profile, as 
well as its dependence on certain parameters such as the excitation frequency, the amplitude and the confining 
pressure. The resonance frequency which constitutes the first parameter responsible for the damage of the 
infrastructures is estimated numerically and interesting results were obtained by comparing the latter with that 
obtained from the theory of continuous media. Furthermore, it was question of showing the influence of the 
degradation of the shear modulus and its influence on the soil damping ratio. 
 
Keywords: Sand deposit, resonance frequency, Discrete Element Method, Shear Wave, Propagation. 
 

Résumé: 
La propagation d’ondes dans les sols est généralement influencée dans la majorité des cas par les interactions 
qui se développent à l’échèles microstructurale des grains. Ces derniers sont considérés hétérogènes, leurs 
comportements sont gouvernés par des lois d’ordre important qui influencent grandement le comportement et 
les paramètres de la réponse dynamique du sol. La présente thèse traite de l’analyse de la propagation des 
ondes dans un profil de sable à travers une modélisation micromécanique où un modèle 2D en éléments discrets 
a été développé. Dans cette approche, les grains de sable sont modélisés par des disques qui interagissent entre 
eux par des forces de contact calculées par des modèles simples impliquant de faibles recouvrements des 
grains. Les simulations réalisées ont mis en évidence certains aspects du comportement vibratoire dans les 
dépôts non cohésifs, tels que la forme du mode de déplacement, notamment dans le cas de grandes amplitudes. 
L'analyse s'est particulièrement intéressée à l'amplification du mouvement à la surface libre du profil, ainsi 
qu'à sa dépendance à certains paramètres tels que la fréquence d'excitation, l'amplitude et la pression de 
confinement. La fréquence de résonance qui constitue le premier paramètre responsable des endommagements 
dans les infrastructures est estimée numériquement et des résultats intéressants ont été obtenus par comparaison 
de cette dernière avec celle obtenue à partir de la théorie des milieux continus. Aussi, était-il question de la 
mise en exergue de l’effet de dégradation du module de cisaillement et de son effet sur le coefficient 
l’amortissement du sol. 
 
Mots clés : Dépôt de sable, fréquence de résonance, Méthode des éléments discrets, Onde de cisaillement, 
Propagation. 
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Notations et liste des symboles 
 
 
𝑥⃗̈𝑥𝑖𝑖 , 𝑎⃗𝑎 :       accélérations de translation 
𝜑̈𝜑�⃗ 𝑖𝑖 :           accélérations de rotation 
𝐹⃗𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 : forces de contact 

𝐹⃗𝐹𝑛𝑛 :           force de contact normale 
𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 :           force de contact tangentielle 
𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐: moment engendré par rapport au centre de gravité du grain i 

𝑀𝑀��⃗ 𝑟𝑟:           moment résistant au roulement 
𝑉𝑉�⃗𝑛𝑛 :           vecteur de vitesse normal du grain 
𝑉𝑉�⃗𝑠𝑠 :           vecteur de vitesse tangentielle du grain 
𝑣⃗𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶 :      vitesse relative lors du contact 
𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖 :           rotation du grain i 
C𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 :       tenseur des paramètres physiques du matériau. 
𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 :   distance de Verlet 
𝐷𝐷𝑛𝑛 :          distance de contact normale 
𝐺𝐺𝑠𝑠 :            densité des grains 
𝐼𝐼𝑖𝑖 :            moment d’inertie du grain 
𝐽𝐽0(𝑥𝑥) :      fonctions de Bessel d’ordre zéro de première espèce 
𝑌𝑌0(𝑥𝑥) :     fonctions de Bessel d’ordre zéro de deuxième espèce 
𝑔⃗𝑔 :             gravité 
𝑔⃗𝑔 :            accélération de gravité 
𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻 :          rigidité Hertzienne 
𝑘𝑘𝑛𝑛 :          raideur élastique normal du contact 
𝑘𝑘𝑠𝑠 :           raideur élastique tangentiel du contact 
𝑚𝑚𝑒𝑒 :           masse réduite 
𝑚𝑚𝑖𝑖 :          masse du grain i 
𝑛𝑛�⃗  :            vecteur normal 
𝑟𝑟𝑖𝑖 :            rayon du grain i 
𝑠𝑠 :            vecteur tangentiel 
𝑡𝑡𝑐𝑐 :           durée de contact 
𝑡𝑡𝑟𝑟 :           temps de réponse du matériau 
𝑢𝑢0 :          amplitude d’excitation 
𝑢𝑢𝑠𝑠 :          déplacement en surface du sol 
𝑣𝑣𝑠𝑠 :            coefficient d’amortissement visqueux tangentiel 
𝑥⃗𝑥 :            vecteur position 
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒  :          tenseur de déformations élastique 
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𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑝𝑝  :          tenseur de déformation plastique 
𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 :          tenseur de déformations 
𝜇𝜇𝑑𝑑 :          coefficient de frottement dynamique 
𝜇𝜇𝑠𝑠 :           coefficient de frottement statique 
𝜈𝜈𝑛𝑛 :          coefficient d’amortissement visqueux normal 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 :          tenseur de contraintes 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖0  :          tenseur de contraintes à l’état initial 
𝜔𝜔1 :          première fréquence de résonance 
𝜔𝜔2 :          deuxième fréquence de résonance 
𝜔𝜔3 :          troisième fréquence de résonance 
𝜖𝜖𝑛𝑛 :            coefficient de restitution  
∆𝑡𝑡 :          le pas de temps 
∇ :             nabla (un opérateur mathématique) 
ℎ :            épaisseur de la couche du sol 
𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 :       facteur d’amplification dynamique 
𝐸𝐸 :            module de Young 
𝐺𝐺 :            module de cisaillement 
𝜉𝜉 :            Taux d’amortissement 
𝐺𝐺𝐺𝐺 :           glissement entre grain 
𝐾𝐾 :            module de compression 
𝐿𝐿𝐿𝐿 :             liste de Verlet 
𝑄𝑄 :            surcharge surfacique du profil de sol 
𝑇𝑇 :            période de vibration 
𝑐𝑐 :            la célérité d’onde 
𝑓𝑓 :            vecteur des forces volumiques 
𝑢𝑢 :            vecteur de déplacement 
𝑢𝑢(𝑡𝑡) :       fonction temporelle de déplacement en un point du profil 
𝑢𝑢(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) :   réponse compète du déplacement 
𝛾𝛾 :            taux de déformation par cisaillement 
𝛿𝛿 :             interpénétration entre deux grains 
𝜇𝜇 :            coefficient de friction 
𝜈𝜈 :            coefficient de Poisson 
𝜌𝜌 :            masse volumique du sol 
𝜔𝜔 :           la fréquence 
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Introduction générale 
 

Les matériaux granulaires, fréquemment utilisés dans la vie de tous les jours tels que les sables, 
les graviers, les poudres, et d’autres particules solides, jouent un rôle primordial dans divers 
domaines de l’ingénierie, de la géotechnique et des sciences et technologie des matériaux. Leur 
comportement, bien que largement étudié, reste complexe en raison de leur nature différente et 
de la variété de leurs propriétés physiques et mécaniques. Les matériaux granulaires sont 
constitués de particules discrètes avec des interactions microscopiques qui influent de manière 
notoire les propriétés macroscopiques des matériaux, notamment leur résistance, leur 
compacité, leur perméabilité et leur réactivité sous contrainte. 

L’étude des matériaux granulaires revêt une importance particulière dans des applications 
pratiques, citons à ce juste titre, la réalisation des fondations, la conception d’infrastructures 
parasismique et les digues en terre. Leur comportement dynamique, en particulier la 
propagation des ondes telluriques à travers ces milieux, est déterminant pour évaluer les risques 
et concevoir des solutions adaptées. À l'échelle macroscopique, des modèles simplifiés sont 
souvent d’usage pour décrire la réponse des matériaux granulaires, néanmoins ces modèles ne 
rendent pas toujours compte de la complexité des interactions microscopiques. C’est la raison 
pour laquelle des approches de modélisation avancées, telles que la méthode des éléments 
discrets (DEM), sont devenues des outils indispensables pour comprendre et simuler ces 
phénomènes à une échelle plus raffinée, permettant ainsi une étude plus poussée et des 
simulations plus fidèles du comportement réel du milieu (Turkia, 2020). 

La méthode des éléments discrets (DEM), introduite pour la première fois par Cundall en 1971, 
puise sa philosophie des principes de la dynamique moléculaire et a été initialement appliquée 
à l’analyse de problèmes liés à la mécanique des roches. Cette méthode fait appel au principe 
fondamental consistant à subdiviser le milieu, objet d’étude, en un ensemble fini de particules, 
chacune ayant la liberté de se déplacer de manière relativement indépendante. Le calcul via 
cette méthode s’appuie sur la deuxième loi de Newton, en prenant en compte les interactions 
entre les particules. À partir de ces interactions, des méthodes de relaxation dynamique ou 
statique sont utilisées pour effectuer des itérations successives, permettant de résoudre les 
équations de mouvement et déterminer les réponses en termes de force, déplacement, vitesse et 
accélération agissants sur chaque particule et à chaque laps de temps. Ce processus itératif 
permet de suivre l’évolution temporelle des particules, en actualisant en continu leurs positions 
et en établissant ainsi la réponse globale du système étudié. Connaissant les mouvements 
microscopiques de chaque grain, la DEM permet d’obtenir ainsi la réponse du milieu à l’échelle 
macroscopique. Cette approche offre une capacité appréciable à modéliser le comportement 
mécanique des milieux granulaires ou discontinus à partir du suivi des interactions locales et 
leur influence sur le comportement global, ce qui en fait un outil puissant pour l’analyse de 
phénomènes complexes en géotechnique, en mécanique des matériaux et en géomécanique. 
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L’étude de la propagation des ondes sismiques dans le sol à l’échelle macromécanique revêt 
une importance capitale, vue qu’elle permet de comprendre le mécanisme influençant le 
comportement des sols soumis à des sollicitations dynamiques, telles que les séismes. Dans les 
approches macroscopiques traditionnelles classiques, l’échelle d’analyse explore les 
interactions globales du milieu composant le sol, offrant une perspective relativement précise 
des phénomènes observés. À l’échelle micromécanique, la propagation des ondes sismiques 
devient cependant beaucoup plus complexe et dépend des interactions directes entre les 
particules individuelles qui composent le sol. Ce dernier, notamment les sols de nature 
granulaire, sont constitués de grains de taille et de forme variées qui s’organisent selon une 
structure hétérogène et anisotrope. Les particules présentent des comportements variés selon 
leurs propriétés physiques (telles que la taille, la forme, la rigidité et la rugosité) et les 
caractéristiques des contacts entre elles, telles que les forces de contact et celles de frottement 
intergranulaire (Cundall et Strack, 1979).  

L’étude de la propagation des ondes à l’échelle micromécanique par biais de la DEM permet 
de mieux saisir des phénomènes complexes tels que l’amplification et l’atténuation des ondes 
sismiques à travers et à la surface du sol. Ces phénomènes jouent un rôle crucial dans la façon 
dont les tremblements de terre affectent les superstructures et les interactions avec leurs 
fondations.  

• Objectifs et Structure de la thèse 

Cette étude a pour objectif principal d’analyser la propagation des ondes verticales de 
cisaillement dans un profil de sable à travers une modélisation micromécanique intégrant de 
manière explicite les glissements intergranulaires au cours de la déformation. Ce type de 
problématique, relevant de la propagation d’ondes dans le sol, a traditionnellement été étudié à 
l’aide de modèles continus basés sur des lois de comportement simplifiées. Pour répondre à cet 
objectif, un modèle bidimensionnel (2D) utilisant la Méthode des Eléments Discrets (DEM) a 
été développé. Ce modèle permet de déterminer les fréquences propres du profil à partir de 
l’analyse des vibrations libres à faible amplitude, tout en expliquant les écarts observés entre 
les prédictions théoriques issues des modèles classiques et celles obtenues par la DEM. 

L’étude explore dans la même lignée l’impact de la hauteur du dépôt et de la contrainte de 
confinement sur la fréquence de résonance et le facteur d’amplification dynamique au niveau 
de la surface libre. Les résultats doivent suggérer que la fréquence de résonance diminue avec 
l’augmentation de l’épaisseur du dépôt, tandis que le facteur d’amplification dynamique tend à 
croître avec cette même épaisseur. En parallèle à ceci, une augmentation de la contrainte de 
confinement accroîtrait la rigidité du dépôt, ce qui réduirait l’amplification dynamique. Ces 
prévisions peuvent être avancées sur la base des connaissances théoriques classique établies, 
selon lesquelles les profils rigides, tels que les formations rocheuses, n’amplifient pas les 
mouvements sismiques. Dans le même contexte, une investigation approfondie a été menée 
pour comprendre les aspects liés à la dégradation du module de cisaillement et sa relation avec 
le taux d’amortissement dans les matériaux granulaires. Ces résultats auxquels le DEM devrait 
mettre en lumière de manière plus rigoureuse mettent en lumière l’importance de la rigidité et 
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des caractéristiques géométriques des dépôts sur leur réponse dynamique aux sollicitations 
sismiques. 

Pour mener à bien la présente investigation de recherche et atteindre les objectifs fixés, la 
présente thèse est structurée en quatre (04) principaux chapitres, détaillés comme suit : 

Chapitre premier : Ce chapitre présente les deux aspects ; micromécanique et 
macromécanique utilisés pour la modélisation de la propagation d’ondes dans le sol ainsi 
qu’une étude bibliographique détaillée des travaux de recherches, anciens et récents qui traitent 
des problématiques similaires telles que l’utilisation de la DEM dans la modélisation des 
matériaux granulaire. 

Chapitre deuxième : Ce chapitre porte sur l’étude de la théorie de propagation des ondes dans 
le sol, avec une étude détaillée des différentes solutions analytiques disponibles dans la 
littérature en commençant par le cas le plus simple d’une couche de sol élastique jusqu’au cas 
d’une couche de sol avec amortissement hystérétique. Les avantages et les inconvénients de 
chaque modèle y sont également présentés avec l’emphase de la nécessité de recourir à une 
modélisation micromécanique pour une meilleure appréhension du phénomène de propagation. 

Chapitre troisième : Ici, une présentation approfondie de l’utilisation de la Méthode des 
Éléments Discrets (DEM) dans la simulation des matériaux granulaires y est consacrée. Une 
description détaillée des différentes lois d’interaction à l’échelle micromécanique y est incluse, 
accompagnée d’un examen des modèles théoriques disponibles dans la littérature. Une attention 
particulière a été accordée au modèle spécifique adopté dans le cadre de ce travail de recherche, 
en soulignant ses caractéristiques et sa pertinence pour l’étude menée. 

Chapitre quatrième : Deux parties principales y sont présentée. La première est consacrée à 
la présentation du modèle DEM développé ainsi qu’à la description des paramètres utilisés dans 
les simulations. La seconde quant à elle détaille la méthode adoptée pour estimer la fréquence 
propre d’un dépôt de sol à partir de vibrations libres à faible amplitude. L'analyse s'est 
particulièrement intéressée à l'amplification du mouvement à la surface libre du dépôt, sa 
dépendance à certains paramètres tels que la fréquence et l’amplitude d'excitation ainsi que 
l’effet de confinement du dépôt. Le chapitre se termine par une analyse approfondie de 
l'estimation du module de cisaillement maximal 𝐺𝐺0 dans diverses situations, suivie de l'examen 
de la dégradation de ce module, de l'estimation du taux d'amortissement ainsi que de sa relation 
avec les glissements intergranulaires. 

Enfin, la thèse se termine par un résumé des principaux résultats obtenus, accompagné de 
perspectives et de recommandations pour les travaux de recherche futurs. 
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Chapitre 1. Problématique et revue de littérature 
 

1.1.  Introduction 

La propagation des ondes sismiques est un phénomène d'une grande complexité, central à la 
compréhension des tremblements de terre et des processus géophysiques qui en résultent. 
Traditionnellement, les modèles de propagation des ondes se sont appuyés sur une approche 
macroscopique, traitant les matériaux comme des milieux homogènes et continus. Or, ces 
modèles simplifiés ne rendent pas compte de manière exhaustive des comportements locaux et 
des interactions complexes au sein des matériaux, en particulier dans les sols granulaires. Cette 
simplification peut ainsi négliger des effets importants à l'échelle microscopique, qui 
influencent pourtant de manière significative la dynamique globale des ondes sismiques et leur 
propagation à travers des couches de sol hétérogènes et complexes (Kramer et Stewart, 2024).  

La propagation des ondes sismiques à l’échelle micromécanique représente une approche 
innovante, offrant une analyse des interactions à une échelle beaucoup plus fine que celle des 
méthodes traditionnelles. Cette méthode se focalise sur la manière dont les ondes sismiques 
induit des perturbations des particules individuelles et les interactions au sein du matériau 
granulaire. En explorant ces interactions à l’échelle micromécanique, elle permet de mieux 
comprendre comment les caractéristiques locales, telles que les contacts entre grains de sol et 
les variations internes de structure, influe sur la propagation des ondes sismiques. Cette 
perspective détaillée révèle des effets subtils qui modifient la réponse des matériaux, améliorant 
ainsi la précision des modèles de propagation des ondes. 

1.2.  Revue de Littérature 

La propagation des ondes sismiques depuis le substratum rocheux jusqu’à la surface libre du 
sol est intrinsèquement liée aux caractéristiques des couches de sol qu’elles traversent. La 
rigidité et l’amortissement de ces couches jouent un rôle crucial dans la transmission et 
l’atténuation du mouvement sismique. Dans le cas des sols granulaires, ces deux propriétés ne 
sont pas des constantes intrinsèques, mais varient en fonction des conditions de sollicitation, 
telles que l’amplitude et la fréquence des ondes sismiques, ainsi que des paramètres spécifiques 
à l’état du sol lui-même, à l’image du degré de confinement et de la densité relative du matériau. 

Les approches classiques servant à l’analyse de la propagation du mouvement sismique et leur 
amplification entre le substratum rocheux et la surface se basent principalement sur la 
mécanique des milieux continus, qui stipule une homogénéité et une continuité des matériaux. 
Ces méthodes apparaissent comme efficaces pour les sols cohérents, où les déformations et les 
réponses dynamiques peuvent être modélisées de manière continue. Seulement, cette hypothèse 
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de continuité est moins applicable aux sols granulaires, caractérisés par une texture discontinue 
due à l’agencement des particules individuelles.  

À l’échelle macromécanique, la propagation des ondes a été étudiée de manière approfondie 
dans les travaux de Seed (Seed, 1970). Ses recherches ont conduit à des recommandations 
d’importance capitale quant aux valeurs appropriées du module de cisaillement (G) et du 
facteur d’amortissement (𝜉𝜉) pour différentes conditions du sol, et ceci afin de faciliter les 
analyses de réponse dynamique. L’auteur y compilent des données expérimentales provenant 
d’essais en laboratoire et sur le terrain, permettant de dresser des courbes décrivant la variation 
du module de cisaillement et du facteur d’amortissement en fonction de la déformation en 
cisaillement des sols. Les résultats montrèrent que le module de cisaillement est inversement 
proportionnel à la déformation, alors que le facteur d’amortissement y est proportionnel. Cette 
dépendance est influencée par divers facteurs, tels que la densité du sol, la contrainte de 
confinement, et la nature du sol (argileux, sablonneux, etc.). Les travaux mettent en exergue 
également l’importance de l’incorporation des effets de non-linéarité dans les analyses 
dynamiques en raison des propriétés dynamiques du sol (module de cisaillement et 
amortissement) lesquels évoluent en fonction de l’amplitude des sollicitations. En somme, les 
travaux de Seed aboutirent à la proposition de courbes-types pour différents types de sols. Ces 
courbes sont devenues des références et un classique répandu dans le domaine de l’ingénierie 
sismique, offrant ainsi un outil valeureux pour l’estimation de la réponse des sols face aux 
sollicitations induites par les séismes et les sollicitations dynamiques. Les premières analyses 
de la réponse sismique des sols ont ainsi commencé avec le développement du programme 
SHAKE par Schnabel (Schnabel, 1972). Ce programme était conçu pour analyser la réponse 
sismique des sites avec des couches de sol horizontales. Le programme utilise une approche en 
domaine fréquentiel pour modéliser la propagation des ondes sismiques à travers les couches, 
en tenant compte des paramètres comme le module de cisaillement, le facteur d’amortissement, 
et la densité. SHAKE permet aux ingénieurs de mieux prévoir la réponse des sols aux 
sollicitations sismiques, devenant ainsi un outil standard dans l’ingénierie sismique pour 
l’évaluation des effets de site et la conception des structures. Par la suite, des recherches ont été 
conduits pour simuler la réponse sismique des sols inélastiques. Kausel et Assimaki (Kausel et 
Assimaki, 2002) ont proposé un modèle qui prend en compte la dépendance en fréquence du 
module de cisaillement (𝐺𝐺) et du facteur d'amortissement (𝜉𝜉), ce qui permet de mieux 
représenter la complexité du comportement non-linéaire des sols sous des conditions sismiques. 

A l’échelle micromécanique, et dans l’objectif de mieux analyser la propagation d’onde dans 
les sols, la méthode des éléments discrets (DEM) se présente comme une approche plus 
appropriée pour modéliser la réponse des sols granulaires aux sollicitations sismiques. Cette 
modélisation à l’échelle granulaire détaillée permet ainsi d’affiner davantage les prévisions sur 
la transmission du mouvement sismique et de mieux évaluer les risques associés aux 
phénomènes d’amplification des ondes en surface.  

Les travaux pionniers invoquant la méthode des éléments discrets (DEM) pour modéliser le 
comportement des milieux granulaires ont été réalisés par Cundall et Strack, en 1979 (Cundall 
et Strack, 1979). Dans cette recherche fondamentale, ils ont jeté les bases de cette méthode qui 
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s’est, depuis, imposée comme un outil incontournable pour étudier la propagation des ondes 
dans les milieux granulaires et comprendre leurs mécanismes complexes à l’échelle 
microscopique. 

Dans le cadre de cette approche de modélisation, la propagation des ondes transitoires dans les 
matériaux granulaires a été analysée à l’aide d’un modèle basé sur la méthode des éléments 
discrets par Sadd et al (Sadd, Adhikari et Cardoso, 2000). Trois cas spécifiques ont été étudiés 
: les matériaux secs sans cohésion, les milieux particulaires cimentés élastiques et les matériaux 
granulaires saturés en fluide. Les résultats ont montré que la vitesse des ondes est intimement 
liée à la rigidité des contacts intergranulaires ainsi qu’à la distribution des vecteurs branches 
dans la direction de propagation. Par ailleurs, l’étude révèle que l’atténuation de l’amplitude 
des ondes est significativement influencée par le nombre de vecteurs branches alignés dans la 
direction de propagation. Ces observations mettent en avant l’importance des propriétés 
microstructurales dans le contrôle de la dynamique des ondes dans les milieux granulaires. 
L’influence des chaînes de force sur la diffusion et l’atténuation des ondes dans les matériaux 
granulaires a également été étudiée par Peters et al (Peters, Muthuswamy, Wibowo et al, 2005), 
l’étude révèle que les chaînes de force jouent un rôle primordial dans le comportement 
mécanique des matériaux granulaires, en particulier dans la manière dont ces matériaux 
répondent aux sollicitations dynamiques. Les auteurs montrent, entre autres, que ces chaînes, 
caractérisées par leur hétérogénéité et une forte anisotropie, ne sont pas réparties d’une manière 
uniformément mais plutôt orientées selon des directions préférentielles, influencées par 
l’orientation de la force appliquée. Les résultats indiquent aussi que la structure des chaînes de 
force peut être décrite à l’aide de paramètres clés, tels que leur longueur, la distribution des 
forces qu’elles supportent et leur stabilité face à des charges croissantes. Ces caractéristiques 
ont un rôle de premier plan dans la compréhension du comportement global des matériaux 
granulaires, notamment en ce qui concerne leur résistance, leur déformation, et la manière dont 
les ondes se propagent. Dans le cadre d’une étude sur les instabilités des chaînes de force, 
Campbell (Campbell, 2003) a traité l’effet déstabilisateur de la propagation des ondes par 
l’usage de la modélisation par éléments discrets. Dans cette étude, une analyse des conditions 
conduisant à l’effondrement ou à la rupture de ces chaînes de force est effectuée. Cette 
recherche met en évidence le fait que la stabilité des chaînes de force est fortement dominée par 
les forces extérieures appliquées ainsi que par les propriétés locales des particules, telles que la 
forme, la taille et les frottement intergranulaires. L’étude propose un cadre purement théorique 
pour répondre à la question : comment de petites perturbations peuvent déstabiliser ces chaînes 
de force, entraînant ainsi des déformations ou des écoulements au sein du matériau granulaire ? 
En somme, elle souligne l’importance de la compréhension de la stabilité des chaînes de force 
dans la prédiction et le contrôle du comportement des matériaux granulaires sous diverses 
charges avec des implications significatives pour des domaines tels que la mécanique des sols, 
l’ingénierie des matériaux et la physique des systèmes granulaires.  

Dans une étude approfondie dédiée à l’analyse de l’influence de la forme des particules sur la 
propagation des ondes dans des milieux granulaires, Tang et Yang (Tang et Yang, 2021) ont 
introduit un modèle granulaire innovant capable de traiter un grand nombre de particules non 
sphériques, disposées de manière aléatoire. L’étude a montré que l’augmentation du rapport 
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d’aspect des particules (passant de sphériques à ellipsoïdales) entraîne une augmentation 
significative de la vitesse des ondes élastiques, tant pour les ondes de compression que pour les 
ondes de cisaillement. L’étude révèle que pour des particules non sphériques ayant un rapport 
d’aspect constant, une augmentation du caractère anguleux des particules tend à réduire 
modérément la vitesse des ondes. Les assemblages de particules à fort rapport d’aspect sont 
ainsi associés à une plus large gamme de fréquences transmises, tandis que les assemblages de 
particules plus anguleuses tendent à favoriser la transmittance des fréquences plus élevées. 
Dans le même contexte, Hu et al. (Hu, Wu, Gu et al, 2023) ont conduit une étude détaillée par 
biais de la méthode des éléments discrets (DEM) pour analyser l’influence de la forme des 
particules sur les propriétés dynamiques des sols granulaires. Cette étude se concentre sur la 
simulation d’essais triaxiaux cycliques dans des configurations non drainées, menés sous 
différentes conditions de confinement initial et à divers taux de vide. Ces essais ont permis 
d’explorer l’influence de la forme des grains sur les caractéristiques mécaniques du sol sous 
des sollicitations dynamiques. Les résultats de ces travaux ont mis en avant le fait que les 
échantillons composés de particules anguleuses présentent généralement un module de 
cisaillement sécant (𝐺𝐺) plus élevé que ceux constitués de particules arrondies, indiquant ainsi 
une rigidité initiale supérieure pour les sols formés de particules anguleuses. Cette différence 
s’explique par de meilleures interconnexions entre les particules anguleuses et une plus grande 
résistance au glissement, renforçant ainsi la résistance globale du matériau à la déformation. 
Par ailleurs, bien que la forme des particules n’ait eu d’un impact majeur sur le rapport 𝐺𝐺/𝐺𝐺0 
(où 𝐺𝐺0 représente le module de cisaillement à petite déformation), elle a un effet significatif sur 
le taux d’amortissement (𝐷𝐷) à des niveaux de déformation plus élevés. Cet impact est 
principalement dû à la dilatance, c’est-à-dire l’augmentation du volume des sols granulaires 
sous cisaillement, qui est plus prononcée pour les particules anguleuses, conduisant à un 
amortissement plus élevé. Pour approfondir l’analyse, un nombre de coordination pondéré 
(𝐶𝐶𝐶𝐶′) a été introduit dans le cadre de cette étude afin de quantifier l’effet microscopique de la 
forme des particules sur le module de cisaillement à petite déformation (𝐺𝐺0). Ce paramètre 
permet de relier les interactions entre particules à l'échelle microscopique avec la réponse 
mécanique macroscopique du matériau. Le glissement au niveau des contacts entre particules a 
été identifié comme la principale cause de la dégradation du module de cisaillement et de 
l’augmentation du taux d’amortissement au fur et à mesure que la contrainte de cisaillement 
augmente. Le rapport (𝐺𝐺𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡/𝐺𝐺0), où 𝐺𝐺𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 représentant le module de cisaillement tangentiel, 
a montré une corrélation négative avec le rapport de glissement de contact pondéré (𝑓𝑓𝑠𝑠′), 
suggérant que plus le glissement aux contacts est important, plus la dégradation de la rigidité 
est prononcée.  

Zamani et El Shamy (Zamani et El Shamy, 2011) ont mené une étude de la propagation verticale 
des ondes de cisaillement dans un profil granulaire à travers une modélisation par DEM. Dans 
cette analyse, trois types de dépôts de sol ont été simulé, chacun présentant des porosités 
distinctes, afin d’évaluer l’impact de ces variations sur la propagation des ondes. Différentes 
conditions aux limites du profil ont été considérées dans cette étude, à savoir, une base rigide 
représentant un substrat rocheux, des frontières périodiques modélisant un milieu infini, et une 
surface libre permettant le déplacement. L’analyse est effectuée dans le domaine temporel tout 
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en tenant compte des effets du comportement non-linéaire du sol. Une étude de l’évolution du 
module de cisaillement et du taux d’amortissement pour les basses fréquences a été effectuée 
par ailleurs. Les propriétés issues des simulations DEM ont été utilisées pour calculer la réponse 
du profil supposée comme un milieu continu avec un comportement viscoélastique linéaire en 
utilisant le logiciel SHAKE. Les résultats obtenus ont été ensuite comparés à ceux de la 
modélisation DEM.  

Ning et Evans (Ning et Evans, 2013) ont présenté une étude approfondie de la propagation des 
ondes de cisaillement dans un milieu granulaire à l’aide de la méthode des éléments discrets 
(DEM). Dans cette étude, les particules sont modélisées sous forme de cylindres et soumises à 
des ondes de cisaillement générées à une extrémité du cylindre dont les grains sont regroupés. 
Les vitesses de propagation des ondes ont été évaluées tout au long du modèle numérique. Cette 
approche permit d’examiner en détail l’impact de la fréquence d’excitation, de la taille des 
grains ainsi que la contrainte de confinement sur la vitesse de propagation des ondes de 
cisaillement. Les résultats des simulations mettent en évidence les variations des vecteurs de 
célérité des particules sous différentes conditions expérimentales. Ces observations permettent 
d’obtenir des informations essentielles sur l’impact des interactions microscopiques sur les 
propriétés dynamiques macroscopiques, contribuant ainsi à une compréhension approfondie 
des mécanismes de propagation des ondes dans les sols granulaires. Dans le même contexte de 
propagation des ondes, Ning et al (Ning, Khoubani et Evans, 2015), après avoir développé une 
méthode adaptée pour mesurer la vitesse des ondes dans un modèle d’éléments discrets, ont 
analysé l’impact de la taille des particules et des propriétés élastiques sur la vitesse de 
propagation des ondes. Les résultats ont démontré que la vitesse de propagation des ondes de 
cisaillement peut être mesurée de manière fiable pour des échantillons modélisés en DEM. La 
possibilité de mesurer la vitesse de propagation des ondes de cisaillement à l’aide de simulations 
DEM offre un nouvel outil efficace du point de vue pratique.  

O’Donovan et al. (O’Donovan, Ibraim, O’sullivan et al, 2016) Ont mené une étude 
expérimentale sur un modèle de sol dans une cellule cubique, ils ont ensuite comparé les 
résultats avec des simulations en éléments discrets (DEM) et une modélisation en modèle 
continu. Dans leur étude, ils ont utilisé des émetteurs et des récepteurs à source ponctuelle afin 
d’évaluer les vitesses des ondes de cisaillement et de compression dans les échantillons, à partir 
desquelles les modules élastiques et de cisaillement peuvent être déduits. En conséquence, une 
concordance satisfaisante entre les observations expérimentales et les simulations DEM est 
constatée. Les analyses ont été effectuées en domaine fréquentiel, prenant en compte le filtrage 
des composantes de haute fréquence. La résonance de l’échantillon ainsi que le rapport entre 
les signaux d’entrée et les signaux reçus ont fourni des informations remarquables sur la réponse 
dynamique du système. Ces analyses, combinées aux solutions analytiques issues de la théorie 
des milieux continus, ont démontré que seules certaines fréquences de résonance du système 
ont été efficacement excitées. De plus, les résultats issus des simulations DEM ont permis de 
dégager une étude de la dissipation d’énergie lors de la propagation des ondes, révélant une 
atténuation progressive des composantes de haute fréquence à mesure que l’on s’éloigne du 
point d’excitation. Récemment, Arran et ses collaborateurs (Arran, Mangeney, De Rosny et al, 
2024) ont modélisés le flux des particules sphériques sur une base rugueuse inclinée. Par 
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comparaison aux mesures expérimentales établies sur modèles physiques traitant des ondes 
sismiques émises par les flux des grains (Arran, Mangeney, De Rosny et al, 2021) et (Bachelet, 
Mangeney, Toussaint et al, 2023), ils ont mis en évidence l’effet des vitesses de particules 
situées à la base, dont la mesure est difficile d’accès expérimentalement, sur les propriétés du 
flux.  

Afin de mieux comprendre comment la charge dynamique affecte l’évolution de la 
microstructure et le comportement de l’ensemble granulaire, Fu et al (Fu, Zhou, Zheng et al, 
2023) Ont proposé un critère pour reconnaître le chemin de propagation majeur de la charge 
dynamique dans les matériaux granulaires 2D, appelé « chaîne de force dynamique ». Cette 
analyse a montré que la distribution spatiale des chaînes de force dynamique dans l’indentation 
des matériaux granulaires fournit une mesure directe de la diffusion de la charge dynamique. Il 
est démontré que l’évolution statistique des chaînes de force dynamique a une forte corrélation 
avec les comportements d’indentation. Par ailleurs, la modélisation par éléments discrets de la 
propagation des ondes dans les matériaux granulaires saturés a également suscité un intérêt, 
notamment dans le cadre de l’étude du phénomène de liquéfaction du sable sous vibrations 
sismiques par Nakase et al (Nakase, Tomoyoshi et Hiroyuki,1999). Une analyse de liquéfaction, 
avec supposition que ce phénomène provient de la propagation verticale des ondes de 
cisaillement a été faite par Jiang et al (Jiang, Kamura et Kazama, 2022). Dans leur étude, les 
caractéristiques de liquéfaction des matériaux granulaires consolidés dans des conditions de 
déformation d’onde de Rayleigh, des conditions de déformation idéales sous l’hypothèse d’un 
volume constant, ont été étudiées par la méthode des éléments discrets tridimensionnels (3D 
DEM). Les résultats indiquent que les conditions de déformation d’onde de Rayleigh combinent 
des modes de cisaillement purs et simples. Lorsque le rapport entre l'amplitude de la 
déformation de cisaillement et l’amplitude de la déformation normale augmente, les matériaux 
granulaires ont tendance à avoir une vitesse de liquéfaction plus lente et une résistance à la 
liquéfaction plus élevée. La dégradation de la structure du squelette et l’évolution de 
l’anisotropie structurale accélèrent la liquéfaction des matériaux granulaires. De plus, dans des 
situations de déformation équivalente similaire accumulée par cycle, la condition de 
déformation des ondes de Rayleigh avec une faible valeur de l’amplitude de déformation 
normale rendra les matériaux granulaires plus enclin à la liquéfaction par rapport aux conditions 
de déformation des ondes de Love et SH. 

1.3. Position du problème 

Lors de l’excitation et la propagation d’une onde à travers une couche de sol, à l’échelle 
micromécanique, les grains subissent des forces principalement orientées dans la direction de 
la sollicitation appliquée. Ces forces augmentent proportionnellement en intensité avec 
l’accroissement des excitations, pouvant entraîner la déstabilisation de cette couche et 
provoquer des changements dans les paramètres mécaniques du sol. Cette déstabilisation peut 
également se traduire par une redistribution des forces de contact entre les grains, modifiant 
ainsi le comportement mécanique global du matériau. La simulation numérique 
micromécanique se révèle être un outil précieux pour affûter la compréhension de ces 
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phénomènes, permettant de visualiser l’évolution du comportement des grains sous diverses 
sollicitations. La méthode des éléments discrets (DEM) s’avère particulièrement appropriée 
dans ce contexte. En raison de la nature particulaire du sol — notamment pour les matériaux 
granulaires tels que le sable — la DEM permet de modéliser leur comportement mécanique en 
prenant en compte à la fois les forces externes appliquées aux grains et les interactions 
intergranulaires, incluant les forces de contact et les effets de frottement. Les simulations par 
DEM permettent de répondre à des questions clefs concernant la dynamique vibratoire des 
dépôts granulaires en matière d’estimation des fréquences propres, d’analyser la forme du profil 
de déplacement vertical, notamment dans les situations où de grands déplacements ont lieu. En 
outre, cette méthode apporte des éclaircissements sur le mécanisme d’amplification des 
mouvements sismiques depuis la source d’excitation jusqu’à la surface libre du dépôt et sur sa 
dépendance aux paramètres d’excitation tels que la fréquence et l’amplitude. Elle fournit par 
ailleurs des informations sur l’effet du confinement du dépôt sur sa réponse dynamique. 

Malgré les nombreux travaux portant sur la propagation des ondes à l’aide de la méthode des 
éléments discrets (DEM), plusieurs questions demeurent encore non élucidées et nécessitent 
des investigations plus approfondies. L’objectif principal de ce travail de thèse est d’apporter 
des éléments de réponse et contribuer à une meilleure compréhension du comportement 
macroscopique du sol en analysant les phénomènes qui se produisent à l’échelle microscopique. 
Cela permet de développer des relations constitutives macroscopiques plus robustes, capables 
de capturer de manière précise les effets d’interaction granulaire sur le comportement global du 
matériau sous sollicitation harmonique. 

1.4. Modélisation de la propagation d’ondes dans le sol 

La modélisation de la propagation des ondes dans le sol joue un rôle capital dans l’art de 
l’ingénierie civile, spécialement en géomécanique et en génie sismique. Elle permet, entre 
autres, une appréhension approfondie de la manière dont les sols, en tant que matériaux 
complexes avec des propriétés mécaniques variables, réagissent sous l’effet de charges 
dynamiques telles que les ondes sismiques. Une fine modélisation est alors indispensable pour 
prédire ces comportements, aspect nécessaire à la conception des infrastructures solides et 
pérennes. En génie parasismique, l’objectif principal est de concevoir des structures capables 
de résister aux secousses telluriques. La propagation des ondes sismiques à travers le sol 
détermine les forces auxquelles les bâtiments et infrastructures seront soumises lors d’un 
évènement sismique extrême. Modéliser ces ondes permet ainsi d’évaluer l’impact potentiel 
des séismes sur ces structures, d’identifier les points les plus vulnérables et de concevoir des 
solutions optimisées pour minimiser les défaillances et avaries.  

Les ondes sismiques, lors de leurs propagation le long du profil du sol, interagissent de manière 
plus ou moins complexe avec les différentes couches constitutives de ce sol, ce qui entraîne des 
modifications de leurs vitesses et de leurs amplitudes. Ces interactions déterminent directement 
les modes de propagation des ondes et, par voie de conséquence, l’impact qu’elles peuvent en 
avoir sur les infrastructures, qu’elles soient situées en surface ou en profondeur. Une 
connaissance approfondie et précise de ces phénomènes est essentielle pour prédire les effets 
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sismiques sur les constructions et garantir leur sécurité face aux événements sismiques     
(Wood, 2017). 

Il est bien connu que le sol est un matériau intrinsèquement hétérogène et complexe dont les 
caractéristiques varient considérablement en fonction de sa composition minéralogique, de sa 
granulométrie, de sa porosité et des conditions de liaison à l’échelle des particules. Ces 
variations se traduisent par des différences notables dans ses propriétés mécaniques et sur sa 
réponse vis-à-vis d’un chargement statique ou dynamique. En raison de cette complexité et des 
phénomènes dynamiques, tels que les charges sismiques et les variations de contraintes 
auxquelles le sol est soumis, il est nécessaire d’adopter des approches à différentes échelles 
pour modéliser et comprendre ses comportements. Ces approches englobent, d’un côté, les 
méthodes macromécaniques qui considèrent le sol comme un milieu continu et analysent les 
réponses globales sous des sollicitations externes, et de l’autre, les méthodes micromécaniques 
qui se concentrent sur les interactions à l’échelle des grains individuels et permettent d’explorer 
les mécanismes internes origine des phénomènes observés à l’échelle macroscopique. 

1.4.1. Approches d’analyse Macromécanique 
Les approches macromécaniques prennent pour modèle de sol un milieu continu, homogène ou 
présentant des hétérogénéités à grande échelle. Ces méthodes simplifient la complexité 
inhérente des sols en utilisant des modèles mathématiques globaux qui considèrent le matériau 
de façon uniforme ou avec des variations généralisées. S’appuyant sur la mécanique des milieux 
continus, elles recourent à des équations différentielles pour décrire la réponse du sol face à 
différentes charges statiques, dynamiques ou contraintes. Cette approche est particulièrement 
utile dans les projets d’infrastructure de grande envergure (barrages, ponts, tunnels), en 
permettant de simuler les interactions complexes entre le sol et les structures de manière 
macroscopique, elle permet d’estimer les phénomènes à grande échelle, tels que la propagation 
des ondes sismiques, le tassement des fondations, et les déformations globales. 

Cependant, ces approches ont l’inconvénient de ne pas tenir compte des interactions locales à 
l’échelle intergranulaires, source de plusieurs phénomènes complexes qui peuvent se produire 
et constatés à grande échelle. Pour comprendre ces effets locaux, une modélisation 
micromécanique plus détaillée est nécessaire. Ainsi, les approches macromécaniques sont 
principalement utilisées dans les études d’avant-projet, notamment pour modéliser la 
propagation d’ondes sismiques à grande échelle, analyser la stabilité des pentes et estimer les 
tassements sous charges cycliques. Ces méthodes permettent d’obtenir une vision globale du 
comportement du sol et des interactions sol-structure dans les projets d’infrastructures, offrant 
une base préliminaire pour évaluer les risques et d’adapter les conceptions aux sollicitations 
externes de grande envergure (Achenbach, 2012). 
 
1.4.1.1. Modèles continu du sol 

Ces modèles s’appuient sur une approche de modélisation du sol le considérant comme un 
milieu continu, sans intégrer explicitement ses caractéristiques. En omettant ses éléments 
constitutifs à petite échelle, cette approche permet de simplifier les calculs en utilisant des 
concepts de la mécanique des milieux continus, tout en offrant une vue d’ensemble des 
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comportements mécaniques du sol sous sollicitations diverses. Dans cette approche, le sol est 
traité comme une masse homogène et ses propriétés mécaniques sont décrites par des variables 
moyennes, comme la densité, le module d’élasticité et la contrainte de cisaillement. Les 
équations de la mécanique des milieux continus, telles que les équations aux dérivées partielles 
(EDP), sont alors utilisées pour analyser la réponse globale du sol suite aux charges appliquées, 
aux contraintes et aux déformations (Terzaghi, Peck et Mesri, 1996). 

L’équation dynamique fondamentale pour un modèle de sol en milieu continu est celle de 
Navier-Cauchy, qui décrit l’équilibre des forces internes et externes dans un milieu élastique. 

                                                           ∇ ⋅ 𝜎𝜎 + 𝑓𝑓 = 𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

                                                       (1.1) 
Avec : 

• 𝜎𝜎 : est le tenseur des contraintes (matrice de neuf composants représentant les contraintes 
normales et tangentielles dans le milieu). 

• 𝑓𝑓 : est le vecteur des forces volumiques (par exemple, la gravité). 
• 𝜌𝜌 : est la masse volumique du sol. 
• 𝑢𝑢 : est le vecteur de déplacement. 
• ∇ ⋅ 𝜎𝜎 : représente la divergence du tenseur des contraintes, indiquant la distribution des 

contraintes à travers le sol. 

1.4.1.2. Modèle Élastique  

Le modèle élastique, basé sur l’approche simplifiée décrite par Hooke (1676), est utilisé pour 
représenter le comportement mécanique d’un matériau sous l’effet de charges. Par définition, 
un comportement élastique d’un sol fait référence à sa capacité de se déformer sous l’effet d’une 
charge extérieure tout en retrouvant sa forme initiale une fois cette charge est révoquée. Cette 
réponse élastique revêt une grande importance en mécanique des sols, car elle permet de 
caractériser le comportement de ceux-ci dans des situations où les déformations demeurent 
réversibles. 
 
- Modèle Élastique Linéaire :  

 
Ce modèle constitue une simplification mathématique essentielle en mécanique des milieux 
continus pour décrire leur comportement sous charge, tant que celui-ci reste dans les limites 
de l’élasticité. Il se base sur l’hypothèse d’une relation linéaire entre la contrainte et la 
déformation. En d’autres termes, la déformation est linéairement proportionnelle à la 
contrainte appliquée. Cette hypothèse implique que le comportement du matériau est 
indépendant de l'historique du chargement. Ainsi, un matériau élastique linéaire est donc 
caractérisé par une courbe unique de contrainte-déformation et une relation univoque. De 
surcroit, ce modèle n’engendre pas de dissipation d’énergie lors d’un cycle fermé de 
chargement et de déchargement, ce qui signifie que les déformations sont entièrement 
réversibles, dépourvues de pertes énergétiques (Craig, 2004). 
La loi constitutive pour un matériau élastique isotrope est donnée par Cauchy (1789-1857) 
sous la forme suivante : 

 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = C𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖0                                                       (1.2) 
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où 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖0  dénote le tenseur des contraintes à l’état initial correspondant à une situation de 
déformation nul (𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0) et C𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 représentant le tenseur renfermant les paramètres 
physiques du matériau. 
Considérons à présent un état de contrainte initial nulle (𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 0). Ainsi donc, l’équation 
(1.2) se réécrit comme suit : 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = C𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘                                                          (1.3) 
 

L’équation (1.3) représente l’expression généralisée de la loi de Hooke, dans laquelle 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 et 
𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 sont des tenseurs d’ordre deux, tandis que C𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 est un tenseur d’ordre quatre. Ce tenseur 
peut s’exprimer dans le cas d’un matériau élastique linéaire isotrope par la forme générale : 
 

C𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜇𝜇(𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)                                     (1.4) 
 

Par l’usage des équations (1.3) et (1.4), les expressions des contraintes et des déformations 
deviennent: 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = λ𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝜇𝜇𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖                                                      (1.5) 
 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝜇𝜇(3𝜆𝜆+2𝜇𝜇)

𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1
2𝜇𝜇
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖                                                 (1.6) 

 
Dans ce contexte, le comportement du matériau est complètement déterminé par les deux 
coefficients de Lamé (𝜆𝜆 𝑒𝑒𝑒𝑒 µ). Les expressions, respectivement, de la contrainte (1.5) et de 
la déformation (1.6) peuvent aussi se réécrire de la manière suivante : 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = E
(1+𝜈𝜈)

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜈𝜈𝜈𝜈
(1+𝜈𝜈)(1−2𝜈𝜈)

𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖                                          (1.7) 
 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1+𝜈𝜈
𝐸𝐸
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 −

𝜈𝜈
𝐸𝐸
𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖                                               (1.8) 

 
Ainsi, les deux formules (1.7) et (1.8) montrent que les contraintes et les déformation dans un 
milieu élastique dépendent de deux autres paramètres, en l’occurrence, le module de Young 𝐸𝐸 
et le coefficient de Poisson 𝜈𝜈. Par ailleurs, les paramètres 𝐸𝐸 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜈𝜈 doivent répondre aux exigences 
suivantes : 

 𝐸𝐸 > 0                   −1 < 𝜈𝜈 < 0.5                                               (1.9) 

Dans le cas des sols, le coefficient de Poisson 𝜈𝜈 prend toujours des valeurs positives. 

Il est à noter que les tenseurs de contrainte et de déformation définis par les équations (1.7) et 
(1.8), respectivement, peuvent être exprimés en termes du module de cisaillement 𝐺𝐺 et du 
module de compression 𝐾𝐾 qui correspondent à la décomposition de 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 (en une partie 
hydrostatique p𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 et une autre déviatorique 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) comme suit : 
 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = p𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 = K𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 2𝐺𝐺𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖                                     (1.10) 
 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1
3
𝜀𝜀𝑣𝑣𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

9𝐾𝐾
𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 + 1

2𝐺𝐺
𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖                              (1.11) 
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Figure 1.1. Comportement élastique linéaire et réversible. 

Le tableau 1.1 énumère des seuils du module d’élasticité (𝐸𝐸) en fonction de la nature du sol 
(Bowles et Guo, 1996). 

 
Tableau 1.1. Module d'élasticité selon la nature du sol. 

Type de sol Module d’élasticité 𝑬𝑬𝒔𝒔 (MPa) 

Argile Très molle 2-15 

Molle 5-25 

Medium 15-50 

Ferme 50-100 

Sable Limoneux  5-20 

Lâche 10-25 

Dense 50-81 

 

Les seuils pour le coefficient de Poisson (𝜈𝜈) en fonction de la nature du sol sont, pour leur part, 
présenté dans le tableau 1.2. 

 
Tableau 1.2. Coefficient de Poisson selon la nature du sol 

Types de sols  Coefficient de Poisson 𝝂𝝂 

Argiles saturées  0.4 – 0.5  

Argiles non saturées  0.1 – 0.3  

Argiles sableuses  0.2 – 0.3  

Limons  0.3 – 0.35  

Sables, sables graveleux  0.3 – 0.4  

Roches  0.1 – 0.4  
 

𝜀𝜀 

𝜎𝜎 

𝐸𝐸 
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1.4.1.3. Modèle Plastique  
Le comportement plastique d’un matériau est caractérisé par l’existence de déformations 
irréversibles. Ce type de comportement repose sur deux concepts fondamentaux, à savoir, la 
surface de charge et la règle d’écoulement. 

- Critère de plasticité, ou surface de charge  

La surface de charge représente une limite théorique qui sépare le domaine de comportement 
élastique et celui plastique du matériau. Cette limite est caractérisée par une fonction scalaire 
de charge 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖). Aussi longtemps que les contraintes appliquées restent à l’intérieur de cette 
surface, le matériau demeure en comportement élastique, caractérisé par des déformations 
réversibles. En revanche, dès que les contraintes excèdent cette limite, le matériau entre dans 
la phase plastique où des déformations permanentes et irréversibles prennent naissance. 

- La règle d’écoulement plastique  

Le concept d’écoulement plastique décrit le développement et l’évolution des déformations 
plastiques une fois le critère de plasticité touché. Il précise conjointement la direction et la 
vitesse auxquelles ces déformations irréversibles se produisent sous l’effet des contraintes 
appliquées. 

La surface de charge démarque ainsi l’espace des contraintes en deux zones distinctes : 

• À l’intérieur de cette surface, le matériau subit uniquement des déformations élastiques 
réversibles. 

• À l’extérieur de cette surface, un chevauchement entre les deux phases existe. Ici, les 
déformations sont composées à la fois d’une partie réversible (élastique) et d’une partie 
irréversible (plastique), traduisant l’entrée dans le domaine plastique.  

L’équation associée à ces deux configurations de déformations est généralement exprimée 
comme suit : 
 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑝𝑝                                                           (1.12) 

 
Dans l’espace des contraintes, la fonction de la surface de charge du matériau 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖) sert à 
définir les limites entre les différents comportements mécaniques du matériau sous l’effet des 
contraintes appliquées 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖. Cette surface est définie de la manière suivante : 
• Lorsque 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖) < 0, l’état de contrainte se trouve à l’intérieur du domaine d’élasticité, 

indiquant que le matériau se comporte de manière élastique et que les déformations sont 
entièrement réversibles. Dans ce cas, l’équation (1.10) devient : 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒 . 

• Lorsque 𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = 0, l’état de contrainte se situe exactement sur la frontière de la surface de 
charge. Ceci nous renseigne que le matériau est à la limite du passage d’un comportement 
élastique à celui d’un comportement plastique. Si le sol est en phase de déchargement, la 
variation de déformation est purement élastique avec 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒 . Par contre, si le sol est en 
étape de chargement, la variation de déformation comprend, additionnellement à la partie 
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élastique, une composante plastique. La déformation dotale est dans ce cas représentée par : 
𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑝𝑝 . 

Dans le même contexte où le point représentatif de l’état de contrainte atteint la surface de 
charge (𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = 0), deux scénarios de comportement élastoplastique peuvent apparaître : 

- Modèle parfaitement élastoplastique : dans ce cas, la surface de charge 𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = 0 
reste constante et n’évolue guère sous l’influence de l’augmentation de la charge. Dans 
ce cas de figure, le matériau se comporte de manière parfaitement plastique une fois que 
la surface de charge est atteinte. 
 

- Modèle élastoplastique avec écrouissage : dans ce modèle, la surface de charge 
𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = 0 possède la possibilité d’évoluer suite à l’application de charges 
supplémentaires, généralement en s’étendant ou en se déplaçant dans l’espace des 
contraintes. Ce fait signifie que le matériau devient plus résistant aux déformations 
plastiques à mesure que le chargement appliqué augmente.  

 
• Lorsque 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖) > 0, l’état de contrainte se situe à l’extérieur du domaine élastique, 

renseignant sur l’état de franchissement de la limite élastique par le matériaux et que des 
déformations plastiques, irréversibles, prennent naissance. 
 
Par le truchement du principe du travail plastique maximal, formulé par Hill (Hill, 1950), il 
est possible de décrire la règle d’écoulement qui gouverne le comportement plastique d’un 
matériau. Faisant usage de ce principe en un point régulier situé sur la frontière d’élasticité, 
la déformation plastique prend alors la forme suivante : 
 

𝜀𝜀𝑝𝑝 = 𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜎𝜎)
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                      (1.13) 
 

Dans laquelle 𝜆𝜆 représente un multiplicateur de plasticité (𝜆𝜆 ≥ 0), traduisant l’incrément 
d’écoulement plastique. 
  
La formulation du modèle est complétée sur le plan mathématique par l’adjonction de la 
condition de cohérence, s'exprimant de la manière suivante : 
 

𝑓𝑓 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

:𝜎𝜎 = 0               𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜆𝜆 > 0                               (1.14) 
 

Où l’opérateur ": " représente le produit double contracté. 
 

Toutes les vitesses de déformation autorisées pour le matériau sont alors alignées avec la 
normale extérieure à la frontière d’élasticité et sont proportionnelles au multiplicateur 
scalaire 𝜆𝜆. Ce multiplicateur est différent de zéro uniquement dans le cas où le point matériel 
est en état de chargement plastique. Cependant, les observations expérimentales montrent 
que, pour les sols, le principe du travail plastique maximal ne décrit pas d’une manière 
correcte les vitesses de déformation. Cela conduit à la nécessité de reformuler la règle 
d’écoulement, laquelle peut s’exprimer sous la forme : 

𝜀𝜀𝑝𝑝 = 𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                      (1.15) 
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Dans l’équation (1.13), 𝑔𝑔 représente une fonction du tenseur des contraintes, connue sous le 
nom de potentiel plastique. Lorsque la règle d’écoulement est définie par cette fonction, on 
parle de règle d’écoulement non associée. 

Dans le cas d’un matériau parfaitement plastique, le domaine d’élasticité demeure constant ; 
le point de contrainte 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 ne peut sortir de ce domaine. Les déformations plastiques 
n’apparaissent que lorsque 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 se situe exactement sur la frontière d'élasticité et y demeure. 
En pratique, le critère de plasticité ainsi que le potentiel plastique doivent être déterminés à 
partir d’observations expérimentales. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure 1.2. Courbe des différents comportements d'acier (Lee, 1994). 

1.4.1.4. Critères de plasticité couramment utilisés en mécanique des sols 
 
Les critères de plasticité en mécanique des sols sont très répandus pour déterminer les 
conditions sous lesquelles un sol passe d’un état de comportement élastique à un comportement 
plastique, c’est-à-dire lorsque des déformations irréversibles amorcent leur apparition. Ces 
critères sont formulés en termes de contraintes, et ils servent à prédire la résistance et la stabilité 
des sols sous des chargements mécaniques. Les principaux critères de plasticité d’usages usuels 
sont : 
 
- Critère de Von Mises 

 
Ce critère également connu sous le nom de critère de déformation équivalente ou critère de 
distorsion. Il représente un modèle de plasticité utilisé principalement pour prédire la rupture 
des matériaux ductiles. Ce critère est primordial en ingénierie des matériaux, particulièrement 
pour les métaux et les alliages, mais il peut aussi s’appliquer à certains types de sols et de 
matériaux composites. 
 
Pour intégrer l’effet de la contrainte intermédiaire, Von Mises a proposé que la surface de 
charge soit fonction du second invariant du tenseur des contraintes déviatorique, noté 𝐽𝐽2. 

 

𝜎𝜎 

𝜀𝜀 

𝜎𝜎𝑒𝑒 

𝜀𝜀𝑝𝑝 
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𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = � 𝐽𝐽2 − 𝑘𝑘 = 0                                         (1.16) 
 

Avec 𝑘𝑘 représentant un paramètre de la loi de comportement. Ce dernier caractérise la résistance 
maximale du matériau au cisaillement simple. Ledit critère a été développé pour analyser le 
comportement des métaux, mais il n'est pas particulièrement adapté pour modéliser le 
comportement des sols en raison de sa non prise en compte de la contrainte moyenne dans sa 
formulation. 

La figure 1.2 illustre le critère de plasticité de Von Mises à la fois dans le plan déviatorique et 
dans le plan des contraintes principales. 

 

 

 

 

 

 

 
(a)                                                                          (b) 

Figure 1.3. Représentations du critère de plasticité de Von Mises : (a) – dans le plan déviatorique, (b) 
– dans l’espace des contraintes principales (Lee, 1994). 

- Critère de Tresca 
 

Le critère de Tresca, communément connu sous le nom de critère du cisaillement maximal, est 
principalement utilisé pour caractériser le comportement des matériaux ductiles. Toutefois, il 
peut également être d’usage à certains sols cohésifs, en particulier les sols fins tels que les 
limons et les argiles saturées, où la cohésion joue un rôle crucial dans leur résistance mécanique. 
Ce critère s’exprime par : 
 

𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = (𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3) − 2𝑘𝑘 = 0                                         (1.17) 
 

avec 𝜎𝜎1𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜎𝜎3 sont les contraintes principales extrêmes, avec 𝜎𝜎1 ≥ 𝜎𝜎2 ≥ 𝜎𝜎3 et 𝑘𝑘 est une constante 
correspondant à la contrainte maximale de cisaillement à la rupture. Pour les sols cohésifs, ce 
paramètre 𝑘𝑘 correspond à la cohésion non drainée 𝑐𝑐𝑢𝑢. 

La figure 1.3 montre des représentations du critère de plasticité de Tresca dans le plan 
déviatorique ainsi que dans le plan des contraintes principales. 

 

 

 

 

 

𝜎𝜎1 

𝜎𝜎3 
𝜎𝜎2 
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(a)                                                       (b) 
Figure 1.4. Représentations du critère de plasticité de Von Mises : (a) – dans le plan déviatorique, (b) 

– dans l’espace des contraintes principales 

- Critère de Mohr-Coulomb 
 

Le critère de Mohr-Coulomb est appliqué dans le cas des sols pulvérulents, tels que les sables, 
ainsi qu’aux sols cohérents, comme les argiles et les limons, pour l’évaluation de leur 
comportement à long terme. Ce critère permet de modéliser la résistance au cisaillement de ces 
types de sols tenant compte de la cohésion "𝑐𝑐" et de l’angle de frottement interne "𝜑𝜑". 
 
La surface de charge 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖) pour le cas du critère de Mohr-Coulomb est exprimée comme suit: 
 

𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = (σ1 – σ3)– (σ1 + σ3) sin𝜑𝜑 − 2𝑐𝑐 cos𝜑𝜑 = 0                            (1.18) 
 

La figure 1.4 illustre des représentations du critère de plasticité de Mohr-Coulomb à la fois dans 
le plan déviatorique et dans le plan des contraintes principales. 
 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                      (b) 

Figure 1.5. Représentations du critère de plasticité de Mohr-Coulomb : (a) – dans le plan déviatorique, 
(b) – dans l’espace des contraintes principales. 

- Critère de Drucker-Prager 
 
Le critère de Drucker-Prager représente une extension généralisée du critère de Von Mises, 
spécifiquement adapté aux matériaux granulaires ou pulvérulents. Contrairement au critère de 
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Von Mises, principalement applicable aux matériaux ductiles comme les métaux, le critère de 
Drucker-Prager tient compte des caractéristiques particulières des matériaux granulaires en 
intégrant le premier invariant du tenseur des contraintes 𝐼𝐼1 ainsi que le deuxième invariant du 
tenseur des contraintes déviatoriques 𝐽𝐽2, la formule de ce modèle est donnée par (Lee, 1994) : 
 

𝑓𝑓�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖� = �𝐽𝐽2 − 𝛼𝛼𝐼𝐼1 − 𝐾𝐾 = 0                                             (1.19) 
 

Les paramètres 𝛼𝛼 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑘𝑘 peuvent être déterminés à partir des résultats d’essais en laboratoire. 
Lorsque le paramètre α est nul, on retombe sur la loi de Von Mises. 
 
La figure 1.5 montre des représentations du critère de plasticité de Drucker-Prager à la fois dans 
le plan déviatorique et dans le plan des contraintes principales. 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                  (b) 

Figure 1.6. Représentations du critère de plasticité de Drucker-Prager (a) – dans le plan déviatorique, 
(b) – dans l’espace des contraintes principales 

- Modèle de Cam-Clay  
 
Le modèle de Cam-Clay est un modèle constitutif largement utilisé en mécanique des sols pour 
la description du comportement des sols argileux sous des chargements mécaniques. Développé 
dans les années 1960 à l’Université de Cambridge par Roscoe, Schofield et Wroth, ce modèle 
est particulièrement utile pour la modélisation des phénomènes de compression, de 
consolidation et de cisaillement dans les sols normalement consolidés et légèrement 
surconsolidés. L’état de contrainte dans le cas des essais de cisaillement triaxial axisymétrique 
est exprimé par: 
 

�
𝑃𝑃′ = 1

3
(𝜎𝜎1′ + 2𝜎𝜎3′)        

𝑞𝑞 = 𝜎𝜎1′ − 𝜎𝜎3′ = 𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3
                                            (1.20) 

 
𝑃𝑃′ : Contrainte effective moyenne.  

𝑞𝑞 : Déviateur des contraintes. 

Avec 𝜎𝜎 =  𝜎𝜎′ + 𝑢𝑢 et 𝜏𝜏 = 𝜏𝜏′ (Terzaghi, Peck et Mesri, 1996). 

Pour le cas d’un essai triaxial non drainé de compression : 
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�𝑃𝑃
′ = 1

3
(𝜎𝜎1′ + 2𝜎𝜎3′) = 𝑃𝑃0 + 1

3
𝑞𝑞        

𝑞𝑞 = 𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3                                       
                              (1.21) 

  
Les contraintes effectives se définissent ainsi par : 
 

�
𝑃𝑃′ = 𝑃𝑃 − 𝑢𝑢 = 1

3
(𝜎𝜎1 + 2𝜎𝜎3) − 𝑢𝑢        

𝑞𝑞 = 𝜎𝜎1′ − 𝜎𝜎3′                                            
                              (1.22) 

 
La figure 1.6 illustre l’évolution des contraintes effectives et totales lors d'un essai triaxial de 
cisaillement non drainé en compression. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.7. Chemin des contraintes effectives et totales 

La figure 1.8 montre des représentations du critère de plasticité de Cam-Clay à la fois dans le 
plan déviatorique et dans le plan des contraintes principales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                      (b) 
Figure 1.8. Modèle de plasticité de Cam-Clay (Roscoe et Schofield, 1963) (a) – dans le plan 

déviatorique, (b) – dans l’espace des contraintes principales. 
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1.4.2. Approches d’analyse micromécanique 
 
L’utilisation des approches micromécaniques dans l’analyse de la propagation des ondes se 
focalisent sur l’étude des interactions complexes qui prennent lieu au sein des matériaux à une 
échelle extrêmement fine, souvent à l’échelle granulaire. Ces approches visent à modéliser et à 
appréhender le comportement global du matériau émergeant des interactions intergranulaires à 
cette échelle microscopique, en tenant compte les effets de contact ainsi que des phénomènes 
non linéaires entre les grains. 

Ces méthodes permettent de modéliser et de mieux comprendre l’influence des mécanismes et 
des interactions micromécaniques sur le comportement global du matériau lorsque celui-ci est 
soumis à des excitations sismiques ou à d'autres types de vibrations. Elles offrent la possibilité 
d'analyser en détail les différents phénomènes se produisant dans un sol constitué de divers 
minéraux et de vides. La propagation des ondes est souvent modifiée par des phénomènes de 
réflexion, réfraction et de diffraction. Ces interactions complexes affectent de manière 
significative la vitesse, l'amplitude et la direction des ondes à travers le matériau. 

Les approches micromécaniques font fréquemment appel à des techniques avancées relevant 
de la modélisation numérique à l'échelle microscopique, notamment les simulations par la 
méthode en éléments discrets. Elles intègrent également des expérimentations en laboratoire 
sur des échantillons microscopiques afin de valider et affiner les modèles théoriques. Ces 
méthodes combinent ainsi des outils numériques de pointe et des observations empiriques pour 
offrir une description approfondie du comportement des matériaux à l'échelle microscopique. 

Ces analyses micromécaniques permettent d’étudier de manière plus précise des phénomènes 
tels que la dispersion des ondes (due à la vitesse de la célérité des ondes en fonction de la 
fréquence) et l’atténuation de mouvement (amortissement de l’amplitude en fonction de 
l’espace-temps). En conséquence, ces approches sont essentielles pour prédire avec une 
précision meilleure le comportement des sols et des matériaux soumis aux phénomènes de 
propagation des ondes, ce qui revêt une importance capitale en géotechnique et en génie 
sismique. Ces techniques forment ainsi des outils indispensables pour contribuer à l’améliorer 
de la compréhension et la modélisation des phénomènes dynamiques complexes affectant les 
matériaux et les structures dans des domaines variés. 

1.4.2.1. Modèles basés sur la Méthode des Éléments Discrets (DEM)  
 
Dans un modèle fondé sur la Méthode des Éléments Discrets (DEM), le matériau est représenté 
comme un ensemble de particules discrètes (grains) interagissant entre elles par des forces de 
contact ou des liaisons, sans nécessité de définition d’une structure continue. Cette méthode se 
révèle particulièrement bien adaptée à la modélisation des matériaux granulaires, où les lois 
d’interaction entre les grains individuels jouent un rôle déterminant dans la description du 
comportement global du matériau. La DEM permet une représentation réaliste de divers 
phénomènes physiques, tels que la propagation des ondes, l’évolution des états de contrainte, 
la déformation, les déplacements et la rupture, rendant ainsi cette méthode idoine pour analyser 
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des systèmes où les interactions microscopiques édictent directement la réponse macroscopique 
du sol. 
 
1.4.2.2. Modèles avec homogénéisation des paramètres 

L’objectif principal de l’utilisation de ces modèles est de simplifier la représentation de la 
microstructure en décrivant le matériau à l’aide de propriétés et des paramètres moyennes 
effectives, tout en conservant l’influence des hétérogénéités. En s’appuyant sur la théorie des 
milieux équivalents homogénéisés, cette approche permet d’inclure les effets de la 
microstructure tout en réduisant les exigences en terme des calculs. Le matériau hétérogène est 
ainsi remplacé par un matériau homogène doté de propriétés globales équivalentes, capables de 
reproduire fidèlement le comportement moyen du milieu. Cette méthodologie apporte des 
simplifications dans l’analyse tout en capturant l’essence des phénomènes associés aux 
variations microscopiques. 

1.4.2.3. Modèles Stochastiques des paramètres 
 
L’utilisation de modèles probabilistes a pour objet de représenter les variations aléatoires des 
paramètres présentes au sein de la microstructure du milieu. Dans ce contexte, les propriétés 
locales du matériau sont modélisées comme des variables aléatoires, permettant ainsi de rendre 
compte de la variabilité intrinsèque des paramètres réels. Cette approche permet une description 
plus rigoureuse de l’incertitude et de l’hétérogénéité des structures microstructurales, ce qui 
conduit à une analyse fine et fiable du comportement globale des matériaux dans des diverses 
conditions. 

1.5. Conclusion 

Les recherches présentées dans ce chapitre ont permis de montrer l’efficacité de la méthode des 
éléments discrets (DEM) dans l’analyse et la compréhension des phénomènes physiques 
observés à l’échelle macromécanique, et ce, à partir de simulations réalisées à l’échelle 
microscopique. Ces travaux ont mis en lumière l’impact de divers paramètres, tels que la taille, 
la forme, la distribution et la rugosité des grains, ainsi que les caractéristiques des contacts entre 
particules, sur le comportement dynamique du milieu granulaire. Cette approche permet 
d’obtenir une compréhension plus approfondie et précise des mécanismes sous-jacents aux 
phénomènes observés à une échelle réelle. 

Les travaux basés sur la méthode des éléments discrets (DEM) ont notablement enrichi la 
compréhension des phénomènes associés à la réponse dynamique des sols. Ces recherches ont 
permis par ailleurs de souligner le fait que la DEM est un outil d’expérimentation numérique 
puissant pour l’analyse détaillée de la propagation des ondes dans les matériaux granulaires. En 
permettant une modélisation précise des interactions entre particules et des mécanismes 
microscopiques, la DEM offre une vision approfondie des mécanismes sous-jacents et améliore 
la prédiction du comportement dynamique des sols, y compris leurs réponses à des sollicitations 
sismiques et dynamiques complexes. 
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Malgré les avancées significatives réalisées dans le domaine de la méthode des éléments 
discrets (DEM), les travaux portant sur la propagation des ondes dans le sol à l’échelle 
micromécanique restent encore limités. De nombreuses questions demeurent sans réponse, 
notamment en ce qui concerne l’amplification du mouvement, l’estimation de la fréquence 
propre, l’analyse de la dégradation du module de cisaillement et sa dépendance vis-à-vis de la 
fréquence et de l’amplitude de l’excitation. À cela s’ajoutent des incertitudes relatives aux 
grandes déformations ainsi qu’aux mécanismes d’amortissement associés aux mouvements 
sismiques. Ces aspects sont pourtant essentiels pour une compréhension approfondie des 
comportements dynamiques des sols. Il est donc crucial de poursuivre les efforts de recherche 
et de développement dans ce domaine, afin d’améliorer la fiabilité des modèles existants, 
d’enrichir leur capacité prédictive et de répondre aux défis actuels en géotechnique et en génie 
parasismique par des approches plus robustes et complètes. 
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Chapitre 2. Propagation d’ondes dans le sol 
 

2.1.  Introduction 
 

Les ondes sismiques sont des vibrations qui se propagent à travers les différentes couche de la 
terre jusqu’à la surface. Ces ondes sont une conséquence des événements tels que les 
tremblements de terre, les explosions ou les éruptions volcaniques. Elles jouent un rôle essentiel 
dans la compréhension des mécanismes internes de la terre, la prévision des risques sismiques 
et la conception d’infrastructure capable de résister aux séismes. Les ondes sismiques se 
classifient principalement en trois types (Aki et Richards, 2002): 
 
- Ondes P (Primaires) : Les ondes P, également appelées ondes de compression ou ondes 

longitudinales, se propagent par des cycles de compression et de décompression dans la 
direction de propagation. Les particules du sol vibrent dans la même direction que l'onde, 
créant ainsi des zones alternées de compression et d'expansion. Ces ondes se déplacent plus 
rapidement que toutes les autres catégories d'ondes sismiques et peuvent traverser les 
solides, les liquides et les gaz. En raison de leur vitesse élevée, elles sont les premières à être 
détectées par les sismographes lors d'un séisme (Kramer et Stewart, 2024). 
 

-  Ondes S (Secondaires) : Les ondes S, également connues sous le nom d’ondes de 
cisaillement ou transversales, se déplacent par déformation perpendiculaire à la direction de 
propagation. Contrairement aux ondes P, où les particules vibrent dans le sens de l'onde, les 
particules du sol vibrent perpendiculairement à la direction de propagation des ondes S. Ce 
mode de propagation fait que les ondes S sont plus lentes que les ondes P et contrairement à 
ces dernières, elles ne se propagent que dans les solides et ne peuvent traverser les liquides 
ou les gaz. 
 

- Ondes de Surface : Les ondes de surface se scindent principalement en deux catégories ; les 
ondes de Love et les ondes de Rayleigh. Pour la première, ce sont des ondes caractérisées 
par un déplacement horizontal, perpendiculaire à la direction de propagation. Elles se 
propagent exclusivement à la surface de la Terre, générant des mouvements horizontaux qui 
peuvent causer des déformations significatives dans les structures en surface. Pour les 
secondes, celle de Rayleigh, ce sont des ondes qui se déplacent également à la surface de la 
Terre, mais leur mouvement est elliptique, ressemblant à des vagues à la surface de l'eau. 
Elles induisent des mouvements combinés verticaux et horizontaux, provoquant un effet 
ondulatoire complexe qui peut entraîner des perturbations importantes au niveau de la 
surface. 

Identifier la réponse d’une couche de sol face à une sollicitation sismique ou dynamique est 
l’un des défis majeurs du génie parasismique. L’objectif est d’identifier les propriétés du 
mouvement sismique près de la surface du sol. Il est essentiel de réaliser cette évaluation pour 
tous les problèmes liés au comportement du sol de fondation, tels que les tassements, les 
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ruptures par liquéfaction, …etc. De manière générale, elle représente également la première 
étape essentielle pour résoudre les problèmes d’interaction entre le sol et la structure. Cette 
étape peut être plus ou moins visible en fonction de la méthode de solution utilisée (solution 
complète, sous-structures, impédances...etc.) ; elle peut être totalement inutile pour les 
fondations superficielles traitées par la méthode des impédances, car la sollicitation dynamique 
est définie directement à la surface du sol. Dans cette situation, il est important que la 
sollicitation soit en adéquation avec les caractéristiques des sols sous-jacents. 

Le chapitre présent traite de la réponse dynamique d’une couche de sol meuble délimité par un 
substratum rocheux à sa base, comme illustré sur la figure 2.1. L’excitation dynamique au 
niveau de cette base engendrera des ondes de déplacements horizontaux et verticaux à travers 
cette couche de sol. Cette excitation dynamique génère concomitamment des ondes de 
compression et des ondes de cisaillement dans le sol.  

Les ondes de compression dans le sol peuvent provoquer des déplacements importants et, dans 
certains cas, endommager les structures situées en surface. Toutefois, les dommages structurels 
résultant de ces ondes verticales de compression demeurent généralement limités. Il est 
largement reconnu que la majorité des dégâts subis par les structures sont principalement causés 
par les ondes de cisaillement issues du sol, notamment par des mécanismes tels que le 
cisaillement des poteaux porteurs. En conséquence, les études présentées dans ce chapitre se 
concentreront exclusivement sur la propagation des ondes de cisaillement dans le sol. 

Certaines solutions de ce problème de la propagation d’onde et la réponse du sol seront 
présentées, principalement pour une couche élastique linéaire. 

 

 
 
 
 

 

Figure 2.1. Sol meuble sur un substratum rocheux. 
 

L’effet d’amortissement hystérétique dans le sol meuble sera également considéré. 

Les modèles examinés dans ce chapitre représentent une approximation en géotechnique, en se 
basant sur certaines hypothèses simplificatrices (une couche de sol élastique meuble faible sur 
un substratum rocheux à la base de grande profondeur et une excitation périodique) qui sont 
supposées être applicables dans une grande variété de situations de terrain (Seed, 1982),  
(Kramer et Stewart, 2024). 

Il est important de souligner que le sol est considéré d’une certaine rigidité pour faire face aux 
contraintes de cisaillement causées par les vibrations à partir du substrat rocheux à la base sans 

𝑥𝑥 
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engendrer la rupture du massif de sol. Plus précisément, il n'est pas tenu compte de la 
liquéfaction d'un sol sablonneux meuble. Le risque de liquéfaction du sol est très important 
dans les zones où l'on peut s'attendre à des séismes, et il est préférable de ne pas édifier sur des 
sols meubles ou de compacter ces sols avant de construire une structure dessus (Seed, 1982). 

2.2. Propagation d’ondes dans un milieu élastique et isotrope 

Pour le cas d’une excitation harmonique générant des ondes progressives à partir du substratum 
rocheux jusqu’à la surface, la réponse en terme de déplacement s’écrit comme suit (Verruijt, 
2009) : 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢0 sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)� = 𝑢𝑢0 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜆𝜆𝜆𝜆) = 𝑢𝑢0 sin(2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑇𝑇
− 2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐿𝐿
)                  (2.1) 

 
Où 𝑢𝑢 est le déplacement horizontal au substratum rocheux, 𝑢𝑢0 son amplitude, 𝜔𝜔 est la fréquence 
angulaire de l’onde et 𝑐𝑐 la célérité de l’onde se propageant à partir du massif rocheux. 

Le paramètre 𝜆𝜆 est le nombre d’onde. La période de l’onde 𝑇𝑇 et sa longueur 𝐿𝐿 sont liés à la 
fréquence 𝜔𝜔 et au nombre d’onde 𝜆𝜆 par les relations : 

𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇

                                                             (2.2) 
 

    𝜆𝜆 = 2𝜋𝜋
𝐿𝐿

                                                              (2.3) 
 

La célérité d’onde est donnée en fonction du module de cisaillement 𝐺𝐺 et de la masse volumique 
𝜌𝜌 du milieu traversé, elle est présentée par l’équation : 

𝑐𝑐 = �𝐺𝐺
𝜌𝜌
                                                             (2.4) 

 
L’épaisseur des couches de sol meuble au-dessus du substratum rocheux de base est souvent de 
l’ordre de ℎ = 10 𝑚𝑚 à 40 𝑚𝑚, laissant déduire que la longueur d’onde 𝐿𝐿 est plus importante par 
rapport à l’épaisseur de la couche de sol ℎ. Ce constat signifie que sur une distance horizontale 
raisonnablement grande, le déplacement à la base du sol est le même, ce qui justifie l’hypothèse 
du caractère unidimensionnelle de la propagation d’onde dans la direction verticale. 

Par ailleurs, afin de préciser davantage l’analyse, on peut supposer que, dans l’ensemble du sol, 
les déplacements horizontaux prennent la forme suivante : 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑧𝑧) sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                             (2.5) 

 
Où 𝑓𝑓(𝑧𝑧) est une fonction de forme dépendant de 𝑧𝑧 uniquement. Le facteur 𝑥𝑥/𝑐𝑐 dans l’équation 
(5) indique que la coordonnée horizontale 𝑥𝑥 entraîne un déphasage de 𝑥𝑥/𝑐𝑐, qui est constant si 
𝑥𝑥 est constant. 



 

Chapitre 2                                                                                                                Propagation d’ondes dans le sol  
 
 

28 
 

2.3. Vibrations horizontales de cisaillement 

Les vibrations horizontales sont d’une grande importance dans l’étude d’un profil de sol 
élastique, car elles sont produites par le mouvement dominant qui est de direction horizontale 
à partir de la base rocheuse. Le problème de propagation est supposé être unidimensionnel, avec 
un déplacement qui est fonction de la coordonnée verticale de la profondeur 𝑧𝑧 et du temps 𝑡𝑡. 
 

 

 

 

 

 

Figure 2.2. Contrainte dans un élément de sol. 

L’équation différentielle de base considérée est celle de l’onde unidimensionnelle, représentant 
le mouvement d’un élément de sol tel qu’illustré à la figure 2.2. Il s’agit d’une équation aux 
dérivées partielles (EDP) hyperbolique du second ordre, décrivant la propagation des ondes de 
cisaillement. Sa résolution nécessite la définition de deux conditions aux limites : l’une portant 
sur la variable elle-même (condition de Dirichlet) et l’autre sur la dérivée de cette variable 
(condition de Neumann). 

Pour diminuer l’ordre des conditions aux limites exigées pour ce problème, il est préférable et 
judicieux de découpler l’EDP en un système de deux équations aux dérivées partielles de 
premier ordre, c’est-à-dire ; chaque EDP contiendrait la combinaison des deux variables d’état 
du mouvement du sol, à savoir ; le déplacement 𝑢𝑢 et la contrainte tangentielle 𝜏𝜏, puis le couplage 
de ces deux équations pour obtenir l’équation d’équilibre des forces horizontales. Cette dernière 
s’écrit : 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

                                                         (2.6) 
Avec 𝜌𝜌 la masse volumique du sol.  

L’équation qui relie la contrainte aux déplacements en théorie élasticité est donnée par : 

𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝐺𝐺(𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)                                                    (2.7) 
 

Où 𝐺𝐺 est le module de cisaillement du sol et 𝛾𝛾 est le taux de déformation par cisaillement. Sur 
la base de l’observation de l’équation précédente, nous concluons que la propagation d’onde 
dans la direction 𝑥𝑥 est assez importante par rapport à l’épaisseur ℎ de la couche, par contre, la 

dérivée 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 est petite devant 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, ce qui autorise de réduire l’équation (2.7) à : 

𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝐺𝐺 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                       (2.8) 
 

𝜏𝜏 

𝜏𝜏 + �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑧𝑧 

𝑢𝑢 
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La combinaison deux équations (2.6) et (2.8) donne : 

  𝐺𝐺 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑍𝑍2

= 𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

                                                        (2.9) 

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑐𝑐2 𝜕𝜕
2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑍𝑍2
                                                       (2.10) 

Où 𝑐𝑐 est la célérité de propagation des ondes de cisaillement dans le sol, 

𝑐𝑐2 = 𝐺𝐺
𝜌𝜌
                                                           (2.11) 

L’équation (2.10) représente le modèle de base de propagation des ondes dans un milieu 
élastique. On peut noter que le sol est généralement un milieu composé de deux phases; 
particules solides et phase aqueuse, mais pour les déformations de cisaillement, l’effet de la 
deuxième phase est négligeable. 

2.4. Solutions analytiques du modèle de propagation d’onde dans une couche 
de sol 

2.4.1. Couche de sol non chargée 
 
Le cas présent est le plus simple qui traite d’une couche de sol homogène sans chargement 
surfacique. On suppose que le comportement du matériau de la couche est élastique linéaire et 
isotrope. L’amortissement, qui est une propriété essentielle des sols meubles n’est pas pris en 
compte ici en premier lieu. Les conditions aux limites pour cette configuration sont : 

- Une excitation harmonique à la base pour 𝑧𝑧 = ℎ : 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢0 sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                              (2.12) 

- Une surface libre pour 𝑧𝑧 = 0, traduisant la condition de nullité du cisaillement en 
surface : 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0                                                       (2.13) 

La limite inférieure de la couche du sol, soumise à une excitation harmonique sinusoïdale, est 
indiquée par la première condition aux limites, tandis que la deuxième condition aux limites 
indique que la surface de la couche de sol (la surface du sol) est libre. Le déplacement vertical 
𝑤𝑤 est négligeable en conséquence du fait que 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
 << 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
. La résolution du problème défini 

par l’équation (2.10), après application des conditions aux limites (2.12) et (2.13), s’écrit 
(Verruijt, 2009) : 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢0
(cos𝜔𝜔𝑐𝑐𝑧𝑧)

cos(𝜔𝜔𝑐𝑐ℎ)
sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥

𝑐𝑐
)�                                            (2.14) 

Toutes les conditions nécessaires peuvent être facilement vérifiées avec cette solution. Les 
déplacements sont tous en phase avec la fonction d’excitation à la base. Si l’amplitude des 
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déplacements à la surface de la couche est notée par 𝑢𝑢𝑠𝑠, on obtient la fonction d’amplification 
de mouvement comme suit : 

𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑢𝑢0

= 1
cos(𝜔𝜔𝑐𝑐ℎ)

                                                       (2.15) 

Ce paramètre d’amplification est toujours supérieur à celle de la base, car la fonction 1
cos(𝜔𝜔𝑐𝑐ℎ)

 est 

toujours supérieur à 1. Pour certaines valeurs de la fréquence d’excitation 𝜔𝜔, l’amplification de 
mouvement au niveau de la surface de la couche peut devenir assez importante, cette 
configuration indique une situation de résonance. Les fréquences pour lesquelles cette situation 
se produit sont obtenues par annulation du dénominateur cos(𝜔𝜔

𝑐𝑐
ℎ) = 0. Ainsi, la condition 

générale pour les fréquences propres est donnée par 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑘𝑘 = (2𝑘𝑘 + 1). 𝜋𝜋𝑐𝑐
2ℎ

 (𝑘𝑘 = 0, 1, 2 … . ).  

La première fréquence de résonance (mode fondamental) est donnée par : 

𝜔𝜔 = 𝜔𝜔1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋
2ℎ

= 1,571 𝑐𝑐
ℎ
                                            (2.16) 

À titre d’exemple, pour une couche de sol de 2𝑚𝑚 d’épaisseur avec une vitesse de propagation 
𝑐𝑐 = 200𝑚𝑚/𝑠𝑠, les trois premiers modes propres, obtenus à partir de l’équation (2.14) sont 
présentés sur la figure 2.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.3. Modes propres pour une couche de sol élastique non chargée. 
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Sachant que la pulsation 𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇

  où 𝑇𝑇 représente la période de vibration, la première période 
de résonance est alors : 

𝑇𝑇 = 𝑇𝑇1 = 4ℎ
𝑐𝑐

                                                       (2.17) 

Le rapport ℎ
𝑐𝑐
 correspond au temps nécessaire pour que l'onde traverse la couche de sol, que ce 

soit depuis la base vers la surface ou dans le sens inverse. Cela implique qu'une résonance se 
produit lorsque la période de vibration est quatre fois (04) le temps requis pour traverser une 
couche (temps de deux aller-retours). On peut comprendre cela en observant l'impact d'un quart 
d'onde pendant lequel une contrainte de cisaillement périodique agit à la base de la couche. Le 
profil du sol sera traversé par une onde de cisaillement qui sera réfléchie à la surface comme 
une onde de cisaillement avec un signe inverse. De même, cela se manifestera à la surface de 
la couche sous la forme d'une onde de cisaillement sous le signe initial, et cette onde devra 
traverser une autre profondeur du profil h pour atteindre la base. Si l'onde traverse une distance 
de 4ℎ et rencontre une autre onde de même signe, il peut y avoir interférence constructive entre 
ces ondes. C’est le cas si la période 𝑇𝑇 = 4ℎ

𝑐𝑐
. Dans cette situation, une onde significative sera 

produite dans la couche de sol, ce qui engendre une résonance. 

Dans les sols secs, on peut estimer le module de cisaillement en utilisant l’expression suivante. 

𝐺𝐺 ≈ 1
2
𝐶𝐶𝜎𝜎𝑣𝑣                                                       (2.18) 

Dans le cas d’un chargement dynamique, 𝐶𝐶 correspond au coefficient de compression du sol 
(qui est d’environ 250 à 2500 pour le sable et 100 à 1000 pour l’argile), tandis que 𝜎𝜎𝑣𝑣 
correspond à la contrainte verticale. La contrainte moyenne au niveau de la couche est obtenue 
comme : 

𝜎𝜎𝑣𝑣 ≈
1
2
𝜌𝜌𝜌𝜌ℎ                                                         (2.19) 

Avec 𝑔𝑔 accélération due à la gravité. Ainsi, il est possible de formuler que la vitesse de 
propagation d’onde 𝑐𝑐 peut être estimée en utilisant l'équation suivante : 

𝑐𝑐 ≈ 1
2�𝐶𝐶𝐶𝐶ℎ                                                       (2.20) 

2.4.2. Couche de sol avec charge en surface 
 
Considérons le cas d’une couche de sol avec un chargement reparti à sa surface, conformément 
à la Figure 2.4. On suppose que le comportement du matériau de la couche est, dans ce cas 
aussi, élastique, linéaire et isotrope. Parallèlement, l’effet d’amortissement n’est pas pris en 
considération dans ce cas de figure. Les conditions aux limites sont par ailleurs : 

- Une excitation harmonique à la base pour 𝑧𝑧 = ℎ : 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢0 sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                            (2.21) 

- Une surface chargée pour 𝑧𝑧 = 0 : 
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𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜏𝜏 = 𝐺𝐺 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                  (2.22) 

Avec 𝑄𝑄 est une surcharge surfacique dont l’influence peut être exprimée comme une épaisseur 
d’une couche de sol supplémentaire équivalente, 𝜏𝜏 est la contrainte de cisaillement transmise 
entre la charge surfacique et le bord libre du sol. L’équation précédente peut aussi s’écrire par 

 𝑄𝑄 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑐𝑐2 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                     (2.23) 

 

 

 

 

 
 

Figure 2.4. Couche de sol avec charge en surface. 

La résolution du problème défini par les équations (2.10) et après application des conditions 
aux limites (2.21) et (2.23) est : 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢0
cos�𝜔𝜔𝜔𝜔𝑐𝑐 �−�

𝜔𝜔𝜔𝜔
𝑐𝑐 � sin�

𝜔𝜔𝜔𝜔
𝑐𝑐 �

cos�𝜔𝜔ℎ𝑐𝑐 �−�
𝜔𝜔𝜔𝜔
𝑐𝑐 � sin�

𝜔𝜔ℎ
𝑐𝑐 �

sin(𝜔𝜔(𝑡𝑡)                           (2.24)   

                   
Cette solution est facile à vérifier pour toutes les conditions requises et aussi à ramener à la 
solution du cas précédent si la charge surfacique venait à s’annuler (𝑄𝑄 = 0).  

Si l’amplitude des déplacements à la surface de la couche est notée par 𝑢𝑢𝑠𝑠, on obtient la fonction 
d’amplification de mouvement comme suit : 

𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑢𝑢0

= 1

cos�𝜔𝜔ℎ𝑐𝑐 �−�
𝜔𝜔𝜔𝜔
𝑐𝑐 � sin�

𝜔𝜔ℎ
𝑐𝑐 �

                                             (2.25) 

Cette expression montre clairement que le degré d’amplification du mouvement dépend 
principalement des différents paramètres du sol et des caractéristiques d’excitation elle-même 
(amplitude et fréquence d’excitation). 

Aussi, une résonance peut se produire avec une amplification maximale du mouvement. Cette 
configuration est obtenue si l’on annule le dénominateur dans l’équation (2.25).   

Si l’on note la première fréquence de résonance par 𝜔𝜔1, sa valeur peut être déterminée à partir 

de la condition : cos �𝜔𝜔ℎ
𝑐𝑐
� − �𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑐𝑐
� sin �𝜔𝜔ℎ

𝑐𝑐
� = 0 ⟹ cos �𝜔𝜔ℎ

𝑐𝑐
� = �𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑐𝑐
� sin �𝜔𝜔ℎ

𝑐𝑐
�, soit : 

�𝜔𝜔1𝑄𝑄
𝑐𝑐
� = cot �𝜔𝜔1ℎ

𝑐𝑐
�                                                (2.26) 

𝑥𝑥 

𝑧𝑧 
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ℎ 

𝑄𝑄 
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Pour une couche de sol, à titre d’exemple, est d’une épaisseur de 2𝑚𝑚 avec une vitesse de 
propagation 𝑐𝑐 = 200𝑚𝑚/𝑠𝑠 et un chargement à la surface équivalent à 0.5𝑚𝑚, les trois premiers 
modes propres calculés numériquement sont présentés dans la figure 2.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 2.5. Modes propres pour une couche de sol élastique avec un chargement. 

2.4.3. Couche de sol pour un matériau de type Gibson 
 
Une couche de sol peut présenter simultanément une homogénéité physique et une 
hétérogénéité mécanique, c’est-à-dire qu’elle peut être formée du même matériau mais ayant 
des propriétés mécaniques qui varient avec la profondeur. Un sol qui présente une évolution 
linéaire du module de cisaillement avec la profondeur est classé comme sol de type Gibson, la 
variation du module de cisaillement peut se traduire par (Gibson, 1967): 

𝐺𝐺 = 𝐺𝐺0𝑧𝑧/ℎ                                                        (2.27) 

L’équation différentielle d’équilibre fait intervenir les forces de cisaillement et la force 
d’inertie, telle que : 

𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝐺𝐺 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)                                               (2.28) 

Où 𝜏𝜏 est la contrainte de cisaillement. 

0.00E+000 7.00E+014 1.40E+015 2.10E+015 2.80E+015
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

ω1=126.46 rad/s

Profondeur (m)

Déplacement (m)
-4.50E+010 -3.00E+010 -1.50E+010 0.00E+000 1.50E+010 3.00E+010

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Profondeur (m)

ω2=393.52 rad/s Déplacement (m)

-4x106 -3x106 -2x106 -1x106 0 1x106 2x106 3x106 4x106
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

ω3=681.40 rad/s Déplacement (m)

Profondeur (m)



 

Chapitre 2                                                                                                                Propagation d’ondes dans le sol  
 
 

34 
 

Par introduction de (2.27), l’équation différentielle de propagation d’onde dans ce type de 
milieu devient : 

1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑧𝑧
ℎ
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

+ 1
ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                (2.29) 

Avec la célérité d’onde 𝑐𝑐 donnée par : 

𝑐𝑐 = �𝐺𝐺0/𝜌𝜌                                                         (2.30) 

La couche de sol est soumise à une excitation sinusoïdale donnée par : 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑧𝑧) sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                            (2.31) 

Le remplacement de cette expression dans d’équation (2.29) conduit à une équation aux 
dérivées ordinaires de la fonction 𝑓𝑓. 

𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑧𝑧2

+ 1
𝑧𝑧
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜔𝜔2ℎ
𝑐𝑐2𝑧𝑧

𝑓𝑓 = 0                                         (2.32) 

Il s’agit en fait de l’équation de Bessel dont la solution générale prend la forme : 

𝑓𝑓 = 𝐴𝐴𝐽𝐽0(2𝜔𝜔√𝑧𝑧ℎ/𝑐𝑐) + 𝐵𝐵𝑌𝑌0(2𝜔𝜔√𝑧𝑧ℎ/𝑐𝑐) 

Avec 𝐽𝐽0(𝑥𝑥) et 𝑌𝑌0(𝑥𝑥) représentent les fonctions de Bessel d’ordre zéro et du première et 
deuxième espèces respectivement (Abramowitz et Irene, 1964). 

Par application de la condition aux limites à la surface telle que la contrainte de cisaillement 
soit nulle, 

𝑧𝑧 = 0 ∶  𝜏𝜏 = 0                                                  (2.33) 

On déduit que le coefficient 𝐵𝐵 = 0. Une autre condition aux limites est applicable à une 
profondeur 𝑧𝑧 = ℎ : 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢0 sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                      (2.34) 

Il en résulte : 

    𝐴𝐴 = 𝑢𝑢0
𝐽𝐽0(2𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐)

                                                         (2.35) 

Finalement, la solution complète sera : 

𝑢𝑢(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢0
𝐽𝐽0(2𝜔𝜔√𝑧𝑧ℎ/𝑐𝑐)
𝐽𝐽0(2𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐)

sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                (2.36) 

La fonction d’amplification du mouvement à la surface est donnée alors par : 

𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑢𝑢0

= 1
𝐽𝐽0(2𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐)

                                                    (2.37) 
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Ce facteur d’amplification est toujours supérieure à celle de la base, car la fonction 1
𝐽𝐽0(2𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐)

 est 

toujours supérieur à l’unité. Pour certaines valeurs de la fréquence d’excitation 𝜔𝜔, 
l’amplification du mouvement au niveau de la surface peut devenir assez importante et une 

résonance se produit. La première fréquence de résonance est déterminée par 𝐽𝐽0 �
2𝜔𝜔ℎ
𝑐𝑐
� = 0, 

donc les racines de la fonction de Bessel 𝐽𝐽0(𝑥𝑥) = 0, qui nous donne 𝑥𝑥 =  2,405 pour la 
première (Abramowitz et Irene, 1964). Ainsi donc, la première fréquence de résonance est 
donnée par :  

𝜔𝜔1 = 1,202 𝑐𝑐
ℎ
                                                     (2.38) 

Cette valeur représente environ 23% de moins par rapport à la première fréquence de résonance 
pour une couche de sol homogène avec un module de cisaillement d’une variation linéaire qui 
égal à 1,571 𝑐𝑐

ℎ
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.6. Modes propres pour une couche de sol de type Gibson. 
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d’une couche de sol considérée élastique et homogène permettra d’avoir un effet considérable 
dans la réduction des déplacements en surface si le coefficient d’amortissement est 
suffisamment grand. L’effet d’amortissement sur la propagation des ondes dans les couches de 
sol meubles produites par un séisme a été étudié par Idriss et Seed (Idriss, Seed, 1968) et ce, 
pour une classe de couches non homogènes et un module de cisaillement croissant avec la 
profondeur. Ce modèle introduit l'amortissement en utilisant une force de frottement sur chaque 
élément en fonction de sa vitesse, simulant ainsi la résistance causée par une certaine résistance 
visqueuse (Kramer et Stewart, 2024), (Verruijt, 2009). Dans ce qui suit, l'amortissement est 
introduit grâce à un effet hystérétique dans la relation entre la contrainte et la déformation d’une 
couche de sol, simulant des déformations irréversibles (plastiques) à chaque cycle complet. 

2.5.1. Équations de base 
 
L’équation aux dérivées partielles de base régissant le problème peut être obtenue à partir de 
l’équation du mouvement et la relation constitutive du matériau. L’équation du mouvement, 
rappelons-la, s’écrit : 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

                                                      (2.39) 

La relation constitutive est donnée par : 

𝜏𝜏 = 𝐺𝐺𝐺𝐺 + 𝐺𝐺𝑡𝑡𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝐺𝐺 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐺𝐺𝑡𝑡𝑟𝑟
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

                                          (2.40) 

Où la paramètre 𝑡𝑡𝑟𝑟 correspond au temps de réponse du matériau permettant de caractériser 
l’amortissement du matériau. Pour un matériau de comportement visqueux, il peut être 
considéré comme une constante. Dans de tels cas, l’effet de l’amortissement dépend de la 
fréquence d’excitation, le matériau devient très rigide pour de très hautes fréquences. Pour les 
sols, ce cas n’est pas du tout réaliste, car l’amortissement se produit par des déformations 
plastiques irréversibles du matériau. Pour décrire l’amortissement hystérétique, on suppose que 
le produit 𝜔𝜔𝑡𝑡𝑟𝑟 est constant. Cela peut être pris en compte en introduisant un paramètre 
d’amortissement sans dimension 𝜉𝜉 estimé par : 
 

2𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝑡𝑡𝑟𝑟                                                         (2.41) 
 

La relation constitutive (2.40) peut désormais être écrite sous la forme suivante : 
 

𝜏𝜏 = 𝐺𝐺 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝐺𝐺(𝜉𝜉/𝜔𝜔) 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

                                             (2.42) 
 

En combinant les équations (2.39) et (2.42), on obtient l’équation différentielle de mouvement: 
 

1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

+ 2𝜉𝜉
𝜔𝜔

𝜕𝜕3𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧2

                                               (2.43) 
 

Si la couche du sol est soumise à une vibration harmonique de fréquence 𝜔𝜔, la solution générale 
est de la forme : 

𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑧𝑧) sin[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)] + 𝑔𝑔(𝑧𝑧) cos[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)]                        (2.44) 
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La substitution de l’équation (2.44) dans l’équation différentielle (2.43) montre que les 
fonctions 𝑓𝑓(𝑧𝑧) et 𝑔𝑔(𝑧𝑧) doivent satisfaire les équations différentielles suivantes : 
 

𝑑𝑑2𝑓𝑓
𝑑𝑑𝑧𝑧2

+ 𝜔𝜔2

𝑐𝑐2
𝑓𝑓 − 2𝜉𝜉 𝑑𝑑

2𝑔𝑔
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= 0                                         (2.45) 
Et  

𝑑𝑑2𝑔𝑔
𝑑𝑑𝑧𝑧2

+ 𝜔𝜔2

𝑐𝑐2
𝑔𝑔 − 2𝜉𝜉 𝑑𝑑

2𝑓𝑓
𝑑𝑑𝑑𝑑2

= 0                                        (2.46) 
 

La solution générale du système des deux équations (2.45) et (2.46) est sous la forme : 

                                 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝐴𝐴1 exp[(𝑝𝑝 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧] + 𝐴𝐴2 exp[(𝑝𝑝 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧] +                                                  

   𝐴𝐴3 exp[−(𝑝𝑝 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧] + 𝐴𝐴4 exp[−(𝑝𝑝 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧]                               (2.47) 

                            𝑔𝑔(𝑧𝑧) = −𝑖𝑖𝐴𝐴1 exp[(𝑝𝑝 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧] + 𝑖𝑖𝑖𝑖2 exp[(𝑝𝑝 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧]−                                

𝑖𝑖𝑖𝑖3 exp[−(𝑝𝑝 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧] + 𝑖𝑖𝐴𝐴4 exp[−(𝑝𝑝 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧]                              (2.48)   

Avec 𝑝𝑝 et 𝑞𝑞 devant être déterminés à partir des relations : 

𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 = 𝜔𝜔2/𝑐𝑐2

1+4𝜉𝜉2
                                                    (2.49) 

2𝑝𝑝𝑝𝑝 = 2𝜉𝜉 𝜔𝜔2/𝑐𝑐2

1+4𝜉𝜉2
                                                  (2.50) 

Les valeurs des paramètres 𝑝𝑝 et 𝑞𝑞 peuvent être déterminées en introduisant la variable 
complexe : 

𝑝𝑝 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑟𝑟 sin(∅) + 𝑖𝑖𝑖𝑖 cos(∅)                                       (2.51) 
Avec : 

𝑝𝑝 = 𝑟𝑟 sin(∅),          𝑞𝑞 = 𝑟𝑟 cos(∅)                                   (2.52) 

L’angle ∅ est déterminé sur la base de la condition suivante :  

2∅ = arctan(2𝜉𝜉)                                              (2.53) 

Pour le rayon 𝑟𝑟, celui-ci s’obtient à partir de la relation : 

𝑟𝑟4 = 𝜔𝜔4/𝑐𝑐4

1+4𝜉𝜉2
                                                      (2.54) 

Ces paramètres ont été choisis de telle sorte qu’ils se réduisent à une forme de solution simple 
dans le cas d’absence de l’amortissement. Donc, si 𝜉𝜉 = 0 les paramètres sont 𝑝𝑝 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑞𝑞 =
𝜔𝜔/𝑐𝑐. 

Les constantes d’intégration 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐴𝐴4 dans la solution générale et apparaissant dans les 
équations de 𝑓𝑓(𝑧𝑧) et 𝑔𝑔(𝑧𝑧) doivent être déterminées à partir des conditions aux limites du 
problème à la surface et au niveau de la base de la couche. Deux cas seront présentés ; une 
couche de sol non chargée et une couche avec une charge donnée à la surface. 
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2.5.2. Couche de sol non chargée 
 

Pour une couche de sol non chargée, les conditions aux limites sont : 

𝑧𝑧 = 0 ∶           𝜏𝜏 = 0                                                              (2.55) 
 

𝑧𝑧 = ℎ ∶          𝑢𝑢 = 𝑢𝑢0 sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                     (2.56) 

Les quatre constantes d’intégration peuvent être facilement déterminées à partir de ces 
conditions. La solution finale est alors 

                𝐴𝐴.𝑢𝑢(𝑧𝑧,𝑡𝑡)
𝑢𝑢0

= cosh(𝑝𝑝ℎ) cos(𝑞𝑞ℎ) cosh(𝑝𝑝𝑝𝑝) cos(𝑞𝑞𝑞𝑞) sin[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)]   

                              +sinh(𝑝𝑝ℎ) sin(𝑞𝑞ℎ) sinh(𝑝𝑝𝑝𝑝) sin(𝑞𝑞𝑞𝑞) sin[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)]  

                            +cosh(𝑝𝑝ℎ) cos(𝑞𝑞ℎ) sinh(𝑝𝑝𝑝𝑝) sin(𝑞𝑞𝑞𝑞) cos[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)]  

−sinh(𝑝𝑝ℎ) sin(𝑞𝑞ℎ) cosh(𝑝𝑝𝑝𝑝) cos(𝑞𝑞𝑞𝑞) cos[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)]                        (2.57) 

Avec : 

𝐴𝐴 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2(𝑝𝑝ℎ) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑞𝑞ℎ)                                     (2.58) 
𝑢𝑢0 : L’amplitude d’excitation ; 

ℎ : L’épaisseur de la couche ; 

𝑧𝑧 : La variation dans l’épaisseur de la couche 

 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 = 𝜔𝜔2/𝑐𝑐2

1+4𝜉𝜉2
 and 2𝑝𝑝𝑝𝑝 = 2𝜉𝜉 𝜔𝜔

2/𝑐𝑐2

1+4𝜉𝜉2
                                              (2.59) 

 
Si l’amplitude de vibration à la surface est notée par 𝑢𝑢𝑠𝑠, l’amplification du mouvement à la 
surface peut être donnée par : 

                                                                  𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑢𝑢0

= 1

�(𝜔𝜔ℎ𝑐𝑐 )2𝜉𝜉2+cos2(𝜔𝜔ℎ𝑐𝑐 )
                                                        (2.60) 

Posant : (𝜔𝜔ℎ
𝑐𝑐

)2𝜉𝜉2 + cos2(𝜔𝜔ℎ
𝑐𝑐

) = 𝐴𝐴 

L’équation (2.60) devient :                                      𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑢𝑢0

= 1
√𝐴𝐴

                                                         (2.61) 

D’autre part :                                         𝜔𝜔0 = 𝜋𝜋𝜋𝜋
2ℎ
⟹ 𝑐𝑐 = 2ℎ𝜔𝜔0

𝜋𝜋
      

Par remplacement dans l’équation (2.60) :        

                                                          𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑢𝑢0

= 1

��𝜋𝜋2�
2

( 𝜔𝜔𝜔𝜔0
)2𝜉𝜉2+cos2�𝜋𝜋2�( 𝜔𝜔𝜔𝜔0

)

                                           (2.62) 
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Dans l’équation (2.59), lorsqu’il n’y a pas d’amortissement (𝜉𝜉 = 0), la quantité √𝐴𝐴 se réduit à 
cos (𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐), de façon que le rapport des deux amplitudes devient 1

cos�𝜔𝜔ℎ𝑐𝑐 �
, solution n’étant autre 

que le résultat obtenu précédemment dans l’équation (2.15).  

Aussi, l’amplitude des déplacements à la surface de la couche pour des très petites 
fréquences (𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐 → 0), c'est-à-dire pour le cas statique, le déplacement en surface est égal à 
celui à la base, i.e. 𝑢𝑢𝑠𝑠

𝑢𝑢0
= 1.  

De plus, et pour de très petites valeurs du taux d’amortissement, de très grandes valeurs des 
déplacements à la surface peuvent être obtenues pour certaines fréquences qui donnent un 
rapport de 𝜔𝜔ℎ

𝑐𝑐
= 𝜋𝜋

2
, 3𝜋𝜋
2

, … 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒, situations correspondant aux cas de résonance.  

La solution simplifiée de l’équation (2.61) indique que pour une excitation harmonique, le 
déplacement de tout point du gisement est harmonique. De plus, elle indique que la forme du 
déplacement, c'est-à-dire le tracé du déplacement en fonction de la profondeur à un instant 
donné, dépend de la fréquence d’excitation. A titre d'exemples, la figure 2.7 montre les formes 
de déplacement pour un profil excité à sa base par un déplacement harmonique d’amplitude 
𝑢𝑢0 = 1 et de fréquences d'excitation 𝜔𝜔/𝜔𝜔1 = 0.42 et 𝜔𝜔/𝜔𝜔1 = 1.12. Pour ces exemples, le taux 
d'amortissement est fixé à 𝜉𝜉 = 8%. 

 

  

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                                     (b) 
 

Figure 2.7. Déplacements normalisés pour deux fréquences d'excitation différentes. 
 
Cette figure montre que pour une fréquence d’excitation inférieure à la fréquence fondamentale, 
le profil de déplacement a la forme du premier mode d’oscillation propre (Figure 2.6a). 
Cependant, lorsque la fréquence d’excitation dépasse la fréquence fondamentale, la forme du 
deuxième mode apparaît par la formation d’un nœud de déplacement nul à une hauteur 
spécifique qui s’élève à partir de la base. Cette hauteur augmente avec l’augmentation de la 
fréquence d’excitation (Figure 2.6b) jusqu’à atteindre la deuxième fréquence naturelle, puis la 
forme du troisième mode apparaît et ainsi de suite. 
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Nous définissons le facteur d’amplification dynamique au sommet (c'est-à-dire à la surface 
libre) par 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑢𝑢𝑠𝑠

𝑢𝑢0
, où 𝑢𝑢𝑠𝑠 et 𝑢𝑢0 sont les amplitudes de déplacement à la surface libre et à la 

base respectivement. En utilisant la solution de déplacement (équation 2.62), le DAF est tracé 
sur la figure 2.8 en termes de rapport de fréquence (𝜔𝜔 𝜔𝜔1)⁄  allant de 0 à 1,12 et pour des rapports 
d’amortissement de 5%, 10% et 15%. 

 

 

 

 

 

 

 
  

Figure 2.8. Facteur d’amplification dynamique à la surface libre du dépôt (DAF) en fonction du 
rapport de fréquence (ω/ω1) et des rapports d'amortissement : 5 %, 10 % et 15%. 

Cette figure montre clairement l’évolution typique de l’amplification du déplacement en 
fonction de l’augmentation de la fréquence d’excitation. Le DAF augmente à partir de 1 pour 
les basses fréquences et atteint une valeur maximale correspondant à la première fréquence de 
résonance puis il diminue. La valeur maximale du DAF se produisant à la résonance est 
inversement proportionnelle au taux d’amortissement, laquelle peut être évaluée pour les faibles 
taux d’amortissement par la formule 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≈

2
𝜋𝜋𝜋𝜋

 (Verruijt, 2009). Il est à noter que pour les 

amortissements courants, la résonance se produit à des fréquences très proches de la fréquence 
fondamentale. 

2.5.3. Couche de sol avec une charge au surface 
 
Un cas plus général est celui de la propagation d’ondes dans une couche élastique linéaire 
homogène, à amortissement hystérétique, portant une charge surfacique. Identiquement au cas 
précédent, les conditions aux limites à la base de la couche sont : 

𝑧𝑧 = ℎ ∶                𝑢𝑢 = 𝑢𝑢0 sin �𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥
𝑐𝑐
)�                                       (2.63) 

Et la condition aux limites à la surface est : 

𝑧𝑧 = 0 ∶                           𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜏𝜏                                               (2.64) 

Où 𝑄𝑄 représente la charge surfacique, exprimée en couche équivalente de sol, et la contrainte 
de cisaillement 𝜏𝜏 est liée au déplacement horizontal 𝑢𝑢 par l’équation (2.42), 

𝜏𝜏 = 𝐺𝐺 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝐺𝐺(𝜉𝜉/𝜔𝜔) 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧

                                         (2.65) 
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A partir des équations (2.63) et (2.64), il est possible d’écrire la condition aux limites à la 
surface sous forme : 

𝑧𝑧 = 0 ∶                    𝑄𝑄
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝜉𝜉
𝜔𝜔

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

                                    (2.66) 

La solution générale du problème pour un matériau à amortissement hystérétique peut être 
écrite sous la forme de l’équation (2.44), 

𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑧𝑧) sin[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)] + 𝑔𝑔(𝑧𝑧) cos[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐)]                             (2.67) 

Où les fonctions 𝑓𝑓(𝑧𝑧) et 𝑔𝑔(𝑧𝑧) sont données par les équations (2.47) et (2.48). Cette solution 
peut aussi s’écrire comme suit 

        𝑢𝑢 = 𝐶𝐶1 exp(𝑝𝑝𝑝𝑝) cos[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐 + 𝑞𝑞𝑞𝑞)] + 𝐶𝐶2 exp(𝑝𝑝𝑝𝑝) sin[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐 + 𝑞𝑞𝑞𝑞)] 

              +𝐶𝐶3 exp(−𝑝𝑝𝑝𝑝) cos[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐 − 𝑞𝑞𝑞𝑞)] + 𝐶𝐶4 exp(−𝑝𝑝𝑝𝑝) cos[𝜔𝜔(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥/𝑐𝑐 − 𝑞𝑞𝑞𝑞)]     (2.68) 

Cette forme est plus pratique pour la formulation des conditions aux limites. 

La substitution de la solution générale (2.68) dans les deux conditions aux limites conduit, après 
simplification, aux quatre équations suivantes 

                                  �𝑝𝑝ℎ − 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ + 𝑄𝑄
ℎ
𝜔𝜔2ℎ2

𝑐𝑐2
� 𝐶𝐶1 + (𝑞𝑞ℎ + 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ)𝐶𝐶2    

−�𝑝𝑝ℎ − 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ − 𝑄𝑄
ℎ
𝜔𝜔2ℎ2

𝑐𝑐2
� 𝐶𝐶3 − (𝑞𝑞ℎ + 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ)𝐶𝐶4 = 0                              (2.69) 

                                 −(𝑞𝑞ℎ + 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ)𝐶𝐶1 + �𝑝𝑝ℎ − 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ + 𝑄𝑄
ℎ
𝜔𝜔2ℎ2

𝑐𝑐2
� 𝐶𝐶2   

  +(𝑞𝑞ℎ + 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ)𝐶𝐶3 − �𝑝𝑝ℎ − 2𝜉𝜉𝜉𝜉ℎ − 𝑄𝑄
ℎ
𝜔𝜔2ℎ2

𝑐𝑐2
� 𝐶𝐶4 = 0                             (2.70) 

                                      exp(𝑝𝑝ℎ) cos(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶1 + exp(𝑝𝑝ℎ) sin(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶2 

+ exp(−𝑝𝑝ℎ) cos(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶3 − exp(−𝑝𝑝ℎ) sin(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶4 = 0                             (2.71) 

                                   − exp(𝑝𝑝ℎ) sin(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶1 + exp(𝑝𝑝ℎ) sin(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶2 

+ exp(−𝑝𝑝ℎ) sin(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶3 + exp(−𝑝𝑝ℎ) cos(𝑞𝑞ℎ)𝐶𝐶4 = 𝑢𝑢0                           (2.72) 

Les constantes 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐶𝐶4 peuvent être déterminées à partir de ces équations. Une solution 
numérique du système de quatre équations linéaires est probablement plus pratique, surtout du 
moment que les données seront calculées par un simple programme informatique. 

Les paramètres du problème sont la fréquence adimensionnelle 𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐, le taux d’amortissement 
𝜉𝜉, et la masse sans dimension de la charge, exprimée par le rapport 𝑄𝑄/ℎ. 

2.6. Solution numérique 
 
Toutes les solutions analytiques présentées ci-dessus présentent des limitations, notamment en 
ce qui concerne la relation contrainte-déformation, qui reste généralement simplifiée sous une 
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forme linéaire élastique avec un amortissement hystérétique linéaire. De plus, ces approches 
supposent que les propriétés du sol sont homogènes. Mais le sol est réellement composé de 
plusieurs couches de propriétés variables et souvent elles présentent des comportements non 
linéaires. Une solution numérique peut donc être envisagée, car cela peut être généralisé plus 
facilement à des propriétés non linéaires et non homogènes. 
Dans cette partie, une méthode de résolution numérique simple qui tient en compte l’effet d’un 
amortissement hystérétique est présentée. 

Les considérations seront limitées à des problèmes unidimensionnels, tels que les propagations 
des ondes dans une couche molle, à partir d’un substratum rocheux au niveau de la base jusqu’à 
la surface. Pour ce type de problèmes relativement simples, il y a de légères différences entre 
les différentes techniques numériques telles que les éléments finis et les différences finies. Par 
conséquent, la méthode la plus simple à utiliser est la méthode des différences finies. 

2.6.1. Solution directe par la méthode des différences finies  
 
L’approche consiste à substituer les opérateurs différentiels par des opérateurs de différences à 
intervalles de temps et d’espace finis ∆𝑡𝑡 et ∆𝑧𝑧, puis à résoudre les équations algébriques 
obtenues en utilisant les conditions initiales et les conditions aux limites. De cette manière, le 
domaine de variation continue du problème se transforme en un ensemble fini de points (nœuds) 
où la solution sera recherchée. Le domaine discret est défini par des limites qui créent ainsi un 
réseau de points de calcul, également connu sous le nom de grille.  

2.6.2. Principe de discrétisation 
  
Lorsqu’une fonction 𝑓𝑓(𝑥𝑥) est continue et dérivable, l'idée fondamentale consiste à appliquer un 
développement en série de Taylor à cette fonction de la manière suivante (Hoffmann et Chiang, 
2000): 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + (∆𝑥𝑥) 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ (∆𝑥𝑥)2

2!
𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ ⋯+ (∆𝑥𝑥)𝑛𝑛−1

(𝑛𝑛−1)!
𝜕𝜕𝑛𝑛−1𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛−1

+ 𝑂𝑂(∆𝑥𝑥)𝑛𝑛           (2.73)     

Le reste ou l’erreur de troncature d’ordre 𝑛𝑛 est représenté par 𝑂𝑂(∆𝑥𝑥)𝑛𝑛. 

Les équations aux dérivées partielles régissent les problèmes de propagation des ondes dans le 
sol sont de type hyperbolique, il est facile d’appliquer ce développement à une fonction à deux 
variables ou plus. En utilisant la fonction 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) pour l’espace et le temps, on divisera le plan 
(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) en un réseau orthogonal (maillage), créant ainsi une grille de nœuds de calcul présentée 
dans la Figure 2.9. En négligeant l’erreur de troncature, le développement de Taylor permet de 
formuler les options suivantes pour l’approximation des dérivées spatiales premières : 

- Schéma décentré amont (précis au premier ordre) : 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑖𝑖

= 𝑓𝑓𝑖𝑖+1
𝑗𝑗 −𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑗𝑗

∆𝑥𝑥
                                                    (2.74) 

 
- Schéma décentré aval (précis au premier ordre) : 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑖𝑖

= 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑗𝑗−𝑓𝑓𝑖𝑖−1

𝑗𝑗

∆𝑥𝑥
                                                   (2.75) 
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- Schéma centré (précis au deuxième ordre) : 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑖𝑖

= 𝑓𝑓𝑖𝑖+1
𝑗𝑗 −𝑓𝑓𝑖𝑖−1

𝑗𝑗

2∆𝑥𝑥
                                                  (2.76) 

 
La valeur de la fonction aux points (𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑖𝑖) est représentée par 𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑗𝑗. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.9. Maillage du domaine de calcul et notations. 

Les dérivées secondes spatiales de la fonction 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) sont obtenues de la même manière. On 
écrit alors : 

𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�
𝑖𝑖

= 𝑓𝑓𝑖𝑖+1
𝑗𝑗 −2𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑗𝑗+𝑓𝑓𝑖𝑖−1
𝑗𝑗

(∆𝑥𝑥)2
                                                 (2.77) 

 

Quant à la dérivée première par rapport au temps, on utilise généralement un schéma décentré 
en avant, tandis qu'on utilise un schéma centré pour la dérivée seconde : 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑖𝑖

= 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑗𝑗+1−𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑗𝑗

∆𝑡𝑡
                                                     (2.78) 

 

𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑡𝑡2
�
𝑖𝑖

= 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑗𝑗+1−2𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑗𝑗+𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑗𝑗−1

(∆𝑥𝑥)2
                                              (2.79) 

 
Les schémas d’approximation en différences finies peuvent être résumés de la manière 
suivante : 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑖𝑖

= 𝛼𝛼3
𝛼𝛼1�𝑓𝑓𝑖𝑖+1

𝑗𝑗+1−𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑗𝑗+1�+(1+𝛼𝛼1)�𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑗𝑗+1−𝑓𝑓𝑖𝑖−1
𝑗𝑗+1�

∆𝑥𝑥
+ (1 − 𝛼𝛼3)

𝛼𝛼2�𝑓𝑓𝑖𝑖+1
𝑗𝑗 −𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑗𝑗�+(1−𝛼𝛼2)�𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑗𝑗−𝑓𝑓𝑖𝑖−1

𝑗𝑗 �

∆𝑥𝑥
              (2.80)                                

 

Les diverses catégories de schémas sont présentées dans le tableau (III.1) en fonction des 
paramètres fournis dans l'équation (2.80). Il est donc évident que notre cas s'ajuste en fonction 
de l’approximation des variables dans le temps, avec un type de schémas explicites. 

 

 𝑥𝑥 

𝑡𝑡 

  

Conditions aux limites 
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Tableau 2.1. Typologie des schémas numériques. 
Pondération  Schéma 

03 =α  
5,03 =α  

13 =α  

Explicite 
Implicite centré dans le temps 

Totalement implicite 

11 =α  12 =α  Progressif 
5,01 =α  5,02 =α  Centré 

01 =α  02 =α  Régressif 
11 =α  02 =α  Mixte décentré 

 

2.6.3. Schéma explicite 
 
En exprimant les dérivées spatiales dans l’équation en variables connu au temps 𝑗𝑗, le schéma 
en effet est dit explicite. En d’autres termes, on exprime les caractéristiques de propagation à 
un moment donné en fonction des caractéristiques de celui-ci supposées connues à l'instant 
précédent. Par conséquent, ce qui se produit au moment 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 ne dépend que du passé au 
moment 𝑡𝑡 (Figure 2.10). L’avantage de ce schéma réside dans sa simplicité de calcul, mais il 
soulève des problèmes de stabilité numérique et nécessite une condition de stabilité, à savoir la 
règle CFL (Courant-Friedrichs-Lewy).  

 

 

 

 

 

 
  

Figure 2.10. Schéma de calcul explicite pour la méthode aux différences finies. 

2.6.4. Application à l’équation de base 
 
Le modèle numérique est basé sur une description des éléments en termes de déplacement 
latéral 𝑢𝑢, de vitesse latérale 𝑣𝑣 et de la contrainte de cisaillement 𝜏𝜏. La couche de sol est divisée 
en un certain nombre (𝑛𝑛) d’éléments, et notons que la vitesse d’un élément typique est notée 
par 𝑣𝑣𝑖𝑖 présentée dans la figure 2.11. La contrainte de cisaillement au niveau de l’interface 
inférieure d’un élément est notée par 𝜏𝜏𝑖𝑖, et la contrainte de cisaillement à l’interface supérieure 
de cet même élément est notée par 𝜏𝜏𝑖𝑖−1. L’équation du mouvement de l’élément s’écrit alors : 

𝜌𝜌 𝜕𝜕𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜏𝜏𝑖𝑖−𝜏𝜏𝑖𝑖−1
∆𝑧𝑧

                                                      (2.81) 

Avec 𝑧𝑧 représente l’épaisseur de l’élément. Si la variable 𝜏𝜏𝑖𝑖 est maintenant exprimée par         
𝜏𝜏𝑖𝑖 = 𝐺𝐺𝑠𝑠𝑖𝑖, l’équation (2.81) peut être écrite comme suit : 

𝑖𝑖 𝑥𝑥 

𝑡𝑡 

𝑖𝑖 + 1 𝑖𝑖 − 1 

𝑗𝑗 

𝑗𝑗 − 1 

𝑗𝑗 + 1 
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𝜕𝜕𝑣𝑣𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑐𝑐2 𝑠𝑠𝑖𝑖−𝑠𝑠𝑖𝑖−1
∆𝑧𝑧

                                                      (2.82) 

 

 

 
  

Figure 2.11. Onde de cisaillement. 

Avec, "𝑐𝑐" est la vitesse de propagation d’onde de cisaillement, 𝑐𝑐 =  �𝐺𝐺/𝜌𝜌. La formulation en 
différence finie de l’équation (2.82) est alors : 

𝑣𝑣𝑖𝑖′ = 𝑣𝑣𝑖𝑖 + 𝑐𝑐2 ∆𝑡𝑡
∆𝑧𝑧

(𝑠𝑠𝑖𝑖 − 𝑠𝑠𝑖𝑖−1)                                           (2.83) 

Où 𝑣𝑣𝑖𝑖 représente la vitesse après un intervalle de temps ∆𝑡𝑡. La vitesse est la dérivée du 
déplacement dans le temps, elle est donnée par : 

𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                          (2.84) 

Sous la forme en différences finies, on écrit : 

𝑢𝑢𝑖𝑖′ = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖∆𝑡𝑡                                                    (2.85) 

La contrainte de cisaillement est liée à la déformation de cisaillement par l’équation : 

𝜏𝜏𝑖𝑖 = 𝐺𝐺 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐺𝐺𝑡𝑡𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                    (2.86) 

Avec 𝑡𝑡𝑟𝑟 comme temps caractéristique de l’effet d’amortissement et  

2𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝑡𝑡𝑟𝑟                                                       (2.87) 

Ici, 𝜉𝜉 est le taux d’amortissement sans dimension, 𝜔𝜔 est la fréquence d’excitation. Pour une 
charge périodique, l’équation (2.82) peut aussi s’écrire sous la forme : 

𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝜉𝜉
𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                       (2.88) 

La forme aux différences finies de cette équation est alors : 

𝑠𝑠𝑖𝑖 = (𝑢𝑢𝑖𝑖+1−𝑢𝑢𝑖𝑖)
∆𝑧𝑧

+
(2𝜉𝜉𝜔𝜔 )(𝑣𝑣𝑖𝑖+1−𝑣𝑣𝑖𝑖)

∆𝑧𝑧
                                            (2.89) 

Pour un problème de propagation d’une onde de cisaillement depuis une certaine profondeur 
jusqu’à la surface du sol, la condition aux limites à la base de la couche peut être considérée 
comme suit : 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝑑𝑑 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔),                  𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔),                                   (2.90) 

𝜏𝜏𝑖𝑖−1 

𝜏𝜏𝑖𝑖 

𝑢𝑢𝑖𝑖 
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où 𝑑𝑑 représente l’amplitude de l’excitation sinusoïdale de fréquence 𝜔𝜔. En utilisant l’équation 
(2.89), les contraintes de cisaillement à chaque niveau de 𝑖𝑖 = 1 à 𝑖𝑖 = 𝑛𝑛 − 1 peuvent maintenant 
être calculées, supposant que les déplacements dans la couche elle-même sont initialement nuls. 

En utilisant l’équation (2.83), les vitesses à la fin de l’intervalle de temps peuvent être calculées, 
et enfin les déplacements à la fin de l’intervalle de temps peuvent aussi être calculés à l’aide de 
l’équation (2.85), de 𝑖𝑖 = 1 à 𝑖𝑖 = 𝑛𝑛 − 1. Ce processus peut alors être répété pour la totalité de 
la discrétisation. La nature de ce processus itératif s’adapte parfaitement avec un calcul 
automatique. Dans ce calcul automatique, le pas de temps doit être suffisamment petit pour 
éviter les instabilités numériques. Ce dernier peut être estimé avec la prise en considération de 
l’équation suivante : 

1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

+ 2𝜉𝜉
𝜔𝜔

𝜕𝜕3𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝑧𝑧2

                                              (2.91) 

Pour 𝜉𝜉 = 0, cette équation se réduit à une équation d’onde typique de la forme : 

1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

                                                        (2.92) 

Les approximations numériques de cette équation, utilisant la méthode aux différences finies, 
sont généralement stables si, à chaque pas de temps, l’onde ne se déplace pas plus d’une seule 
étape spatiale. Cela conduit à la condition suivante pour l’estimation de pas de temps : 

∆𝑡𝑡 ≤ ∆𝑧𝑧/𝑐𝑐                                                       (2.93) 

Il s’agit de la condition de Courant (Press, Vetterling, Teukolsky et al, 1986). 

Pour de grandes valeurs du taux d'amortissement 𝜉𝜉, l’équation de base (2.87) se réduit à : 

1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 2𝜉𝜉
𝜔𝜔
𝜕𝜕2𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧2

                                                      (2.94) 

Cela peut être résolu numériquement par un processus stable si le critère de stabilité suivant est 
satisfait (Press, Vetterling, Teukolsky et al, 1986). 

∆𝑡𝑡 ≤ 𝜔𝜔∆𝑧𝑧2

4𝜉𝜉𝑐𝑐2
                                                          (2.95) 

Il est suggéré que dans un programme de calcul numérique, que les pas de temps soient 
suffisamment petits pour les deux critères à satisfaire. 

2.7. Conclusion 

Dans ce chapitre, une étude déterministe de la réponse dynamique du sol a été présentée. 
Plusieurs solutions analytiques ont été détaillées, commençant par le cas le plus simple d’une 
couche élastique non chargée avec un module de cisaillement constant, puis le même cas 
précédent a été traité, mais avec la prise en considération de la présence d’une charge au niveau 
de la surface du sol. Un autre modèle élastique qui tient en compte la variation linéaire du 
module de cisaillement (modèle de Gibson) est aussi présenté. L’inconvénient de ces trois 
modèles, réside dans la non prise en considération de l’amortissement qui est un paramètre de 
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première importance dans les sols. Par la suite, un cas plus difficile a été traité, en l’occurrence 
celui d’un sol élastique avec amortissement hystérétique. L’insuffisance dans ce modèle, 
revient au fait qu’il ne tient pas en compte la variation du module de cisaillement. Toutes les 
méthodes analytiques présentées sont basées sur des hypothèses simplificatrices issues de la 
théorie d’Elasticité, qui considère le sol comme un matériau élastique homogène et avec un 
comportement linéaire, ce qui ne reflète guère la réalité. 

Plusieurs paramètres liés à la propagation d’ondes de cisaillement dans le sol ont été étudiés, 
tels que l’amplification du mouvement, l’amortissement et la fréquence de résonance. 

Le chapitre se termine par la présentation de la méthode aux différences finies, qui est l’une des 
méthodes les plus répandues dans le traitement numérique des réponses dynamiques des sols 
quelle que soit la loi de comportement à considérer, mais elle le traite dans un aspect 
macroscopique. Sachant que les caractéristiques géomécaniques du sol manifestent un caractère 
inconstant au sein d’une même couche de sol dû aux différentes interactions à l’échelle 
moléculaire, une étude micromécanique portant sur l’effet du caractère aléatoire desdites 
caractéristiques est très intéressante. Cette étude peut apporter d’autres éléments de réponse 
quant au problème de la propagation d’ondes dans les milieux granulaires, notamment dans les 
sables. 
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Chapitre 3. Modélisation et simulation par la Méthode des 

Eléments Discrets (DEM) 

  

3.1.  Introduction 

Ce chapitre présente une synthèse de l’état de l’art concernant les concepts fondamentaux liés 
à la modélisation par la méthode des éléments discrets (DEM). Il aborde en détail les modèles 
rhéologiques permettant de mieux appréhender le comportement mécanique des matériaux 
granulaires, ainsi que les différents outils de modélisation numérique développés sur la base de 
cette approche. Par ailleurs, un panorama des techniques de simulation et de calcul numérique 
est également proposé, mettant en évidence leur pertinence pour l’étude du comportement des 
milieux granulaires. 

3.2.  Présentation des matériaux granulaires 

Une grande variété de matériaux utilisés dans différentes applications de l’ingénierie sont 
desassemblages granulaires, constitués de particules solides de différentes tailles tel que les 
sables, ou plus généralement les sols, les poudres utilisées dans les industries pharmaceutiques 
et agroalimentaires, matériaux de construction...etc. Les tailles de grains varient du micromètre 
pour les poudres très fines, jusqu’au mètre pour les matériaux utilisés dans les enrochements. 
Lorsque des grains sont mis en contact par des forces externes de confinement, éventuellement 
complétées par une attraction mutuelle, des matériaux solides se forment et peuvent se 
transformer en systèmes de type liquide en fonction des forces appliquées. Les systèmes 
fortement agités tendent à former ce que l'on appelle des gaz granulaires. Ces matériaux 
présentent des comportements souvent complexes, dus à la multitude de particules en 
interaction, à la complexité de la géométrie locale (forme et arrangement des grains) et à la 
diversité des forces agissantes entre ces grains (contacts, frottements, etc.) (Roux, 2018). 

Les lois décrivant le comportement des milieux granulaires ont longtemps été difficiles à établir 
à partir des relations microscopiques. Par définition, un milieu granulaire est constitué de grains 
qui interagissent mécaniquement par des forces de contact, de frottement, ou de cohésion de 
diverses origines (électrostatiques, chimiques, capillaires, etc.). Lorsqu’un milieu granulaire ne 
développe que des forces de contact et de frottement entre ses particules, on le qualifie de 
pulvérulent. En revanche, lorsque des forces de cohésion empêchent le glissement ou le 
détachement des grains, le milieu est dit granulaire cohésif. Il convient de noter qu’un milieu 
granulaire peut localement alterner entre ces deux états en fonction de la rupture ou de la 
formation de liaisons entre les grains (Turkia, 2020).  
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Figure 3.1. Sable d'Ottawa: (a) Photo au Microscope Electronique à Balayage (MEB),                       
(b) Agrandissement de la partie encadrée (Togo et Shimamoto, 2012) 

Pour décrire le comportement des milieux granulaires, il est essentiel de considérer deux 
échelles distinctes d’analyse ;   

• L’échelle macroscopique : Cette échelle correspond à l’échantillon du matériau granulaire 
considéré dans son ensemble, constitué d'un grand nombre de grains interagissant entre eux. 
À ce niveau, le comportement du matériau est étudié en fonction des conditions aux limites, 
tels que les chargements appliqués ou les contraintes de confinement, qui sont imposées lors 
des essais mécaniques. L'échelle macroscopique permet ainsi de modéliser et de comprendre 
les réponses globales de l'échantillon, comme la déformation, la résistance et la propagation 
des ondes, résultant de la somme des interactions microscopiques entre les grains. 

• L’échelle microscopique : L’analyse à cette échelle porte sur les grains individuels et les 
interactions locales qui se déroulent entre eux. Le frottement, l’adhérence, la déformation et 
la cohésion à l’interface des grains sont des phénomènes de contact essentiels pour 
appréhender la transmission des forces et des mouvements à travers le milieu granulaire. Le 
comportement global du matériau est directement influencé par les caractéristiques des 
grains, telles que leur forme, leur taille, leur rugosité et leurs propriétés de surface. 

3.3.  Méthode aux éléments discrets pour modélisation des matériaux 
granulaires 

La compréhension des propriétés macroscopiques des milieux granulaires requiert une maîtrise 
approfondie de leur comportement mécanique, qui dépend directement des mécanismes 
intervenant à l’échelle des grains. Pour décrire et modéliser ces matériaux complexes, plusieurs 
approches peuvent être employées, chacune visant à capturer les interactions fines entre les 
grains et leurs effets sur le comportement global du milieu (Delenne, 2002). Les mesures 
expérimentales sont couramment utilisées pour déterminer les propriétés macroscopiques des 
matériaux granulaires. Cependant, accéder aux paramètres à l’échelle des grains individuels 
reste souvent complexe. Pour surmonter cette difficulté, diverses méthodes de simulation 
numérique ont été développées, parmi lesquelles la méthode des éléments discrets (DEM) 
s'avère particulièrement adaptée. Cette méthode permet de représenter le milieu granulaire 
comme un ensemble de grains distincts, de tailles, de formes et de textures variées. Le 
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comportement mécanique global du matériau dépend alors de ces caractéristiques granulaires, 
telles que la géométrie, l'état de surface, ainsi que les propriétés physiques et mécaniques des 
particules. Les interactions générées entre les grains sous l’effet de sollicitations appliquées 
jouent un rôle crucial dans la réponse du matériau. 

Les approches de modélisation par éléments discrets traitent le milieu à l’échelle des grains 
comme des entités indépendantes qui interagissent avec leurs voisins par l'intermédiaire des 
points de contact. Elles supposent que la déformation globale du milieu résulte principalement 
des mouvements relatifs entre les grains, considérés comme des corps rigides, tandis que la 
déformation individuelle des grains est négligée. 

Le comportement global du milieu granulaire peut être décrit en intégrant les équations de 
mouvement de chaque grain. Ces équations sont formulées à partir de la deuxième loi de 
Newton, en prenant en compte toutes les forces externes, telles que la gravité, les forces 
hydrodynamiques ou aérodynamiques dues à l’écoulement d'un fluide, ainsi que les forces 
d’interaction aux points de contact entre les grains. Étant donné que ces forces, en particulier 
celles de contact, peuvent varier rapidement dans le temps, l'intégration numérique est opérée 
de manière incrémentale avec un certain pas de temps de calcul. Cette approche, dite 
newtonienne, se divise en deux grandes catégories de méthodes : 

- Les méthodes de type Smooth-DEM : Ces méthodes autorisent une certaine déformation des 
grains lors des interactions, ce qui permet une représentation plus réaliste des contacts entre 
les particules. Les forces de contact sont calculées à l’aide de modèles d'interaction explicites 
qui tiennent compte non seulement de la déformation des grains, mais aussi, dans certains cas, 
de leurs dérivées temporelles et spatiales. En raison de cette prise en compte détaillée de la 
déformation, ces méthodes sont souvent appelées Dynamique Moléculaire (DM). La 
Dynamique Moléculaire applique des principes de la mécanique classique pour simuler le 
comportement de systèmes de particules. Elle a été adaptée pour les milieux granulaires par 
Cundall et ses collaborateurs, qui furent parmi les premiers à utiliser cette approche pour 
modéliser les interactions entre grains dans des matériaux granulaires solides (Cundall et 
Strack, 1979). Cette méthode permet de simuler des phénomènes complexes tels que les ondes 
de force et les effets de dilatance dans les matériaux granulaires. 

- Les méthodes de type Non Smooth-DEM : Ces méthodes reposent sur la mécanique non 
régulière pour effectuer la simulation des interactions entre les grains, en tenant compte des 
chocs et collisions de manière plus détaillée. Elles font appel au principe de conservation de 
la quantité de mouvement ainsi qu’à des lois spécifiques pour la dissipation d’énergie lors des 
contacts entre particules. Ces approches sont principalement adaptées pour la simulation de 
systèmes dynamiques complexes. La méthode Event Driven (ED) qui fait partie des méthodes 
Non Smooth-DEM, traite les interactions en se concentrant sur une seule collision à la fois, 
en supposant qu’à chaque instant donné, une seule collision, au plus, se produit dans 
l’ensemble du système. Cette méthode est principalement utilisée pour simuler des systèmes 
dilués, tels que les gaz, où les interactions sont rares et peu fréquentes. En revanche, pour les 
systèmes denses où plusieurs interactions peuvent se produire simultanément, la méthode 
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Dynamique des Contacts (DC), développée par Moreau et ses collaborateurs (Moreau, 1994), 
est plus appropriée. Cette méthode permet de tenir en compte des multiples interactions 
simultanées entre les grains, offrant une meilleure description des systèmes granulaires denses 
en prenant en compte les effets complexes des collisions multiples. 

Il convient de noter que le pas de temps d’intégration pour les méthodes Non Smooth-DEM est 
généralement plus long que pour les méthodes Smooth-DEM. En effet, les méthodes Smooth-
DEM requiert un pas de temps plus petit afin de garantir une précision adéquate dans le calcul 
des forces de contact, car la durée de chaque contact doit être discrétisée en plusieurs étapes 
pour une modélisation représentative. Cette exigence entraîne des coûts de calcul plus élevés. 
Toutefois, les méthodes Smooth-DEM offrent une flexibilité et une adaptabilité accrues aux 
différents problèmes de simulation, grâce à la simplicité d’obtention de modèles d’interaction 
réguliers. En raison de ces avantages avérés, notre choix s’est porté sur les méthodes de type 
Smooth-DEM. 

3.3. Modélisation numérique discrète des matériaux granulaires 

3.3.1. Equations de mouvement des particules  

A l’état initial, la position des particules est connue et une fois en mouvement, les forces et 
quantités de mouvement sont décrites par la seconde loi de Newton. Cette dernière est appliquée 
sur chaque grain permettant de suivre son déplacement et sa rotation à chaque pas de temps. En 
termes mathématiques, les équations du mouvement, linéaire et angulaire, s’écrivent : 

 

�
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑥⃗̈𝑥𝑖𝑖 = ∑ 𝐹⃗𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑔⃗𝑔𝑗𝑗                      

𝐼𝐼𝑖𝑖𝜑̈𝜑�⃗ 𝑖𝑖 = ∑ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐                                     𝑗𝑗
                               (3.1) 

Avec 𝑥⃗̈𝑥𝑖𝑖 et 𝜑̈𝜑�⃗ 𝑖𝑖 représentant les accélérations de translation et de rotation des grains, 𝑚𝑚𝑖𝑖 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑟𝑟𝑖𝑖2 
et 𝐼𝐼𝑖𝑖 = 1

2
𝑚𝑚𝑟𝑟𝑖𝑖2 sont respectivement la masse et le moment d’inertie, 𝐹⃗𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 sont les forces de 

contact qui représentent l’interaction appliquée par un grains quelconque 𝑗𝑗 sur un autre grain 𝑖𝑖, 
𝑔⃗𝑔 l’accélération de gravité et 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 le moment engendré par rapport au centre de gravité du 

grain 𝑖𝑖 par les forces de contact 𝐹⃗𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.  

La forces de contact 𝐹⃗𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 entre deux grains 𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑗𝑗 est devisée en une composante normale 

𝐹⃗𝐹𝑛𝑛 et une composante tangentielle 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠, donc, 𝐹⃗𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝐹⃗𝐹𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ + 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠𝑠𝑠. Cette décomposition permet 
de simplifier davantage le calcul des forces d’interaction intergranulaires, car chaque 
composante (𝐹⃗𝐹𝑛𝑛 ou 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠) est déterminée selon une loi d’interaction spécifique. L’orientation de la 
force tangentielle 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 dépend de la direction de la vitesse relative tangentielle des deux grains au 
moment où ils entrent en contact. 
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Figure 3.2. Composantes des forces de contact. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.3. Forces entre les grains avec un chargement extérieur (Santamarina, 2003) 

Il est généralement supposé en dynamique moléculaire, que les grains peuvent se déformer 
légèrement lorsqu’ils sont soumis aux forces de contact. Cette hypothèse de déformabilité 
permet de calculer les forces de contact en utilisant des lois explicites, telles que la loi de Hertz 
pour les contacts élastiques, qui relient directement la force appliquée à la déformation locale 
des grains. Cependant, pour que ces modèles restent précis et applicables, il est crucial que les 
déformations restent minimes, de manière à ce que les variations de forme par rapport à la 
géométrie originale des grains soient négligeables. Cela garantit la validité des hypothèses 
relatives à la forme et au comportement des grains tout au long de l’analyse dynamique. 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

 

Figure 3.4. Description du mouvement des grains 
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Le modèle de contact est un outil qui permet de représenter avec précision le comportement 
mécanique des grains lorsqu’elles entrent en contact physique. Pour se renseigner si deux grains 
sont en contact, un calcul de la distance normale entre elles doit être effectué. Cette distance 
normale est définie comme la différence entre la distance séparant leurs centres et la somme de 
leurs rayons. Lorsque cette distance devient négative, une interpénétration des deux grains est 
détectée, ce qui engendre une force normale proportionnelle au degré de pénétration au point 
de contact. Parallèlement, des forces de frottement, ou forces tangentielles, peuvent se 
développer en fonction de la nature du contact, de la rugosité des surfaces et de l’amplitude des 
déplacements relatifs entre les grains. Ces forces de frottement jouent un rôle clé dans la 
dissipation d’énergie et influencent le comportement dynamique global du système granulaire. 
 
La distance normale, notée 𝐷𝐷𝑛𝑛, entre deux grains 𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑗𝑗, est définie d’une manière géométrique 
selon la figure 3.4 comme suit : 
                                                       𝐷𝐷𝑛𝑛 = �𝑥⃗𝑥𝑗𝑗 − 𝑥⃗𝑥𝑖𝑖� − 𝑟𝑟𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑗𝑗                                                (3.2) 

 
Le contact est considéré existant si 𝐷𝐷𝑛𝑛 ≤ 0. 

Dans le cas où deux grains 𝑖𝑖 et 𝑗𝑗 sont en contact, les forces de contact normale et tangentielle 
agissant sur le grain 𝑖𝑖 ou 𝑗𝑗 sont évaluées à l’aide des lois d’interaction appropriées, puis 
projetées dans le repère global pour être intégrées dans les équations de la deuxième lois de 
Newton. Pour faciliter ce calcul, il est nécessaire de définir un repère local de contact associé 
au grain 𝑖𝑖, noté 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 (𝐶𝐶,𝑛𝑛�⃗ , 𝑠𝑠), avec 𝑛𝑛�⃗  représente le vecteur normal par rapport au point de 
contact 𝐶𝐶, le vecteur unitaire 𝑠𝑠 correspond au plan tangentiel entre les deux grains. La direction 
de 𝑠𝑠 correspond à la composante tangentielle de la vitesse relative du grain 𝑗𝑗 par rapport au 
grain 𝑖𝑖 lors du contact, notée 𝑣⃗𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶. 

La direction d’orientation du vecteur normal 𝑛𝑛�⃗  est la même que le vecteur branche présentée 
dans la figure 3.4 avec 𝐶𝐶𝚤𝚤𝐶𝐶������⃗ 𝑗𝑗 = 𝑥⃗𝑥𝑗𝑗 − 𝑥⃗𝑥𝑖𝑖, cette quantité représente le vecteur reliant les centres 
des grains 𝑖𝑖 et 𝑗𝑗. Il est calculé à partir de la formule : 
 
                                                                 𝑛𝑛�⃗ = (𝑥⃗𝑥𝑗𝑗−𝑥⃗𝑥𝑖𝑖)

�𝑥⃗𝑥𝑗𝑗−𝑥⃗𝑥𝑖𝑖�
                                                            (3.3) 

 
Lors du contact entre deux grains 𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑗𝑗, les vitesses au niveau du point de contact 𝐶𝐶, lorsque ce 
point est considéré comme appartenant à la surface du grain 𝑖𝑖, puis à celle du grain 𝑗𝑗, sont 
calculés par :    
  

       �
𝑣⃗𝑣𝐶𝐶,𝑖𝑖 = 𝑣⃗𝑣𝑖𝑖 + 𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖 ∧ 𝐶𝐶𝚤𝚤𝐶𝐶������⃗

𝑣⃗𝑣𝐶𝐶,𝑗𝑗 = 𝑣⃗𝑣𝑗𝑗 + 𝑤𝑤��⃗ 𝑗𝑗 ∧ 𝐶𝐶𝚥𝚥𝐶𝐶������⃗
                                                 (3.4) 

  
En considérant que le vecteur qui relie le centre du grain 𝑖𝑖 et le point de contact 𝐶𝐶 est donné par  
𝐶𝐶𝚤𝚤𝐶𝐶������⃗ = 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑛𝑛�⃗  et le vecteur qui relie le centre du grain 𝑗𝑗 et le point de contact 𝐶𝐶 aussi donné par 
𝐶𝐶𝚥𝚥𝐶𝐶������⃗ = −𝑟𝑟𝑗𝑗𝑛𝑛�⃗ , la vitesse relative du grain 𝑗𝑗 par rapport au grain 𝑖𝑖 au point de contact est donnée 
par : 
 
                             𝑣⃗𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶 = 𝑣⃗𝑣𝐶𝐶,𝑗𝑗 − 𝑣⃗𝑣𝐶𝐶,𝑖𝑖 = 𝑣⃗𝑣𝑗𝑗 − 𝑣⃗𝑣𝑖𝑖 − (𝑟𝑟𝑗𝑗𝑤𝑤��⃗ 𝑗𝑗 + 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖) ∧ 𝑛𝑛�⃗                                  (3.5) 
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Les deux vitesses relatives normale et tangentielle sont exprimés comme suit : 
 

                                               �
𝑉𝑉𝑛𝑛 = 𝑣⃗𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶 .𝑛𝑛�⃗                                 
𝑉𝑉𝑠𝑠 = �𝑣⃗𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶 − (𝑣⃗𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶 .𝑛𝑛�⃗ ).𝑛𝑛�⃗ �    

                                              (3.6) 

Donc, le vecteur tangentiel unitaire 𝑠𝑠 s’écrit sous la forme : 

                                               𝑠𝑠 = 𝑉𝑉��⃗𝑠𝑠
�𝑉𝑉��⃗𝑠𝑠�

= 𝑣𝑣�⃗ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶−(𝑣𝑣�⃗ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶.𝑛𝑛�⃗ ).𝑛𝑛�⃗
�𝑣𝑣�⃗ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶−(𝑣𝑣�⃗ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝐶𝐶.𝑛𝑛�⃗ ).𝑛𝑛�⃗ �

                                                   (3.7) 

Il est important de noter que lorsque la composante tangentielle de la vitesse 𝑉𝑉�⃗𝑠𝑠 = 0, la 
composante tangentielle de la force de contact 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 = 0, cela signifie que sa projection dans le 
repère global est égale à zéro. 
 
Enfin, selon cette convention, la vitesse relative normale 𝑉𝑉𝑛𝑛 est considérée comme positive 
lorsque les deux grains s’éloignent l’un de l’autre (Mansouri, 2014). 

3.3.2. Interaction entre grains  
 

Dans un modèle qui traite de la mécanique des matériaux granulaires, les interactions entre les 
grains sont localisées uniquement au niveau de petites endroits de contact. Ces interactions sont 
décrites par des lois qui régissent le comportement en forces de contact au niveau de la surface 
des deux grains en contact durant leurs mouvements relatifs. Cette loi de contact prend en 
compte la dynamique des grains en fonction de leur déplacement, de leur vitesse et de leurs 
déformations locales au cours du temps. 

La modélisation du comportement mécanique des contacts intergranulaires est un processus 
complexe et délicat en raison des nombreux détails subtils liés à la physique des surfaces. Pour 
cette raison, il est souvent nécessaire d’adopter des lois de contact simplifiées et robustes à la 
fois qui permettent de représenter de manière aussi fidèle que possible le comportement réel, 
tout en aboutissant à une modélisation fiable et économique. 

Considérons deux grains en contact, représentés par des disques en deux dimensions ou des 
sphères en trois dimensions, ayant chacun un rayon 𝑟𝑟𝑖𝑖 et une masse 𝑚𝑚𝑖𝑖. En fonction du 
comportement mécanique réel ou du phénomène analysé, il est possible d’adopter différentes 
approches de modélisation des forces d’interaction au contact. On peut choisir de modéliser 
explicitement les déformations au niveau des points de contact entre les grains, en tenant 
compte des forces élastiques et des éventuelles dissipation d’énergie, ou bien de simplifier 
l’analyse en traitant les grains comme des corps parfaitement rigides et indéformables, ce qui 
élimine la nécessité de simuler les détails complexes des déformations locales au niveau du 
contact. 

3.3.2.1. Force normale 
 
Plusieurs modèles sont utilisés pour représenter et calculer la force de contact normale entre les 
particules en contact. Ces modèles permettent de simuler le comportement mécanique des 
matériaux granulaires. Les principaux modèles de force normale utilisés en DEM sont : 
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• Model élastique de Hertz 
 

Le modèle d’interaction entre deux sphères le plus connu est celui développé par Hertz en 1882 
(Johnson, 1987). Basé sur les principes de la théorie de l’élasticité linéaire, ce modèle décrit la 
force de contact en fonction de la déformation élastique des sphères au point de contact et sans 
frottement. Les dimensions de la zone de contact sont bien inférieures aux dimensions des corps 
en contact et aux rayons de courbure des surfaces de contact. 

 
 
 

 

 

Figure 3.5. Model de déformation élastique de Hertz.  

𝛿𝛿 : Déplacement relatif de contact. 

Lorsque deux particules rentre en contact, le rapprochement se produisant accompagné des 
petites déformation, la force de contact normale résultante nommée par 𝐹𝐹𝑛𝑛 est donnée par 
l’équation suivante : 

𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻𝛿𝛿
3
2                                                          (3.8) 

La rigidité élastique de Hertz est donnée par : 

𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻 = 4
3
𝑅𝑅′

1
2𝐸𝐸′                                                       (3.9) 

Où : 
1
𝑅𝑅′

= 1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 1
𝑅𝑅𝑗𝑗

                                                        (3.10) 

1
𝐸𝐸′

= 1−𝜈𝜈𝑖𝑖
2

𝐸𝐸𝑖𝑖
+

1−𝜈𝜈𝑗𝑗
2

𝐸𝐸𝑗𝑗
                                                   (3.11) 

Avec : 
𝐹𝐹𝑛𝑛 : force normale, 𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻 : rigidité Hertzienne, 𝛿𝛿: Interpénétration entre deux grains, 𝑅𝑅′ : rayon 
effectif, 𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑅𝑅𝑗𝑗  : rayons des deux grains 𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑗𝑗, 𝐸𝐸′ : module de Young effectif, 𝐸𝐸𝑖𝑖  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐸𝐸𝑗𝑗  : 
modules de Young pour les deux grains 𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑗𝑗, 𝜈𝜈𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜈𝜈𝑗𝑗  : coefficients de Poisson pour les deux 
sphères 𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑗𝑗. 
 
• Model élastique avec amortissement de Hertz 

 
Le modèle de ressort avec amortisseur de Hertz (également appelé modèle viscoélastique 
hertzien) est une extension du modèle de contact élastique linéaire. Dans ce modèle, une 
introduction d’un terme d’amortissement dans la force normale est faite pour prendre en compte 
la dissipation d’énergie lors des interactions entre grains. Ce modèle est couramment utilisé en 
méthode des éléments discrets (DEM) pour simuler des systèmes dynamiques, comme le cas 
des matériaux granulaires en mouvement, où les contacts entre particules sont élastiques mais 
aussi soumis à des phénomènes de dissipation d’énergie. La force de contact s’exprime alors, 
dans ces circonstances, comme suit : 

𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻 

𝑖𝑖 𝑗𝑗 
𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑅𝑅𝑗𝑗 

𝛿𝛿 
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Figure 3.6. Modèle élastique Hertzien avec amortissement. 

𝐹𝐹𝑛𝑛 = (−𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻𝛿𝛿
3
2 + 𝜈𝜈𝛿̇𝛿)𝑛𝑛�                                                 (3.12) 

Avec : 
𝜈𝜈 : Coefficient d’amortissement visqueux. 
𝛿̇𝛿 : Vitesse relative de contact. 
𝑛𝑛� : Le vecteur de contact normal. 
 
Pour un contact à deux particules, l’équation différentielle du mouvement devient alors : 

𝛿̈𝛿∗ + 𝜈𝜈∗𝛿̇𝛿∗ + 𝛿𝛿∗
3
2 = 0                                           (3.13) 

Où : 
𝜈𝜈∗ = 𝜈𝜈

(𝑚𝑚′
3
2 𝛿̇𝛿0

1
2𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻)

2
5

                                                     (3.14) 

𝑡𝑡∗ = 𝑡𝑡(𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻𝛿̇𝛿0
1
2

𝑚𝑚′ )
2
5                                                     (3.15) 

𝛿𝛿∗ = 𝛿𝛿( 𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻
𝛿̇𝛿02𝑚𝑚′)

2
5                                                    (3.16) 

𝛿̇𝛿∗ = 𝛿̇𝛿
𝛿̇𝛿0

                                                          (3.17) 

𝛿̈𝛿∗ = 𝛿̈𝛿( 𝑚𝑚′

𝛿̇𝛿0
3𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻

)
2
5                                                   (3.18) 

Avec : 
𝛿̇𝛿0 : vitesse relative de contact. 
𝑚𝑚′ : masse effective. 
𝜈𝜈 : coefficient d’amortissement visqueux. 
𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻 : rigidité Hertzienne. 
 
• Model élastique avec amortissement simplifié 

 
Dans le cadre des travaux de cette thèse, nous avons choisi d’adopter un modèle d’interaction 
simplifié. Il s’agit d’un modèle viscoélastique linéaire, introduit par Cundall et Strack en 1979 
(Cundall et Strack, 1979) (figure 3.7). Ce modèle se comporte pratiquement bien pour 
représenter les interactions entre grains dans le cas d’étude des milieux granulaires, car il 
combine simplicité et efficacité dans la modélisation des forces de contact. La force normale 
d’interaction entre deux particules est définie comme la somme de deux composantes : une 
force élastique linéaire, proportionnelle à la déformation normale au point de contact, et une 

𝑘𝑘𝐻𝐻𝐻𝐻 

𝜈𝜈 

𝑅𝑅𝑖𝑖 

𝛿𝛿 

𝑅𝑅𝑗𝑗 𝑛𝑛� 
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force dissipative visqueuse, qui modélise les pertes d’énergie dues aux frottements internes et 
aux collisions inélastiques. Cette force résultante est de nature répulsive et vise à empêcher 
l’interpénétration des grains. Elle est exprimée par la somme d’une force élastique linéaire 
(𝑘𝑘𝑛𝑛𝐷𝐷𝑛𝑛) et d’une autre force dissipative visqueuse (𝜈𝜈𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛) donnée par la formule suivante (Heitz, 
1992): 
 

𝐹⃗𝐹𝑛𝑛 = (−𝑘𝑘𝑛𝑛𝐷𝐷𝑛𝑛 − 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛).𝑛𝑛�⃗                                             (3.19) 
 
 
 

 

 

 

 

Figure 3.7. Force normale entre les grains 

Où : 𝛿𝛿 (𝑑𝑑é𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐  
 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝑟𝑟𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖  

Dans ce modèle, 𝑘𝑘𝑛𝑛 représente la constante de raideur élastique du contact, qui quantifie la 
résistance à la déformation élastique entre deux grains en contact. Quant à 𝜈𝜈𝑛𝑛, il s’agit du 
coefficient d’amortissement visqueux, qui caractérise la dissipation d’énergie lors des 
mouvements relatifs entre deux grains. Tant que le contact est maintenu entre les deux 
particules, leur interaction peut être modélisée comme celle d’un oscillateur harmonique amorti 
de masse réduite (𝑚𝑚𝑒𝑒) donnée par l’expression (Cundall et Strack, 1979) : 

𝑚𝑚𝑒𝑒 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑗𝑗

(𝑚𝑚𝑖𝑖+𝑚𝑚𝑗𝑗)
                                                              (3.20) 

Avec 𝑚𝑚𝑖𝑖 et 𝑚𝑚𝑗𝑗 représentant respectivement les masses des deux grains en contact, la durée de 
contact 𝑡𝑡𝑐𝑐 correspond à la moitié de la période naturelle de l’oscillateur harmonique amorti 
formé par les deux particules. Cette durée de contact (𝑡𝑡𝑐𝑐) peut être calculée par : 

Pour deux grains, les équations de mouvement pour deux grains : 
Grain 𝑖𝑖 : 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑥̈𝑥𝑖𝑖 = 𝑘𝑘𝑛𝑛𝛿𝛿 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝛿̇𝛿 (1)        
Grain 𝑗𝑗 : 𝑚𝑚𝑗𝑗𝑥̈𝑥𝑗𝑗 = 𝑘𝑘𝑛𝑛𝛿𝛿 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝛿̇𝛿 (2) 
(2) × 𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑗𝑗
− (1) : 𝑚𝑚𝑒𝑒𝛿̈𝛿𝑖𝑖 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝛿̇𝛿 + 𝑘𝑘𝑛𝑛𝛿𝛿 = 0, la solution est : 𝛿𝛿 = 𝑒𝑒−𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉(𝐴𝐴 sin𝜔𝜔𝑑𝑑𝑡𝑡 + 𝐵𝐵 cos𝜔𝜔𝑑𝑑𝑡𝑡),  

𝜔𝜔𝑑𝑑 = 𝜔𝜔�1 − 𝜉𝜉2 , dans le cas d’amortissement nul : 𝜔𝜔𝑑𝑑 = 𝜔𝜔 = �𝑘𝑘𝑛𝑛 
𝑚𝑚𝑒𝑒

, 𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋
𝜔𝜔

, 𝑡𝑡𝑐𝑐 = 𝑇𝑇
2

= 𝜋𝜋
𝜔𝜔

. 

𝑡𝑡𝑐𝑐 = 𝜋𝜋�
𝑚𝑚𝑒𝑒 
𝑘𝑘𝑛𝑛

                                                        (3.21) 

La durée de contact 𝑡𝑡𝑐𝑐 joue un rôle capital en raison de son influe sur la stabilité des calculs lors 
de l’intégration des équations de mouvement. Pour garantir que les résultats restent fiables, le 

𝛿𝛿 
 

𝑘𝑘𝑛𝑛 

𝜈𝜈𝑛𝑛 

𝑗𝑗 𝑖𝑖 𝐹𝐹𝑛𝑛 𝑗𝑗 𝐹𝐹𝑛𝑛 𝑛𝑛�⃗  

𝑠𝑠 

𝑖𝑖 

𝐷𝐷𝑛𝑛 𝑚𝑚𝑗𝑗 𝑚𝑚𝑖𝑖 

𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐 
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pas de temps d’intégration ∆𝑡𝑡 doit être suffisamment petit par rapport à 𝑡𝑡𝑐𝑐. En d'autres termes, 
il est essentiel que l’évolution du contact entre les particules soit correctement résolue à chaque 
étape de temps. Si le pas de temps est trop grand, cela peut entraîner des instabilités dans le 
calcul numérique. Parmi ces instabilités nous citons la détection tardive des contacts et parfois 
même l’absence de cette détection, ce qui compromet la véracité des simulations. Dans 
l’objectif d’éviter ces problèmes d’instabilité, il est recommandé de faire une discrétisation 
minimale de la durée du contact 𝑡𝑡𝑐𝑐 en dix intervalles de temps, comme le suggère (Mansouri, 
El Youssoufi et Nicot, 2017). Cette approche permet d’assurer que le contact est correctement 
détecté et que le modèle reste stable tout au long de l’intégration numérique. Ainsi : 

∆𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≈ 0.1𝜋𝜋�
𝑚𝑚𝑒𝑒
𝑘𝑘𝑛𝑛

                                                   (3.22) 

Le rôle de l’amortissement visqueux dans le présent modèle est de diminuer la vitesse relative 
normale entre les grains au cours du contact, allant de début à sa fin. Cette diminution est 
mesurée par le coefficient de restitution. Ce coefficient quantifie l’efficacité du rebondissement 
par rapport à l’impact initial, il est défini comme le rapport entre la vitesse de séparation de 
deux grains, notée 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛, et la vitesse d’initiation du contact, notée 𝑉𝑉𝑛𝑛i. Il présente ainsi la 
proportion de la vitesse relative initiale qui est conservée après le contact. En d’autres termes, 
ce coefficient permet de mesurer la perte d’énergie due à l’amortissement et à d’autres facteurs 
dissipatifs au cours du processus de contact. Sa formule est par ailleurs donnée par : 
 

𝜖𝜖𝑛𝑛 = −𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛

= exp (− 𝜋𝜋𝑣𝑣𝑛𝑛

�4𝑘𝑘𝑛𝑛𝑚𝑚𝑒𝑒−𝑣𝑣𝑛𝑛2
)                                        (3.23) 

 
Le coefficient de restitution, noté, 𝜖𝜖𝑛𝑛 varie entre 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 1 et quantifie la nature de la collision 
entre les grains. Lorsque 𝜖𝜖𝑛𝑛 = 1, cela indique une collision parfaitement élastique, où aucune 
énergie n’est perdue et la vitesse relative normale post-collision est égale à celle pré-collision. 
En revanche, lorsque 𝜖𝜖𝑛𝑛 = 0, la collision est complètement inélastique, traduisant une situation 
où les grains se collent l’un à l’autre après le choc et qu’il y a une perte totale d’énergie cinétique 
en déformation. Il est important de préciser que cette mesure du coefficient de restitution est 
indépendante de la vitesse d’impact initiale 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛, ce qui permet de caractériser d’une manière 
absolue le comportement de collision entre les grains. 

En pratique, le coefficient de restitution 𝜖𝜖𝑛𝑛 est souvent déterminé à partir des expériences. Il est 
donc courant d’utiliser 𝜖𝜖𝑛𝑛 comme paramètre d’entrée dans les simulations et les modèles, plutôt 
que d’introduire directement la constante d’amortissement visqueux 𝑣𝑣𝑛𝑛.  

La constante d’amortissement peut ensuite être calculée à partir du coefficient de restitution 𝜖𝜖𝑛𝑛 
en utilisant la formule suivante : 
 

𝜈𝜈𝑛𝑛 = −2ln(𝜖𝜖𝑛𝑛)�𝑘𝑘𝑛𝑛𝑚𝑚𝑒𝑒

�𝜋𝜋2+(ln 𝜖𝜖𝑛𝑛)2
                                                    (3.24) 

 
Il est important de noter ici que la formule (3.8) peut entraîner une force normale attractive à la 
fin du contact entre les grains. En conséquence, lorsque la distance normale 𝐷𝐷𝑛𝑛 devient très 
faible par rapport à la vitesse normale 𝑉𝑉𝑛𝑛 qui prend un signe positive et indique une séparation 
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des deux grains, l’expression peut donner lieu à une force de contact qui semble indiquer une 
sorte de cohésion entre les particules. Cette cohésion apparente est irréaliste pour les matériaux 
non cohésifs, où aucune telle force de liaison ne devrait se manifester une fois le contact 
terminé. Pour améliorer ce modèle par rapport à cette insuffisance, la valeur de la force de 
contact normale 𝐹𝐹𝑛𝑛 est considérée uniquement lorsqu'elle est en valeur positive. Autrement dit, 
l’expression (3.8) est améliorée pour exclure les valeurs négatives de 𝐹𝐹𝑛𝑛, parfaitement en accord 
avec la nature des interactions entre les particules non cohésives. L'expression (3.8) devient 
alors : 
 

𝐹𝐹𝑛𝑛 = �−𝑘𝑘𝑛𝑛𝐷𝐷𝑛𝑛 − 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛          𝑠𝑠𝑠𝑠  𝐹𝐹𝑛𝑛 > 0          
0                                   𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠                                                 (3.25) 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.8. Force normale entre les grains en fonction de la distance et la vitesse normale 

3.3.2.2. Force tangentielle 
 
La plupart des modèles supposent que la force de contact normale est indépendante de la force 
de contact tangentielle. Cependant, en réalité, la force tangentielle dépend directement de la 
force normale, conformément aux lois de la friction. La composante tangentielle de la force de 
contact est généralement décrite par plusieurs modèles, dont le modèle de Coulomb, qui relie 
la force tangentielle à la force normale à travers un coefficient de frottement. D’autres 
approches modélisent également cette interaction pour mieux capturer les effets de glissement, 
de frottement ou de déformation des particules en contact. 
 
• Modèle de coulomb 

 
Ce modèle s’appuie sur la loi du frottement de Coulomb, qui stipule que la force tangentielle 
entre deux surfaces est proportionnelle à la force normale qui les unit. La force tangentielle est 
tributaire du coefficient de frottement, définissant ainsi la résistance maximale avant que le 
glissement ne survienne entre les grains (Figure 3.9). Par conséquent, le coefficient de 
frottement est un paramètre crucial pour simuler avec précision le glissement intergranulaire et 
prévoir les conditions qui favorisent ce phénomène (Ketterhagen, Curtis et Wassgren, 2005). 
La force tangentielle pour modèle en question s’écrit : 
 

𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 = 𝜇𝜇|𝐹𝐹𝑛𝑛| signe(𝑉𝑉�⃗𝑠𝑠)                                                 (3.26) 
 

Avec : 
𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑘𝑘 : Coefficient de friction. 
𝑉𝑉�⃗𝑠𝑠 : Vitesse tangentielle relative. 

𝐹𝐹𝑛𝑛 

𝑉𝑉𝑛𝑛 

𝐹𝐹𝑛𝑛 

𝐷𝐷𝑛𝑛 
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Figure 3.9. Modèle de Coulomb pour force tangentielle. 

• Model Visco-Plastique :  
 
Le modèle Visco-Plastique est conçu pour simuler des interactions entre grains en tenant 
compte des comportements visqueux, plastiques et élastiques (Figure 3.10). Ce modèle est 
particulièrement utile pour la modélisation des systèmes où les particules sont soumises à des 
forces de friction complexes, incluant des phases d’adhérence, de glissement, de déformation 
plastique et de dissipation d’énergie par amortissement visqueux (Luding, Clément, Blumen, et 
al, 1994). Ici, la force tangentielle est exprimée par : 
 

𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 = min (|𝑣𝑣𝑠𝑠𝑉𝑉𝑠𝑠|, |𝜇𝜇𝐹𝐹𝑛𝑛| )signe(𝑉𝑉�⃗𝑠𝑠)                                       (3.27) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure 3.10. Model Visco-Plastic pour force tangentielle. 

• Model viscoélastique 
 

Ce modèle intègre à la fois les propriétés élastiques et visqueuses des matériaux pour décrire 
les interactions entre les grains. Dans ce modèle, la vitesse relative tangentielle n’est pas nulle 
et la force d’interaction tangentielle est proportionnelle à la force normale 𝐹𝐹𝑛𝑛. L’indice de 
proportionnalité correspond au coefficient de frottement dynamique 𝜇𝜇𝑑𝑑. Le grain 𝑗𝑗 exerce une 
force tangentielle sur le grain 𝑖𝑖 dans la direction de la vitesse relative tangentielle (suivant le 
vecteur 𝑠𝑠), ce qui permet une expression de la force comme suit (Semblat et Luong, 1998) : 
 

𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 = min (𝑘𝑘𝑠𝑠𝐷𝐷𝑠𝑠 + 𝑣𝑣𝑠𝑠𝑉𝑉𝑠𝑠, 𝜇𝜇𝐹𝐹𝑛𝑛)𝑠𝑠                                               (1.28) 

𝑖𝑖 

𝑗𝑗 
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Où 𝑘𝑘𝑠𝑠 est la rigidité tangentielle, 𝑣𝑣𝑠𝑠 représente le coefficient d’amortissement visqueux, 𝜇𝜇𝑑𝑑 est le 
coefficient de frottement intergranulaire, 𝐷𝐷𝑠𝑠 ≤

𝜇𝜇𝐹𝐹𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑠𝑠

 est la déformation du grain due à la force de 

cisaillement et 𝑉𝑉𝑠𝑠 la vitesse tangentielle du grain 𝑗𝑗 par rapport au grain 𝑖𝑖.  

Pour les phénomènes quasi-statiques : 𝑉𝑉𝑠𝑠 ≈ 0 ⟹ 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 = min (𝑘𝑘𝑠𝑠𝐷𝐷𝑠𝑠, 𝜇𝜇𝐹𝐹𝑛𝑛)𝑠𝑠 

Si un contacte existe : (𝐷𝐷𝑠𝑠)𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 = (𝐷𝐷𝑠𝑠)𝑡𝑡 + 𝑉𝑉𝑠𝑠∆𝑡𝑡, 𝐹𝐹𝑠𝑠 = 𝑘𝑘𝑠𝑠𝐷𝐷𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐹𝐹𝑠𝑠 > 𝜇𝜇𝐹𝐹𝑛𝑛 ⟹ �𝐹𝐹𝑠𝑠 = 𝜇𝜇𝐹𝐹𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐷𝐷𝑠𝑠 ≤
𝜇𝜇𝐹𝐹𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑠𝑠
� 

Dans le cadre des travaux de cette thèse, la simulation des phénomènes de propagation d’ondes 
est opérée suivant une loi viscoélastique (Coulomb) en raison de sa facilité d’implémentation 
et de son économie de temps de calcul. 

 

 

  

 

 

 

 

Figure 3.11. Model Viscoélastique pour force tangentielle. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.12. Variation de la force tangentielle entre les grains. 

3.3.2.3. Coefficient de restitution 
 
Les lois du comportement dynamique exigent de prendre en compte l’influence propre de 
chaque particule lors d’un impact, afin de mieux analyser le phénomène de collision. Ce 
phénomène est déterminé par le rapport entre les vitesses relatives de rebond et d’impact des 
deux corps en mouvement. Le coefficient de restitution quantifie la dissipation d'énergie lors 
d'une collision, en fonction de la vitesse, et repose sur les principes de conservation de 
l'impulsion et de conservation de l’énergie (Cundall et Strack, 1979). 
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La méthode expérimentale classique pour déterminer le coefficient de restitution consiste à 
laisser tomber une particule d’une certaine hauteur sur un plan horizontal, sans lui imprimer de 
vitesse initiale, et à observer son rebond. En comparant la valeur du coefficient de restitution 
avec celle décrite par l’arrêt du bloc à la surface sans rebond, il est possible de caractériser l’état 
de la collision. Dans le cas d’un choc parfaitement élastique, le coefficient de restitution est 
égal à 1, indiquant qu'aucune énergie ne s’est pas dissipée et que la particule retourne à sa 
hauteur initiale. Si la particule ne rebondit pas, la collision est parfaitement inélastique, avec un 
coefficient proche de 0, signalant de ce fait une dissipation totale de l’énergie et un contact 
permanent entre la particule et la surface (Asteriou et Tsiambaos, 2018). 

 

 

 

Figure 3.13. Rebondissement d’un grain. 

 
Le coefficient de restitution s’exprime comme suit : 

 
𝜖𝜖𝑛𝑛 = −𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛                                                         (3.28) 
Avec : 
𝜖𝜖𝑛𝑛 : Coefficient de restitution. 
𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛: Vitesse d’impact. 
𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛: Vitesse de rebondissement. 
 
3.3.2.4. Coefficient de frottement 
 
Au sein d'un milieu granulaire, chaque particule entre en contact avec ses voisines, formant un 
réseau complexe de liaisons. Ces liaisons, issues de chocs entre les grains peuvent être 
assimilées à des chaînes de forces de contact. Selon Mindlin, si la force appliquée n'est pas 
alignée avec les centres des particules, elle induit des déformations plastiques locales dues au 
glissement relatif des grains. Ces interactions sont généralement modélisées par la loi de 
Coulomb, qui établit une relation de proportionnalité entre la force de frottement et la force 
normale exercée entre les grains. Dans un milieu sec, la surface apparente de contact n’influe 
que marginalement sur l'intensité des forces de frottement. 
 
La force tangentielle 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 atteint une valeur maximale, qui est déterminée par la loi de Coulomb 
et exprime par la relation 𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 = 𝜇𝜇𝑠𝑠𝐹𝐹𝑛𝑛𝑠𝑠, où 𝜇𝜇𝑠𝑠 représente le coefficient de frottement statique et 
𝐹𝐹𝑛𝑛 la force normale. Lorsque la force tangentielle appliquée atteint cette valeur limite, le 
glissement entre les deux particules devient imminent. Le frottement de glissement, qui 
s’oppose au mouvement relatif des particules le long de leur surface de contact, apparaît alors. 
 
Le contact entre des particules granulaires est généralement caractérisé par deux coefficients de 
frottement : statique (𝜇𝜇𝑠𝑠) et dynamique (𝜇𝜇𝑑𝑑). Le coefficient de frottement statique représente 
la force tangentielle maximale qu'il faut exercer pour initier le glissement entre deux particules 
en contact. Une fois le mouvement enclenché, c'est le coefficient de frottement dynamique qui 

𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛 
0 ≤ 𝜖𝜖𝑛𝑛 ≤ 1 
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entre en jeu, représentant la force nécessaire pour maintenir ce glissement. Il est généralement 
observé que 𝜇𝜇𝑠𝑠 > 𝜇𝜇𝑑𝑑, ce qui s’explique par le phénomène de stick-slip (Figure 3.14) : l’énergie 
est stockée pendant la phase d'adhérence (stick) puis libérée brutalement lors du glissement 
(slip), induisant un mouvement irrégulier de la particule. Il est à noter que les coefficients de 
frottement sont considérés comme indépendants de la vitesse de glissement, selon les références 
citées. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.14. Coefficient de frottement entre les grains. 

3.3.2.5. Coefficient de résistance au roulement  
 
Dans le cas d'un grain sphérique, on considère généralement que son mouvement de rotation 
est induit par les forces tangentielles s'exerçant au niveau des contacts avec d'autres grains ou 
avec le milieu environnant (forces hydrodynamiques par exemple). Les forces normales, 
perpendiculaires aux surfaces de contact, sont souvent négligées dans les modèles simplifiés où 
les contacts sont considérés comme ponctuels. Sous cette hypothèse, le mouvement de rotation 
n'est pas donc amorti et un grain mis en rotation sur un plan horizontal parfait, par exemple, 
poursuivra indéfiniment son mouvement de rotation en l'absence de forces dissipatives. 
 
Contrairement à l’hypothèse simplificatrice d’un contact ponctuel, les interactions entre grains 
se produisent en réalité sur des surfaces. Ces surfaces de contact sont irrégulières en raison des 
aspérités des grains et des déformations locales. La distribution non uniforme des contraintes 
normales sur ces surfaces engendre un moment de force qui s’oppose au mouvement de rotation 
du grain (Figure 3.15). Ce moment résistant au roulement, souvent appelé moment de 
frottement de roulement, est principalement dû à un décalage de la résultante des forces 
normales vers l’avant du contact. Ce mécanisme d’amortissement est valable non seulement 
pour le roulement d’un grain sur un plan, mais également pour les interactions entre deux grains 
en mouvement relatif (figure 3.16). 
 
En plus du mouvement de roulement, une sphère peut effectuer un mouvement de rotation 
autour d'un axe passant par son centre de masse. Ce mouvement de pivotement est également 
soumis à des phénomènes d'amortissement qui doivent être pris en compte dans toute analyse 
dynamique. 
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La quantification précise des phénomènes d’amortissement lors des mouvements de roulement 
et de pivotement au sein d’un milieu granulaire reste un défi majeur. Afin de modéliser ces 
comportements complexes dans les simulations numériques, une loi empirique est proposé par 
Zhu et qui exprime le moment résistant au roulement (𝑀𝑀��⃗ 𝑟𝑟) ou au pivotement d’un grain 𝑖𝑖 soumis 
à un contact (Zhu et Yu, 2003): 
 

𝑀𝑀��⃗ 𝑟𝑟 = −min(𝜇𝜇𝑟𝑟𝐹𝐹𝑛𝑛, 𝜇𝜇𝑟𝑟′ ‖𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖′‖) 𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖
′

�𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖
′�

                                      (3.29) 
 

Dans le cas général du roulement du grain 𝑖𝑖 sur un grain 𝑗𝑗, on peut représenter la vitesse 
angulaire relative de roulement par 𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖′ = 𝑤𝑤��⃗ 𝑖𝑖 − 𝑤𝑤��⃗ 𝑗𝑗, le coefficient de frottement de roulement par 
𝜇𝜇𝑟𝑟, tandis que le coefficient d'amortissement visqueux de rotation est égal à 𝜇𝜇𝑟𝑟′ . Selon les études, 
il est recommandé de choisir un coefficient de frottement 𝜇𝜇𝑟𝑟 = 0.00d à 0.006d, avec 𝑑𝑑 
correspond au diamètre du grain. 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

Figure 3.15. Roulement et pivotement des grains. 

 

  

 

 

 

 

 

Figure 3.16. Modèle de résistance au roulement. 

Le moment résistant au roulement peut être simplifié en utilisant la formule suivante : 

𝑀𝑀𝑟𝑟 = 𝐹𝐹𝑛𝑛. 𝑏𝑏𝑟𝑟                                                        (3.30) 

Où  𝑏𝑏𝑟𝑟 = 𝛼𝛼.𝛽𝛽, représente le paramètre d’excentricité  et 𝛽𝛽 = �𝑟𝑟2 − (𝑟𝑟 + 𝐷𝐷𝑛𝑛
2

)2  est le demi 

empattement du grain solide. Par ailleurs, il est à noter que 0 < 𝛼𝛼 < 1.   

Simulation (frontières périodiques) : 𝛼𝛼 = 0,5 
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3.3.2.6. Movement Stick-Slip avec frottement 
 
Le phénomène de stick-slip décrit un mouvement saccadé observé lors du glissement relatif de 
deux surfaces en contact. Il résulte d’une alternance entre des phases d’adhérence (stick) et de 
glissement (slip). Cette oscillation est due à la variation de la force de frottement au cours du 
mouvement. Lorsque la force appliquée excède la force de frottement statique maximale, les 
surfaces se décollent brusquement, entraînant un glissement rapide. Par la suite, la force de 
frottement dynamique, généralement inférieure à la force de frottement statique, ralentit le 
mouvement jusqu'à ce que les surfaces adhèrent à nouveau. Ce cycle se répète de manière 
cyclique. 
Lorsque des simulations de particules sans cohésion sont effectuées, les particules en contact 
ne sont pas autorisées à prendre une contrainte de traction, c’est-à-dire 𝐹𝐹𝑛𝑛 > 0.  

Dans le modèle Stick-Slip, la force tangentielle d’interaction est modélisée par un ressort 
élastique avec un amortisseur en série et un système de frottement (Figure 3.17). Le ressort 
élastique permet de simuler la déformation ou la phase réversible (phase de collage) et le 
système de frottement est définit par le seuil de Coulomb qui est caractérisé par différents 
coefficients de frottement en régimes statique et dynamique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.17. Modèle de frottement Stick-Slip. 

Le mouvement de Stick-Slip comporte des phases statiques et dynamiques. Dans la phase 
statique, la force d’adhérence reste inférieure au seuil statique de Coulomb 𝐹𝐹𝑠𝑠 ≤ 𝜇𝜇𝑠𝑠𝐹𝐹𝑛𝑛 et la 
déformation du ressort est égale au déplacement tangentiel relatif 𝐷𝐷𝑠𝑠 (Khellaf et Mansour, 
2024). Par conséquent, la force tangentielle se calcule donc comme la somme de la force 
élastique et visqueuse : 

𝐹⃗𝐹𝑠𝑠 = (−𝑘𝑘𝑠𝑠𝐷𝐷𝑠𝑠 − 𝑣𝑣𝑠𝑠𝑉𝑉𝑠𝑠)𝑠𝑠                                               (3.31) 

Où 𝑘𝑘𝑠𝑠 est la rigidité tangentielle du ressort et 𝑉𝑉𝑠𝑠 la vitesse tangentielle relative : 

𝑉𝑉�⃗𝑠𝑠 = (𝑉𝑉𝑗𝑗 − 𝑉𝑉𝑖𝑖)𝑠𝑠                                                 (3.32) 
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Sous l’effet d’une force extérieure de faible amplitude, une évolution du déplacement tangentiel 
se produite, 𝐷𝐷𝑠𝑠 augmente à chaque pas de temps (∆𝑡𝑡) de sorte que : 

𝐷𝐷𝑠𝑠 = ∑ 𝑉𝑉𝑠𝑠∆𝑡𝑡∆𝑡𝑡                                                      (3.33) 

Une fois que la force tangentielle dépasse le seuil statique de Coulomb 𝐹𝐹𝑠𝑠 > 𝜇𝜇𝑠𝑠𝐹𝐹𝑛𝑛 la phase 
cinétique est activée et 𝐹𝐹𝑠𝑠 prend la valeur de 𝐹𝐹𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. À ce moment, la déformation du ressort doit 
être ajustée pour se conformer à la force de frottement cinématique : 

𝐷𝐷𝑠𝑠 = 𝐹𝐹𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑘𝑘𝑠𝑠
                                                      (3.34) 

Immédiatement, une autre phase de stick sera activée. Il convient de noter que la limite 
inférieure de la force de frottement 𝐹𝐹𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 pendant le mouvement stick-slip est choisie 
(2𝜇𝜇𝑑𝑑 − 𝜇𝜇𝑠𝑠) 𝐹𝐹𝑛𝑛 de sorte que la force tangentielle moyenne soit égale à 𝜇𝜇𝑑𝑑𝐹𝐹𝑛𝑛. 

L’implémentation du modèle requiert un calcul initial de la force de cisaillement dès 
l’établissement du contact (𝐷𝐷𝑛𝑛 <  0). À cet instant, la durée du contact et la déformation de 
cisaillement sont nulles (𝑡𝑡 = 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐷𝐷𝑠𝑠 = 0). 

Durant le contact, une vérification de la force de collage si elle est inférieure au seuil statique 
est nécessaire (|𝐹𝐹𝑠𝑠| < 𝜇𝜇𝑠𝑠𝐹𝐹𝑛𝑛); dans un tel cas, un calcul de la force de frottement statique en 
utilisant la déformation tangentielle est nécessaire. 

Lorsque la force de frottement dépasse le seuil statique de Coulomb, un calcul de la phase de 
glissement est effectué par détermination de la force de frottement à l’aide du coefficient de 
frottement dynamique, la force de frottement retombe sous le seuil dynamique, le système 
revient à la phase de collage. Ce processus se répète tant que le contact se poursuit. Le seuil de 
glissement de Coulomb évolue avec le temps, car il dépend de la force de contact normale, elle-
même dépendante du temps. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Figure 3.18. Déplacement relatif entre les grains (Stick-Slip). 

Pendant le mouvement des grains, un glissement se produit, l’évaluation de ce glissement peut 
se faire en utilisant la formule suivante : 

𝐺𝐺𝐺𝐺 = (2𝜇𝜇𝑑𝑑−𝜇𝜇𝑠𝑠).𝐹𝐹𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑠𝑠

                                                  (3.35) 

𝐹𝐹𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = (2𝜇𝜇𝑑𝑑 − 𝜇𝜇𝑠𝑠)𝐹𝐹𝑛𝑛 

−𝐹𝐹𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = −(2𝜇𝜇𝑑𝑑 − 𝜇𝜇𝑠𝑠)𝐹𝐹𝑛𝑛 

∑𝑉𝑉𝑠𝑠∆𝑡𝑡  

𝐹𝐹𝑠𝑠 

𝜇𝜇𝑑𝑑𝐹𝐹𝑛𝑛 

𝜇𝜇𝑠𝑠𝐹𝐹𝑛𝑛 

−𝜇𝜇𝑑𝑑𝐹𝐹𝑛𝑛 

−𝜇𝜇𝑠𝑠𝐹𝐹𝑛𝑛 

Phases statiques 

Glissement 
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Avec : 

𝐺𝐺𝐺𝐺: le glissement entre les grains, 𝜇𝜇𝑠𝑠 : coefficient de frottement statique, 𝜇𝜇𝑑𝑑 : coefficient de 
frottement dynamique, f𝑛𝑛 : force de contacte normale, 𝑘𝑘𝑠𝑠 : rigidité tangentielle. 

3.4. Effet de la forme des particules en DEM  

Les simulations par éléments discrets (DEM) utilisent couramment des particules sphériques 
(en 3D) ou des disques (en 2D) pour modéliser les matériaux granulaires. Ce choix simplifie 
les calculs d'interaction, car ces formes géométriques régulières permettent une détermination 
rapide et analytique des points de contact. En effet, avec des particules sphériques ou 
circulaires, il suffit de mesurer la distance entre leurs centres pour détecter un contact, une 
approche bien plus efficace que les méthodes requises pour des particules aux formes 
complexes. Cette simplification non seulement accélère les calculs, mais elle allège également 
l’implémentation des algorithmes de détection de collision, permettant ainsi de simuler de 
grands systèmes granulaires avec une précision et une rapidité accrues. 

Cependant, dans la réalité, la forme des particules est souvent bien plus complexe, présentant 
des caractéristiques irrégulières et anisotropes. Ces formes complexes requièrent des 
algorithmes pointus pour modéliser avec précision leur géométrie et leurs interactions, rendant 
la détection des contacts un défi mathématique majeur. Cette complexité augmente 
considérablement le temps de calcul, car elle nécessite des méthodes sophistiquées pour 
identifier et gérer les points de contact, comme les algorithmes de balayage volumétrique ou 
les modèles d’enveloppes convexes, essentiels pour reproduire fidèlement le comportement des 
matériaux granulaires réels. 

Pour surmonter ces défis, les chercheurs ont développé des méthodes d’approximation qui 
simplifient les formes complexes des particules en les représentant par des géométries plus 
faciles à gérer, comme les ellipsoïdes, les polyèdres convexes ou des arrangements de sphères. 
Ces approximations permettent de réduire considérablement la complexité des calculs tout en 
maintenant une représentation assez réaliste du comportement du matériau granulaire. Elles 
offrent ainsi un équilibre efficace entre précision et rapidité, permettant aux simulations DEM 
de modéliser fidèlement des systèmes granulaires complexes tout en optimisant les ressources 
de calcul. 

La figure 3.19 illustre un exemple de préparation d’un échantillon en DEM, utilisant des grains 
de forme circulaire en 2D. 
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Figure 3.19. Préparation d'un échantillon par pluviation avec des grains circulaire (2D). 

3.5. Choix des paramètres micromécanique pour la modélisation 

La détermination des constantes et des coefficients nécessaires pour une simulation numérique 
spécifique en DEM est souvent complexe. Ces paramètres sont influencés par de nombreux 
facteurs, tels que les caractéristiques mécaniques des matériaux, la vitesse d'impact, la taille et 
l’état de surface des grains, parmi bien d’autres. 

Dans la modélisation DEM, les paramètres des matériaux se répartissent en deux catégories 
principales : les propriétés intrinsèques des matériaux et les propriétés d’interaction. Les 
propriétés intrinsèques incluent le nombre, la forme, la distribution de taille des grains, ainsi 
que la densité, définissant la configuration de base et les caractéristiques physiques de chaque 
particule. Les propriétés d’interaction influencent les comportements intergranulaires et 
intègrent des coefficients critiques, comme la rigidité normale et tangentielle, les coefficients 
de frottement statique et dynamique, ainsi que les coefficients de restitution et de roulement. 
Ces propriétés sont complétées par des coefficients d’amortissement plastique ou visqueux, qui 
modulent la dissipation d’énergie et les forces de résistance aux mouvements relatifs entre les 
particules. Ensemble, ces paramètres permettent de reproduire fidèlement la dynamique des 
matériaux granulaires en tenant compte des échanges d’énergie et des interactions complexes 
entre grains. 

Le choix des constantes et coefficients est crucial pour rapprocher le comportement du modèle 
numérique avec celui du phénomène réel. Une attention particulière est accordée à la raideur 
normale 𝑘𝑘𝑛𝑛, essentielle pour contrôler les distances d’interpénétration entre particules, qui 
doivent rester faibles par rapport à leurs diamètres.  
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La valeur de 𝑘𝑘𝑛𝑛 influe directement sur le calcul du pas de temps d’intégration (∆𝑡𝑡 = 0.1𝜋𝜋�
𝑚𝑚𝑒𝑒
𝑘𝑘𝑛𝑛

); 

ainsi, la plus petite valeur de 𝑘𝑘𝑛𝑛 garantissant une interpénétration acceptable est privilégiée pour 
assurer la stabilité. Par ailleurs, la raideur tangentielle 𝑘𝑘𝑠𝑠 impacte le comportement global du 
système. Une valeur optimale de 𝑘𝑘𝑠𝑠 se situe entre 𝑘𝑘𝑛𝑛

2
 et 𝑘𝑘𝑛𝑛, garantissant un bon compromis entre 

la précision de l’interaction tangentielle et la stabilité de la simulation. 

Pour bien décrire la phase de contact entre deux grains et l’évolution des forces de contact, le 
choix d’un pas de temps (∆𝑡𝑡) suffisamment faible est nécessaire. La figure 3.20 illustre la 
relation entre le temps de contact 𝑡𝑡𝑐𝑐 et le pas de temps de calcul ∆𝑡𝑡 (∆𝑡𝑡 ≪ 𝑡𝑡𝑐𝑐). 

. 

 

 

 

 

Figure 3.20. Choix du pas de temps 

Dans le cas du modèle viscoélastique linéaire, la durée de contact entre deux grains est calculée 

comme 𝑡𝑡𝑐𝑐 = 𝑇𝑇
2

= 2𝜋𝜋
𝜔𝜔

= 𝜋𝜋�
𝑚𝑚𝑒𝑒
𝑘𝑘𝑛𝑛

. Il est couramment recommandé de prendre ∆𝑡𝑡 = 𝑡𝑡𝑐𝑐
10

 . 

3.6. Liste des voisins 

Pour un ensemble de 𝑁𝑁 grains, l'estimation des forces de contact nécessite d'identifier tous les 
voisins de chaque grain. Pour ce faire, il est nécessaire de calculer la distance normale entre 
chaque paire de grains dans le modèle, une opération qui doit être répétée à chaque pas de 

temps. Ce processus représente environ 𝑁𝑁(𝑁𝑁−1)
2

 calculs de distances normales, indispensables 
pour détecter les contacts potentiels. 

Pour optimiser cette tâche, on attribue à chaque grain une "liste de Verlet" (𝐿𝐿𝐿𝐿), qui contient les 
grains voisins se trouvant dans une zone de voisinage définie par une distance prédéterminée. 
Cette liste de voisins est mise à jour périodiquement, au lieu de l'être à chaque pas de temps. 
En limitant le nombre de calculs aux seuls voisins dans la liste de Verlet, le nombre d’opérations 
se réduit alors à environ 𝑁𝑁.𝑁𝑁𝑣𝑣

2
, où 𝑁𝑁𝑣𝑣 est le nombre moyen de voisins par grain. 

𝑗𝑗 ∈ {𝐿𝐿𝑖𝑖} 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐷𝐷𝑛𝑛 = �𝑥⃗𝑥𝑗𝑗 − 𝑥⃗𝑥𝑖𝑖� − 𝑟𝑟𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑗𝑗 ≤ 𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉                    (3.36) 
Avec : 
𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 : Distance de Verlet. 

Supposons un grain 𝑖𝑖 présenté dans la figure 3.19, la liste des voisins est donnée par: 

∆𝑡𝑡 

𝑡𝑡 

𝑡𝑡𝑐𝑐 
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{𝐿𝐿𝑖𝑖} = {𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, 𝑗𝑗3, 𝑗𝑗4, 𝑗𝑗5, 𝑗𝑗6}  
Nombre de (∆𝑡𝑡) pour actualiser {𝐿𝐿𝑖𝑖} dépend de 𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉. 
L’actualisation des {𝐿𝐿𝑖𝑖} s’effectue lorsque le maximum des déplacements cumulés sur 
l’ensemble des grains dépasse la moitié de 𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉. 
Si ‖𝑢𝑢�⃗ 𝑖𝑖‖𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 (𝑖𝑖 = 1 … … . .𝑁𝑁) ≥ 𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉

2
     𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎é {𝐿𝐿𝑖𝑖} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.21. Liste des voisins (liste de Verlet). 

3.7. Contraintes intergranulaires moyennes 

La définition des éléments du tenseur de contraintes à partir des forces d’interaction 
intergranulaires de la modélisation DEM est un sujet d’ordre important. Ce calcul à l’échelle 
micromécanique permet d’obtenir une description complète du comportement du matériau à l’échelle 
macroscopique.  

Le calcul de ce tenseur dans des situations statiques ou quasi-statiques est basé sur un processus 
d’estimation moyenne des forces intergranulaires. Si on suppose que 𝜎𝜎𝛼𝛼𝛼𝛼 (𝛼𝛼,𝛽𝛽 = 1, 2, 3) sont 
les éléments du tenseur de contraintes moyennes dans un volume 𝑉𝑉, alors les contraintes à l’état 
statique seront obtenues par : 
 

𝜎𝜎𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑉𝑉
∑ 𝐹𝐹𝛼𝛼

𝑛𝑛𝑐𝑐𝑁𝑁𝑐𝑐
𝑛𝑛𝑐𝑐=1 𝑙𝑙𝛽𝛽

𝑛𝑛𝑐𝑐                                              (3.37) 
Où : 
𝑉𝑉 : Le volume objet du calcul moyenne de la contrainte. 
𝑁𝑁𝑐𝑐 : Le nombre total de contacts dans le volume 𝑉𝑉. 
𝑛𝑛𝑐𝑐 : Le numéro du contact. 
𝐹𝐹𝛼𝛼
𝑛𝑛𝑐𝑐 : La composante 𝛼𝛼 de la force d’interaction au contact 𝑛𝑛𝑐𝑐. 

𝑙𝑙𝛽𝛽
𝑛𝑛𝑐𝑐 : La composante 𝛽𝛽 du vecteur 𝑙𝑙 reliant les centres des deux grains du contact 𝑛𝑛𝑐𝑐 (vecteur 

branche).  

En situation statique, cette moyenne fournit une estimation de la répartition de la pression et 
des contraintes au sein du matériau granulaire, sans prendre en compte les effets de cisaillement 
ou les accélérations dynamiques. 

En situation dynamique, les grains subissent des accélérations et des forces externes variables, 
entraînant des déplacements et des variations rapides des forces de contact. Les contraintes 
dynamiques sont donc calculées en intégrant à la fois les forces de contact et les forces d'inertie. 

𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 

Zone de voisinage 
𝑖𝑖 

𝑗𝑗1 

𝑗𝑗5 

𝑗𝑗2 
𝑗𝑗3 

𝑗𝑗4 

𝑗𝑗6 
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La formule des contraintes dynamiques inclut fréquemment une composante inertielle 
additionnelle pour mieux représenter les effets de mouvement : 

𝜎𝜎 = 1
𝑉𝑉

[∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖⨂𝑣𝑣𝑖𝑖 − ∑ 𝑓𝑓𝑐𝑐𝑙𝑙𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑉𝑉𝑖𝑖 ]                                      (3.38) 
𝑚𝑚𝑖𝑖 : La masse du grain 𝑖𝑖. 
𝑣𝑣𝑖𝑖  : La vitesse du grain 𝑖𝑖. 
𝑓𝑓𝑐𝑐  : Force de contacte. 
𝑙𝑙𝑐𝑐 : Vecteur branche. 

3.8. Résolution de l’équation de mouvement  

La détermination des trajectoires des particules dans la méthode des éléments discrets (DEM) 
repose sur l’application de la deuxième loi de Newton, combinée avec un schéma d’intégration 
temporelle incrémental. Ce processus comprend plusieurs étapes clés, chacune contribuant à la 
mise à jour des positions et des vitesses des particules sous l’effet des forces de contact : 
 
- Etape de prédiction des positions des grains : cette étape est basée sur l’utilisation des 

positions, vitesses, et accélérations initiales, une estimation des nouvelles positions des 
particules est réalisée pour le prochain pas de temps. Cette prédiction est souvent réalisée à 
l’aide de la méthode d’Euler ou de la méthode de Verlet, qui permettent d’obtenir des 
estimations rapides et précises en fonction des forces et des conditions initiales. 
 

- Calcul des forces de contact intergranulaires : une fois les positions prédites dans la 
première étape, les interactions entre particules sont évaluées pour calculer les forces de 
contact. Ce calcul est essentiel car il prend en compte les lois de contact spécifiques, telles 
que les lois de frottement, d’élasticité, et de déformation viscoélastique. Les forces normales 
et tangentielles résultantes sont appliquées entre les particules en contact, contribuant ainsi 
à leur mouvement respectif. Ce calcul inclut également les forces externes telles que la 
gravité ou toute autre charge appliquée. 

 
- Etape de correction des positions : après le calcul des forces, les nouvelles vitesses et 

accélérations sont calculées, et les positions sont mises à jour pour chaque particule. Cette 
étape corrige les positions prédites en tenant compte des forces de contact intergranulaires 
calculées. La correction garantit que les particules respectent les contraintes imposées par 
les autres particules voisines et les conditions aux limites (par exemple, des murs rigides ou 
des surfaces libres). En conséquence, les nouvelles positions tiennent compte des effets de 
déformation et d’amortissement liés aux interactions multiples. 
 

Ce processus cyclique de calcul se répète à chaque pas de temps pour suivre l’évolution du 
système granulaire, permettant ainsi d’observer la dynamique des particules dans le cadre de 
simulations réalistes. En DEM, la précision de ces calculs est influencée par la taille du pas de 
temps choisi, qui doit être suffisamment petit pour capturer les interactions rapides mais sans 
introduire d'instabilité numérique. Ce schéma incrémental est essentiel pour simuler avec 
précision la propagation des ondes, l’amortissement dynamique et les mécanismes de rupture 
dans des matériaux granulaires complexes. 
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Supposons que les positions, les vitesses, les accélérations les secousses des grains à un instant 
𝑡𝑡 sont données par : 
 

𝑥⃗𝑥 = �
𝑥𝑥
𝑦𝑦
∅
� , 𝑣⃗𝑣 = �

𝑥̇𝑥
𝑦̇𝑦
∅̇
� , 𝑎⃗𝑎 = �

𝑥̈𝑥
𝑦̈𝑦
∅̈
� , 𝑏𝑏�⃗ = �

𝑥𝑥
𝑦𝑦
∅⃛
�                                 (3.39) 

 
Il est nécessaire de déterminer ces paramètres de mouvement après un incrément de temps       
𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡. Dans le cadre de cette thèse, deux méthodes numériques ont été employées pour calculer 
la trajectoire d’un grain en mouvement : l’algorithme "predictor-corrector" de Gear ainsi que 
l’algorithme "Velocity-Verlet". 
 
3.8.1. Schéma prédicteur-correcteur de Gear 
 
Ce schéma constitue l’une des méthodes numériques couramment utilisée pour résoudre des équations 
différentielles ordinaires, notamment dans des simulations de dynamique des particules ou des systèmes 
multi-corps. Ce schéma est une variante des méthodes multi-étapes qui offrent une meilleure stabilité 
pour les systèmes nécessitant une précision dans les prédictions à long terme, comme ceux rencontrés 
en mécanique et en dynamique moléculaire. 
 
Etape 1 : Prédiction (pour une particule 𝒊𝒊) 
 
L’estimation des variables dynamiques en déplacement, vitesse et accélération à l’instant        
(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) s’effectue à travers le développement limité de Taylor donné par : 
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥⃗𝑥

𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑥⃗𝑥(𝑡𝑡) + ∆𝑡𝑡𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡) + 1
2
∆𝑡𝑡2𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡) + 1

6
∆𝑡𝑡3𝑏𝑏�⃗ (𝑡𝑡) + ⋯

𝑣⃗𝑣𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡) + 1
2
∆𝑡𝑡𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡) + 1

2
∆𝑡𝑡2𝑏𝑏�⃗ (𝑡𝑡) + ⋯                     

𝑎⃗𝑎𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡) + ∆𝑡𝑡𝑏𝑏�⃗ (𝑡𝑡) + ⋯                                              
𝑏𝑏�⃗ 𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑏𝑏�⃗ (𝑡𝑡) + ⋯                                                                

          (3.40) 

Avec : 
 
𝑥⃗̇𝑥 = 𝜕𝜕𝑥⃗𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑣⃗𝑣, 𝑥⃗̈𝑥 = 𝑎⃗𝑎 = 𝜕𝜕2𝑥⃗𝑥

𝜕𝜕𝑡𝑡2
 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑥⃗𝑥 =  𝑏𝑏�⃗ = 𝜕𝜕3𝑥⃗𝑥

𝜕𝜕𝑡𝑡3
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.22. Prédiction des paramètres dynamiques d’un grain 

Etape 2 : Calcul des forces et d’accélération (à partir des valeurs prédites) 
 
À partir des positions prédites, les forces intergranulaires sont calculées, en tenant compte des contacts 
et des interactions de frottement, de déformation élastique ou d’amortissement. La nouvelle force entre 
grains est 𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Le calcul de l’accélération est donné par : 

𝑥⃗𝑥 𝑎⃗𝑎 

𝑣⃗𝑣 
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𝑎⃗𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐 =
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑔𝑔�⃗ +∑ 𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑗𝑗

𝑚𝑚𝑖𝑖
                                           (3.41) 

Où 𝑚𝑚𝑖𝑖 représente la masse du grain 𝑖𝑖. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.23. Calcul des forces et d'accélération 
 

L’approximation de l’erreur dans le calcul de l’accélération est donnée par : 
  

∆𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑎⃗𝑎𝑐𝑐(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) − 𝑎⃗𝑎𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)                                  (3.42) 
 
Etape 3 : Correction des paramètres dynamiques 
 
Par l’usage des paramètres dynamiques prédits à (𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡), et par calcul des forces extérieures, 
on peut calculer le déplacement, la vitesse et l’accélération corrigée comme suit : 
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥⃗𝑥

𝑐𝑐(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑥⃗𝑥𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) + 𝑐𝑐0𝐴𝐴0∆𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)
𝑣⃗𝑣𝑐𝑐(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑣⃗𝑣𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) + 𝑐𝑐1𝐴𝐴1∆𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)
𝑎⃗𝑎𝑐𝑐(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑎⃗𝑎𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) + 𝑐𝑐2𝐴𝐴2∆𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)
𝑏𝑏�⃗ 𝑐𝑐(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑏𝑏�⃗ 𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) + 𝑐𝑐3𝐴𝐴3∆𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)

                                   (3.43) 

 
Avec : 
𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐3 : Des coefficients de correction de Gear (Allen et Tildesley, 1987). 
𝐴𝐴0,𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3 : Des facteurs tenant compte de l’adaptation de la correction à la variable 

considérée ; 𝐴𝐴0 = ∆𝑡𝑡2

2
,𝐴𝐴1 = ∆𝑡𝑡

2
,𝐴𝐴2 = 1,𝐴𝐴3 = 3

∆𝑡𝑡
. 

Cette étape ajuste les valeurs prédites en fonction des nouvelles accélérations calculées. 
Les corrections sont appliquées en utilisant un facteur de pondération basé sur l’erreur entre 
l’accélération prédite et l’accélération calculée.  
Le tableau 3.1 récapitule les coefficients de correction proposés par Gear dans le cadre d’une 
optimisation de la précision des paramètres de mouvement et la stabilité des calculs, et ce pour 
les différents ordres de développements. 
 

Tableau 3.1. Les coefficients de correction proposés de Gear 
Valeurs 𝑐𝑐0 𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐3 𝑐𝑐4 

3 0 1 1   
4 1

6
 

5
6

 1 1
3

 
 

5 19
90

 
3
4

 1 1
2

 
1

12
 

 

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑔⃗𝑔 
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3.8.2. Algorithme simplifié " Velocity-Verlet" 
 
Le terme "Velocity" fait référence à la mise à jour explicite des vitesses des particules, un 
élément central de l’algorithme. Quant au mot "Verlet", provient du nom de Loup Verlet, un 
physicien qui a conçu la méthode pour résoudre les équations du mouvement avec une précision 
accrue, notamment dans les simulations de systèmes dynamiques. Cette méthode a trouvé des 
applications notables dans les domaines de la mécanique statistique et de la dynamique 
moléculaire. 
Cet algorithme représente une méthode numérique couramment utilisée pour résoudre les 
équations du mouvement en mécanique classique, notamment dans les simulations de systèmes 
à N corps, la dynamique moléculaire, ainsi que dans la modélisation de systèmes physiques en 
général. Il fait partie des techniques d'intégration utilisées pour simuler l'évolution temporelle 
des systèmes dynamiques selon les lois de la mécanique newtonienne. 
 
Il s’agit d’un algorithme très intéressant basé sur le stockage des variables dynamiques (les 
positions 𝑥⃗𝑥(𝑡𝑡), les vitesses 𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡) et les accélérations 𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡)) durant chaque pas de temps 𝑡𝑡.  

L’accélération 𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡) = (∑𝐹𝐹𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒)𝑡𝑡
𝑚𝑚

 est supposée constante dans l’intervalle�𝑡𝑡 − ∆𝑡𝑡
2

, 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡
2
�, seule la 

vitesse qui est corrigée. 
L’algorithme effectue des mises à jour décalées pour les positions et les vitesses, minimisant 
ainsi les erreurs d’intégration par rapport à d’autres méthodes comme celle d’Euler. 
 
Les étapes d’implémentation de cet algorithme sont comme suites : 
 
(a)  Etape de prédiction des positions et des vitesses 

 

�
𝑥⃗𝑥(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑥⃗𝑥(𝑡𝑡) + ∆𝑡𝑡𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡) + 1

2
∆𝑡𝑡2𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡) = 𝑥⃗𝑥(𝑡𝑡) + ∆𝑡𝑡𝑣⃗𝑣 �𝑡𝑡 + 1

2
∆𝑡𝑡�

𝑣⃗𝑣 �𝑡𝑡 + 1
2
∆𝑡𝑡� = 𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡) + 1

2
∆𝑡𝑡𝑥⃗̈𝑥(𝑡𝑡)                                                            

    (3.44) 

(b)  Etape de calcul des forces agissantes sur le grain (∑ 𝐹⃗𝐹𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒)𝑡𝑡+∆𝑡𝑡 et l’accélération en  utilisant 

𝑥⃗𝑥(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) et 𝑣⃗𝑣 �𝑡𝑡 + 1
2
∆𝑡𝑡� 

 
𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡) = (∑𝑭𝑭��⃗ 𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆)𝒕𝒕+∆𝒕𝒕

𝑚𝑚
                                                   (3.45) 

(c) Etape de correction de la vitesse 

𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝑣⃗𝑣 �𝑡𝑡 + 1
2
∆𝑡𝑡� + 1

2
∆𝑡𝑡𝑎⃗𝑎(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)                               (3.46) 

 
L’organigramme qui récapitule le processus de calcul en utilisant DEM est présenté dans la 
figure 3.20. 
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Figure 3.24. Organigramme de calcul en DEM. 

 

3.9. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons présenté les outils nécessaires à la modélisation et à la mise en 
œuvre d’un code de calcul permettant d’étudier la propagation d’ondes de cisaillement dans les 
milieux granulaires en utilisant la méthode des éléments discrets (DEM). Une description 
détaillée des lois d’interaction intergranulaires ainsi que des modèles théoriques disponibles 
dans la littérature a été fournie, avec une attention particulière au modèle adopté dans ce travail 
de recherche. De plus, les principes guidant le choix des paramètres micromécaniques ont été 
expliqués afin de garantir une modélisation précise et fiable. Le chapitre se termine par une 
description les étapes de la résolution numérique d’un problème par la méthode DEM, 
accompagnée d’un organigramme illustrant le processus de calcul. 
 
 

 

 

 

 

Introduction des propriétés physiques et mécaniques, positions et 
vitesses et accélérations initiales, obstacles, conditions aux limites et 

Choix du pas de temps ∆𝑡𝑡. 
positions et vitesses et accélérations initiales  obstacles etc  

Prédiction des postions et vitesses au bout de ∆𝑡𝑡 
soient 𝑥⃗𝑥𝑖𝑖 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣⃗𝑣𝑖𝑖 

 

Calcul des forces de contact  𝐹𝐹𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐹𝐹𝑠𝑠. 
Projection dans le repère globale pour obtenir 𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶. 

Calcul des nouvelles accélérations 𝑎⃗𝑎𝑖𝑖   
 

Correction des positions, vitesses et accélérations 
𝑥⃗𝑥𝑖𝑖 , 𝑣⃗𝑣𝑖𝑖 et 𝑎⃗𝑎𝑖𝑖   

 

Affichage des grandeurs souhaitées (positions, 
déplacements, contraintes…etc.). 

 

R
efaire la boucle jusqu’à  

la durée fixée  
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Chapitre 4. Applications et analyses 

 

4.1.  Introduction 

Ce chapitre a pour objectif de présenter une analyse de la propagation d’ondes de cisaillement 
dans un profil de sable par une modélisation micromécanique en utilisant la Méthode des 
Éléments Discrets (DEM). Dans ce contexte, un modèle 2D en DEM est développé, ce modèle 
est basé sur la dynamique moléculaire avec l’utilisation des éléments de forme circulaire, les 
différentes forces d’interactions entre les grains ainsi que les conditions aux limite du problème 
ont été prise en considération. Le profil de sable est soumis à une excitation harmonique à partir 
de la base. Plusieurs paramètres liés à la propagation d’ondes ont été étudiés à savoir ; la 
fréquence fondamentale et de résonance, les effets de la hauteur du dépôt et du confinement sur 
ces fréquences ainsi que l’étude de la variation du facteur d’amplification dynamique du 
mouvement à la surface libre du profil en fonction de l’amplitude et la fréquence d’excitation. 
L'étude inclut également l'estimation du module de cisaillement maximal 𝐺𝐺0 dans diverses 
situations, l'analyse de la dégradation de ce module, la quantification du taux d'amortissement 
et l'examen de sa relation avec les glissements intergranulaires. 

4.2.  Détails du modèle numérique de propagation des ondes 

Une modélisation par éléments discrets 2D est effectuée, les forces normales intergranulaires 
aux contacts sont calculées à l’aide d’une loi viscoélastique linéaire tandis que les forces 
tangentielles sont calculées à l’aide d'un modèle viscoélastique parfaitement plastique. Le 
frottement de roulement est intégré au modèle pour tenir compte de l’amortissement du 
mouvement de roulement des grains. Le modèle utilisé est implémenté dans un code C++. Dans 
une première étape, un profil de sable dense est construit par pluviation sous l’effet de la gravité 
sur un plateau rigide horizontal (considéré comme un substratum rocheux), avec introduction 
de frontières périodiques pour modéliser une couche infinie dans la direction horizontale ; les 
frontières périodiques du modèle sont les conditions qui engendrent la multiplication du volume 
élémentaire étudié, le principe de la périodicité consiste à réintroduire tout grain qui sort par 
une frontière du système par la frontière opposée. L’utilisation des frontières périodiques 
permet de réduire la taille du modèle, et l’étude peut être faite à travers la simulation d’un 
volume élémentaire représentatif qui se répète en périodique dans l’espace. L’avantage 
d’utilisation des limites périodique est de réduire la taille du modèle, donc de diminuer le coût 
et la durée de simulation des phénomènes étudiés. 

Une fois le dépôt granulaire stabilisé, les positions des grains sont enregistrées et considérées 
comme positions de référence pour le calcul des déplacements. Ensuite, le profil est soumis à 
une vibration horizontale à travers le substrat rocheux de support, tandis que la surface 
supérieure du profil est maintenue libre. Afin d’assurer une bonne transmission du mouvement 
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au profil, le substrat rocheux est rendu rugueux en y collant les grains du profil les plus bas. 
Ces grains subissent donc le même déplacement imposé du substrat rocheux. Afin de décrire la 
réponse dynamique, le dépôt est divisé en un certain nombre de couches pour lesquelles les 
déplacements moyens des grains sont suivis lors de l’excitation. 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                                                          (b) 
Figure 4.1. Préparation de l'échantillon : (a) Pluviation des grains (b) Stabilisation de l'échantillon. 

Les propriétés des grains ainsi que les paramètres micromécaniques utilisés dans le calcul des 
forces de contact intergranulaires sont présentés dans le tableau 4.1. 

Tableau 4.1. Paramètres du modèle numérique (Luding, 2008) 

 

La largeur du dépôt (c’est-à-dire la période) est initialement fixée à 2 m, la hauteur résultante 
pour le nombre et la taille des grains utilisés est d'environ 0,54 m. La figure 4.2 montre le 
modèle de dépôt de sable obtenu après pluviation avec les différentes conditions aux limites 

Paramètre Symbole Valeur 

Nombre de grains  𝑁𝑁 5000  

Rayons des grains  𝑟𝑟𝑖𝑖 1.00x10−3 à 2.00x10−3𝑚𝑚  

Densité des grains  𝐺𝐺𝑠𝑠 2600 𝑘𝑘𝑘𝑘/𝑚𝑚3 

Gravité 𝑔𝑔 9.81 𝑚𝑚/𝑠𝑠2  

La rigidité normale  𝑘𝑘𝑛𝑛 1.2 x106𝑁𝑁/𝑚𝑚  

La rigidité tangentielle  𝑘𝑘𝑠𝑠 9.6x105𝑁𝑁/𝑚𝑚 

Le coefficient de frottement statique entre les grains 𝜇𝜇𝑠𝑠 0.5 

Le coefficient de frottement dynamique entre les grains 𝜇𝜇𝑑𝑑 0.45 

Le coefficient d’amortissement visqueux normal 𝑣𝑣𝑛𝑛 41.38  𝑘𝑘𝑘𝑘/𝑠𝑠−1 

Le coefficient d’amortissement visqueux tangentiel 𝑣𝑣𝑠𝑠 33.10  𝑘𝑘𝑘𝑘/𝑠𝑠−1 
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ainsi que la chaîne de grains liée appelée « chaîne d’excitation ». La subdivision du dépôt en 
couches est également illustrée sur la même figure. 

 
 

 

 
 

 

 

 

Figure 4.2. Présentation du modèle numérique en DEM, des conditions aux limites et de la 
subdivision en plusieurs sous couches du dépôt de sable. 

Dans ce travail, l’excitation appliquée est un déplacement harmonique d’amplitude et de 
fréquence spécifiées 𝑢𝑢(𝑡𝑡) =  𝑢𝑢0 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔), où 𝑢𝑢0 est l'amplitude et 𝜔𝜔 est la fréquence 
d’excitation. Afin d’éviter les perturbations de la réponse transitoire, l’excitation est appliquée 
en trois étapes (Zamani et El Shamy, 2011). Dans la première étape, l’amplitude est 
progressivement augmentée de zéro à l’amplitude de vibration en phase permanente 
sélectionnée. Dans la deuxième étape, l’amplitude est maintenue constante pour produire une 
oscillation en phase permanente. Enfin, dans la troisième étape, l’amplitude est diminuée de 
l'amplitude en phase permanente jusqu’à zéro. Dans les simulations suivantes, les durées des 
trois étapes sont respectivement fixées à 4,5 𝑠𝑠, 6 𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑒𝑒 1,5 𝑠𝑠. De cette façon, la réponse transitoire 
devrait devenir presque atténuée dans la phase d’oscillation en phase permanente. Les résultats 
qui seront discutés ci-dessous appartiennent essentiellement à cette phase. Le dépôt est divisé 
en 10 couches, le déplacement enregistré correspond au déplacement moyen de l'ensemble des 
grains présents dans chaque couche. 

4.3.  Résultats de simulation et discussion 

4.3.1. Réponse temporelle en déplacement et amplification du mouvement  

Dans cette simulation numérique, les paramètres d’excitation sont fixés à 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚 et 
𝜔𝜔 = 25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. Dans la première étape (c’est-à-dire 𝑑𝑑𝑑𝑑 0 à 4,5 𝑠𝑠), l’amplitude du déplacement 
est augmentée proportionnellement au temps de zéro jusqu'à 4 × 10−4 𝑚𝑚. Ensuite, elle est 
maintenue au même amplitude pendant 6 𝑠𝑠 et finalement diminuée progressivement pour 
atteindre zéro pendant 1,5 𝑠𝑠. La figure 4.3 montre la réponse temporelle en déplacement, au 
niveau du substratum rocheux en (Figure 4.3a), au niveau de la couche de base en (Figure 4.3b), 
au niveau de la couche intermédiaire en (Figure 4.3c) et à la surface du dépôt en (Figure 4.3d). 

Substratum rocheux 

Frontière périodique 

Surface libre 

Chaine d’excitation 

2 m 

0.54 m 
Couche de 

milieu 

Couche de 
surface 

Couche de 
base 

𝑥𝑥 

𝑦𝑦 
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                                                (a)                                                                                  (b)                                      

 

                                                (c)                                                                                   (d)  

Figure 4.3. Réponse temporelle en déplacement :(a) Au niveau du substratum rocheux (excitation), (b) 
Couche de base, (c) Couche intermédiaire, (d) Couche supérieure du dépôt. 

Ces figures montrent clairement les différentes phases du mouvement au niveau du substratum 
rocheux, des couches de base, milieu et de surface (qui représente approximativement la surface 
du dépôt). Les figure 4.3b, 4.3c et 4.3d montrent que l’amplitude du déplacement dans la phase 
stationnaire est presque constante, c’est-à-dire que l’effet de la réponse transitoire disparaît dans 
cette phase. La comparaison des quatre courbes de déplacement dans la phase stationnaire 
montre que le déplacement introduit au niveau du substratum rocheux (excitation) ayant une 
amplitude de 0,4 𝑚𝑚𝑚𝑚 est amplifié progressivement dans le dépôt jusqu’à la couche de surface 
où l’amplitude devient d’environ 0,85 𝑚𝑚𝑚𝑚. De plus, les figures 4.3b, 4.3c et 4.3d montrent que 
le dépôt a subi une oscillation élastique amortie libre après la fin de l’excitation (c’est-à-dire 
après 𝑡𝑡 = 12 𝑠𝑠). 

L’amplification du mouvement dans le dépôt de sable est illustrée dans les figures 4.4a et 4.4b. 
La première figure montre une partie de la réponse en phase permanente (7𝑠𝑠 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 8𝑠𝑠) aux 
couches de base, intermédiaire et de surface, et la seconde présente l’amplitude des 
déplacements en fonction de la profondeur de la couche par rapport au substratum rocheux 
(coordonnée 𝑦𝑦). 
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Figure 4.4. (a) Réponse temporelle en déplacement pour une oscillation en phase permanente à trois 
profondeurs différentes. (b) Amplitude de déplacement en fonction de la profondeur de la couche. 

Ces figures montrent clairement que l’amplification du mouvement est en augmentation à partir 
de la base jusqu'à la couche de surface. Par contre, la figure 4.4b prouve que le profil de 
déplacement a la forme caractéristique du premier mode de vibration; cela révèle que la 
fréquence d’excitation est inférieure à la première fréquence de résonance du dépôt. 

4.3.2. Fréquence fondamentale du dépôt 
 
Les sols sont connus pour leur comportement mécanique non linéaire, leur module de 
cisaillement se dégrade lorsque le niveau de déformation impliqué augmente, ce comportement 
est bien montré dans la Figure 4.5a. Dans cette figure, 𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 est le module de cisaillement à 
faible déformation et 𝐺𝐺 est le module correspondant à une déformation spécifiée 𝛾𝛾. La Figure 
4.5b montre la courbe de dégradation de 𝐺𝐺 en fonction du niveau de déformation impliqué (𝛾𝛾0) 
selon la référence (CFMS, 2023). Il est clair que 𝐺𝐺𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 correspond à des déformations 
approximativement inférieures à 10−5. 
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Figure 4.5. (a) Présentation de la dégradation du module de cisaillement avec l'augmentation de la 

contrainte appliquée. (b) Courbe de dégradation du module de cisaillement en fonction du niveau de 
déformation (CFMS, 2023) 

La fréquence fondamentale est définie comme la première fréquence naturelle d’une oscillation 
de faible déformation (pseudoélastique). Pour obtenir cette fréquence, nous avons soumis le 
dépôt à une vibration harmonique de la même manière décrite ci-dessus, avec une amplitude 
𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚 et une fréquence de 25𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. La fréquence fondamentale du dépôt est 
considérée comme la fréquence de vibration libre restante après la fin de l’excitation. La figure 
4.6 présente un zoom de la réponse temporelle des déplacements correspondant à la phase de 
vibration libre (après la fin de l’excitation) à différentes profondeurs du dépôt. Cette figure 
montre que les déplacements sont harmoniques et sans déphasage pour les différentes 
profondeurs, ce qui correspond à la forme d’oscillation du mode fondamental. La période 
fondamentale peut être estimée à partir du tracé des déplacements, elle est d’environ                  
𝑇𝑇 = 0,166 𝑠𝑠. Par conséquent, la fréquence fondamentale est 𝜔𝜔1 = 2𝜋𝜋

𝑇𝑇
= 37,82 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 

(Derbane, Mansouri et Messat, 2024). 
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     (b) 

Figure 4.6. (a) Réponse temporelle complète du dépôt (b) Zoom sur la réponse à différentes 
profondeurs pour la phase de vibration libre. 

Pour une oscillation élastique du dépôt de sable, la vitesse de propagation d’onde de 
cisaillement peut être calculée à partir de la période fondamentale par l’utilisation de la formule  
𝑐𝑐 = 4ℎ

𝑇𝑇
 (Verruijt, 2009), donc pour notre dépôt 𝑐𝑐 = 12,91𝑚𝑚/𝑠𝑠. 

D’autre part, il est possible d’estimer le taux d’amortissement de dépôt pour de petites 
amplitudes de vibration en utilisant le décrément logarithmique exprimé par (Acton et Squire, 
1985) : 

                                                                   𝜉𝜉 = 1

�1+(2𝜋𝜋𝛿𝛿 )2
                                                        (4.1) 

Avec:  

                                                                𝛿𝛿 = ln( 𝑌𝑌max(𝑖𝑖)

𝑌𝑌max(𝑖𝑖+1)
)                                                    (4.2) 

 
Dans laquelle 𝛿𝛿 est le décrément logarithmique, 𝑌𝑌max(𝑖𝑖) et 𝑌𝑌max(𝑖𝑖+1) sont deux pics successifs 
dans la vibration libre. 
Les calculs basés sur la courbe de réponse de la figure 4.6a, donnent le taux d’amortissement : 
 
𝜉𝜉 = 1

�1+( 2𝜋𝜋
0,2292)2

= 3,65%  

 
Par ailleurs, on peut noter que la vitesse de propagation d’onde pour ce modèle est inférieure 
aux vitesses caractéristiques des sols naturels. Ceci est raisonnable en raison de la faible rigidité 
intergranulaire adoptée dans le modèle afin de réduire le temps de calcul. Cependant, il apparaît 
que cette vitesse de propagation a un effet négligeable sur les aspects phénoménologiques de la 
réponse. O’Donovan et al (O’Donovan, et al., 2016), suite à des simulations sur la propagation 
des ondes en milieux granulaires, ont indiqué que le changement de rigidité intergranulaire 
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modifie la vitesse de propagation d’ondes mais son effet est négligeable sur la nature de la 
réponse dynamique. 

4.3.3. Influence de la fréquence d’excitation sur la réponse du dépôt 
 
Afin de montrer l’effet de la fréquence d’excitation sur la réponse dynamique du dépôt, 
plusieurs simulations ont été réalisées avec des fréquences allant de 10 à 40 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, tandis que 
l’amplitude d’excitation est fixée à 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚. La figure 4.7 montre la réponse temporelle 
en déplacements pendant la phase permanente d’excitation au niveau du substratum rocheux et 
de la couche supérieure du profil pour des fréquences de 10 𝑒𝑒𝑒𝑒 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. On peut noter que 
pour la fréquence de 10 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, il n’y a pas d’amplification du mouvement au niveau de la 
couche supérieure, ainsi le profil présente un comportement de corps rigide qui suit le 
déplacement du substratum rocheux. Cependant, pour la fréquence de 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, le mouvement 
est amplifié au niveau de la couche supérieure, donc cette fréquence provoque la déformation 
du dépôt (Derbane, Mansouri, Messast et al, 2025). 
 
 

 
 

(a)                                                                                (b)  
 

Figure 4.7. Réponse temporelle en déplacements en phase permanent au niveau du substratum 
rocheux et à la surface du dépôt pour des fréquences d'excitation : (a) 10 rad/s, (b) 20 rad/s. Amplitude 

d'excitation 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚 
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Figure 4.8. Réponse temporelle de la couche supérieure pour les fréquences d'excitation 20, 30, 32 et 
35 rad/s, l’amplitude d'excitation 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚. 

La figure 4.8 montre l’évolution de la réponse temporelle en déplacement de la couche 
supérieure pendant toute la durée d’excitation. Bien que ces réponses temporelles aient été 
présentées pour toutes les fréquences, seules les courbes correspondant aux fréquences 
20, 30, 32 𝑒𝑒𝑒𝑒 35 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 sont représentés. En fait, ces fréquences semblent illustrer clairement 
l’évolution du comportement du profil. On observe qu’en passant de 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 à 30 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, 
une augmentation de l’amplification du mouvement est remarquable; l’amplitude au niveau de 
la couche supérieure passe de 0,6 𝑚𝑚𝑚𝑚 pour 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 à une valeur d’environ 1,6 𝑚𝑚𝑚𝑚 pour 
30 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. Pour les fréquences de 32 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 et 35 rad/s, et en particulier pour la couche 
supérieure seulement, les formes des réponses en déplacement indiquent l’apparition d’un 
glissement irréversible des grains. Ce glissement pourrait être attribué à la forte amplification 
du mouvement et au non-confinement de la couche considérée (couche supérieure). Notons que 
ce glissement débute lorsque l’amplitude de vibration devient suffisamment élevée, c’est-à-dire 
vers la fin de la phase d’augmentation de l’excitation. Par la suite, la couche continue d'osciller 
autour d'une nouvelle position qui peut évoluer au fil du temps. On peut noter à partir des 
graphiques que l'amplitude des vibrations tend à diminuer légèrement avec le temps ; ce 
comportement pourrait être dû à une densification du dépôt, résultant des mouvements relatifs 
significatifs des grains. Il convient de noter que cette densification entraîne une réduction de la 
déformabilité du dépôt. 

En revanche, pour les fréquences où un glissement de la couche supérieure s'est produit, la 
phase de vibration en régime permanent est considérée comme la courte phase immédiatement 
après la phase d’augmentation de l’amplitude d’excitation (c'est-à-dire après 4,5 secondes). Elle 
est représentée sur les graphiques des réponses temporelles en déplacements (fenêtres rouges 
dans la Figure 4.8). Cette phase est écourtée pour ces fréquences et devrait correspondre au cas 
où l’échantillon est proche de son état initial avant densification. Afin de tenir compte du 
décalage possible par rapport à la position initiale (position zéro), l'amplitude du déplacement 
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est calculée comme la moitié de la différence entre les valeurs maximales et minimales des pics 
dans l’intervalle de temps considéré. 

Les profils de déplacement (c’est-à-dire la forme de déformation du dépôt à un instant donné) 
pour les différentes fréquences d’excitation sont représentés sur la figure 4.9 pour la vibration 
en phase permanente au temps du pic positif et au pic négatif suivant (temps de pic positif + 
une demi-période). 

  

 

 

 

 

 

 

    a. Profil de déplacement (20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠)                               b. Profil de déplacement (25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠) 

  

 

 

 

 

 

 

          c. Profil de déplacement (30 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠)                               d. Profil de déplacement (35 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠) 
 

Figure 4.9. Profils de déplacements pour différentes fréquences d'excitation.                            
L’amplitude d'excitation 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚. 

 
Cette figure démontre que pour les basses fréquences (jusqu’à 30 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠), les profils de 
déplacement ont la forme du premier mode de vibration. Pour la fréquence de 32 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, on 
remarque l’apparition du nœud avec un déplacement nul à la base puis remontant vers le haut 
pour la fréquence de 35 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. D’après ce qui a été discuté précédemment, cela indique 
l’atteinte puis le dépassement de la première fréquence de résonance. Ces formes de profils de 
déplacement indiquent que la première fréquence de résonance pour l’amplitude d’excitation 
𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚, est d’environ 32 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 (Derbane, Mansouri, Messast et al, 2025). 
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Nous définissons ci-après le facteur d’amplification dynamique (DAF) au niveau de la couche 
supérieure du profil dans la phase de vibration permanente par la formule suivante : 
 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑢𝑢𝑠𝑠
𝑢𝑢0

                                                            (4.3) 
 

Où 𝑢𝑢𝑠𝑠 représente l’amplitude de déplacement au niveau de la couche supérieure (couche de 
surface) et 𝑢𝑢0 est l’amplitude de déplacement au niveau du substratum rocheux (excitation). 

Afin d’étudier la variation de l’amplification du déplacement en fonction de la fréquence, la 
Figure 4.10a représente le DAF en fonction de la fréquence d’excitation pour une amplitude 
d’excitation 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚. 
 

 

(a)                                                             (b) 

Figure 4.10. Facteur d'amplification dynamique en fonction de la fréquence d'excitation, (a) DAF 
obtenu à partir de la modélisation numérique, (b) Comparaison DAF entre la modélisation numérique 

et la solution analytique 

La figure 4.10a montre que le DAF évolue de manière similaire au cas d’un dépôt élastique 
excité par un déplacement harmonique à partir de la base; avec l’augmentation de la fréquence 
d’excitation, le DAF augmente jusqu’à une valeur maximale qui correspond à la résonance puis 
il diminue. La fréquence de résonance estimée à partir de cette figure est d’environ 32 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, 
ce qui concorde bien avec les profils de déplacement présentée dans la figure 4.9. 

Pour une comparaison avec la solution analytique (𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1
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), la Figure 

4.10b montre l’évolution du DAF en fonction de la fréquence, obtenue numériquement et celui 
calculé à partir de la solution analytique. Les données utilisées dans cette solution sont celles 
correspondant au dépôt numérique (ℎ = 0,54𝑚𝑚 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜔𝜔1 = 37,82 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠).  

Le taux d’amortissement est choisi de telle sorte que la valeur maximale (à la résonance) soit 
égale à celle obtenue à partir du modèle numérique qui est approximativement 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4.75. 
Par utilisation de l’équation approchée   𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≈

2
𝜋𝜋𝜋𝜋

, on obtient un taux d’amortissement 𝜉𝜉 =

13,4%. Sur cette figure, les fréquences d’excitation sont normalisées par la fréquence 
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fondamentale du modèle 𝜔𝜔1. Cette figure montre que l’évolution du DAF calculé 
numériquement est très similaire à celle de la solution analytique. Cependant, la résonance se 
produit à une fréquence inférieure d’environ 13% par rapport à celle obtenue par le modèle 
analytique. Nous pensons que cette différence peut être attribuée principalement à la 
dégradation du module de cisaillement due à l’augmentation des contraintes de cisaillement à 
proximité de la résonance, là où ce même module est considéré comme constant dans le modèle 
analytique. 

L’analyse de l’effet de la fréquence d’excitation sur la réponse du dépôt est présentée dans ce 
cas avec une amplitude d’excitation 𝑢𝑢0 = 4 × 10−6𝑚𝑚 de la même manière que pour l’amplitude 
d’excitation 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚. Contrairement à ce qui est observé dans le cas de l’amplitude 
𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚 pour les fréquences de 32 rad/s et 35 rad/s, on constate qu’il n’y a pas de 
glissement de la couche superficielle, et que le mouvement reste harmonique et régulier pour 
toutes les couches et pour les deux fréquences. La Figure 4.11 présente la réponse de la couche 
de surface pour les deux fréquences citées auparavant et pour une amplitude d’excitation        
𝑢𝑢0 = 4 × 10−6𝑚𝑚. 

 

 

Figure 4.11. Réponse temporelle de la couche supérieure pour les fréquences d'excitation 32 et 35 
rad/s, l’amplitude d'excitation 𝑢𝑢0 = 4 × 10−6𝑚𝑚. 

Le tracé des profils de déplacement a montré que la fréquence de résonance augmente jusqu'à 
environ 37,5 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. Pour ce cas nous présentons l’évolution du DAF avec la fréquence 
d'excitation (Figure 4.12b), de la même manière que la Figure 4.10b. 
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(a)                                                                            (b) 

Figure 4.12. Facteur d'amplification dynamique en fonction de la fréquence d'excitation, (a) DAF 
obtenu à partir de la modélisation numérique, (b) Comparaison DAF entre la modélisation numérique 

et la solution analytique 

Cette figure montre que la fréquence de résonance devient très proche de la fréquence 
fondamentale estimée dans la section 4.3.2 (𝜔𝜔1 = 37,82 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠). De plus, le facteur 
d’amplification dynamique maximal augmente significativement (𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 17,08). Ces 
résultats indiquent qu’il n’y a quasiment pas de dégradation du module de cisaillement et que 
le taux d’amortissement devient très faible pour les petites amplitudes. Nous estimons que le 
taux d’amortissement dépend du glissement intergranulaire, lequel diminue lorsque l’amplitude 
d’excitation se voit diminuée. On peut donc conclure que la fréquence de résonance dépend de 
l’amplitude d’excitation. 

4.3.4. Influence de l'amplitude d'excitation sur l'amplification du mouvement 

Il convient de rappeler que pour un dépôt élastique excité à partir de la base par un déplacement 
harmonique, le facteur d’amplification dynamique (DAF) est indépendant de l’amplitude 
d’excitation. Cependant, le dépôt granulaire ne se comportant pas de manière élastique dans 
toutes les situations. Il devient alors intéressant d’apporter des éclaircissements concernant son 
comportement lors de la variation des amplitudes d’excitation. Pour cela, des simulations de la 
réponse du dépôt de sable sous excitation harmonique avec une fréquence fixe de                      
(𝜔𝜔 = 25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠) et pour une variation des amplitudes d’excitation allant de 2 × 10−6𝑚𝑚 à            
1 × 10−3𝑚𝑚 sont réalisées. Pour toutes les simulations, les déplacements en phase permanente 
sont présentés et le DAF lui aussi calculé. 

La figure 4.13 montre l’évolution du DAF avec l’amplitude d’excitation. Dans cette figure, 
étant donné qu’une large échelle de valeurs d’amplitude est utilisées, donc, l’adoption d’une 
échelle logarithmique pour l’axe des "𝑥𝑥" (amplitudes) est nécessaire pour une mieux 
présentation des résultats. 
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Figure 4.13. Evolution du DAF de la couche supérieure du dépôt de sable en fonction de l'amplitude 
d'excitation. Fréquence d'excitation 𝜔𝜔 = 25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. 

Il apparait clairement que contrairement au cas d’un dépôt élastique où le DAF est 
théoriquement indépendant de l’amplitudes d’excitation, pour le présent dépôt granulaire 
étudié, le DAF est presque constant pour des excitations de petites amplitudes, mais augmente 
brusquement pour les cas de grandes amplitudes d’excitation. Ce comportement pourrait être 
attribué à la dégradation du module de cisaillement due à l’augmentation du niveau de 
déformation en cisaillement lorsque l’amplitude augmente.  

Afin de vérifier cette assertion, une évaluation du niveau de déformation de cisaillement est 
mise en jeu pour les différentes amplitudes d’excitation. Observant que le profil de déplacement 
a une forme presque linéaire pour la fréquence d’excitation utilisée (𝜔𝜔 = 25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠) comme le 
montre la Figure 4.14, le niveau de déformation de cisaillement (𝛾𝛾0) peut être évalué par le 
rapport de la différence entre les déplacements horizontaux de deux couches sur la distance 
verticale qui les sépare. Afin d’obtenir une valeur moyenne sur l’ensemble du dépôt, 𝛾𝛾0 est 
calculé dans ce qui suit en utilisant l’avant-dernière couche (couche 9) et la première couche. 
Considérant le déphasage possible (même s’il est très faible) entre les déplacements des 
couches, 𝛾𝛾0 s’exprime par : 

𝛾𝛾0 = 𝑢𝑢9
𝑝𝑝−𝑢𝑢1
𝑦𝑦9−𝑦𝑦1

                                                         (4.3) 

Où 𝑢𝑢9
𝑝𝑝 représente un déplacement maximal de la couche 9, 𝑢𝑢1 représente le déplacement de la 

couche 1 au même instant (correspondant à 𝑢𝑢9
𝑝𝑝) et  𝑦𝑦𝑖𝑖  est la coordonnée verticale du centre de 

la couche 𝑖𝑖. Les niveaux de déformation en cisaillement moyens sont calculés pour toutes les 
amplitudes d’excitation. La figure 4.14a montre l’évolution du niveau de déformation avec 
l’amplitude d’excitation, tandis que la figure 4.14b montre la variation du DAF en fonction du 
niveau de déformation en cisaillement impliqué par les différentes amplitudes d’excitation 
(Derbane, Mansouri, Messast et al, 2025). 
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(a)                                                                           (b) 

Figure 4.14. (a) Niveau moyen de déformation en cisaillement par rapport à l'amplitude d'excitation, 
(b) DAF par rapport au niveau de déformation en cisaillement impliqué par les différentes amplitudes 

d'excitation. 

La Figure 4.14a montre que le niveau de déformation en cisaillement augmente de façon 
monotone exponentielle (linéaire dans l’échelle logarithmique) avec l’augmentation de 
l’amplitude d'excitation. En prenant en compte la courbe de dégradation du module de 
cisaillement avec le niveau de déformation de cisaillement (Figure 4.5b), cette augmentation 
révèle que le module de cisaillement du dépôt diminue avec l’augmentation de l’amplitude 
d’excitation, ce qui conduit à une modification du DAF. Une telle modification est bien 
démontrée par la Figure 4.14b, celle-ci montre ensuite que le DAF augmente très légèrement 
pour les petites déformations, alors qu’il prend un gradient de variation de plus en plus 
importante pour les grandes déformations. Cet aspect est très similaire à la courbe de 
dégradation du module de cisaillement. De plus, le seuil de déformation qui sépare les deux 
phases de variation du DAF concorde bien avec celui que l’on peut tirer de la courbe de 
dégradation du module de cisaillement (Figure 4.5b), il est de l’ordre de 10−4. Ce résultat 
indique que pour un dépôt granulaire, le mouvement peut être largement amplifié même en 
étant loin de la fréquence fondamentale. Ceci est dû à la modification du module de 
cisaillement, qui se dégrade avec l’augmentation de l’amplitude d’excitation. 

4.3.5. Influence de l’épaisseur du dépôt sur la réponse dynamique 
 
4.3.5.1. Influence sur l’amplification du mouvement 
 
Dans le but d’étudier l’influence de l’épaisseur du dépôt de sable sur l’amplification du 
mouvement à la surface, cinq épaisseurs ont été étudiées à savoir; 0,53 𝑚𝑚, 0,70 𝑚𝑚, 0,85 𝑚𝑚, 
1,02 𝑚𝑚 et 1,97 𝑚𝑚. Ces épaisseurs sont obtenues en faisant varier la largeur du dépôt tout en 
gardant le même nombre de grains. Les dépôts obtenus sont soumis à une excitation harmonique 
d’amplitude 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚 et d’une fréquence d’excitation 𝜔𝜔 = 25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. 
La Figure 4.15 présente la variation du facteur d’amplification dynamique (DAF) avec les 
différentes épaisseurs du dépôt. 
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Figure 4.15. Facteur d'amplification dynamique en fonction de l'épaisseur du dépôt 

La figure 4.15 montre qu'avec l’augmentation de l’épaisseur du dépôt, le DAF augmente 
initialement, atteint un maximum puis diminue. Cette figure met en évidence le changement de 
la fréquence fondamentale en fonction de l’épaisseur. Pour des épaisseurs où la fréquence 
fondamentale est proche de la fréquence d’excitation, la résonance se produit, et correspond à 
l’apparition du pic sur le graphique. Pour cette application, on peut comprendre que pour une 
épaisseur de dépôt d’environ 0,75 𝑚𝑚, la fréquence de résonance est de 25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. 

4.3.5.2. Influence sur la fréquence de résonance 
 
Afin d’étudier l’influence de l’épaisseur du dépôt sur la fréquence de résonance, quatre 
épaisseurs ont été étudiées (0,53 𝑚𝑚, 0,64 𝑚𝑚, 0,74 𝑚𝑚 𝑒𝑒𝑒𝑒 1,00 𝑚𝑚). Ces épaisseurs sont obtenues 
de la même manière exposée dans la sous-section (4.3.5.1). Les dépôts en question sont soumis 
à la même excitation harmonique d’amplitude 𝑢𝑢0 = 2 × 10−4𝑚𝑚 et de fréquence 𝜔𝜔 qui variant 
de 8 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 à 25 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. 
La Figure 4.16 présente la variation du facteur d’amplification dynamique DAF en fonction des 
épaisseurs de dépôt et de la fréquence d’excitation (Derbane, Mansouri et Messast, 2024). 
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(a)                                                                              (b)  

 

                                         (c)                                                                         (d) 
 

Figure 4.16. Variation du facteur d’amplification dynamique au niveau de la couche supérieure en 
fonction de l’épaisseur du dépôt H : a – H=0,53 m ; b – H=0,64 m ; c – H=0,74 m ; d – H=1,00 m. 

La figure 4.16 montre qu’avec l’augmentation de l’épaisseur du dépôt, DAF augmente 
initialement, atteint un maximum, puis diminue. Cela met clairement en évidence le 
changement de la fréquence de résonance avec l’épaisseur. Pour chaque épaisseur utilisée, 
lorsque la fréquence d’excitation est proche de la fréquence fondamentale, une résonance se 
produit, elle correspond aux pics montrés sur les figures.  

Ces figures indiquent donc, que la fréquence de résonance est inversement proportionnelle à 
l’épaisseur et que le facteur d’amplification dynamique augmente avec l'épaisseur du dépôt. 
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4.3.6. Influence du confinement du dépôt sur la propagation des ondes 
 
Les couches profondes du sol sont naturellement soumises à des pressions de confinement. Pour 
simuler ce cas, une chaîne de grains est introduite à la surface du dépôt (Figure 4.17); une 
contrainte de confinement pourrait être appliquée par l’augmentation du poids spécifique des 
grains de la chaîne. Dans cette application, le dépôt est soumis à une excitation harmonique 
avec une amplitude 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚, une fréquence d’excitation 𝜔𝜔 = 30 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. Une analyse 
du comportement du dépôt est faite par variation des pressions de confinement allant de 
10000 𝑃𝑃𝑃𝑃 à 80000 𝑃𝑃𝑃𝑃. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.18. Modèle DEM avec introduction d'une chaine de force. 

La Figure 4.17 présente une partie de la réponse temporelle en phase permanente en 
déplacement de la couche supérieure du dépôt pour différentes pressions de confinement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.18. Effet de la pression de confinement à partir de la surface du dépôt sur l'évolution du 
déplacement. 
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La figure 4.18 confirme la diminution de l’amplification du déplacement au niveau de la couche 
supérieure du dépôt avec l’augmentation de la pression de confinement. La Figure 4.19 présente 
la variation du facteur d’amplification dynamique DAF suite à l’augmentation de la pression 
de confinement. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Figure 4.19. Variation du facteur d'amplification dynamique (DAF) au niveau de la couche supérieure 

en fonction de la pression de confinement. 

La Figure 4.19 montre clairement que le facteur d’amplification dynamique diminue avec 
l’augmentation de la pression de confinement. 

Cela indique que l’application et l’augmentation des pressions de confinement rendent le dépôt 
progressivement plus rigide, ce qui a pour conséquence la réduction de l’amplification du 
déplacement (DAF). Ce résultat est conforme aux connaissances théoriques qui stipulent que 
les profils les plus rigides tels que les roches n’amplifient pas le mouvement sismique. 

Afin d’étudier l’évolution de l’effet de confinement avec la fréquence d’excitation, deux 
fréquences de (20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑒𝑒 30 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠) ont été utilisées pour le dépôt avec des pressions de 
confinement de 0 𝑒𝑒𝑒𝑒 10 000 𝑃𝑃𝑃𝑃. La Figure 4.20 montre des parties de la réponse temporelle en 
phase permanente en déplacement au niveau de la couche supérieure pour les deux fréquences 
d’excitation.  
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Figure 4.20. Partie de la réponse en phase permanente de la réponse temporelle en déplacement au 
niveau de la couche supérieure avec des pressions de confinement de 0 et 10 000 Pa : a – fréquence 

d'excitation 20 rad/s ; b – fréquence d'excitation 30 rad/s. 

La Figure 4.20 montre l’effet significatif du confinement sur l’amplification de mouvement qui 
est fortement influencé par la fréquence d’excitation. Pour les cas étudiés, on peut comprendre 
que la fréquence de 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 qui est suffisamment inférieure à la fréquence de résonance du 
dépôt sans pression, donne une amplification du déplacement qui est faible. L’augmentation du 
confinement dans ce cas rigidifie le dépôt et éloigne d’avantage la fréquence de résonance de 
la fréquence d’excitation, ce qui entraîne une petite réduction de l’amplification (DAF). En 
revanche, pour la fréquence de 30 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 qui est proche de la fréquence de résonance du dépôt, 
et qui donne une amplification du déplacement initialement élevée. Dans cette situation, le 
confinement éloigne aussi la fréquence de résonance de la fréquence d’excitation, en réduisant 
significativement l’amplification du mouvement (DAF). Enfin, cette section donne une 
conclusion importante concernant le comportement des dépôts granulaires qui dépend 
principalement des conditions de confinement. Donc, le comportement d’une couche de sol 
granulaire est fortement affecté par sa profondeur dans le profil du sol. 

4.3.7. Influence de la fréquence d'excitation sur les glissements intergranulaires 
 
Lors de l’excitation du dépôt granulaire avec une force externe d’amplitude supérieure au seuil 
de Coulomb (µ𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐹𝐹𝑛𝑛) appelée « force de rupture », la déformation dans cette configuration est 
irréversible, la connexion créée par les aspérités se rompt et un glissement relatif s’amorce 
(Khellaf et Mansour, 2024). Cette section est consacrée au traitement de la variation du 
glissement global dans le dépôt en fonction de la fréquence d’excitation. Le glissement 
intergranulaire est calculé à partir de l’équation (3.35), le dépôt est soumis à une excitation 
harmonique avec une amplitude (𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚) et à différentes fréquences d’excitation 
(10𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, 20𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, 25𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑒𝑒 30𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠). 

La figure 4.21 montre une partie de la réponse en phase permanente (6s ≤ t ≤ 8s) de la 
variation du glissement global dans le dépôt en fonction de la fréquence d’excitation (Derbane, 
Mansouri et Messast, 2024). 
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(b) 

Figure 4.21. Glissement global : a - Réponse temporelle pour différentes fréquence d'excitation ;        
b - Variation du glissement global moyen en fonction de la fréquence d'excitation. 

Cette figure montre clairement que le glissement global évolue de la même manière que le 
facteur d’amplification dynamique. Il varie initialement corrélativement à la fréquence, 
atteignant un pic à une fréquence d’environ 33 rad/s, puis diminue pour des valeurs de 
fréquences plus élevées. Cette évolution indique que le glissement global moyen augmente avec 
l’amplitude du mouvement initié. Notons que la fréquence de 33 rad/s correspond 
approximativement à la fréquence de résonance déjà estimée dans la section 4.3.3. 

4.3.8. Modèle élastique linéaire amorti équivalent au model DEM 
 
Dans cette section, nous tentons de modéliser le dépôt granulaire par un modèle élastique 
linéaire avec amortissement. Dans ce cas, sa réponse à une excitation harmonique peut être 
obtenue analytiquement en utilisant les solutions théoriques présentées dans le chapitre 2 (§ 
2.5). Une analyse inverse est effectuée pour déterminer les propriétés dynamiques du milieu 
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continu équivalent et qui donneraient la même réponse que celle du modèle numérique en DEM. 
La solution analytique en déplacement d’un dépôt élastique avec amortissement hystérétique, 
soumis à une excitation harmonique appliquée à sa base, est donnée par l’équation (2.57). Dans 
cette équation, deux propriétés du matériau sont impliquées : la vitesse de propagation des 
ondes, qui dépend de la rigidité et de la masse volumique du sol, et le taux d’amortissement, 
qui caractérise la dissipation d’énergie lors de la déformation. Il convient de noter que la vitesse 
de propagation des ondes possède un effet beaucoup plus important sur la réponse que celui du 
taux d’amortissement. 
Afin de comparer l’évolution de la réponse du dépôt avec la fréquence pour les deux modèles; 
modèle (DEM) et la solution analytique, nous avons calibré le paramètre du matériau 𝑐𝑐 (vitesse 
de propagation des ondes) dans la solution analytique pour obtenir une réponse proche de celle 
du modèle (DEM). Le taux d’amortissement (𝜉𝜉) est fixé à une valeur moyenne de 8 %, car son 
effet sur la réponse est faible. L’amplitude d’excitation utilisée est 𝑢𝑢0 = 4 × 10−4𝑚𝑚, et 
différentes fréquences d’excitation sont étudiées (15 à 32 rad/s) à ce propos. 
La figure 4.22 montre une partie de la réponse du dépôt en phase permanente (6𝑠𝑠 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 8𝑠𝑠) 
au niveau de la couche médiane, obtenus par le modèle DEM et celui calculé à partir de la 
solution analytique pour les différentes fréquences. Pour chaque fréquence, la vitesse de 
propagation d’onde qui donne une réponse proche de la réponse numérique (DEM) est évaluée. 
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Figure 4.22. Déplacements au niveau de la couche intermédiaire pour le modèle DEM et la solution 
analytique. 

Cette figure montre une concordance remarquable entre les deux modèles. Pour les fréquences 
d’excitation de 15, 20, 25 et 27 rad/s, les déplacements au niveau de la couche moyenne de la 
solution analytique sont très proches des résultats des simulation DEM avec des vitesses d’onde 
de 15,79 m/s, 13,82 m/s, 12,89 m/s et 12,52 m/s respectivement. En revanche, pour les 
fréquences d’excitation de 30 rad/s et 32 rad/s, il devient difficile de trouver les vitesses de 
propagation d’ondes pour lesquelles la solution analytique recoupe la réponse obtenue 
numériquement avec les simulations DEM. En effet, aux fréquences proches de la résonance, 
des déplacements d’amplitudes considérables conduisent à une non-linéarité de comportement, 
caractère non reproductible par la solution analytique faute de restrictions des hypothèses de 
base. 

Cette comparaison permet de conclure sur les limites des méthodes analytiques dans l’analyse 
de la propagation d’ondes dans les sols, en particulier lorsque les fréquences d’excitation se 
rapprochent de la fréquence de résonance. 
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4.3.9. Modèle approché pour le facteur d’amplification dynamique 

En vue de déduire un modèle approché impliquant le DAF, l’amplitude et la fréquence 
d’excitation, plusieurs simulations ont été réalisées en utilisant le dépôt initial et faisant varier 
conjointement l’amplitude et la fréquence d’excitation en double balayage. L’amplitude a 
couvert la plage allant de  8. 10−5 m à 10−3m et fréquences d’excitation quant à elles étaient 
de 15 rad/s, 20 rad/s, 25 rad/s et 30 rad/s. Contrairement aux dépôts élastiques, les simulations 
ont montrées que la variation des amplitudes d’excitation influe directement sur le facteur 
d’amplification dynamique (DAF). 

Pour analyser la variation du facteur d’amplification dynamique avec les deux paramètres 
d’excitation (amplitude et fréquence d’excitation), une fonction de corrélation est développée, 
laquelle s’écrit : 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = (𝑎𝑎.𝐴𝐴𝑏𝑏)(𝜔𝜔𝑐𝑐.𝑑𝑑𝜔𝜔)                                                (4.4) 

Avec DAF est le facteur d’amplification dynamique ; 𝐴𝐴 est l'amplitude d’excitation ; 𝜔𝜔 est la 
fréquence d’excitation. 

En utilisant les résultats de toutes les simulations réalisées, les coefficients du modèle développé 
sont récapitulés dans le tableau 4.2. 

Tableau 4.2. Paramètres du modèle approché 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.23. Test de la première bissectrice de corrélation ente simulations DEM et modèle approché 
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La figure 4.23 présente la droite de première bissectrice de corrélation des valeurs du facteur 
d’amplification dynamique DAF obtenues à partir de la simulation DEM et celui calculé à partir 
du modèle approché (équation 4.4). Cette figure montre une précision très élevée du modèle 
proposé avec un coefficient de détermination 𝑅𝑅2 = 0,9888. Par conséquent, le modèle 
approché obtenu permet d’estimer correctement le facteur d’amplification dynamique DAF en 
fonction de l’amplitude et de la fréquence d’excitation sans passer par les simulations. Il 
convient de noter que ce modèle n’est valide que pour les situations où les fréquences 
d’excitation sont inférieures à la fréquence fondamentale, i.e. en premier mode de vibration. 

4.3.10. Analyse de la variation du module de cisaillement 𝑮𝑮 

Les propriétés dynamiques des sols granulaires, telles que le module de cisaillement sécant 𝐺𝐺 
et le taux d'amortissement 𝜉𝜉, jouent un rôle crucial dans les analyses de génie parasismique 
ainsi que dans la modélisation de la dynamique des sols. Le module de cisaillement sécant 𝐺𝐺, 
qui mesure la résistance au cisaillement des sols sous un chargement dynamique, est 
particulièrement important pour évaluer la réponse des sols suite aux forces sismiques. 

Dans l’objectif de comprendre la variation de ces deux paramètres, des simulations ont été 
réalisées pour reproduire le comportement non linéaire d’un profil de sol granulaire soumis à 
une excitation harmonique à sa base. L’excitation utilisée est de fréquence fixée à 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 
qui est inférieure à la première fréquence propre, et d’amplitude variable. L’évolution des 
différents éléments de la réponse tels que les contraintes, les déformations, le module de 
cisaillement et le taux d’amortissement est analysée. Les dépôts de sable étudiés ont été 
subdivisés en sept (07) sous-couches. Nous nous sommes particulièrement intéressés aux 
contrainte et déformation moyennes, qui sont les valeurs moyennes entre les trois (03) sous-
couches centrales du dépôt (Figure 4.24). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.24. Présentation du modèle numérique en DEM, pour calcul de la dégradation de G, du 
glissement et d’amortissement. 

Des amplitudes d’excitation croissantes, variant de 10−5𝑚𝑚 à 10−2, ont été étudiées. Quatre 
profils de sable ont été considérés : le premier sans pression de confinement, et les trois autres 
soumis à des pressions de confinement de 10 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 15 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑒𝑒 30 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. 
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Les modules de cisaillement équivalents des sols sont calculés comme les coefficients angulaire 
des droites moyennes des boucles d’hystérésis (contrainte-déformation) pour chaque cycle (Hu, 
Wu, Gu et al, 2023) : 

𝐺𝐺 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝛾𝛾𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

                                                             (4.5) 

𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3+𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐4+𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐5
3

                                                 (4.6) 

𝛾𝛾𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐6−𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2
ℎ6−2

                                                    (4.7) 

Où 𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 et 𝛾𝛾𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 représentent respectivement les contraintes et les déformations cycliques 
moyennes en cisaillement. Les termes 𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3, 𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐4 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐5 désignent les contraintes de 
cisaillement au niveau de la troisième, quatrième et cinquième sous-couches, respectivement. 
De même, 𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐6 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 correspondent aux déplacements des sixième et seconde sous-
couches, dans l’ordre, tandis que ℎ6−2 représente la distance entre ces deux couches. 

4.3.11. Estimation du module de cisaillement maximal 𝑮𝑮𝟎𝟎 
 
Dans cette section, le module de cisaillement maximal 𝐺𝐺0 est évalué. Cette valeur correspond 
à la pente des courbes d’hystérésis pour des amplitudes d’excitation à faible déformation, 
d’environ 10−5. 

La Figure 4.25 illustre la courbe d’hystérésis (contrainte-déformation) utilisées pour 
l’estimation du module de cisaillement maximal 𝐺𝐺0 durant la phase de réponse en régime 
permanent, comprise entre 4,5 𝑠𝑠 𝑒𝑒𝑒𝑒 10,5 𝑠𝑠 pour le profil sans confinement.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.25. Courbes d’hystérésis pour l’estimation de de la contrainte tangentielle maximale G0 
(Profil sans confinement) 

Le tableau 4.3 résume les différente valeurs de 𝐺𝐺0 Pour les profils de sable avec pressions de 
confinement de P=10 kPa, P=15 kPa et P=30 kPa. 
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Tableau 4.3. Valeurs du module G0 pour profils sans et avec confinement                                     
(P=10 kPa, 15 kPa et 30 kPa) 

Type de profil Sans pression de 
confinement 

Avec pression de confinement 

Valeur de la pression 0 kPa 10 kPa 15 kPa 30 kPa 
Module de cisaillement 

maximal 𝐺𝐺0 
308896.45 373690.96 417781.26 546652.56 

 

Le tableau 4.3 met en évidence l’influence de la pression de confinement sur l’estimation du 
module de cisaillement maximal 𝐺𝐺0. Les profils soumis à une pression de confinement plus 
élevée présentent des modules de cisaillement plus importants par rapport au profil sans 
confinement (Figure 4.25), confirmant ainsi l’effet de la rigidité du sol sur la valeur de 𝐺𝐺0. Cette 
corrélation souligne l'impact du confinement sur le comportement mécanique du sol et la 
capacité de charge du milieu granulaire. 

4.3.12. Dégradation du module de cisaillement 𝑮𝑮 pour le profil de sable sans confinement 

Dans cette partie, l’évolution de la dégradation du module de cisaillement du profil de sable 
sans confinement en fonction de l’augmentation progressive des amplitudes d’excitation est 
effectuée. L’étude est réalisée pour une fréquence d’excitation de 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠, avec des 
amplitudes variant de 4 × 10−5𝑚𝑚 à 4 × 10−3𝑚𝑚 

La Figure 4.26 présente une analyse de l’influence de l’augmentation des amplitudes 
d’excitation (taux de déformation) sur la variation du module de cisaillement 𝐺𝐺 ainsi que sur 
l’historique du déplacement. 

 

a) Courbes d’hystérésis et historique de déplacement (Amplitude u0 = 8 × 10−5m) 
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b) Courbes d’hystérésis et historique de déplacement (Amplitude 𝑢𝑢0 = 6 × 10−4𝑚𝑚) 

 
c) Courbes d’hystérésis et historique de déplacement (Amplitude 𝑢𝑢0 = 10−3𝑚𝑚) 

 
d) Courbes d’hystérésis et historique de déplacement (Amplitude 𝑢𝑢0 = 4 × 10−3𝑚𝑚) 

Figure 4.26. Réponse dynamique du profil sans pression de confinement pour les amplitudes        
𝑢𝑢0 = 8 × 10−5𝑚𝑚, 6 × 10−4𝑚𝑚, 10−3𝑚𝑚 et 𝑢𝑢0 = 4 × 10−3𝑚𝑚 
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La figure 4.26 montre que, pour des excitations de faible amplitude (inférieure à 8 × 10−5𝑚𝑚, 
les courbes d’hystérésis ne se forment pas en raison d'une dissipation d’énergie faible. 
L’augmentation progressive des amplitudes d’excitation entraîne une déformation accrue à 
l’intérieur du dépôt, favorisant ainsi la dissipation d’énergie et conduisant à la formation des 
courbes d’hystérésis. La même figure met également en évidence la dégradation du module de 
cisaillement 𝐺𝐺 avec l’augmentation de la déformation. Cette dégradation est observée à travers 
la variation de la pente des courbes d’hystérésis et confirmée par l’amplification progressive du 
déplacement en fonction de l’augmentation de l’amplitude d’excitation dans les courbes de 
l’historique de déplacement. 

Une comparaison de la dégradation du module de cisaillement du profil de sable étudié avec 
celle de la courbe de dégradation de référence obtenue expérimentalement est réalisée (Hu, Wu, 
Gu et al, 2023). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.27. Courbe de dégradation du module de cisaillement G/G0 

La figure 4.27 illustre une dégradation progressive du module de cisaillement en fonction de 
l’évolution de la déformation. Cette dégradation est cohérente avec la courbe de référence issue 
des données expérimentales. 

4.3.13. Estimation du taux d’amortissement 𝝃𝝃 

L’estimation du taux d’amortissement 𝜉𝜉 à partir des courbes d’hystérésis peut être réalisée en 
utilisant le rapport d’amortissement équivalent basé sur l’aire du cycle d’hystérésis. Ce taux est 
couramment déterminé en géomécanique et en dynamique des sols pour caractériser la 
dissipation d’énergie dans un milieu granulaire soumis à des charges cycliques. 

Le taux d’amortissement équivalent 𝜉𝜉 peut être calculé à l’aide de l’expression suivante : 

𝜉𝜉 = 1
4𝜋𝜋

Δ𝑊𝑊
𝑊𝑊𝑒𝑒

                                                               (4.8) 

Avec : 

- Δ𝑊𝑊 l’aire de la boucle d’hystérésis, représentant l’énergie dissipée par le matériau au cours 
d’un cycle de chargement-déchargement. 
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- 𝑊𝑊𝑒𝑒 l’énergie élastique maximale stockée dans le matériau, laquelle correspond à l’aire sous 
la droite sécante de G. 

- 4𝜋𝜋 est un facteur de normalisation basé sur l’analogie avec un oscillateur harmonique amorti. 

La figure 4.28 présente une comparaison de la variation du taux d’amortissement 𝜉𝜉 du profil de 
sable étudié avec celle de la courbe de référence obtenue expérimentalement (Iwasaki, Tatsuoka 
et Takagi, 1978). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.28. Courbe de variation du taux d’amortissement ξ 

La figure 4.28 montre une variation progressive du taux d’amortissement 𝜉𝜉 en fonction de 
l’évolution de la déformation. Cette évolution est en concordance avec la courbe de référence. 
Par ailleurs, cette figure montre aussi que le profil étudié est plus amorti que le sol de référence 
pour les faibles déformations. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’aux faibles taux de 
déformation, une certaine influence des frottements statiques intergranulaires dans le profil de 
sols sont mobilisés sous forme d’une cohésion apparente à l’échelle macroscopique, laquelle se 
voit rompue aux déformation élevées. 

4.3.14. Variation du module de cisaillement 𝑮𝑮 pour les profils de sable avec confinement 

Pour étudier l'évolution et la variation du module de cisaillement des profils de sable sous l'effet 
de la pression de confinement, l'historique des déplacements est analysé en fonction de 
l'augmentation progressive des amplitudes d'excitation. 

 La figure 4.29 illustre les résultats de l’analyse de l’influence de l’augmentation de l’amplitude 
d’excitation sur la variation de la réponse temporelle en déplacement durant les trois phases 
d’excitation, pour les trois profils soumis à des conditions de confinement de 10 kPa, 15 kPa et 
30 kPa. 
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a) Réponse du profil de sable avec confinement de 10 kPa 
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b) Réponse du profil de sable avec confinement de 15 kPa 

 

 

c) Réponse du profil de sable avec confinement de 30 kPa 

Figure 4.29. Historique des déplacements pour profil de sable avec confinement de 10 kPa, 15 kPa et 
30 kPa 

La figure 4.29 montre que, pour les profils de sable soumis à différentes pressions de 
confinement et sous vibration, l’amplitude du déplacement diminue progressivement à mesure 
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que l’on augmente la pression de confinement et l’amplitude d’excitation. Cette réduction 
indique une densification des profils, entraînant une augmentation du module de cisaillement 
𝐺𝐺. Ainsi, la densification modifie les propriétés et le comportement du milieu granulaire, 
rendant le dépôt plus rigide et limitant l’apparition du phénomène de dégradation de 𝐺𝐺. De plus, 
le confinement réduit le mouvement intergranulaires, minimisant ainsi la dissipation d’énergie 
au sein du profil et diminuant l’effet d’amortissement. 

Ces résultats confirment alors, pour les échantillons saturés, que le processus de densification 
entraîne une augmentation de la pression interstitielle. Lorsque cette pression devient 
suffisamment élevée, elle affaiblit les interactions entre les particules du sol, le rendant presque 
fluide, ce qui conduit à la liquéfaction, un phénomène fréquemment observé lors des 
sollicitations vibratoires sismiques. 

4.3.15. Glissement intergranulaires et amortissement 

Dans l’objectif de comprendre l’origine de l’amortissement dans les matériaux granulaires, une 
estimation du glissement intergranulaire a été faite, ce dernier étant calculé en valeur moyenne 
des trois sous-couches situées au milieu du dépôt. Le glissement intergranulaire est calculé à 
partir de l’équation (3.35), le dépôt est soumis à une excitation harmonique avec différentes 
amplitudes (𝑢𝑢0 = 2 × 10−4𝑚𝑚 à 4 × 10−3𝑚𝑚) avec une fréquence d’excitation de 20 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠. 

La figure 4.30 montre la réponse en phase permanente (4.5𝑠𝑠 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 10.5𝑠𝑠) de la variation du 
glissement en fonction de l’évolution de la déformation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.30. Evolution du glissement intergranulaire en fonction de la déformation. 
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La figure 4.30 met en exergue l’effet du glissement moyen évoluant progressivement avec 
l’augmentation de la déformation. Cette tendance laisse à suggérer que le glissement moyen 
s’accroît avec l’amplitude du mouvement initié. 

La figure 4.31 représente la variation du taux d’amortissement 𝜉𝜉 en fonction du glissement pour 
les mêmes amplitudes d’excitation (𝑢𝑢0 = 2𝑥𝑥10−4𝑚𝑚 à 4𝑥𝑥10−3𝑚𝑚). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.31. Evolution de l’amortissement en fonction du glissement intergranulaire. 

La figure 4.31 illustre l'évolution de l’amortissement en fonction du glissement intergranulaires. 
Elle met en évidence que, pour les faibles amplitudes, l’amortissement dépend principalement 
du glissement entre les grains. En revanche, pour les amplitudes d’excitation élevées, un 
changement dans l’allure de la courbe Amortissement/Glissement est observé, indiquant que 
d’autres paramètres interviennent et influencent l’estimation de l’amortissement, tels que le 
mouvement de rotations des grains 

4.4.  Conclusion 
 
Le présent chapitre traite des résultats de la modélisation bidimensionnelle de la propagation 
des ondes dans un profil de matériaux granulaires. Plusieurs simulations ont été réalisées pour 
comprendre la réponse des matériaux granulaires aux excitations harmoniques appliquées au 
substratum rocheux. Les réponses dynamiques du dépôt, telles que la variation du déplacement 
avec le temps et la profondeur, l’amplification du mouvement et l’effet de l’augmentation de la 
rigidité du profil, ont été étudiées. Les résultats obtenus montrent la fiabilité de l’utilisation du 
présent modèle DEM pour simuler la propagation des ondes dans un tel profil. Les simulations 
réalisées ont montré que : 

- Le dépôt de sable étudié présente un comportement élastique amorti ; 
- Le mouvement est amplifié progressivement depuis le substratum rocheux jusqu'à la surface 

libre supérieure. 
- La fréquence naturelle du dépôt peut être estimée par la variation du facteur d’amplification 

dynamique avec la fréquence d'excitation. 
- Etant donné la fréquence fondamentale et le facteur d’amortissement obtenus à partir de la 

réponse en vibration libre dans la section 4.3.2 (𝜔𝜔 = 37,82 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠 et 𝜉𝜉 = 3,65 %), la 
fréquence de résonance réel devrait être très proche de la fréquence fondamentale ainsi 
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obtenue. Cependant, il a été constaté que la fréquence de résonance réel obtenue à partir de de 
la vibration à balayage de fréquences dans la section 4.3.3 (𝜔𝜔 ≈ 32 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑠𝑠) est 
significativement inférieure à la fréquence fondamentale du dépôt issu du test en vibration 
libre. Cela revient en majeure partie à l’effet de dégradation du module de cisaillement du sol 
à proximité de la résonance. Cet important résultat souligne la nécessité de considérer l'effet 
de la dégradation du module de cisaillement de manière rationnelle lors du calcul de la réponse 
des dépôts de sol. Il convient de noter par ailleurs que cette question est couramment étudiée 
en génie sismique par le biais de la mécanique des milieux continus en utilisant des modèles 
de comportement approchés. 

- L’épaisseur du dépôt a une influence remarquable sur la variation de la fréquence de 
résonance. 

- La pression de confinement rend le dépôt de sable plus rigide et diminue l'amplification du 
déplacement à la surface libre. En vue d’une densification optimale d’un sol, il est alors 
recommandé d’opérer sur une bande de fréquences d’excitation proches des fréquences 
naturelles. 

- L'analyse micromécanique a montré que le glissement intergranulaire augmente avec 
l'amplification dynamique.  

- Une analyse inverse est réalisée afin de déterminer un modèle élastique linéaire amorti basé 
sur le modèle continu, dont la réponse est similaire à la réponse du modèle à éléments discrets. 
Cette analyse a montré que la vitesse de propagation des ondes du modèle continu équivalent 
dépend de la fréquence, et elle diminue avec l'augmentation de la fréquence d'excitation. Un 
tel résultat peut s'expliquer par la diminution du module de cisaillement du matériau granulaire 
lorsque le niveau de déformation augmente. 

- Pour le profil granulaire utilisé, il est démontré qu'il est possible d’obtenir un modèle approché 
de corrélation pour le facteur d'amplification dynamique en fonction de l'amplitude et de la 
fréquence de l'excitation en dessous de la première fréquence naturelle. Une telle approche 
peut servir d'outil simple pour estimer l'amplification et d’éluder ainsi le passage par des 
simulations numériques. 

- Il a été montré par ailleurs, en analyse paramétrique avancée, l’influence de l’effet de la 
pression de confinement ainsi que celui de l’amplitude de vibration sur la dégradation du 
module de cisaillement et son rôle dans l’explication de la dualité glissement-amortissement 
entre l’échelle granulaire et celle macroscopique. Ces effets se conduisent inéluctablement 
dans certaines situations à la manifestation du phénomène de liquéfaction.    

- Les simulations confirment que le modèle DEM peut être utilisé avec un très haut degré de 
véracité pour estimer la fréquence fondamentale naturelle du matériau granulaire. 
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Conclusion générale et perspectives 

 

 

Notre dessein dans le cadre de cette thèse fut d’apporter des éclaircissements quant au 
phénomène de propagation des ondes de cisaillement dans un profil de sable, en recourant à des 
modèles numériques basées sur la méthode des éléments discrets (DEM). Cette méthode 
présente l’avantage distinct de modéliser de manière explicite l’aspect discontinu du matériau, 
ce qui permet de simuler de façon réaliste les phénomènes de propagation d’ondes dans les 
milieux granulaires et de suivre les interactions apparues à l’échèle micromécaniques tel que le 
glissement intergranulaire dans des conditions de fortes déformations, engendrés par des 
vibrations harmoniques proches des fréquences propres. Ce phénomène, souvent négligé dans 
les approches basées sur des modèles en milieu continus, joue cependant un rôle clé dans la 
dynamique des matériaux granulaires sous excitation périodique. 

Les simulations effectuées à l’aide du code de calcul développé dans le cadre de cette thèse ont 
permis de reproduire avec précision les propriétés vibratoires, concernant la propagation des 
ondes dans les sols. Ces résultats contribuent à une meilleure compréhension des mécanismes 
qui influencent la propagation des ondes de cisaillement dans les milieux granulaires, en tenant 
compte des interactions complexes entre les grains et de l’hétérogénéité du sol, offrant ainsi de 
nouvelles perspectives pour l’analyse dynamique des sols. 

Dans un premier temps, nous avons passé en revue le problème de la propagation d’onde dans 
le sol sous excitations dynamiques. Un exposé relativement exhaustif des travaux portant sur 
les questions ayant trait à la propagation d’onde dans les milieux granulaires a été présenté. Par 
la suite, un accent particulier a été mis sur la présentation des techniques et des approches 
utilisées dans le cadre du développement d’un code de calcul numérique basé sur la méthode 
aux éléments discret (DEM).  

Ledit code de calcul permet en effet d’effectuer une analyse numérique de la propagation 
verticale des ondes de cisaillement dans un profil de sable par une modélisation 2D par éléments 
discrets. Le modèle en éléments discrets utilisé est basé sur la méthode de dynamique 
moléculaire avec, comme base, des éléments de forme circulaire. Les forces normales 
intergranulaires aux contacts sont calculées par une loi viscoélastique linéaire tandis que les 
forces tangentielles sont calculées par un modèle viscoélastique parfaitement plastique. Le 
frottement de roulement est incorporé par ailleurs pour tenir compte de l’amortissement du 
mouvement de roulement des grains. Le mouvement causé par l’excitation est introduit à partir 
de la base du profil (substrat rocheux) avec une condition d’état libre à la limite supérieure en 
surface du profil est adoptée ainsi que des limites périodiques sont considérées aux frontières 
latérales. 
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L’excitation utilisée dans le cadre de cette recherche est harmonique avec des fréquences et des 
amplitudes variables. Qualitativement, les simulations réalisées ont mis en exergue certains 
aspects du comportement vibratoire des dépôts non cohésifs, tels que la forme du profil de 
déplacement suivant la verticale (modes de déformée) et l’amplification des déplacements au 
voisinage de la résonance. Sur le plan quantitatif, la fréquence fondamentale du dépôt est 
d’abord obtenue à partir de la vibration libre à faibles amplitudes. Par la suite, l’analyse de 
l’effet de la fréquence d’excitation sur la réponse du dépôt a permis de montrer que dans la 
gamme des fréquences étudiées, le Facteur d’Amplification Dynamique (DAF) augmente à 
partir de l’unité pour les basses fréquences pour atteindre une valeur maximale à la fréquence 
fondamentale de résonance puis suit une allure évanouissante.   

Cette analyse a également permis d’estimer numériquement la fréquence de résonance. Il en 
ressort que celle-ci est proche de la fréquence fondamentale déterminée théoriquement pour de 
faibles amplitudes d’excitation. En revanche, l’écart entre les deux fréquences tend à 
s’accentuer à mesure que l’amplitude d’excitation augmente. Ce résultat trouve interprétation 
dans la dégradation du module de cisaillement lorsque les déformations en cisaillement 
augmentent avec l’amplitude d’excitation. Contrairement aux dépôts élastiques où le DAF est 
théoriquement insensible à l’amplitude, l’analyse de l’effet de celle-ci sur l’amplification du 
mouvement a confirmé que pour un dépôt granulaire, le DAF augmente avec l’amplitude 
d’excitation. Comme évoqué plus haut, ce comportement résulte principalement de la 
dégradation du module de cisaillement. De plus, il est constaté que le seuil de contrainte au-
delà duquel la dégradation devient significative est de l’ordre de 10−4. L’étude de l’effet du 
confinement sur la réponse du dépôt, est réalisée en augmentant l’accélération gravitationnelle. 
Il a été mis en relief que l'augmentation du confinement conduit inéluctablement à la réduction 
du DAF au niveau de la surface libre en conséquence à l’augmentation de la rigidité du dépôt 
granulaire. A cet effet, des analyses paramétriques avancées ont mis en évidence l'influence de 
la pression de confinement et de l'amplitude de vibration sur la dégradation du module de 
cisaillement, ainsi que leur rôle clé dans l'explication de la relation entre le glissement 
intergranulaire et le taux d’amortissement. Dans certaines conditions, ces effets conduisent 
inévitablement à la manifestation du phénomène de liquéfaction. 

Enfin, comme dans de cas de toute modélisation numérique, le modèle utilisé dans le cadre de 
cette thèse comporte certaines hypothèses simplificatrices. Parmi celles-ci, les plus notables 
sont la réduction du modèle d’une dimension spatiale, i.e. modèle bidimensionnelle (2D) et 
l’hypothèse selon laquelle les grains sont de forme circulaire. Bien que les résultats obtenus 
soient pertinents et offrent des appréhensions intéressantes, il serait bénéfique d’étendre l’étude 
par l’usage d’un modèle tridimensionnel (3D) et en représentant les grains par des formes 
géométriques plus proches de celles observées dans les sols réels. Une telle approche 
permettrait d’approcher mieux la réalité physique des phénomènes complexes liés aux 
interactions entre grains dans un environnement tridimensionnel et d’en vérifier par la même 
occasion la véracité des résultats du modèle 2D. 

De surcroit, la modélisation en 3D, plus détaillée, pourrait offrir une opportunité unique de 
caractériser la dégradation du module de cisaillement en fonction du niveau de déformation 
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pour des sols présentant une variété de propriétés micromécaniques, telles que la forme des 
grains, le frottement de contact et la cohésion intergranulaire. En étudiant cette dégradation 
sous différentes configurations, il serait possible de mieux comprendre l’impact de ces 
propriétés sur le comportement dynamique du sol. Une telle caractérisation représenterait un 
complément précieux aux modèles basés sur le continuum, largement utilisés dans ce domaine, 
en apportant un raffinement par approche plus réaliste à l’analyse de la propagation d’ondes 
dans le sol. 
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