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تشكر

الـرحيــم الـرحمــن اللــه بـســـم

ُ ترَضَْاه ًا صَالِح أَعمْلََ وأََنْ واَلدِيََّ وعَلَىَٰ علَيََّ أَنعْمَْتَ َّتيِ ال نعِمْتَكََ َ أَشْكرُ أَنْ أَوْزعِْنيِ ربَِّ �
�

الله. هدانا أن لولا لنهتدي كناّ وما لهذا هدانا الذي لله الحمد
الحكيم. العليم أنت إنك علمتنا، ما إلا لنا علم لا اللهم سبحانك

بدَْءا الدراسي، مشواري طيلة يقي طر تيسير في وساهم ساعدني من لكل يل الجز بالشكر أتقدم
دون ياضيات الر قسم أساتذة منهم أخصّ الجامعة أساتذة إلى ً وصولا الإبتدائي معلمي من

وملاحضاته القيمة، توجيهاته على لطرش الـكريم عبد د. الخاصّة هؤلاء من وأخصّ استثناء،
تشَرَفّني التي المناقشة لجنة وكذلـكم المذكرة، هذه إعداد فترة طيلة المبذولة مجهوده وعلى ، البناءة
وتشجيعهما، المتواصل دعمهما على صديقاتي أشكر أن يفوتني لا كما مذكرتي. مناقشتهم بقبول

الاقامة. وفي القسم في الرفقة نعم وكن
لأجلي. وسعد الخـير لي أحب من ولكل ومعينا، حسنا عونا لي كان من لكل شكرا

وآخــرا. أوّلا للــه والـحمـــد
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ملخص

للفضاء Chang يف تعر من انطلاقا ضبابية طبولوجيا فئات ثلات ببناء العمل، هذا في قمنا
سبق وقد ، Shostak و Lowen تعريف وكذلك ضبابيا، المستمر والتطبيق الضبابي الطبولوجي

الضبابي. المنطق حول وآخر الفئات ية نظر حول فصل تقديم
الفضاءات فئة أن إلى توصلنا المدروسة، الضبابية الطبولوجية الفئات بين مقارنة بإجراء قمنا
حسب الطبولوجية الفضاءات فئة من أقوى تكون Shostak يف تعر حسب الطبولوجية

.Chang و Lowen من كل تعريف

المفتاحية: الكلمات
الفضاءات فئة الضبابية، المجموعة الضبابي، المنطق الفئوي، التشاكل الفئة، الطبولوجي، الفضاء

الضبابية. الطبولوجية
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Résumé

Dans ce travail, nous avons construit trois catégories de topologies floues à partir de la

définition de Chang de l’espace topologique flou et de l’application continue floue, ainsi que des

définitions de Lowen et de Shostak. Un chapitre a été préalablement consacré à la théorie des

catégories, et un autre à la logique floue.

Nous avons ensuite comparé les catégories topologiques floues étudiées, et avons conclu que la

catégorie des espaces topologiques flous selon la définition de Shostak est plus forte que celles

définies par Lowen et par Chang.

Les mots clés:

Espace topologique, Catégorie, Foncteur, La logique floue, Ensemble flou, Catégorie des

espaces topologiques flous.
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Abstract

In this work, we constructed three categories of fuzzy topological based on Chang’s definition

of fuzzy topological space and fuzzy continuous mapping, as well as the definitions of Lowen

and Shostak. A chapter was first dedicated to category theory and another on fuzzy logic.

We then compared the studied fuzzy topogical categories and concluded that the category of

fuzzy topological spaces according to Shostak’s definition is stronger than those defined by

Lowen and Chang.

Keywords:

Topological space, Category, Fonctor, Fuzzy logic, Fuzzy set, Category of fuzzy topological

spaces.
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يات مقدمةالمحتو .1 .0

مقدمة 1 .0
الرحيم الرحمن لله بسم

الماضي القرن مطلع إلا الحالي بوضعه يظهر لم أنه إلا الإغريقية الحضارة إلى 1 الطبولوجيا علم يمتد
وبين بينه والعلاقة المسافة تطبيق تناولت التي أطروحته 1906 سنة Frechet فرشيه نشر حين
Hausdroff وهاوسدروف Riesz ريس العالمين خلال من أكثر تجلى ثم ية، الإستمرار مفهوم

.[2]
التفاضلية الطبولوجيا ية، الجـبر الطبولوجيا العامة، الطبولوجيا أبرزها لعل عدة فروع للطبولوجيا

الطبولوجي... والجـبر
والجـبر. الطبولوجيا بين تداخل نتيجة تولدت ياضيات الر علوم من حديث علم الفئات ية نظر تعتبر
(1909− 2005) Line Mac Saunder ماكلين ساندر العالمين من لكل ية النظر هذه تنسب إذ
الثلاثة المفاهيم يف بتعر قاما حيث ،(1988 − 1913) Eilenberg Samuel يلنبارغ إ يل صامو و
نشر الذي بحثهما عبر وذلك الطبيعية. يلات والتحو الفئوي التشاكل الفئة، وهي: ية النظر لهذه

.[32] الطبيعي للتطابق العامة ية النظر عنوان تحت 1945 سنة
في Grothendieck Alexander غروثانديك ألـكسندر العالم ية النظر هذه بتطوير قام بعدها
تحافظ التي والتطبيقات ياضية الر البنى بتعميم الفئات ية نظر قامت .[33] الماضي القرن ستينيات
والتطبيقات الطبولوجية الفضاءات الخطية، والتطبيقات الشعاعية الفضاءات مثل البنى هذه على

المستمرة...
فصول: أربع إلى العمل هذا بتقسيم قمنا

عنها، الأمثلة بعض قدمنا و العامة الطبولوجيا في الأساسية التعاريف الأول الفصل في تناولنا
المستمرة. التطبيقات أيضا وأخذنا

يف بتعر قمنا حيث الفئات ية لنظر العامة المفاهيم بعض ببيان الثاني الفصل في شرعنا ثم
وقدمنا ية الفئو التشاكلات عرفنا وكذلك التوضيحية، الأمثلة من بالعديد يف التعر وعززنا الفئة
ية نظر في الأساسية المفاهيم بين من يعتبر إذ الطبيعية يلات التحو أيضا عرفنا عليها، الأمثلة بعض

الفئات.
المجموعات يف تعر الضبابية: المجموعات ية نظر في الأساسية التعاريف قدمنا الثالث الفصل في

الضبابية. المجموعات على العمليات الأمثلة، من العديد مع الضبابية
Lowen , Chang يف تعر حسب الطبولوجية الفضاءات فئة يف بتعر قمنا الرابع الفصل في
علم تعني بذلك وهي دراسة، وتعني Logy و المكان وتعني Top إلى: يا لغو تنقسم يونانية كلمة هي 1الطبولوجيا

المكان[1].
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مقدمة يات0. 1. المحتو

للفضاء يفاتهم تعر من انطلاقا ضبابية الطبولوجية فضاءات فئة ببناء قمنا ذلك بعد ، Shostak و
. ضبابيا المستمر والتطبيق الضبابي الطبولوجي

. المنجز العمل على حوصلة بوضع قمنا العمل نهاية في
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1
العامة الطبولوجيا حول تذكير

. المستمرة التطبيقات و الطبولوجي للفضاء يف تعر بإعطاء الفصل هذا في قمنا

الطبولوجيا 1 .1
[5] .1 يف تعر

من أسرة كانت إذا Xعلى طبولوجيا هي τX أن نقول خالية. غير كيفية مجموعة X لتكن
يلي: ما تحقق X من الجزئية المجموعات

X, ∅ ∈ τ .1
A1, A2 ∈ τ =⇒ A1 ∩ A2 ∈ τ .2

∀i ∈ I ; Ai ∈ τ =⇒ ∪
i∈I

Ai ∈ τ .3
[5] .2 يف تعر

طبولوجيا. فضاء يسمى (X, τX) الزوج فإن X على طبولوجيا τX و مجموعة X كانت إذا
.(X, τX) الطبولوجي الفضاء في المفتوحة المجموعات تسمىّ τX عناصر
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العامة الطبولوجيا حول تذكير .1 باب

أمثلة 1 .1 .1

يلي: كما τ ′
X , τX الأسرتين: نعرف خالية، غير مجموعة X لتكن .1

τX = {X, ∅} , τ ′
X = P(X)

بالطبولوجيا تعرف الأولى أن حيث ،X على طبولوجيتين تعرفان τ ′
X و τX من كل فإن

.X على الأقوى بالطبولوجيا تعرف والثانية Xعلى الأضعف
X = {a, b, c, d, e, f} لتكن .2

τX = {X, ∅, {a}, {c, d}, {c, a, d}, {b, c, d, e, f}} نضع
.1 يف التعر شروط تحقق X على طبولوجيا هي τX إن

كالتالي: المعرفة τX الأسرة ولتكن X = N لتكن .3
τX = {∅,N, An = {1, 2, ..., n} : n ∈ N}

.N على طبولوجيا تعرف τX إن
[5] .3 يف تعر

كان إذا τ1 من أقوى τ2 أن نقول .X على طبولوجيتين τ2 و τ1 و ية اختيار مجموعة X لتكن
.τ1 ⊂ τ2

.τ2 من أضعف τ1 أنّ الحالة هذه في كذلك نقول
.1 ملاحظة

.τ2 لـ بالنسبة مفتوحة هي τ1 لـ بالنسبة مفتوحة مجموعة كل فإنّ τ1 من أقوى τ2 كانت إذا

المستمرة التطبيقات 2 .1
[5] .4 يف تعر

نقول .(X′, τ ′
X′) الطبولوجي الفضاء نحو (X, τX) الطبولوجي الفضاء من معرف تطبيق f ليكن

(X′, τ ′
X′) في مفتوحة مجموعة لكل f وفق العكسية الصورة كانت إذا مستمر أنه f التطبيق عن

.(X, τX) في مفتوحة مجموعة هي
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العامة الطبولوجيا حول تذكير .1 باب

أمثلة 1 .2 .1

يلي: كما المعرف الحيادي التطبيق إن طبولوجي. فضاء (X, τX) ليكن .1
Id : (X, τX) −→ (X, τX)

x 7−→ Id(x) = x

مستمر. تطبيق هو
التطبيق وليكن الأقوى، الطبولوجيا τX = P(X) و خالية غير كيفية مجموعة X لتكن .2

كيفي. طبولوجي فضاء (Y, τY ) حيث f : (X,P(X)) −→ (Y, τY )

مستمر. تطبيق f إن
الضعيفة بالطبولوجيا مزودة Y = R و ، τX العادية بالطبولوجيا مزودة X = R لتكن .3

: التطبيق نعرف .τY = {∅, Y }

f : (R, τX) −→ (R, τY ) f(x) = 0 x ∈ R

. مستمر f التطبيق إذن
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2
الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم

ونعزز الفئة يف بتعر سنقوم حيث الفئات، ية نظر في أساسية تعاريف نتناول الفصل هذا في
والتشاكلات الفئات في الخاصة الأشياء نعرفّ كما التوضيحية، الأمثلة من بالعديد يف التعر

عليها. الأمثلة بعض ونقدم ية الفئو

الفئات 1 .2
أمثلة و يف تعر 1 .1 .2

[10](الفئة) .5 يف تعر
: التالية المسلمات ويحقق مجموعتين من مكون ياضي ر كائن هي C الفئة

.a ∈ C ونكتب a, b, c...وعناصرها Ob(C) بـ لها ونرمز أشياء من مكونّة الأولى المجموعة *
f ) ونكتب f, g, h... عناصرها Mor(C) بـ لها نرمز 1 مورفيزمات من مكونّة الثانية المجموعة *

الأسهم. أيضا تسمى 1
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

.( C من
: بحيث

.a = Dom(f) ونكتب: f لــ المصدر يسمى a ∈ C شيء يوجد f مورفيزم لكل -
.b = Cod(f) ونكتب: f لــ الهدف يسمى b ∈ C شيء يوجد f مورفيزم لكل -

a
f−→ b

لذلك: إضافة يتحقق *
حيث: الحيادي2 المورفيزم يسمى و Ida بـ: له نرمز وحيد مورفيزم يوجد a ∈ C شيء لكل -

a = Dom(Ida) = Cod(Ida) a
Ida−→ a

g ◦ f بــ له نرمز وحيد مورفيزم يوجد b
g−→ c و a

f−→ b : حيث g و f مورفيزمين لكل -
.c وهدفه a مصدره

مايلي: يتحقق أن يجب السابقة الشروط إلى بالإضافة
أجل: من أنه أي تجميعية تكون المورفيزمات على التركيب عملية *

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f لدينا: f : a −→ b , g : b −→ c , h : c −→ d

المطابق. بالتطبيق كذلك 2ويسمى
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

b
g−→ c, a

f−→ b أجل: من أي التركيب لعملية بالنسبة حيادي مورفيزم هو Id المورفيزم *
لدينا:

Idb ◦ f = f و g ◦ Idb = g

المنتهية) (الفئات .1 أمثلة
مورفيزمات. وبدون أشياء بدون (الفارغة) الخالية الفئة هي 0 (أ)

. له الحيادي والمورفيزم واحد شيء من المكونة الفئة هي 1 (ب)
. الحيادية) المورفيزمات حساب (دون ومورفيزم شيئين من المكونة الفئة 2 (جـ)
حساب دون يين متواز ومورفيزمين شيئين من المكونة الفئة وهي : (د)

الحيادية. المورفيزمات

. مورفيزمات وثلاثة أشياء ثلاثة من مكونة فئة هي 3 (ه)
والمورفيزمات. الأشياء من منتهي بعدد تتميز المنتهية الفئات فإن وهكذا

المنتهية) غير (الفئات .2 أمثلة
التي: الفئة هي Set الفئة (أ)

كيفية. مجموعات عن عبارة هي أشياؤها -
المجموعات. بين تربط التي التطبيقات عن عبارة هي مورفيزماتها -

: أن نلاحظ أن يمكن إذ
(هدف). وصول مجموعة و انطلاق مجموعة له تطبيق لكل -
بـ: المعرف الحيادي التطبيق يف تعر يمكن A مجموعة لكل -

IdA : A −→ A

x 7−→ IdA(x) = x
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

تجميعي. وهو دوما معرف التطبيقات تركيب -
التطبيقات. تركيب لعملية بالنسبة حيادي الحيادي التطبيق -

(ب)

الفئة مورفيزمات الفئة أشياء الفئة اسم
المستمرة التطبيقات الطبولوجية الفضاءات Top

الخطية التطبيقات الشعاعية الفضاءات V ect

الزمر هوميومورفيزم الزمر Grp

R نحو R من العرفة المستمرة الدوّال الحقيقية الأعداد مجموعة R

R من V نحو Uمن المعرفة المستمرة التطبيقات R في المفتوحة المجموعات opsubset(U ⊆ R)

المقلصة الدوال ية المتر الفضاءات Met

الجزئية) [8](الفئة .6 يف تعر
: يلي ما حققت إذا C الفئة من جزئية فئة انها D عن نقول خالية غير كيفية فئة C لتكن

Ob(D) ⊆ Ob(C) .1
Mor(D) ⊆ Mor(C) .2

فإن لذلك إضافة ،C في المطابقة المورفيزمات ذاتها هي D في الموجودة المطابقة المورفيزمات وأن
.C في المورفيزمات تركيب ذاته هو D في المورفيزمات تركيب

ية) الثنو [8](الفئة .7 يف تعر
الفئة هذه وتتألف Cop بـ لها يرمز والتي C للفئة ية الثنو الفئة نعرف خالية غير كيفية فئة C لتكن

: من
Ob(C) = Ob(Cop) /1

∀f : a −→ b ∈ C, ∃f ′ : b −→ a ∈ Cop /2
محققة. يف5) التعر في الفئة(المذكورة شروط جميع فإن لذلك إضافة
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

الفئات في الخاصة الأشياء 2 .1 .2
الإبتدائي) [6](الشيء .8 يف تعر

واحد لمورفيزم المصدر يشكل كان إذا ”Initial” بتدائي إ أنه C الفئة من c الشيء عن نقول
.a ∈ C كل أجل من وذلك c −→ a الشكل من فقط

.1 مثال
Set من X مجموعة كل أجل من لأنه فيها الإبتدائي الشيء تمثل ∅ الخالية المجموعة Set الفئة في

الخالي. التطبيق وهو وحيد: تطبيق يوجد
.2 ملاحظة

.Cop الفئة في ً إنتهائيا ً شيئا يكون فإنه C الفئة في ً ابتدائيا ً شيئا a كان إذا
الانتهائي) [6](الشيء .9 يف تعر

واحد لمورفيزم الهدف يشكل كان إذا ”Terminal” نهائي أنه C الفئة من t الشيء عن نقول
.a ∈ C كل أجل من وذلك a → t الشكل من فقط

.2 مثال
X مجموعة كل أجل من حيث فيها الإنتهائي الشيء تمثل ⋆ العنصر وحيدة المجموعة Set الفئة في
. ⋆ الوحيد بالعنصر X المجموعة عناصر كل يصور f : X → ⋆ وحيد تطبيق هناك Set من

.3 ملاحظة
.Cop الفئة في ً بتدائيا إ ً شيئا يكون فإنه C الفئة في ً إنتهائيا ً شيئا b كان إذا

.4 ملاحظة
انتهائياً. ً شيئا تمثل لا ∅ فإن وعليه ً تطبيقا تمثل لا X → ∅ العلاقة -1
ابتدائياً. ً شيئا يمثل لا ⋆ فإن وعليه ً وحيدا ليس ⋆ → X التطبيق -2

الصغيرة الفئة 3 .1 .2
الصغيرة) [8](الفئة .10 يف تعر

مورفيزماتها عدد وكان منتهية مجموعات عن عبارة أشياؤها كانت إذا صغيرة أنها الفئة عن نقول
كذلك.
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

الفئوي التشاكل 2 .2
لفئوى) [10](التشاكل .11 يف تعر

C الفئة بين تربط علاقة أنه على الفئوي التشاكل نعرفّ خاليتين، غير فئتين B ، C لتكن
حيث: T : C −→ B نكتب: و ،B والفئة
.T (a) ∈ B فإن a ∈ C شيء كل أجل من -

Tf : T (a) → T (b) : B من مورفيزم يوجد C من f : a → b مورفيزم كل أجل من -
: بحيث

المورفيزم هو T التشاكل بواسطة a للشيء الحيادي المورفيزم صورة أن أي T (Ida) = IdT (a) (أ)
لصورته. الحيادي

الصور تركيب هي T التشاكل بواسطة التركيب صورة أن أي T (f ◦ g) = T (f) ◦ T (g) (ب)
للتركيب. قابلين g ، f مورفيزمين كل أجل من ذلك و

.3 أمثلة
يلي: كما الفئة هذه على الحيادي التشاكل نعرف C كيفية فئة لتكن الحيادي: التشاكل (1)

.C الفئة على فئوي تشاكل يمثل ID أن ملاحظة وببساطة يمكن
يلي: كما السابقة الفئة على P التشاكل نعرف Set الفئة لتكن (2)
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

حيث:
P(f)(a) = f(a), a ∈ P(A)

الشرطين: يحقق P بأن الملاحظة ويمكن
(1 (ش

(1)
IdP(A) : P(A) −→ P(A)

a 7−→ IdP(A)(a) = a.

لدينا أخري مجهة (2)
P(IdA) : P(A) −→ P(A)

a 7−→ P(IdA)(a) = IdA(a) = a

.P(IdA) = IdP(A) أن نجد (2) و (1) من

Set من g و f أجل ومن A,B,C ∈ Set من كل أجل من (2 (ش
لدينا: g : B → C و f : A → B حيث:

(3) ∀a ⊂ A : P(g ◦ f)(a) = (g ◦ f)(a) = g(f(a))

(4) ∀a ⊂ A : P(g) ◦ P(f)(a) = g(f(a))

الفئوي. التشاكل يف لتعر الثاني الشرط وهو P(g ◦f) = P(g)◦P(f) أن نجد (4) و (3) من

الطبيعية يلات التحو 3 .2
الطبيعي) يل (التحو [10] .12 يف تعر

نعرف .D نحو C من معرفين يين فئو تشاكلين G و F وليكن خاليتين غير فئتين D و C لتكن
F التشاكلين بين يربط الذي المورفيزم أنه أيضا T عن (نقول G نحو F من T الطبيعي يل التحو

يلي: كما (G و
TA : F (A) −→ G(A) حيث: D الفئة من وحيد مورفيزم يوجد A ∈ C شيء كل أجل من -

لدينا: C من f : A −→ B مورفيزم كل أجل من -
G(f) ◦ TA = TB ◦ F (f)
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

تبادلي: التالي 3 المخطط معناه

.3 مثال
إلى E شعاعي فضاء كل ينقل الذي ∗∗ : V ectK −→ V ectK التالي الفئوي التشاكل ليكن
f∗ أنّ نذكرّ ) f∗∗ به الخاص الأثر أثر إلى f خطي تطبيق وكل به الخاص E∗∗ المضاعف الثنوي
التشاكل من معرف ( الأسفل في i بـ له يرمز ) طبيعي يل تحو يوجد ،(f∗(l) = l ◦ f بـ معرف

بالعلاقة: والمعرف . ** الفئوي التشاكل نحو 1 : V ectK −→ V ectK الحيادي

تبادلي: التالي المربع f : E −→ F خطي تطبيق كل أجل من أنه حيث

المثال شرح

V ∈ V ectK ; V ∗ = {h : V −→ K, خطي h}

المسارات جميع فيه وتكون مسارات) ) والمورفيزمات (نقاط) الأشياء مجموعة يشمل مخطط هو التبادلي المخطط 3

يكون لا قد المخطط البنية. حيث من النتيجة نفس إلى تؤديّ والنهاية البداية نقاط نفس من المخطط في المتجهة
النتيجة. نفس يعطي لا المخطط في المختلفة المسارات تركيب أن أي تبادلياً،
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

[4] .1 ية نظر
.W نحو V من خطي تطبيق f كان إذا

f : V −→ W

يلي: كما معرف f∗ بــ له نرمز f لــ ثنوي تطبيق يوجد فإنه
خطي f∗ : W ∗ −→ V ∗

حيث:
f∗(h) = h ◦ f

V
f−→ W

h−→ K

F ≡ ∗ الفئوي التشاكل نعرف : ً أولا

التشاكل: شرطي من -التحقق

F (1V )
?
= 1F (V ) ش1/

F (1V ) : V ∗ −→ V ∗

h 7−→ F (1V )(h) = h ◦ 1V = h

ومنه
F (1V )(h) = h

F (1V ) = 1F (V ) إذن:
F (f ◦ g)

?
= F (f) ◦ F (g) ش2/
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

V V ∗

W W ∗

F F ∗

g g∗(m)=m◦g

f f∗(l)=l◦f

F ∗ f∗
−→ W ∗ g∗

−→ V ∗

(أ)
g∗ ◦ f∗ : F ∗ −→ V ∗

l 7−→ (g∗ ◦ f∗)(l) = g∗ ◦ (f∗(l))
1
= g∗(l ◦ f)

1
= l ◦ f ◦ g

أخرى جهة من
(ب)

V V ∗

F F ∗

f◦g (f◦g)∗(l) 1
=l◦(f◦g)=l◦f◦g

نجد: (ب) و (أ) من
F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g), ((f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗)

فئوي. تشاكل يمثل F ≡ ∗ ومنه
تشاكل كذلك هو ∗∗ أن على البرهان في يساعدنا لـكي فئوي تشاكل Fبأنه ≡ ∗ أن على برهنا

فئوي.
ثانياً:

[7] .2 ية نظر
بالشكل معرف ηV (طبيعي) قانوني خطي تطبيق يوجد فإنه شعاعي فضاء V كان إذا

التالي:
η : V −→ V ∗∗

v 7−→ ηV (v)(h) = h(v) ∈ K
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

: يلي كما المعرف ∗∗ : V ectK −→ V ectK أن برهان -

حيث: فئوي، تشاكل هو
f∗∗ = h ◦ f∗

W ∗ f∗
−→ V ∗ h∗

−→ K

الشروط: التحقق
ش1/

V V ∗∗

V V ∗∗

1V (1V )∗∗(h)
1
=h◦(1V )∗=h

ش2/
(g ◦ f)∗∗

?
= g∗∗ ◦ f∗∗

V
f−→ W

g−→ F

(أ)
V V ∗∗

F F ∗∗

g◦f (f◦g)∗∗(h) 1
=h◦(f◦g)∗=h◦f∗◦g∗

(ب)
(g∗∗ ◦ f∗∗)(h) = g∗∗(f∗∗(h))

1
= g∗∗(h ◦ f∗)

1
= (h ◦ f∗) ◦ g∗

= h ◦ f∗ ◦ g∗
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

نجد (ب) و (أ) من
(g ◦ f)∗∗ = g∗∗ ◦ f∗∗

∗∗ إلى 1V ectK من طبيعي يل تحو η أن إثبات ثالثاً:

V

W

f

V V ∗∗

W W ∗∗

η
V

f f∗∗

ηW

هل
f∗∗ ◦ ηV

�
= ηW ◦ f

f∗∗ ◦ ηV : V −→ W ∗∗

v 7−→ (f∗∗ ◦ ηV )(v)

لدينا: h : w −→ K و v ∈ V أجل من
(f∗∗ ◦ ηV )(v)(h) = (f∗∗(ηV (v))(h)

1
= (ηV (v) ◦ f∗)(h)

1
= (ηV (v))(h ◦ f)

2
= (h ◦ f)(v) = h(f(v))

2
= ηW (f(v))(h)

= (ηW ◦ f)(v)(h)

f∗∗ ◦ ηV = ηW ◦ f

. ** نحو 1V ectK من طبيعي يل تحو η وعليه
التوضيحي. المخطط شرح

E من x أن الواضح من .1
.f(x) ∈ F نجد عموديا الصورة بتطبيق .2

أفقيا الصورة بتطبيق .3
iE(x) ∈ E∗∗ ; iE(x) : E∗ −→ K

iE(x) : E∗ −→ K

l 7−→ iE(x)l
2
= l(x)
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الفئات ية نظر حول عامة مفاهيم .2 باب

أفقيا f(x) صورة بتطبيق .4
iE(f(x)) : F ∗ −→ K

l 7−→ iE(f(x))(l) = l(f(x))

التشاكلات) (فئة [10] .13 يف تعر
بـ: لها رمز والتي D إلى C من التشاكلات فئة نعرفّ خاليتين. غير فئتين D و C لتكن

يلي: كما DC = funct(C,D)

.D و C الفئتين بين ية الفئو التشاكلات هي DC الفئة أشياء •
الطبيعية. يلات التحو هي المورفيزمات •

القطري الفئوي التشاكل 4 .2
بالشكل ∆ القطري الفئوي التشاكل نعرفّ صغيرة، فئة J و كيفية فئة C لتكن .14 يف تعر

الآتي:

الثابت الفئوي التشاكل هو ∆(c) : C −→ J

يل التحو هو (∀i ∈ J,∆(c)(i) = c و ∀l ∈ J ∆(c)(l) = 1c , ∆(f) : ∆(c) −→ ∆(c′))

التالي: بالمخطط ذلك نوضح .i ∈ J كل أجل fمن بـ المعرفّ الطبيعي
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3
الضبابية المجموعات ية نظر حول عامة مفاهيم

إلى العنصر انتماء فكرة على تقوم و ياضية الر الفروع من العديد أصل هي المجموعات ية نظر إن
. عدمه من ما مجموعة

الضبابية المجموعات 1 .3
[23] [22] [21] [20] .15 يف تعر

: الثنائيات مجموعة أنها على X من A الضبابية المجموعة نعرف خالية، غير مجموعة X ليكن
A = {(x, µA(x)), x ∈ X}

: حيث
µA : X −→ [0, 1]

x 7−→ µA(x)
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الضبابية المجموعات ية نظر حول عامة مفاهيم .3 باب

X من x عنصر كل بين تربط التي ،µA الإنتماء بدالة X من A الضبابية المجموعة تتميز بالتالي، و
نلاحظ ،A الضبابية المجموعة إلى x إنتماء درجة يمثل µA(x) ،I = [0, 1] المجال في حقيقي عدد

: المحتملة الثلاث الحالات
.A إلى جزئيا ينتمي لا x كان إذا ،µA(x) = 0 .1

.A إلى جزئيا ينتمي x كان إذا ،0 < µA(x) < 1 .2
.A إلى تماما ينتمي x كان إذا ،µA(x) = 1 .3

بها المقترنة الإنتماء دالة تأخذ أن يمكن كلاسيكية، مجموعة A كانت إذا أنه ملاحظة يمكن
.1 أو 0 القيم

: الحالة هذه في
µA(x) =

 1 ; x ∈ A.

0 ; x /∈ A.

في المميزة الدالة مفهوم مع تتطابق التي الإنتماء بدالة الضبابية المجموعة تعرف .1 .5 ملاحظة
الكلاسيكي. المنطق

X من الضبابية المجموعات يف بتعر قاموا ( [31][30][29] (انظر الباحثين من العديد .2
: أنها على

A = {(x,A(x));x ∈ X}

.A إلى x العنصر إنتماء درجة يمثل A(x) حيث
: حيث دالة، µA : R −→ [0, 1] لتكن .4 مثال

µA(x) = | sin(x)|, ∀x ∈ R

.R من ضبابية مجموعة عن عبارة A إذن
: حيث دالة، µB : R −→ [0, 1] لتكن .5 مثال

µB(n) =
1

1 + n
, ∀x ∈ R

.N من ضبابية مجموعة عن عبارة B إذن
المستمرة بالدالة المعرفة ضبابية مجموعة هي 10 من بكثير الأكبر الحقيقية الأعداد مجموعة إن .6 مثال

: التالية
µD(x) =


0 ; x ≤ 10.

x − 10

90
; 10 < x < 100.

1 ;x ≥ 100.
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الضبابية المجموعات ية نظر حول عامة مفاهيم .3 باب

: التالي البياني بالرسم D تمثيل يمكننا

10 من بكثير الأكبر الحقيقية للأعداد الضبابية المجموعة :1 .3 شكل

ذلك و ، الضبابية المجموعات باستخدام الاشخاص عند الصغر نسبة عن التعبير يمكن .7 مثال
كتالي: C الضبابية المجموعة يف بتعر

µC(x) =


1 ; 0 ≤ x ≤ 20.

40 − x

20
; 20 < x < 40.

0 ; .غيره

صغير. ليس 100 و صغير بالتأكيد معناه 15 الشخص عمر

(الغامضة). ضبابية مجموعة و كلاسيكية مجموعة بين الفرق بيانيا التالي الشكل يوضح .8 مثال
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الضبابية المجموعات ية نظر حول عامة مفاهيم .3 باب

الضبابية(يمين) الكلاسيكية(يسار)والمجموعة المجموعة بين الفرق :2 .3 شكل

الضبابية المجموعات على العمليات 2 .3
العمليات فإن الكلاسيكية، المجموعة لمفهوم تعميما اعتباره يمكن الضبابية المجموعة مفهوم أن بما
العمليات هنا نقدم الكلاسيكية العمليات على الموجودة لتلك تعميم هي الضبابية المجموعات على

. الضبابية المجموعات ية نظر في الإستعمال شائعة
( (الإحتواء .16 يف تعر

: كانت إذا فقط و إذا (A ⊆ B) B في محتواة A ،X من ضبابيتين مجموعتين B ،A ليكن
µA(x) ≤ µB(x),∀x ∈ X

( (المساواة .17 يف تعر
معناه: إدخالهما دالتا تساوتا إذا B و A الضبابيتين المجموعتين تتساوى

µA(x) = µB(x),∀x ∈ X

لا A أن نقول X من ،x عنصر أجل من تتحقق لا µA(x) = µB(x) كانت إذا .6 ملاحظة
.B مع تتساوي

(الإتحاد) .18 يف تعر
: بـ يعرف (A ∨ B) B و A ضبابيتين مجموعتين إتحاد

µA∨B(x) = max{µA(x), µB(x)}, ∀x ∈ X

: حيث B و A إتحاد .1 .9 مثال
A = {(1, 1); (2, 0); (3, 0.9); (4, 0.1); (5, 0.7); (6, 0.5)}

B = {(1, 0.2); (2, 1); (3, 0.4); (4, 0); (5, 0.8); (6, 0.2)}
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الضبابية المجموعات ية نظر حول عامة مفاهيم .3 باب

: يعطينا
A ∨ B = {(1, 1), (2, 1), (3, 0.9), (4, 0, 1), (5, 0.8), (6, 0.5)}

: هو X من x أجل من µB(x) = 0.4 و µA(x) = 0.6 : حيث B و A إتحاد .2
µA∨B(x)= max{0.4, 0.6} = 0.6

( (التقاطع .19 يف تعر
: بـ يعرف (A ∧ B) B و A ضبابيتين مجموعتين تقاطع

µA∧B(x) = min{µA(x), µB(x)}, ∀x ∈ X

: حيث B و A تقاطع .1 .10 مثال
A = {(1, 1), (2, 0), (3, 0.9), (4, 0.1), (5, 0.7), (6, 0.5)}

B = {(1, 0.2), (2, 1), (3, 0.4), (4, 0), (5, 0.8), (6, 0.2)}

: هو
A ∧ B = {(1, 0.2), (2, 0), (3, 0.4), (4, 0), (5, 0.7), (6, 0.2)}

: هو X من x أجل من µB(x) = 0.4 و µA(x) = 0.6 : حيث B و A تقاطع .2
µA∧B(x) = min{0.4, 0.6} = 0.4

المتممة) ) .20 يف تعر
: بـ تعرف (Ac) A ضبابية مجموعة متممة

µAc(x) = 1 − µA(x), ∀x ∈ X

: حيث ،X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} من ضبابية مجموعة A لتكن .11 مثال
A = {(1, 1), (2, 1), (3, 0.9), (4, 0.6), (5, 0.4), (6, 0.3), (7, 0.2), (8, 0.1), (9, 0), (10, 0)}

: بـ Ac الضبابية المجموعة تعطى
Ac = {(1, 0), (2, 0), (3, 0.1), (4, 0.4), (5, 0.6), (6, 0.7), (7, 0.8), (8, 0.9), (9, 1), (10, 1)}

[22][21] .21 يف تعر
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لكل ،µϕ(x) = 0 : بـ المعرفة و الخالية الضبابية المجموعة إلى للإشارة ϕ الرمز يستعمل .1
.x ∈ X

.x ∈ X لكل µX(x) = 1 بـ الإدخال دالة تعطى ،X لـ بالنسبة .2
: أن إثباث يمكن الضبابية، المجموعات على للعمليات السابقة يفات التعر من
الضبابية. المجموعات على تجميعيتين و تبديليتين عمليتين الإتحاد و التقاطع .1

... العكس و الإتحاد عملية على يعية توز التقاطع عملية .2
: تتحققان لا التاليتين العمليتين أنه إلا

.µA∨Ac 6= 1 : أخرى بعبارة ،(A ∨ Ac 6= X) الضبابي المنطق في .1
.µA∧Ac 6= 0 : أخرى بعبارة ،(A ∧ Ac 6= ϕ) الضبابي المنطق في .2

: بـ المعرفتين A2 ،A1 الضبابيتين المجموعتين .12 مثال

µA1(x) =


1 ; 40 ≤ x < 50.

1 −
x − 50

10
; 50 ≤ x < 60.

0 ; 60 ≤ x ≤ 100.

و

µA2(x) =



0 ; 40 ≤ x < 50.
x − 50

10
; 50 ≤ x < 60.

1 −
x − 60

10
; 60 ≤ x < 70.

0 ; 70 ≤ x ≤ 100.

: لدينا

µA1
∨

A2
(x) =



1 ; 40 ≤ x < 50.

1 −
x − 50

10
; 50 ≤ x < 55.

x − 50

10
; 55 ≤ x ≤ 60.

1 −
x − 60

10
; 60 ≤ x ≤ 70.

0 ; 70 < x ≤ 100.

: التالي البياني بالرسم تمثل A1

∨
A2
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A2 و A1 إتحاد :3 .3 شكل

: بـ يعطى A2 و A1 الضبابيتين المجموعتين تقاطع و

µA1
∧

A2
(x) =



0 ; 40 ≤ x < 50.
x − 50

10
; 50 ≤ x < 55.

1 −
x − 50

10
; 55 ≤ x ≤ 60.

0 ; 60 < x ≤ 100.

: بـ يعطى A1 ∧ A2 لـ البياني التمثيل
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A2 و A1 تقاطع :4 .3 شكل

: بـ تعطى A1 متممة و

µAc
1
(x) =


0 ; 40 ≤ x < 50.

x − 50

10
; 50 ≤ x < 60.

1 ; 60 ≤ x ≤ 100.

: بـ يعطى Ac
1 لـ البياني الرسم
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A1متممة :5 .3 شكل
التقاطع و ،C = ∨IAi الإتحاد A = {Ai, i ∈ I} ، الضبابية للمجموعات عام،بالنسبة بشكل

: بـ معرفين ،D = ∧IAi

µC(x) = supI{µAi(x)}, ∀x ∈ X

µD(x) = infI{µAi(x)}, ∀x ∈ X

التوالي, على Y و X من ضبابيتين مجموعتين B و A لتكن [24] .22 يف تعر
: بـ المعرف و X × Y من ضبابية مجموعة هو B و A الضبابيتين المجموعتين جداء

µA×B(x, y) = min{µA(x), µB(y)},∀(x, y) ∈ X × Y

[28][22][21] .23 يف تعر
الصورة إذن ،Y من ضبابية مجموعة B لتكن و تطبيق، f : X −→ Y و مجموعتين Y و X لتكن

: حيث ،X من ضبابية مجموعة هو f التطبيق بواسطة B الضبابية للمجموعة العكسية
µf−1(B)(x) = µB(f(x)), ∀x ∈ X

،Y من ضبابية مجموعة B لتكن و مجموعتين، Y = {d, e, g} و X = {a, b, c} لتكن .13 مثال
B = {(d, 0.2), (e, 0.7), (g, 0.11)} : حيث

: نجد ،f(a) = d, f(b) = d, f(c) = e : بـ معرفة f : X −→ Y الدالة تعطى
f−1(B) = {(a, 0.2), (b, 0.2), (c, 0.7)}
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: لدينا Z من ضبابية مجموعة C و تطبيقين g : Y −→ Z و f : X −→ Y ليكن [21] .3 ية نظر
(g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C))

: البرهان
: يلي ما نبين أن يكفي

µ(g◦f)−1(C)(x) = µf−1(g−1(C))(x)�∀x ∈ X

: x ∈ X ليكن
µ(g◦f)−1(C)(x) = µC((g ◦ f)(x)) = µC(g(f(x))) = µg−1(C)(f(x)) = µf−1(g−1(C))(x)

منه و
(g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C))

: لدينا ،Y نحو X من دالة f لتكن [21] .4 ية نظر
.Y من B ضبابية مجموعة لكل ،f−1(Y \B) = X\f−1(B) .1

مجموعين B2 و B1 كل أجل من ،f−1(B1) ⊆ f−1(B2) : لدينا ،B1 ⊆ B2 كانت إذا .2
.Y من ضبابيتين
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4
الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئات بين مقارنة

و Lowen , Chang)الضبابي الطبولوجي للفضاء يفات تعر ثلاثة نعطي ، الفصل هذا في
ببناء نقوم ، ذلك بعد . ضبابيا المستمر للتطبيق منهم كل تعريف إلى بالإضافة ( Shostak
بعض تحديد خلال من ( SF-TOP و LF-TOP , CF-TOP ) الضبابية الطبولوجية الفئات
عنها الناتجة الضبابية الطبولوجية والفئات الضبابية الطبولوجية الفضاءات بين تربط التي العلاقات

.

Chang تعريف حسب الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئة انشاء 1 .4
الضبابي المنطق باستخدام ذلك و الضبابية الطبولوجيا في فكرة قدم من أول [12] Chang كان
يفه تعر في وضع إذ الضبابية الطبولوجيا يف لتعر العادية الطبولوجيا يف تعر نفس على اعتمد ،

العادية. المجموعات من بدلا الضبابية المجموعات
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الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئات بين مقارنة .4 باب

والرموز التعاريف 1 .1 .4
[12] .24 يف تعر

المجموعات من عائلة أنها على X على T الضبابية الطبولوجيا نعرف خالية. غير مجموعة X لتكن
التالية: الشروط تحقق X من الضبابية

.∅, X ∈ T •
.A1 ∧ A2 ∈ T فإن ،A1, A2 ∈ T كان إذا •

كيفية. مجموعة Iحيث ،∨
I

Ai ∈ T فإن ،i ∈ I لكل Ai ∈ T كان إذا •
.(CF-TOP) ب له ونرمز ضبابي طبولوجي فضاء أنها على (X, T ) الثنائية تعرف

مفتوحة. ضبابية مجموعات أنها على تعرف T عناصر ∗

ضبابية مجموعة متممها كان إذا مغلقة ضبابية مجموعة أنها على T من الضبابية المجموعة عن نقول ∗
مفتوحة.

،∅� هما عنصرين على فقط الاولية الضبابية الطبولوجيا تحتوي العادية، الطبولوجيا مثل .14 مثال
.X في الغامضة المجموعات جميع تضم المنفصلة الضبابية الطوبولوجيا بينما .X

B = {(x, 0.2), (y, 0.7)} ، A = {(x, 0.6), (y, 0.3)} ، X = {x, y} لتكن .15 مثال
A

∧
B = {(x, 0.2), (y, 0.3)}

و
A

∨
B = {(x, 0.6), (y, 0.7)}

المجموعة: إذن
T = {∅, X,A,B,A

∧
B,A

∨
B}

.X على ضبابية طوبولوجيا تشكل
[14] [12] .25 يف تعر

τ2 من أقوى τ1 أن نقول .X على ضبابيتين طوبولوجيتين τ2 و τ1 و خالية غير مجموعة X لتكن
. τ2 من أضعف τ2 أن الحالة هذه في نقول و τ2 ⊆ τ1 كان إذا
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[15] [13] [12] .26 يف تعر
دالة أن نقول و ضبابيين طوبولوجيين فضائين (Y,U) و (X, T ) لتكن

f : (X, T ) −→ (Y,U)

مفتوحة مجموعة لكل العكسية الصورة كانت اذا وفقط إذا (CF-continuous) ضبابيا مستمرة
.X في ضبابية مفتوحة مجموعة هي Y في ضبابية

.16 مثال
كيفي ضبابي طبولوجي فضاء هو (Y, τY ) و المنفصل، الضبابي الطبولوجي الفضاء (X, IX) ليكن

: تطبيق كل فإن

f : (X, IX) −→ (Y, τY )

واضح). (البرهان ضبابيا مستمرا يكون
.17 مثال

للمجموعات الادخال دالتا هما µ′ و µ و ضبابيين طبولوجيين فضاءين (X, γ) و (X, τ ) لتكن
التوالي. على γ و τ المفتوحة الضبابية

.idX(x) = x ب المعرفة الدالة idX : (X, τ ) −→ (X, γ) لتكن
. ضبابيا مستمرا idX كانت اذا وفقط إذا γ من أقوى τ تكون إذن

: البرهان
. γ في مفتوحة ضبابية مجموعة B ولنأخد ، γ من أقوى τ أن لنفترض

ومنه
µid−1X(B)(x) = µ′

B(idX(x)) = µ′
B(x)

و
id−1

X (B) = B

B = id−1
X (B) ∈ τ فإن: ،B ∈ γ و ، ضبابيا مستمرة idX كانت إذا ، بالعكس

ترميز:
لها نرمز فئة ضبابيا المستمرة والتطبيقات (CF-TOP) الضبابية الطبولوجية الفضاءات تشكل

. CF-TOP ب
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Lowen تعريف حسب الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئة انشاء 2 .4
Chang يف تعر بتغيير قام بحيث 1976 عام الضبابي الطبولوجي فضاء يف بتعر Lowen قام
الطبولوجية نتائج بعض فيه تتحقق لا الاخير هذا أن إلى راجع وهذا الضبابي الطبولوجي للفضاء

المثال: سبيل على ، العادية
مستمرة. تكون لا CF-TOP الى CF-TOP من الثابتة الدوال بعض .1

في تناقضا يعد وهذا ، متراصة تكون لا CF-TOP في المتراصة الفضاءات جداءات بعض .2
العادية. الطبولوجيا

الضبابية المجموعات جميع يعتبر حيث ، Chang يف تعر الى شرطا يضيف Lowen تعريف إن
مفتوحة. ضبابية مجموعات الثابتة
الرموز و التعاريف 1 .2 .4

[16] .27 يف تعر
الضبابية المجموعات من τ عائلة ، (LF-TOP) إختصارا أو ، Lowen ل وفقا الضبابية الطبولوجيا

: التالية الشروط تحقق ، X على المعرفة
.X على المعرفة الثابتة الضبابية المجموعات جميع على تحتوي τ .1

.A∧
B ∈ τ فإن A, B ∈ τ كان إذا .2

كيفية. مجموعة I ,∨
I

Ai ∈ τ فإن ,i ∈ I لكل Ai ∈ τ كانت إذا .3
.18 مثال

تعد لا لـكنها ، Chang حدده الذي بالمعنى ضبابية طبولوجيا تمثل τ المجموعة ، المثال(17) في
الضبابية المجموعات جميع τ إلى نضيف أن يمكننا ، بالتالي . Lowen يف تعر حسب كذلك
على بذلك فنحصل ، τ في الموجودة الضبابية المجموعات مع واتحاداتها تقاطعاتها وكذلك ، الثابتة

. Lowen حدده الذي بالمعنى ضبابية طبولوجيا
.19 مثال

الضبابية والمجموعات ، خالية غير مجموعة X لتكن . Lowen طرف من المقترح التالي المثال نأخد
يلي: كما Xهي على المعرفة المفتوحة

[
1

2
, 1]X ∪ {α, α ≤

1

2
حيث القيمة تأخذ ثابثة دالة α}.

الشروط: من التحقق
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.τ إلى تنتمي X على ثابتة ضبابية دالة كل أن الواضح من ، يف التعر حسب .1
:A,B ∈ τ لتكن .2

.A∧
B ∈ [

1

2
, 1]X فإن ، A,B ∈ [

1

2
, 1]X كان إذا

. B ∈ τ أو A
∧

B = min{A,B} = A فإن ، ثابتتين دالتين A,B كانت إذا
. A

∧
B = A ∈ τ وبالتالي ، µB(x) ≥

1

2
فإن ، B ∈ [

1

2
, 1]X ,A = α ≤

1

2
كانت وإذا

، 1

2
تساوي أو من أقل ثابتة ضبابية مجموعة Ai ,∀i كان وإذا .Ai ∈ τ ,∀i ∈ ∆ كان إذا .3

.τ إلى تنتمي ثابتة مجموعة تكون ∨Ai فإن
فإن ,∃Aj, Aj ∈ [

1

2
, 1]X وجد اذا

.∨Ai = sup{µAi : i ∈ ∆} = sup{µAj : Aj ∈ [
1

2
, 1]X} ∈ [

1

2
, 1]X

. (LF-TOP) X على ضبابية طبولوجيا تمثل τ إذن
كما (X, ι(τ )) الطبولوجي الفضاء نعرف . (LF-TOP) فضاء (X, τ ) لتكن [17] .28 يف تعر

: يلي
ι(τ ) = {ι(A), A ∈ τ}

: مع
ι(A) = {α(A), α ∈ [0, 1)}, α(A) = {x ∈ X : A(x) > α}

( Lowen حسب الضبابية ية الاستمرار ) [16] .29 يف تعر
، (LF-TOP) ضبابيين طبولوجيين فضاءين بين دالة f : (X, T ) −→ (Y, S) لتكن

كانت إذا وفقط إذا (LF-continuous) ضبابيا مستمرا f أن نقول
f : (X, ι(T )) −→ (Y, ι(S))

. مستمرا
ترميز:

لها نرمز فئة ضبابيا المستمرة التطبيقات و (LF-TOP) الضبابية الطبولوجية الفضاءات تشكل
. LF-TOP ب

Shostak تعريف حسب الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئة انشاء 3 .4
على اعتمد حيث ، Chang قبل من 1968 سنة مرة لأول الضبابية الطبولوجيا مفهوم تقديم تم
في ، لاحقا . أساسية بديهيات ثلاث تحقق التي الضبابية المجموعات من عائلة إلى يستند يف تعر
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حيث ، الأول الشرط تعديل خلال من يف التعر هذا على تعديلا Lowen اقترح ، 1976 سنة
الضبابية للطبولوجيا يفين التعر هذين أن غير . مفتوحة مجموعات أنها على ثابتة ضبابية مجموعات قدم
نقطة [27] Shostak اعتبره ما وهو ، الضبابية المجموعات انفتاح درجة الاعتبار بعين يأخذا لم

. النموذجين كلا في ضعف
خلال من ضبابي طبولوجي لفضاء جديدا يفا تعر 1985 عام في Shostak قدم ، هذا من انطلاقا
الضبابية الطبولوجيا يف تعر اقترح حيث ، ( Lowen و Chang ) السابقين المفهومين توسيع

: تحقق ، τ : IX −→ {0, 1} تطبيق أنها على Chang بمفهوم
.τ (0) = τ (1) = 1 .1

. τ (A
∧

B) = 1 فإن ، τ (A) = τ (B) = 1 كانت إذا .2
. τ (

∨
Aα) = 1 فإن ، α ∈ ∆ لكل ، τ (Aα) = 1 كان إذا .3

: تحقق ، τ : IX −→ [0, 1] كتطبيق Lowen بمعنى ضبابية طبولوجيا افترض و
. ثابتة ضبابية مجموعة لكل ، τ (c) = 1 .1

. τ (A
∧

B) = 1 فإن ، τ (A) = τ (B) = 1 كانت إذا .2
. τ (

∨
Aα) = 1 فإن ، α ∈ ∆ لكل ، τ (Aα) = 1 كان إذا .3

الرموز و التعاريف 1 .3 .4
[27] .30 يف تعر

الشروط يحقق ، [0, 1] إلى [0, 1]X من معرف τ تطبيق كل X على ضبابية طبولوجيا نسمي
: التالية الثلاثة

.τ (0) = τ (1) = 1 .1
.τ (µ∧

ϑ) ≥ τ (µ)
∧

τ (ϑ) فإن ، µ, ϑ ∈ [0, 1]X كانت إذا .2
مجموعة I حيث ، τ (

∨
I

Ai) ≥
∧
I

τ (Ai) فإن ، i ∈ I لكل ، µi ∈ [0, 1]X كانت إذا .3
. كيفية

.µ الضبابية المجموعة الانفتاح درجة τ (µ) الحقيقي العدد يسمى ⋆
X حيث ، (SF-TOP) ب لها نرمز ضبابي طبولوجي فضاء أنها على (X, τ ) ثنائية تعرف ⋆

. ( Shostak بمفهوم ) X على ضبابية طبولوجيا τ و كيفية مجموعة
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.20 مثال
: يلي كما المعرف τ : IX −→ [0, 1] التطبيق . خالية غير مجموعة X ليكن

τ (θ) =

 1 كانت إذا θ = X θ = ∅.

0 كانت إذا θ /∈ {X, ∅}.

.X على ضبابية طبولوجيا هي
.21 مثال

يلي: كما X في B و A الضبابيتين المجموعتين نعرف .X = {a, b} ليكن
µB(x) =

 0 كان إذا x = a.

1 كان إذا x = b.
, µA(x) =

 1 كان إذا x = a.

0 كان إذا x = b.

: يلي كما τ : IX −→ [0, 1] التطبيق نعرف

τ (θ) =



1 كانت إذا θ = X θ = ∅.

0.15 كانت إذا θ = A.

0.80 كانت إذا θ = B.

0.1 كانت إذا θ /∈ {X, ∅, A, B}.

.X على ضبابية طبولوجيا هو τ التطبيق
[27] .31 يف تعر

,τ1(µ) ≥ τ2(µ) تحقق إذا τ2 أقوى τ1 أن نقول . X على ضبابيتين طبولوجيتين τ2 و τ1 لتكن
.µ ∈ IX لكل

[27] .32 يف تعر
f : X −→ Y التطبيق أن نقول ، (SF-TOP) ضبابيين طبولوجيين فضائين (Y, δ) و (X, τ ) لتكن

: تحقق إذا (SF-continuous) ضبابيا مستمر
τ (f−1(ϑ)) ≥ δ(ϑ)

.ϑ ∈ [0, 1]Y لكل
.22 مثال

: يلي كما X في B و A الضبابيتين المجموعتين نعرف .X = {a, b, c, d} ليكن
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µB(x) =

 1 كانت إذا x = a, c.

0 كانت إذا x = b, d.
, µA(x) =

 1 كانت إذا x = b, d.

0 كانت إذا x = a, c.

: يلي كما τi : I
X −→ [0, 1] التطبيقين نعرف ، i = 1, 2 لكل



τi(X) = τi(∅) = 1 , i ∈ {1, 2}

τ1(A) = τ1(B) =
1

2

τ2(A) = τ2(B) = 1

τi(C) = 0, ∀C ∈ {∅, X,A,B}, i ∈ {1, 2}

. (SF-continuous) ضبابيا مستمر تطبيق هو id : (X, τ1) −→ (X, τ2) التطبيق فإن
ترميز:

لها نرمز فئة ضبابيا المستمرة التطبيقات و (SF-TOP) الضبابية الطبولوجية الفضاءات تشكل
.SF-TOP ب

SF-TOP و TOP بين العلاقة 4 .4
[34] .5 ية نظر

: بواسطة المعرف ، ωδ : IX −→ I التطبيق نعرف . طبولوجيا فضاء (X, δ) ليكن
ωδ(A) = sup{α ∈ I : µA−1(]α, 1]) ∈ δ}

. (SF-TOP) X على ضبابية طبولوجيا

SF-TOP و CF-TOP بين العلاقة 5 .4
[26] .6 ية نظر

: التطبيق نعرف ، β ∈]0, 1] لكل . (CF-TOP) ضبابيا طبولوجيا فضاء (X,T) ليكن
: يلي كما T β : IX −→ I

T β(A) =


1 كانت إذا A ∈ {∅, X}.

β كانت إذا A ∈ T \ {∅, X}.

0 ذلك .عدا
. (SF-TOP) X على ضبابية طبولوجيا هو
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: البرهان

T β(X) = T β(∅) = 1 .1
: حالتان لدينا A,B ∈ IX لتكن .2

فإن: T β(B) = 0 أو T β(A) = 0 كان إذا
T β(A)

∧
T β(B) = 0 ≤ T β(A

∧
B).

لدينا فإن ، (A,B ∈ T,A
∧

B ∈ T (أي T β(B) 6= 0 و T β(A) 6= 0 كان إذا أما
حالتين:

إذن: T β(A
∧

B) = 1 :فإن A∧
B = X أو A

∧
B = ∅ كان إذا (ا)

T β(A)
∧

T β(B) ≤ 1 = T β(A
∧

B).

:فإن B ∈ T \ {∅, X} أو A كان إذا (ب)
T β(A)

∧
T β(B) = β ≤ T β(A

∧
B).

: حالات ثلاث لدينا ، Ai ∈ IX كانت إذا الآن، .3
. ∧

T β(Ai) = 0 ≤
∨

T β(Ai) (ا)
ومنه ,∀i, Ai ∈ {∅, X} فإن ,∧ T β(Ai) = 1 كان إذا (ب)

∨
Ai ∈ {∅, X} , T β(

∨
Ai) = 1 =

∧
T β(Ai).

: فإن ∧
T (Ai) = β كان إذا (ج)

، ∀i, (Ai) ∈ T يعني وهذا ∀i, T β(Ai) ∈ {1, β} . أي ∀i, T β(Ai) ≥ β

(CF-TOP)ضبابية طبولوجيا T أن بما و
,T β(

∨
Ai) ∈ {1, β} أن وبما ,∨Ai ∈ T فإن

: على نتحصل فإننا
T β(

∨
Ai) ≥ β =

∧
T β(Ai).

. SF-TOP ضبابيا طبولوجيا فضاء تشكل (X, T β) الثنائية فإن ، بالتالي و
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[26] .7 ية نظر
: نعرف , α ∈]0, 1] ولكل ، SF-TOP ضبابي طبولوجي فضاء (X, τ ) ليكن

τα = {A : A ∈ IX , τ (A) ≥ α}

. CF-TOP ضبابي طبولوجي فضاء (X, τα) ثنائية تكون حينها
: البرهان

: لدينا ، τα = {A : A ∈ IX , τ (A) ≥ α}, α ∈]0, 1] ليكن
. ∅, X ∈ τα : فإن ,τ (∅) = τ (X) = 1 ≥ α

: فإن ، τ (B) ≥ α و τ (A) ≥ α : أن وبما , A,B ∈ τα أي A,B ∈ IX كانت إذا
τ (A

∧
B) ≥ τ (A)

∧
τ (B) ≥ α

.∀i ,τ (Ai) ≥ α : أن بما و ، Ai ∈ τα كل كان إذا ، i ∈ ∆ كانت إذا .
: فإن

τ (
∨
i

Ai) ≥
∧
i

τ (Ai) ≥
∧
i

α = α

∨
Ai ∈ τα إذن

. CF-TOP ضبابي طبولوجي فضاء (X, τα) يكون بالتالي و

SF-TOP و CF-TOP بين العلاقة 6 .4
: كالتالي SF-TOP و CF-TOP بين فئوي تشاكل بناء يمكن
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: برهان

: (SF-TOP)طبولوجي فضاء هو (CF-TOP) طبولوجي فضاء كل إن .1
: لدينا v ∈ IXكل أجل من

τ ′
X : IX −→ {0, 1}

v 7−→ τ ′
X(v) =

 1 كانت إذا v ∈ τX .

0 ذلك عدا

(CF-TOP) طبولوجي فضاء (Y, τY ) أجل من ونضع
τ ′
y : IY −→ {0, 1}

v′ −→ τ ′
Y (v′) =

 1 كانت إذا v′ ∈ τY .

0 ذلك عدا
. Shostak بمفهوم ضبابيين طبولوجيين فضاءين هو τ ′

Y و τ ′
X من كل أن الواضح من

مستمر هو (CF-continuous) ضبابيا مستمر f : (X, τX) −→ (Y, τY ) تطبيق كل .2
. (SF-continuous) ضبابيا

∀v′ ∈ τY −→ f−1(v′) ∈ τX

∀v′ ∈ IY , τ ′
X(f−1(v′)) ≥ τ ′

Y (v′)

: حالتين يوجد v′ ∈ IY ليكن

: ومنه f−1(v′) ∈ τX فإن v′ ∈ τY : 1 حالة
τ ′
Y (v′) = 1 : وكذلك τ ′

X(f−1(v′)) = 1

: إذن
τ ′
X(f−1(v′)) ≥ τ ′

Y (v′)
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الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئات بين مقارنة .4 باب

τ ′
Y (v′) = 0 : لدينا v′ /∈ τY : 2 حالة

f−1(v′) ∈ IX −→ f−1(v′) /∈ τX

τ ′
X(f−1(v′)) = 0 : ومنه

: إذن
τ ′
X(f−1(v′)) ≥ τ ′

Y (v′)
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حوصلة 7 .4
: التالية النتائج نستخلص المنجز العمل خلال من

. CF-TOP ضبابي طبولوجي فضاء هو SF-TOP ضبابي طبولوجي فضاء كل .1

. LF-TOP ضبابي طبولوجي فضاء هو SF-TOP ضبابي طبولوجي فضاء كل .2
. ([3 .4] الجزء (انظر

. (SF-TOP) ضبابي طبولوجي فضاء البناء يمكن كلاسيكي طبولوجي فضاء كل من .3
[5 ية [نظر

(6 .4 (الجزء . SF-TOP من فئة استخراج يمكن CF-TOP فئة كل .4

ضبابيا المستمر وتطبيق الضبابي الطبولوجي الفضاء يف تعر من Shostak به قام الذي العمل .5
. الضبابي المنطق لفكرة لمسه قوة يظهر ما وهذا الضبابية المجموعات انفتاح درجة جليا أبرز
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