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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier un probléme de contact avec frottement pour un corps
thermo-électro-viscoélastique. Dans un premier temps, nous démontrons I’existence et
I’unicité de la solution faible et nous étudions également la dépendance de la solution sur les
données. Nous introduisons ensuite un schéma entierement discret pour le modéle et sous des

hypotheses de régularité appropriées, nous dérivons des estimations d’erreur.

Mots clés: Matériau thermo-électro-viscoélastique, processus quasistatique, loi de frottement

Tresca, contact bilatéral, un schéma entiérement discret, estimations d’erreur.

Abstract

The aim of this work is to study a problem of contact with friction for a thermo-electro-
viscoelastic body. First, we demonstrate the existence and uniqueness of the weak solution
and we also study the dependence of the solution on the data. We then introduce a fully
discrete scheme for the model and under appropriate smoothness assumptions derive error
estimates.

Keywords: Thermo-electro-viscoelastic material, quasistatic process, Tresca friction law,
bilateral contact, a fully discrete scheme, error estimates.
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Introduction

La mécanique des contacts fait partie du génie mécanique qui concentre
son objectif sur ’étude de la déformation de solides qui se touchent en un ou
plusieurs points. La premiére contribution reconnue sur le contact entre solides
déformables est celle de Hertz qui se limitait aux surfaces sans frottement et
aux corps parfaitement élastiques. Cependant, les développements dans la
théorie de la mécanique des contacts n’apparaissent qu’au début du 20 éme
siécle ou le probléme de Signorini est posé dans [18] et résolu par Fichera [§]
qui utilise le terme d’inéquation variationnelle.

Dans ce mémoire, nous considérons un probléme de contact quasistatique
qui décrit le contact avec frottement entre un corps piézoélectrique et une
fondation. L’effet piézoélectrique résulte du couplage entre les propriétés élec-
triques et mécaniques dans lesquelles le corps a la capacité de produire un
champ électrique lorsqu’une contrainte mécanique est présente et, a l'inverse,
sous l'action d’un champ électrique le corps subit une stresse. Pour cette
raison, les matériaux piézoélectriques sont utilisés de maniére intensive dans
diverses applications.

En particulier, ils sont utilisés comme capteurs et actionneurs dans di-
vers équipements de mesure. Modélisation et analyse récentes des problemes
de contact prenant en compte compte de l'interaction entre les champs élec-
triques et mécaniques peut étre trouvé dans [1, 2, 11, 17, 21].

Le plan de ce travail, composé de trois chapitres, est le suivant. Le Chapitre
1 comprend la description classique des équations, des relations constitutives
des matériaux électro-viscoélastiques et des conditions aux limites. Dans le
Chapitre 2, on rappelle des notations mathématiques nécessaires a la com-
préhension de ce travail. Le Chapitre 3 est consacré a I’étude d’un probléme
de contact bilatéral avec une loi de frottement de Tresca pour un matériau
thermo-électro-viscoélastique avec memoire longue. Sous des hypothéses suf-
fisantes, nous fournissons une formulation faible du probléme mécanique et
établissons I’existence et I'unicité d’une solution faible. Nous introduisons en-

suite un schéma entiérement discret pour le modéle et sous des hypothéses de



régularité appropriées, nous dérivons des estimations d’erreur.
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Notations

R I’ensemble des nombres réels;

N I’ensemble des entiers positifs ;

R* I’ensemble des nombres non négatifs ;

R** I’ensemble des nombres réels strictement positifs ;

() 'ensemble vide ;

[0, T] représente I'intervalle de temps, ou 7' > 0;

RY I’espace euclidien d—dimensionnel, (d=2, 3) ;

S? I’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur RY, (d=2,3);

I représente 'application d’identité;

I, représente 'application d’identité dans S%;

c représente une constante positive générique dont la valeur changer au
cours de ce mémoire ;

p.p. signifie presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue;

ou 0% ) e

o et 2 représentent les dérivées par rapport au temps;

% représente la dérivée partielle de la fonction wu; par rapport a la com-
posant]e Tj;

Soit  un domaine borné dans R? (d=2, 3) a frontiére Lipschitzienne I';

Q est la fermeture (adhérence) de §2;

vii



cm (ﬁ) I’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre m sont
continus jusqu’a la frontiére I';
LP(Q) T'espace de Lebesgue des fonctions p—intégrables sur €2, avec la

modification usielle si p = oo
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CHAPITRE 1

Modélisation

Dans ce Chapitre, nous présentons une description générale de la modé-
lisation de contact pour des corps déformables, pour plus des détails voir [1,
2,9, 19, 20]. Soit [0, 7] un intervalle de temps, soit ¢ € [0,T] la variable du
temps. Soit Q un domaine borné dans R? (d=2, 3) représentant la configu-
ration de référence d’un corps déformable pouvant entrer en contact avec un
obstacle. Soit z € Q la variable spatiale. On note S? 'espace des tenseurs
symétriques de second ordre sur R?. On définit les produits scalairs et les

normes correspondantes sur R? et S¢ par

d
u- vzzuiviv "U,| = 2\’ u-u, vu7 v € Rd7
=1

o-&= Y 04 lo| =00, Vo, €St

1<i,j<d

1.1 Equations constitutives

La loi de comportement caractérise le comportement du corps, elle est

donnée par une relation entre le tenseur des contraintes o : Q — S% et le



1.1. Equations constitutives

tenseur des déformations (u), ott u = (u;) est le champ des déplacements. Les
composantes du tenseur de déformation, dans le cadre de petites déformations,

sont données par

e(u) = (gij(u)), €ij(u) = 3 oz, + 8%‘) 1<, 5 <d. (1.1)

1.1.1 Loi de comportement élastique

L’élasticité est la capacité d’un corps & résister & la force de déformation
et a retrouver sa taille et sa forme d’origine lorsque cette force est supprimée.

Une loi de comportement élastique linéaire est donnée par

o= Ee(u),

ot £ = (&ijrr), 1 <4, 4, k, 1 < d, est un tenseur d’¢élasticité du quatrieme ordre.

Sous la forme de composantes, cette équation constitutive est donnée par

o= Y Eimen(u),

1<k,i<d

ot &;ji sont les coefficients d’élasticité.

1.1.2 Loi de comportement piézoélectrique

Leffet piézoélectrique résulte du couplage entre les propriétés électriques
et mécaniques dans lesquelles le corps a le capacité a produire un champ
électrique lorsqu’une contrainte mécanique est présente et, a 'inverse, sous
I’action d’un champ électrique le corps subit une contrainte mécanique. La loi

de comportement serait utilisée est de la forme

o = As(u)+EV(p) dans Q,
= CE(p)+Ee(u) dans Q,



1.1. Equations constitutives

ou A et &£ sont des fonctions constitutives. A représente I'opérateur d’élasti-
cité. D est le champ des déplacements électriques, £ est le tenseur piézoeléc-
trique, £* est sa transposée, C dénote le champ de la permittivité électrique,

E = —V est le champ électrique, ¢ est le champ de potentiel électrique.

1.1.3 Loi de comportement viscoélastique

La viscoélasticité est la propriété des matériaux qui présentent a la fois des
caractéristiques visqueuses et élastiques lorsqu’ils subissent une déformation.

Une loi de comportement viscoélastique générale est donnée par
o = Ae(u) + Be(u), in Q x [0,T].

Ou B est un opérateur d’élasticité non linéaire et A est I’opérateur de viscosité.

Ici et ci-dessous, un point au dessus d’une variable dénote la dérivée par

rapport au temps, donc @ = —— et and i = ——-. En viscoélasticité linéarisée,

I’équation ci-dessus est donnée par la relation de type Kelvin-Voigt

o= (tiuer(i) + bynen(w), 1 <d,j < d.
1<ki<d

Ou A = (ayjp) est Popérateur de viscosité et B = (g;ju1) est 'opérateur

d’élasticité.

Les termes de viscosité dans les équations ci-dessus dépendent de la vitesse

et représentent la mémoire & court terme.

¢
o= Ae(u) + Be(u +/g (t—s)e(u(s))ds, in Q x [0,T7].
0



1.2. Effets thermiques

La mémoire non locale ou a long terme a la forme
¢
/g (t—s)e(u(s))ds, in Q x (0,17,
0
ot G = (gijri) est un tenseur du quatriéme ordre.

1.2 [Effets thermiques

Pour prendre en compte les effets thermiques, nous avons besoin de quelques
éléments : frottement condition de génération de chaleur, condition décrivant
I’échange de chaleur entre corps et la fondation, une relation constitutive et
I’équation énergétique.

1.2.1 Loi thermoviscoélastique

Une relation thermoviscoélastique, prenant compte tenu de la dilatation

thermique du matériau est donnée par
o = Ae(u) + Be(u) — M0, in Q x [0,T].

Ou B est Vopérateur d’élasticité non linéaire, M est le tenseur de dilatation

thermique et A est 'opérateur de viscosité.

1.2.2 L’équation de I’énergie

Une équation qui prend en compte la génération de chaleur visqueuse est

donnée par
0 — div (KVO) =& — M - e(a), dans Q x (0,T),

ot f est la température, KK =(k;;) est le tenseur de conductivité thermique, le

terme £ représente une source de chaleur volumique.



1.4. Conditions aux limites

1.3 Equations de mouvement et d’équilibre

Les équations dynamiques de mouvement, représentant la conservation de

la quantité de mouvement et qui régissent I’évolution de I’état du corps sont
0%u
o

ou p est la densité du matériau et fy est la densité des forces appliquées. Dans

= Divo + fp dans Q x [0,77],

des situations, lorsque la configuration du systéme et les forces et tractions
externes varient lentement dans le temps, de sorte que les termes inertiels pi

peuvent étre négligés, nous obtenons les équations d’équilibre

Divo + fo =0 dans Q x [0,T7],

qui représentent I’approximation quasistatique des équations de mouvement,

ol ‘Div’ est l'opérateur de divergence, c’est-a-dire

Divo = ((Divo);)

P
(Divo), Z(;” 1<i<d.
€T

1<i<d>

1.4 Conditions aux limites

Passons maintenant aux conditions aux limites. A cette fin, nous suppo-
sons que € est un domaine, borné dans R% (d=2,3), a frontiere Lipschitzienne
I'. Ainsi, le vecteur normal d’unité extérieure v = (vq, . . . , v4) est défini
presque par tous sur I'. Pour plus de détails sur la régularité de la frontiére,
voir par exemple [1]. Si v est un champ vectoriel défini sur I', alors nous notons

v, et v, les composantes normales et tangentielles de v sur la frontiére I

Vy =0V -V, Uy =0 — U,V sur L.

De méme, la composante normale o, et la composante tangentielle o, d'un

tenseur o sont données par



1.4. Conditions aux limites

o, = (ov)w, oy =ov—o,v sur L.
Tout au long de ce mémoire, nous supposons que la surface I' est divisée en
trois parties mesurables disjointes I'j, I'y et I's telle que mes(I';) > 0.
1.4.1 Les conditions aux limites des déplacements et des trac-
tions

Le corps est supposé fixé sur la partie I'1 et donc nous utilisons la condition

de Dirichlet homogene
u =0 sur I'y,
tandis que des tractions surfaciques de densité fo agissent sur I's. Alors, le
vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov = fy sur I's.

Nous passons maintenant & la description des conditions aux limites sur I's,
que nous utiliserons dans ce mémoire.
1.4.2 Condition de contact bilatéral

Cela signifie que le contact entre le corps et la fondation est maintenu a

tout moment et il est modélisé par ’équation

uy, =0, on I's.



1.4. Conditions aux limites

Cette condition peut étre trouvée dans de nombreuses machines et dans les

pieéces mobiles et les composants des équipements mécaniques.

Fig 1: un corps déformable en contact avec une fondation

1.4.3 Condition de contact avec la loi de frottement de Tresca

La loi de frottement de Tresca se lit comme suit

|UT| < 9,
. on I's,
Ur -
Or = —gp— St Ur #0
[t |
ce qui stipule que, s’il y a de contact, la traction tangentielle o, est bornée
par la borne de frottement g. Si I'inégalité stricte est satisfaite, le glissement
ne se produit pas, et lorsque 1’égalité est satisfaite, la contrainte de frottement

est opposée au taux de glissement.

1.4.4 Conditions aux limites électriques

Pour un corps piézoélectrique, d’autre part, I'y U I'y est divisée en deux
parties disjointes et mesurables I'y et 'y telles que mes (I';) > 0. Nous sup-

posons qu’une charge électrique de surface de densité ¢o est prescrite sur 1Y



1.4. Conditions aux limites

telle que

D v =gy surTy.

En outre, nous supposons que le champ potentiel électrique satisfait a :
=0 sur I'y.

1.4.5 Conditions aux limites thermiques

La condition d’échange de chaleur ponctuelle sur la surface de contact est

habituellement donnée par
—(KV0) - v =Fky, (0 —0¢), sur I's x (0,T).

K =(ki;) est le tenseur de conductivité thermique, 6 est la température de
surface ponctuelle, Ky, est le coefficient d’échange thermique et 0 est la tem-
pérature connue de la fondation.

Par souci de simplicité, nous supposons que la température totale de I'y U
I’y est maintenue constante, a la température ambiante qui est mise a ’échelle

pour étre nulle

0 =0, sur (I't UT'2) x (0,7,



CHAPITRE 2

Rappels et préliminaires

Dans ce Chapitre on va présenter quelques rappels d’analyse fonctionnelle
ét donner des notations principales seront utilisées dans ce mémoire, pour
plus des détails voir [3, 6, 7, 9, 12, 13, 14, 19, 20].

2.1 Quelques resultats dans les espaces de Banach

Pour chaque espace de Banach réel X, on note par X*, ||.|| v, (,) y+x x €t
L (X, X*) le dual topologique de X, la norme sur X, le produit de dualité
entre X et X*, I’espace vectoriel des toutes les applications linéaires continues
entre X et X* respectivement. Dans cette Section, X est un espace de Banach

réel.

Définition 2.1 Soit p : X — (—00, 0], une fonction, le domaine effectif de

D est I’ensemble des points ot elle ne prend pas la valeur oo,
D(@)={ueX:P(u) <o},

et on dit que ® est propre si D (®) # (0. Le sous-différentiel de ® en u € X



2.2. Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

est ’ensemble
0P (u)={le X : (Lv—u)y <P(v)—P(u) ,VveX}.
Définition 2.2 Une fonction ® : X — R est dite convezxe ssi
P(l-a)ut+av) < (1—a)®(u)+a®(v), Yu,ve X, Va e (0,1).
p est strictement conveze s,
P(Il-a)utav) < (1 —a)®(u) +ad(v), Yu,v e X, Va € (0,1).

On dit que ® est semi-continu inférieurement en u € X si, pour chaque

suite{u,} C X, telle que

i g — ully =0,

on a
lim inf ® (uy) > ¢ (u).

n—-+o0o

Définition 2.3 Soit F : X — X wune application. On dit que F' admet un
point fize ssi 3 u € X, tel que F(u) = u et on dit que F est contractante ssi

il existe une constante Lp € [0,1), telle que
IP(w) = F)llx < Le lu— ol Vo € X

Proposition 2.1 Soit X un espace de Banach et soit F': X — X une appli-

cation contractante, Alors, F' admet un unique point fize .

2.2 Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

Pour tout espace de Hilbert réel X, nous notons par (.,.) y et ||.|| x le pro-
duit scalaire et la norme associée sur X, respectivement. Dans cette section,

X est un espace de Hilbert.

10



2.2. Quelques resultats dans les espaces de Hilbert

Proposition 2.2 (Théoréme de représentation de Riesz). Pour toutn € X*,

il existe un unique élement f € X tel que

(nav)X*xX = (f,U)X, Vo € X.

De plus, on a

1l x = 11l x -

Alors, on peut identifier l’espace de Hilbert X avec son dual X* et on désigne
encore par f l’élement de X qui représente uniquement la forme linéaire et

continue 1.

Définition 2.4 Soit a : X x X — R une forme bilinéaire. 1) a est continue

sur X s’il existe une constante réelle L, > 0, telle que
|a (w1, wo)| < La [lwilx lwellx » Vwr,wy € X. (2.1)

2) a est coercive (X -elliptique) s’il existe une constante réelle mg > 0, telle
que
ma |lw|)3 < a(w,w), Yw € X. (2.2)

3) a est positive si
0<a(w,w), Vwe X.

4) a est symétrique si
a(wy,wz) = a(we,w;), Ywy,wy € X.

Proposition 2.3 ( Théoréme de Lax-Milgram ). Soit a : X x X — R une
forme bilinéaire, coercive et continue. Alors, pour tout f € X, le probleme

suivant : Trouver un élement u € X, tel que
a(u,v) = (f,v)x, Vv € X,

admet une unique solution.

11



2.3. Espaces de fonctions vectorielles

Définition 2.5 Un opérateur A : X — X est

1) fortement monotone sur X, s’il y a une constante m4 > 0 telle que
ma ||wy — w2||_2X < (Awy — Awg, w1 — we) y , Ywy, wa € X.
2) continu de Lipschitz sur X, 8’il y a une constante L4 > 0 telle que
|Aws — Aws|| y < La ||lw1 — we|| x, Ywi, w2 € X.

Proposition 2.4 Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et
continu de Lipschitz et soit ® : X — (—o0, 00| une fonction propre, convexe
et semi-continu inférieurement sur X. Alors, pour tout n € X*, le probléme

swivant : Trouver un élement u € X, tel que
(Au,w—u)y, +P(w) — P (u) > (N, W —U) xuyx, ¥V we X. (2.3)

admet une unique solution.

2.3 Espaces de fonctions vectorielles

Définition 2.6 Soit (E,Y ", ) un espace de mesure et (X,|.||y) un espace
de Banach. Soit f : E — X une fonction mesurable, f est intégrable au sens
de Bocherner s’il existe une suite de fonctions simples intégrables {f,} telle

que

Jim [~ il de =0,
E

Maintenant, soit X un espace de Banach, soit p € [1,00] on désigne par
LP(0,T; X) l'espace des (classes de) fonctions ¢ — wu(t) de 0,7 — X qui sont

mesurables & valeurs dans X et telles que

T
1
Jullzoory = ([ (o) ds)? < .
0

12



2.3. Espaces de fonctions vectorielles

Pour p = o0

HuHLw(U,T;X):tS(uP ess [lu(t)|x =inf { M | |lu®)llx <M pp}.

Ainsi normé 'espace LP(0,T; X) est complet.
On désigne par D'(0,T; X) 'espace des distributions sur ]0, 7" [a valeurs
dans X défini par
D'(0,X;T) = £L(D(]0,T]); X).

Siue D,(O, T; X), sa dérivée, au sens de distribution, est définie par

Siw € LP(0,T; X), il lui correspond une distribution encore noté u sur |0, 7|

a valeurs dans X, définie par
T
u(e) = [ulo)e(s)ds Vo€ D (0.7,
0

intégrale a valeurs dans X. On peut encore définir ?;: comme élément de
D'(0,T; X).

On note par W1P(0; T'; X ) Iespace des distributions vectorielles u € LP(0,T; X)
telles que % € LP(0,T;X).Si1<p< +oo, WHP(0,T; X) est un espace de

Banach réel pour la norme définie par

du
at

lullwre =l poo,rx) + ‘ -
Lr(0,T;X)

En notant par C(]0,77]; X) l'espace des fonctions continues définie sur ]0, T

A valeurs dans X c’est a dire :

C ([0,7];X)={uw:[0,T] = X | uest continue}.

C([0,T]; X) est un espace de Banach pour la norme

13



2.3. Espaces de fonctions vectorielles

) = t)| -
W%mmﬂ %%WKN

On note également par C1([0,77];X) l'espace des fonctions dérivables sur

[0, 7] a valeurs dans X dont la dérivée est continue c’est a dire :
CY[0,T];X) ={ u:[0,T] — X telle que u dérivable, & € C ([0,T]; X) }.
C1([0,T]; X) est un espace de Banach pour la norme

s oy = mase lu(e)]| + max (o))

Maintenant, nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.5 Soit p € [1,00], alors on a

Wl?0,7,X) c C ([0,T];X). (2.4)

Proposition 2.6 Soit (X, |.||y) un espace de Banach. Une fonction mesu-

rable f : [0,T] — X est intégrable au sens de Bocherner, ssi

T
/ 1£(B)llx dt < +oo.
0

De plus, on a

T T
[1od| < [ir@iyae
0 X 0
Soit X et Y deux espaces de Hilbert réels tels que X est dense dans Y
avec injection continue; ’espace Y est identifié & son propre dual et & un

sous-espace du dual X* de X, alors on peut écrire le triplet de Gelfand

XcCcYcXx*

14



2.3. Espaces de fonctions vectorielles

Proposition 2.7 Soit X C Y C X* un triplet de Gelfand. Supposons que
A: X — X* est un

opérateur linéaire continu et qui satisfait
2
(Av,0) 5 x > 1ok, Vo € X,

pour ¢; > 0. Alors, pour chaque wy € Y et chaque f € L?(0,T; X*), il existe

une unique fonction w qui vérifie :

we L20,T;X)NC([0,T];Y), we L*0,T; X*)

w(t)+Aw(t) = f(t), dans X*, p.pt e (0,7),

w(0) = w.

Nous utiliserons 'inégalité de type Gronwall suivante.

Proposition 2.8 Soit X et Y deux espaces de Hilbert réels séparables tels

que X est dense dans Y avec injection continue, alors on a

{u € LP(0,T; X) telles que % e LP (O,T;X*)} cC ([0,7];Y).

De plus on a

Gy = (GO

Proposition 2.9 Supposons que f et g : [a,b] — R sont deux fonctions conti-

nues qui vérifient

t

f(t)gg(t)+c/f(s)ds,Vt€ [a, b],

a

15



2.4. Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

ot ¢ > 0 est une constante. Alors,

t

(@) Sg(t)+c/g(s)exp(c(ts))ds,VtE [a, b] .

a

2.4 Espaces fonctionnels pour la mécanique de contact

Soit Q un domaine borné dans I'espace numérique R?, (d=2, 3), de va-
riable x = (z1,...,x4), avec une frontiére de Lipschitz I'. Nous introduisons

les espaces

H = L*(%RY), Q= L*(O;8),

Hy={ue H; e(u) € Q}, Q1 ={0 € Q; Divo € H},
Z={D € H;DivD € L*(Q)}.

H, Q, Hi, Q1 et Zsont des espaces de Hilbert munis respectivement par des

produits scalairs canoniques

(U,U)H:/U'Udl‘, Yu,v € H, (O‘,T)Q:/O"Tdat, Yu,v € Q,
Q Q

(u, )i, = (u,v)g + (e(u),e(v))g, Yu,v € Hy,

(0,7)0, = (Divo, Divt)g + (0,7)g, Yo, € Q1,
(DvB)Z = (le-DvleB)LQ(Q) + (-DvB)Ha

ot les nomes associées sont notées respectivement par ||| g, |-l g, [Illz, » -l o,

et ]l z-
Nous pouvons définir 'application de la trace 4 : Hy — L2 (F;Rd) qui
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2.5. Approximation par éléments finis

est un opérateur linéaire continu tel que 5 (v) = vy si v € Hy N [C (Q)]d.
Soit Hr = HY?(I';RY), alors 4 : H; — Hr est linéaire, continu et sujectif.
On rappelle que 7 est un opérateur compact, c’est-a-dire que pour toute suite
bornée {v,} dans Hy, il existe une sous-suite de {v,} qui est convergente dans
L2 (1)4.

Pour chaque élément v € H; nous utilisons la notation v pour notée la
trace (v) de v sur I'. De plus, si 0 € Q; est réguliére, alors on a la formule

de Green suivante

(Divo,v)g + (0,e(v))g = /O‘I/ -vds, Y v € Hy, (2.5)
r
ou ds est ’élément de mesure de la surface.
Aussi, on note ¢ la trace d’'un élément € H'(Q) sur I' et on rappelle
que lorsque D € Z est une fonction réguliére, la formule de Green suivante

est vraie :

(div D, @)r2q) + (D, V), = /D -veda, ¥ o € HY(Q), (2.6)
r

ou V : HY(Q) — L?() est 'opérateur gradient défini par

D 1
= A H(Q).

2.5 Approximation par éléments finis

Notons que 'on peut étendre cette discussion a des domaines de dimen-
sions autres que deux et par souci de simplicité, on suppose que Q C R?
est polygonal et partitionné en un nombre fini de triangles 7 € 7", tel que

Q= U hT et pour T, # To € T", alors 7; N Ty soit vide, soit un sommet
TeTh

commun, Soit un cd6té commun. Pour un élément quelconque 7 € Th, on note

h‘T:maX{H:E_yH? xz, yET}a

17



2.5. Approximation par éléments finis

alors le paramétre de discrétisation est défini comme A = max {hT, TeT h}.

Soit pr le diameétre de la plus grande sphére inscrite dans 7.

Définition 2.7 Une famille de triangulation {Th}h de Q est dite réguliére

ssi h tend vers zéro et qu’il existe une constante p* > 1 telle que

h
L < pf VT €T, Vh.
PT
Ici, x17, xo7, 37 sont les sommets et by est le barycentre de 7 voir

Figure 2.

ghs Fig 2 un ¢lément 7 X31

Maintenant, si I'espace X = H'(f) est a approximer, notons {:z:l}f\[:h1 cQ
Pensemble des sommets des éléments et soit {cpl-}f-ihl les fonctions de base
d’éléments finis correspondantes qui sont linéaires sur chaque élément 7 et

satisfont

0,17

Alors 'espace de fonction linéaire par morceaux correspondant est

L
soi(xj)—{ ) 1<, < N (2.7)

XM = span{p;, 1 <i< Ny}.

18



2.5. Approximation par éléments finis

L’interpolation par éléments finis d’une fonction continue v € C (Q) est don-

née par

Np
M () = S v (@) i
=1

Dans les approximations numériques, nous supposerons que {2 C Rd, (d=2,3),
est un domaine polygonal/polyédrique et sa frontiére I' est divisée en trois
sous-ensembles relativement fermés I'1, 'y et I‘g, avec mutuellement intérieurs
disjoints. Pour 1 < j < 3, on écrit I :izleFé- tel que sur chaque Fé-, le
vecteur normal extérieur unitaire soit constant. Soit 7" une famille réguliére
de partitions éléments finis de 2 supposée compatible avec la décomposition
de T, c’est-a-dire si .S est un coté tel que pour certains j et i, S N Fé- contient
un point intérieur de S, alors .S C F; Notons ’Z}}; la partition de I's induite
par la triangulation 7",

Soit E l'espace défini par
E={0c H (Q), 6=0 sur I'; UTy}.
Alors l'espace des éléments finis a utiliser est
Eh = {5h eC(Q),p" 7€ P (T),¥T € T", " =0 sur Iy U FQ}, (2.8)

ou Py (7) est ’ensemble des fonctions polynomiales de degré global inférieur

ou égal & 1 dans 7.Considérons 'espace
V={uec H'(QRY), u=0on Ty, u,=0on I3 }.

Alors l'espace des éléments finis a utiliser est

Vh_{ whe [C (ﬁ)]d7 wh |T€ [Pl (K)]d’VTGTha wh:()sur Flv }
’LULL ‘E: 0, VEE’Z}};
2
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2.5. Approximation par éléments finis

Considérons ’espace
W={y € HY(Q), =0 sur I',}.
Alors 'espace des éléments finis & utiliser est
Wwh = {w eC(Q),y" 7€ P (T), VT € T", ¢ =0 sur ra} . (2.10)

Nous avons les estimations d’erreur suivantes

Hv —m (v)‘ (o) S ch? [0l g2 (qpa) » o € H (Q;Rd> L (211
Hu — (“)Hm(g;w) < ch [Vl g sy » Y0 € H (Q;Rd> : (2.12)
[ =1 0)] 0 < Pl Vo € B2 (), (213)

)
o= T8 ) oy < * 2 Hollaar, smey -
=1 (2.14)

Yo e L2(T), v . € H*(I';RY),1 < i <.

Nous terminons ce Chapitre par 'inégalité de type Gronwall suivante.

Proposition 2.10 Soit r € RT* et soit | € N. Supposons que {g,} et {an}

soitent deux séquences satisfaisant

gn >0, a, > 0,1 <n <l

avec
n—1

an < cign+a ) roj,1<n<l,
i=1
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2.5. Approximation par éléments finis

pour ¢; > 0, indépendant de r ou [. Alors il existe ¢ > 0, indépendant de r

ou [, tel que

n—1
an, < c + rq; 1<n<let max o, <cmazxg,.
n=C|9n z;g] == 1<n<l 7 1§n§lg"
‘]:
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CHAPITRE 3

Probléme thermo-électro-viscoélastique avec frottement

On considére un corps déformable qui occupe la configuration de référence
Q c RY, (d=2,3), qui est un domaine borné a bord continu-Lipschitzien T
Le corps est supposé avoir une loi thermo-électro-viscoélastique avec memoire
longue et le processus est quasistatique dans l'intervalle de temps [0,7]. On
suppose une partition de I' en trois parties ouvertes disjointes I'y, I's et I's,
d’une part, et une partition de I'; UT's en deux parties ouvertes disjointes I',
et ', d’autre part, telles que mes(I'y) > 0 et mes(I'y) > 0. Le corps est fixé
sur I'; et donc le champ des déplacements s’y annule. Nous supposons que
des forces volumiques de densité fo et des charges électriques volumiques de
densité qg agissent dans €2 et des tractions de surface de densité fy agissent sur
I'y. Nous supposons également que le champ du potentiel électrique s’annule
sur I'; et qu’une charge électrique de surface de densité ¢o est prescrite sur
I'y. Le corps est en contact sur I's avec une fondation. Le contact est supposé
bilatéral et régi par une loi de frottement de Tresca, ou des effets thermiques
peuvent se produire sur la surface de contact potentielle. Pour simplifier la
notation, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des différentes
fonctions sur la variable spatiale z € Q UT'. Sous les hypotheéses ci-dessus, la

formulation classique de notre probléme est la suivante.
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CHAPITRE 3. PROBLEME THERMO-ELECTRO-VISCOELASTIQUE
AVEC FROTTEMENT

Probléme 3.1 Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,T] — R?, un
champ des contraintes o : Q x [0,T] — S%, un champ de potentiel électrique
©:Qx[0,T] — R, un champ des déplacements électriques D : Qx [0, T] — R?
et un champ de température 6 : Q x [0,T] — R tels que

o(t) = As(u(t))+Be(u(t))+E*(Vel(t))

+/g (t—s)e(u(s))ds—0(t) M, dans Q2 x (0,7), (3.1)
0

D = &(g(u)) —CVy, dans Q2 x (0,7T), (3.2)

Divo + fo = 0, dans Q x (0,7), (3.3)
divD—q = 0, dans Qx (0,T), (3.4)
0 — div(KV0) = &—M-e(n), dans Q x (0,T), (3.5)
u = 0, sur I't x (0,7), (3.6)

ov = fo, sur I'y x (0,7T), (3.7)

¢ = 0, sur I'y x (0,7), (3.8)

D-v = q, sur Ty x(0,T), (3.9)

0 = 0, sur (IhuI'y) x (0,7, (3.10)

u, = 0, sur I's x (0,7, (3.11)

D-v = 0, sur I's x (0,7, (3.12)
—(KVO0)-v = k(8 —0¢), sur I's x (0,T), (3.13)

,

|UT| < 9b,

|UT| <gp = ur =0,
sur I's x (0,7, (3.14)

|UT| =gy = —A0; = Uy,

pour certains A > 0,
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3.1. Hypothéses et formulation variationnelle

(4) u(0) = uo, (1) 0(0) = by in Q. (3.15)

Les équations — représentent la loi thermo-électro-viscoélastique
avec memoire longue. Cette loi est considérée comme une extension de la
loi électro-élastique et thermo-visco-élastique voir [2, 4]. Ici A est 'opérateur
de viscosité, B est l'opérateur d’élasticité, G désigne le tenseur de relaxa-
tion, M représente le tenseur de dilatation thermique, £ désigne 'opérateur
piézoélectrique, £* est la transposée de £, —V¢ est le champ électrique, C
représente I'opérateur de permittivité électrique. Ici et ci-dessous, les points
au-dessus d’'une quantité représentent les dérivées de la quantité par rapport
a la variable de temps. Les équations — représentent les équations
d’équilibre pour les champs des contraintes et des déplacements électriques,
respectivement. L’équation différentielle décrit I’évolution du champ de
température, ou K représente le tenseur de conductivité thermique et £ est
la densité des sources de chaleur volumiques. Les équations — sont
les conditions aux limites déplacement-traction, tandis que - repré-
sentent les conditions aux limites électriques sur I', U T'. est la condi-
tion thermique sur I'y U I's. L’équation représente la condition bilaté-
rale, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de perte de contact pendant le processus. La
condition signifie que la fondation est supposée isolée. La condition
aux limites de température associée sur I's est donnée par , ou 0y est la
température de la fondation, ky, est le coefficient d’échange thermique entre
le corps et I'obstacle. Les conditions représentent la loi de frottement
de Tresca, ol g, est la borne de frottement. Enfin, sont les conditions

initiales.

3.1 Hypothéses et formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme mécanique (3.1))-
(3.15)), nous avons besoin des notations supplémentaires. On considére ’espace

des champs de tenseurs du quatriéme ordre
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3.1. Hypothéses et formulation variationnelle

Qoo = 1€ = (Eijr) | Eijii = Ejirr = Erj € L(Q), Vi, j,k, 1 € {1,...,d}},
qui est un espace de Banach muni de la norme

HSHQOO = 13?;%9 ||5jz'kl||Loo(Q) . (3.16)
Soit V' le sous-espace fermé de Hy défini par

V ={we€ Hi; w=0sur I';; w,= 0 sur I's}.
Puisque mes (I'1) > 0, 'inégalité de Korn est vraie

Ck [vllg, <lle (@)l Vv eV, (3.17)

ot C'x > 0 est une constante positive dépendant uniquement de 2 et I';. Une
preuve de I'inégalité de Korn peut étre trouvée, par exemple, dans [16, page

79]. Sur 'espace V', on considére le produit scalaire donné par
(u, )y =(e(u),e(v))g, Yu,v €V,

et soit ||.|[;, la norme associée. Il découle de I'inégalité de Korn (3.17) que
[z, et |l-lly; sont des normes équivalentes sur V. Donc (V, (.,.);, ) est un

espace de Hilbert. De plus, nous introduisons I'espace fonctionnel
W ={pec H(Q); p=0surT,}

qui est un sous-espace fermé de H'(Q2). Puisque meas(I'y) > 0, I'inégalité de

Friedrichs-Poincaré suivante est vraie :

Crllellm@ < IVellg, Ve €W, (3.18)
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3.1. Hypothéses et formulation variationnelle

ot Cr > 0 est une constante positive dépendant uniquement de € et I'y. Sur

I’espace W, on considére le produit scalaire donné par

ot la norme associée est notée ||.||y,. Il découle de que ||| g1 et
||.|ly sont des normes équivalentes sur W. Donc (W, (.,.)y, ) est un espace
de Hilbert réel. De plus, d’aprés le théoréme de la trace de Sobolev, il existe
deux constantes positives cg > 0 et ¢y > 0 dépendant uniquement du domaine
Q, I'y et I'g telles que

(@) vl Lo (ryme) collvllv, Vv e V; (3.19)
(@) [[¥llparyy < colldllw, Vip e W. (3:20)

IN

A

Soient E et Y les espace définis par
E={0c H (Q), 6=0 sur I'; UTy},

Y=1IL%*(Q).

Sur ’espace E, on considére le produit scalaire donné par
0,8)p=(V0,Vp)y, V0,5 € E.

Dans I’étude du probléme mécanique ((3.1))-(3.15]), nous considérons les hypo-

théses suivantes.
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3.1. Hypothéses et formulation variationnelle

On suppose que Popérateur de viscosité A : Q x S — S¢ satisfait

(i) il existe m4 > 0 tel que
(A(z,e1) — A(z,22)) - (61 — £2) = maler — &2,
Ver, g2 € S, pp. z € Q;

(ii) il existe L 4 > 0 tel que

A ’ - A ) g L - )
|A (2, e1) (z,€2)| Aler—e2 (3.21)
Ve, e €S pp.oxeQ;

(iii) lapplication = — A (x,€) est lebesgue mesurable sur €2,
VeesS

(iv) Papplication x — A (z,0g4) € Q.
On suppose que lopérateur d’élasticité B : Q x S% x R — S% satisfait

( (i) il existe Lp > 0 tel que
|B($,51) — B(l’,€2)| < LB |€1 — &2/,
Ver, g9 € S, pp. z € Q;

3.22
(ii) Vapplication = +— B (x,¢) est lebesgue mesurable sur €2, (3:22)

VeesSt

(iii ) lapplication z +— B (z,0g4) € Q.

On suppose que
G e Wh*(0,T; Qo). (3.23)
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3.1. Hypothéses et formulation variationnelle

L’opérateur de permittivité électrique C =(C;;) : Q x R — R? satisfait

( .
(i) C(z,w), = Z Cij (z) wy,
1<;j<d
1<i<d, ppreQ, YVw= (w))

d.
1<j<a € RY

(ii) Cij = Cji € L™ (Q), 1<14,j <d; (3.24)

(iii) il existe me¢ > 0 tel que

C(z,w) w=me|w?, pp. zeQ, YweR™L
On suppose que la fonction £ =(e;j5) : 2 x S? — R? satisfait

(i) € (x,¢); = Z eijk () €jk,

1<j.k<d
1<i<d, pp. z e, Ve € S% (3.25)

(i) eijr = ei; € L (), 1 <4, 5,k < d.
L’opérateur £* : Q x R4 — S? est défini par
- & (z,w) =& (z,e) w, Yw € R% Ve € S pp. z € Q. (3.26)
Les tenseurs thermiques M = (M;;) : Q — S? vérifie
Mij=M;; € L (), 1<4,5 <d. (3.27)
Le tenseur de conductivité thermique K = (K;;) : @ — S satisfait
[ (i) Kij =Kj; € L®(Q), 1<4,j <d;

(ii) il existe mg > 0 such that (3.28)

L Kw-wzm;c|w|2, p.p. € Q, Yw e R?
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3.1. Hypothéses et formulation variationnelle

On suppose que la borne de frottement g; : I's x R — RT satisfait
gp € L=(T'3), gp = 0 p.p sur T's. (3.29)
Les densités de forces satisfont
(@) fo € C([0,T]; H), (i) f2 € C([0,T]; L*(T3RY). (3.30)
De plus, nous supposons que les densités de charges électriques satisfont

(i) a0 € C([0,T];L*(Q)), (id) g2 € C([0,T]; L*(Ty)). (3.31)

Pour la densité des sources de chaleur, nous supposons que
&3 € C([0,T]; L*(Q)) (3.32)
Les données thermiques aux limites satisfont
() ki € L™ (T3 RY), (i1) 67 € C((0,T]; L*(T3)). (3.33)
Enfin, nous supposons que les données initiales satisfont
ug €V, 6y € L*(Q). (3.34)

Maintenant, en utilisant (3.30)), on trouve que la fonction f : [0,7] — V

définie par
(F(t),w)y = /fo(t) wda + /fg(t) cwda, Yw €V, ¥ E[0,T],  (3.35)
Q I

a la régularité

fec(o,1];V). (3.36)
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3.1. Hypothéses et formulation variationnelle

De ([3.31) il existe une fonction ¢ : [0,7] — W telle que
(q(t), p)w = /qo(t)sod:v—/qz(t)wdm Voe W, vtel[0,T],  (3.37)
Q I,

qui satisfait
qg € C([0,T];W). (3.38)

De 1]1 , il existe une fonction E :[0,T] — E* telle que

(&0.6),. = [€wpdo+ [ruos®)pda, v e B, vie 0.7, (339
Q

T

qui satisfait
¢ €C(0,T); E"). (3.40)

Aussi, de (3.25))-(3.26)), on déduit qu’il existe Lg > 0 tel que

l€elly < Lelellg, Ve € Q. (3.41)

€ wllg < Lelwly, Yw e H. (3.42)

Dans la suite, nous utilisons les fonctions j, : W — R, K E— B M :

V — E*, telles que

Jr(w) = /g |wr| da, Yw €V, (3.43)
s
</'cve, 5>E* L= / KVOV3dz, V0,0 € E, (3.44)
0
<./\7w,/6’>E* = /M e(w)Bdx, Yw € V, V5 € E. (3.45)
7 Q

Maintenant, supposons que u, o, 6, @ et D sont des fonctions réguliéres
satisfaisant (3.1)-(3.15 On utilise l'intégration par parties pour obtenir la
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3.2. Existence et unicité d’une solution faible

formulation variationnelle suivante du probléme (i3.1)-(3.15).

Probléme 3.2 Trouver un champ de déplacement u : [0,T] — V, un champ

de potentiel électrique ¢ : [0,T] — W et un champ de température 0 : [0,T] —

E tels que
(Ae(a (t)) + Be(u(t)), e (w) —e(u(t)))g +
| fatt=s)e @) ds.e w) - i)
0 Q
(3.46)
+(EVp(t) — O0M, e (w) — e (u(t))) g
j‘r(w) - j‘r (u(t>) > (f(t)vw - ’L'L(t))v ’
Vw eV, pp.te(0,T),
0 (t) + K6 (t) = £(t) — M (t), dans E*, p.p. t € (0,T), (3.47)
(CVe(t), V) g = (Ee(u (), V) g + (a (8) . )y Y € W, Vi € [0,T7,
(3.48)
u(0) =y, (3.49)
0(0) = 6. (3.50)

3.2 Existence et unicité d’une solution faible

Notre principal résultat d’existence et d’unicité dans ce Chapitre est le

suivant.

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses - , le probleme (3.46)-(3.50)
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3.2. Existence et unicité d’une solution faible

admet une unique solution {u, ¢, 0}. De plus, la solution satisfait

w e CH[0,T];V), (3.51)
¢ € C([0,T];W). (3.52)
0 e L*(0,T;E)NC([0,T];Y), 0 € L*0,T; E*). (3.53)

La preuve du Théoréme 3.1 sera effectuée en plusieurs étapes.

Etape 1. On considére le probléme suivant.
Probléme 3.3 Soit n € C([0,T];V), trouwver une fonction 6, : [0,T] —
HY(Q), telle que

0, (t) + K0, (t) = £(t) — Mn (t), dans E*, p.p. t € (0,T), (3.54)
0(0) = bo. (3.55)

Lemme 3.1 [] existe une solution unique pour le probléme — telle
que
0, € L*(0,T; E)ynC ([0,T];Y), 6, € L*(0,T; E*). (3.56)

De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ny, ny € C([0,T];V),

t
161, (6) = 0 (D220 < / Iny(s) = mafs)llds, ¥ ¢ € 0,7],  (3.57)
0

ou 0, est une solution correspondante a 7y, k =1, 2.

Ici et dans le reste de ce Chapitre, la méme lettre ¢ sera utilisée pour
désigner différentes constantes positives indépendantes de ¢ € (0,7'), et dont
les valeurs peuvent changer d’un endroit a ’autre.

Preuve.On a ¥ C Y C E* un triplet de Gelfand. De plus K: E — E*

est un opérateur linéaire continu et qui satisfait

(R8.8) > melBl}. v < B,
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Soit la fonction ¢ € C([0,T7]; E*) telle que

Ct)=E(t) — Mn(t),V te[0,T].

Alors,d’aprées la Proposition 2.7, il existe une unique fonction 6, qui satisfait

B.54)-(B-56).

D’autre part, soient 7y, n, € C ([0,7];V), soit ¢t € [0,T7], soit s € (0,t).

De — on a
(B (5) = b (s >) (O, () = 0, (9) )
/ICV m ( 9772(5)) \Y (9771(5) — Oy, (s)) dx

+ [ Fen (9771 (8) B 07]2 (S)) (9771 (S) - 9772 (8)) da

(0, (5) = Ony (5)) M) -e(ny (s) =y (s))do

|
P T —_ ®

en intégrant les deux cotés de I’équation précédente sur (0,t), on obtient

[00,(0) = 00 (0) 320 / 100, (5) ~ 0060 2y e [ s ()~ 611 .
0

En utilisant le lemme de Gronwall, Proposition 2.9, dans la derniére inéga-
lité, on obtient (3.57)). m

Considérons maintenant le probléme suivant.

Probléme 3.4 Soit n € C([0,T];V), trouver une fonction ¢, : [0,T] — W,
telle que

(CVe, (1), V) = (Ee(zy (1), V) iy + (¢ (1) . )
(3.58)
YV eW, Vtelo,T].
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ot .
2 () = /77(3) ds +ug, ¥ t € [0,T] (3.59)
0
Lemme 3.2 Le probléme a une solution unique qui satisfait
¢n € C([0,T];W). (3.60)

De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ny, ny € C([0,T];V)

lon, () = ¢, Iy < C/ Iy (s) = na(s)IVds., ¥ ¢ € [0,T]. (3.61)
0

ou p,, est une solution correspondant & ny, k=1, 2.

Preuve.Soit n € C ([0,T];V) et soit la fonction I € C ([0,T]; W) telle

que
(@), )y = (Ee(zy (1), V) g + (q (1) , )y, Vb € W,V £ € [0,T]. (3.62)
Soit b: W x W — R, 'opérateur défini par

b(e,¥) = (CVQ, V), Vo, ih € W. (3.63)

En utilisant (3.24)) et (3.63)), on trouve
me el <b (o, 9), Yo €W, (3.64)

b(e, )| < Lellellw ¥l » Yo, € W, (3.65)

avec L¢ > 0. Il découle de (3.24)) et (3.63)-(3.65)) que b est une forme bilinéaire,

coercive et continue. Ainsi, par Proposition 2.3, il existe une fonction unique
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3.2. Existence et unicité d’une solution faible

¢, 0,T] — W telle que

b (0 (8),0)y, = (L), 9)y, Vo € W,V t €[0,T], (3.66)

En en déduit que le probleéme (3.58)) a une solution unique.
Soient t1, ta € [0,T7], il résulte de (3.58)) et (3.63]) que

b (0 (t1) — @y(t2), 1)y, = (Ee(zy(tr) — z(t2)), Vb)
+(q(t1) —q(t2) V), W € W,

ce qui, avec (3.41]) et (3.64), donne
me ||, (t1) — @, (t2) ||y < Lellzy(t1) — zq(t2)lv + llg (t1) — g (E2) [y -

Cette inégalité combinée a (3.38)) et (3.59)) montre que (3.60|) est vraie. D’autre
part, soit ¢, les deux solutions correspondant a n;, € C([0,T7];V), k =1,2.
11 découle de (3.41), (3.58)), (3.63)) et (3.64) que

[0, = 0, )|, < ellon, @) = 2, O, Ve € 0,71

ce qui avec (3.59)), nous donne (3.61). =

Probléme 3.5 Soitn e C(0,7;V). Trouver une fonction v, € C ([0,T];V),
telle que

(Ae(vy (1)), € (w) — & (vy (t))) g + Jr(w) = jir (vy (1))
(3.67)

> (fn (), w—vy,(t)),, VweV,Vvtel0,T].
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3.2. Existence et unicité d’une solution faible

ow la fonction f, : [0,T] — V est définie par

(Faltw)y = (PO )y~ | Beley (0) + [G(0 -9z (2 (s)) dse w)
0 Q

+ (Qn(t)/\/l,s(w))g — (5*V90,7(t),6 (w))g ,Ywe V, vt el0,T].
(3.68)

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 3.3 Le probléeme a une solution unique vy, qui satisfait
v, € C(0,T;V) (3.69)
Preuve.Soit A : V — V lopérateur défini par
(Av,w)y, = (Ae(v),e (w))g, YV w, v e V. (3.70)

I1 résulte de et que A est un opérateur fortement monotone et
continu de Lipschitz. D’autre part la fonctionnelle 7, : V' — R est une fonction
propre convexe et continue sur V. Ainsi, & partir du résultat standard sur
I'inégalité variationnelle elliptique de seconde espéce, voir Proposition 2.4,
il existe une fonction unique v, : [0,7] — V, qui satisfait . De plus,
soient 1, t2 € [0, 77, il résulte de (3.21)), (3.43) et (3.67) que

[on(t1) = vop(E2)lly, < cllfy (22) = fo @]l

et en gardant & lesprit le fait que f, € C([0,T];V), on en déduit que v,

satisfait (3.69). m

Etape 2. Pour continuer, considérons le probléme suivant.
Soit n € C ([0,7T7;V) et soit v, la solution unique du Problem ({3.67)). Soit
A:C([0,T];V)— C([0,T];V), Popérateur défini par

A (8)=v, (t), ¥ n e C(0,T];V),Vte0,T]. (3.71)
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3.2. Existence et unicité d’une solution faible

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.4 L’opérateur A a un unique point fize n* € C ([0,T];V).

Preuve.Soient 7y, ny € C([0,T];V), soit t € [0,T] et soit s € (0,t), on
note par v; = vy, 0; = by, ¢; = ¢, , pour i = 1,2. En utilisant (3-67)-(3.68),

on trouve

(As(v1(s)) — Ae(va(s)), € (v1(s)) — & (v2(s)))g

< (Be(22 (5)) — Be(21(s)), € (vi(s)) — € (va2(9))) g

+ (/g (s —r)e(za(r) — 21 (r))dr, e (v1(s) — vg(s)))
0

Q

+ (01 () — 02 () M, & (v () — £ (v2(5))) o
|+ (EVps(s) — £V (s), e (11(s)) — £ (12(5))) o

ce qui avec (3.21))-(3.22)), (3.27)) et (3.42]), donne

¢

mallvi(s) — va(s)[I} < cllz1(s) — 22(5)|ly lvi(s) — va(s)lly

+C/ [z1(r) = z2(r) [y dr X [lvi(s) = v2(s)lly
0

[ Fellfn(s) =02 ()l L2 lvi(s) = v2(s)lly +clipils) = a(s)llw lloa(s) = va(s)lly

ce qui implique que
[vi(s) —va()F < ellza(s) — 2a(5)[7 + C/ [21(r) — 22(r) Iy, dr
0
+elle1(s) = 2(9) 5y + c[101 () = 02 ()1 72y »
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ce qui, avec (3.57)), (3.59)), (3.61)) et (3.71]), montre que

1An (£) = A (D)1, < C/ 1n1(s) = n2(s)|I3 ds.
0

En réitérant la derniére inégalité n fois, on en déduit que

n
[Any — A772H20([0,T];V) < (CZ;) [l — 772||2C([07T};V) ’
ce qui implique que, pour n suffisamment grand, une puissance A™ de A est
une contraction dans ’espace de Banach C ([0, 7]; V). On en déduit donc que
lopérateur A a un unique point fixe n* € C ([0,7];V). =
Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le théoréme 3.1.
Preuve du théoréme 3.1. Soit n* € C ([0,7]; V) l'unique point fixe A
défini par , soient 0 et ¢ les solutions du Probléme — et du
Problem , respectivement, pour nn = n*. Soit u : [0,7] — V la fonction

definie par

t
u(t):/vn* (s)ds + o, ¥ £ € [0,T],
0

oll vy« = n* est I'unique solution du Probléme (3.67) pour 7 = n*. Par consé-
quent, nous concluons que {u, ¢, 0} est une solution du Probléme (3.46)-(3.50))
et qui satisfait (3.51))-(3.53)).

L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de
lopérateur A et de l'unicité de la solution du Probléeme (3.54)-(3.55)), Pro-

bleme (3.58) et Probleme (3.67). m

3.3 Approximation Numérique

Nous allons donner une estimation de I’erreur pour le probléeme (?7?)-(i3.41)
dans le cadre des éléments finis. Nous supposons que {’T h} , est une famille de
triangulation réguliere de €2 voir Section 2.4. Nous allons approcher ’espace
E par la famille {Eh} des sous-espaces de E donnés par , I'espace W
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par la famille {Wh} des sous-espaces de W donnés par 1) et 'espace V
par la famille {Vh} des sous-espaces de V' donnés par () Ici h > 0 est un

parameétre de discrétisation. Soit N € N*, soit k = N le pas d’une partition
uniforme de l'intervalle de temps [0,7] : 0=ty < t; < ... <ty =T, t,, = nk,
1 < n < N. Pour une fonction continue w € C([0,7];X) avec des valeurs
dans un espace normé X, nous utilisons la notation w, = w(t,), et pour une
1];[:07 Mj 1<n<N.

Dans le reste de ce Chapitre, nous formulons les hypothéses supplémentaires

suite {wy,} nous utilisons la notation dw, =

suivantes sur les données et la solution :

(1) uwe W20, T;V), (ii) ¢ € Wh*(0,T; W), (3.72)
(i) 0 € W2L(0,T; E)nW?>(0,T;Y), (3.73)
uo € H? (Q,Rd) i€ C(0,T]; H2 () ,RY) (3.74)
@ € C([0,T]; H? (Q)) (3.75)
On pose

alors, on trouve

u(t):/v(s)ds+uo, vVt € [0,T7].
0

Maintenant, un schéma entiérement discret pour le probléme (3.46))-(3.50)) est

le suivant.

Probléme 3.6 (P*) Trouver u"* = {uﬁk}gzo C Vh, ohk = {vﬁk}gzl C

Vh, gt = {Gﬁk}nNzo C E" et "% = {@Zk}szo cwe
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telles que such that for all n =1,2,..., N,

[ (A () e (wh — Zk))g + (B (e(ul*,))  e(w" — Uf{k))g
+(EVtE et ) s
+ (01 M, e (wh — vﬁk))g + jr(wh) — 4 (VF) (3.76)

> (fo, w" —0)¥),,, for all wh € VI,

<05;k —ohk |

k ,nh) FUCOM 1) B 5= (€ s 1) Bre b — (MR ") i (3.77)
Y

(cwg’“, wh)H - (Ss(ugk), wh)H n (qn,d)h)w, Vb, € Wh (3.78)

ul® = ub + k Zv]hk (3.79)
j=1
(1) ul® =ul, (ii) Oh% = @b, (3.80)

Ici
(&) II" ug = ul, (i) 11" 6 = 6P

En utilisant des résultats classiques sur les inéquations variationnelles ellip-
tiques et les équations variationnelles elliptiques, il est facile de vérifier que le
probléme P&k a une solution unique.

Partout dans la suite ¢ désignera une constante générique strictement
positive dont la valeur peut varier d’un endroit a ’autre et qui ne dépend pas
de h et k. On note par

en = Uy — UM gnzen—aﬁk, 0<n<N\,

n ?
les erreurs de solution numérique.

Théoréme 3.2 On conserve les hypothéses du théoréme 1. Sous les hypo-

theses supplémentaires , on obtient l'estimation d’erreur suivante

40



3.3. Approximation Numérique

N 1/2

hk|| 2

oax [lenfly + max Jlon||e + (k EOH% —On \E> <c(h+k) (3.81)
n=

Preuve.On a
(€9 (0 - 1) ,wh)H = (&=(un — ul®), wh)H, v ph e W
ce qui donne

(CV (pn = @1F) V(00 = 90F)) g = (CV (00 = 1) .V (00— ¥"))

(gg(un - U?Lk% \% (@n - SO}TZLk))H - (5€(Un - uﬁﬁ)? \4 (son - wh))Ha v th € Whv

et en appliquant 'inégalité élémentaire
2 I
A1Ag < )\3)\1 + 7)\2 , VA1, Ao, A3 > 0,
43
on trouve

o=t << (]

On commence par l'estimation de (g,) . On obtient pour une constante

hk

2
tn = tn v+‘

P — wthV) LVt e Wt (3.82)

c>0et pourn=1,-N

n
ol + &) Moyl < cllaolly + cAF + ck(Ar + A2)
j=1

n
+eA +ck > les|
j=1
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oll pour arbitraire 17? eEMj=1, N

Ap = max [|on —mylly
N
0, -0,
Ay oo =) 10— %H%/
j=1
N
Ay o o= 10— nlll%
j=1
N
h
Ag o =110 =0 = (001 = 1) Iy
j=1
En prenant
=10,

pour j = 1,---, N, alors & partir des hypothéses (3.20)), on a
Ag < ch, laolly < ch

Ay <ck, kAy<ch® As<ch
On en déduit alors pour n =1,---, N
lanll? + & llayl% < ch? + ck® + ek S [lel2 (3.83)
j=1 j=1

Passons maintenant a l’estimation de (e, ). Passons maintenant a l’estimation
de (ep). Fixons n = 1,-+, N. En utilisant ( ot I'on pose t = t,, et w = v/¥

, et en ajoutant & ( [3.76) on w" = w,’; eVh ona

oo (AL ()

[ (A(e(vn)) e (vn
(B (e(up™)) se(up® —vn)) g + (B (e(upty)) e vif)) g
+ (EXVhk g(vhk — v, )Q + (EXVlk | e ( 2 ))Q
(0n M, e (VhF — vn))Q + (th M, e (wh Uhk))Q
\ +R7}~ik +j7(wﬁ) ) > (fnaw n)v ) vwn evh
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oupourn=1,-, N

écrivant alors

on obtient

( mallenls < (A(e(va)) — A (")) | 6(6n))Q
< (A(e(wp)) e (W —vn)) o + (Be(un)) = B (e(upty)) e(—
+ (B (e(ul® ) e (wh — vn)) + (E*V,, — E*VEIE | e(— en))Q
+(E Vgt e ( Un))g (0nM = 035 M, e (—en)) g
+(O8E M = 038 Mg (wh = 0,)) o + RIF + jir(wlh) = i (0n) = (fr,wh — v

en)) o

On a pour une constante ¢ > 0, pour n = 1,--, N,
(A (cfh) & (wh = va) ) < clleallviluh = vallv +ellwl = vally (389
et ’écriture
B <5(uﬁlil)> =B (5(u2’il)> — B(e(un-1)) + B(e(un-1))

on a

(B (e(ua)) — B (el 1)) e(—en)) o + (B ((ul ) e (wh —va))
< cllun — ¥ Ivlenlv

el fun—1 — upt | [vllwh = vallv + cllw) —vallv
(3.85)
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on a aussi

(E*VQOTL (‘:*V@n 17 ( en)) (E*V@n 17 ( h_vn))g
<c!|s0n @Rk llvilenllv+ (3.86)
cllon-1 = entallvilwy = vallv + cllw} — vallv

et

(0o M = O35 Mg (—en)) o + (O35 M = 035 M & (]t — vn)) o

< |0y, — 02 |l [en|lv+ (3.87)
|On—1 — 0% ||y |[wh — vnllv + | |wl — vallv

En utilisant (3.82)) et (3.84)-(3.87)) on déduit que pour n =1,...,N :

llenl [ < ellwn, — vnllv + cllwy — vnlf
ellun — i [ + ellun—1 — w7

+ellon —epfa Il + ellun1 —ui [}

L +ellfn — 0054113 + 01 — 005 |[5 + RIF
Il reste maintenant & borner les termes comme ||u, — u*|[2 et R'*. En
utilisant -, on a pour n=1,,N :

n t"L
uzk:ug—i-kg v?k, un:u0+/v(s)ds
= 0

Le fait que v € W12(0,T; V) implique pour n = 1,---, N :

tn

| [o)ds =k oillv < ek

0 J=1
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on deduit que pourn = 1,---, N :
n
llun — w5 < lluo — ug|iy + kY lleslfr + k.
j=1
D’autre part, aprés quelques calculs [5] voir , on obtient pour n =1,---, N :
1 n—1
hk hk
B < gl ek ek 3 It~ uslp
]:

+ellwn = vallv + cllw); — vnl[?

on deduit que pourn = 1,---, N :
leallir < cllwny = vallv + ellwy = val [} + ek + elun—1 — up*|[

n—1
telan 1|5 + ek Y [lunt — ujllF,
j=0

et

IN

lleall? cllwy; = vnlly + cllwn — vall}

n—1
Huo —ug |} +k Y ey + ck® + cllan [
j=1
ou par convention
0
= 0.

7=1

Choisir alors
’U);L:H}‘}’U], Jj=1-N,
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et en utilisant (3.83]), on en déduit que pour n = 1,-++, N,

n—1
llenllt < ch® +ck® + ¢ |lejll}
j=1

En utilisant maintenant 'inégalité de Gronwall Proposition 2.10, nous concluons

que pour une constante ¢ > 0, et pour n =1,--, N,
el 3 < ch® + ck?.

et

n
lal[? + 1" a3 < ch? + ch?.
j=1

Cela donne l'estimation (3.81). m
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Conclusion et Perspectives

Conclusion : Dans ce mémoire nous avons étudié un probléme de contact
bilatéral avec une loi de frottement de Tresca pour un matériau thermo-
électro-viscoélastique avec memoire longue. Sous des hypothéses suffisantes,
nous avons fourni une formulation faible du probléme mécanique et établi
I’existence et 'unicité d’une solution faible. Nous introduit ensuite un schéma
entierement discret pour le modele et sous des hypothéses de régularité ap-
propriées, nous avons dérivé des estimations d’erreur.

Perspectives :

1. On pourait considérer la loi de comportement électro-thermoélastiqueavec
endommagement ou avec adhésion dans les travaux future, ce qui répré-

sente une continuité naturelle de ce mémoire.

2. On pourait aussi considérer le cas dynamique ou le cas quasistatique

avec d’autre lois de contact.
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