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Résumé 

 

Le travail présenté dans cette thèse s’inscrit à l’intersection des domaines de la mécanique, de la robotique et de la 

théorie de la commande. La première étape de la synthèse d’une loi de commande consiste à modéliser le procédé à contrôler 

(système mécanique ou robotique), ce qui se fait généralement à l’aide d’équations différentielles. 

Afin d’améliorer la qualité des performances et d’accroître la robustesse des systèmes mécaniques, nous nous sommes 

intéressés à l’application du calcul d’ordre fractionnaire dans le domaine de la commande. Cette approche consiste à intégrer 

des opérateurs fractionnaires dans les algorithmes de contrôle, en mettant en évidence leurs avantages lorsqu’ils sont appliqués 

à différents types de systèmes dynamiques.  

La contribution de ce travail réside dans la proposition de plusieurs schémas de commande d’ordre fractionnaire 

appliqués aux bras de robots manipulateurs, notamment : 

 La commande PID d’ordre fractionnaire : deux schémas ont été proposés. 

Le premier schéma est un régulateur 𝑷𝑰𝝀𝑫_𝑫𝝁, dans lequel l’action dérivée est d’ordre entier, tandis que les actions 

intégrale et dérivée sont d’ordre fractionnaire. Ce contrôleur a été appliqué à un système de suspension active afin 

d’exploiter les propriétés du calcul fractionnaire en termes de performance et de robustesse. 

Le second schéma concerne également un correcteur PID d’ordre fractionnaire, conçu pour le positionnement 

automatique d’un robot industriel. Le contrôleur proposé, noté 𝑷𝑰_𝑰𝝀𝑫𝝁, permet d’atteindre les performances 

souhaitées en termes de précision et de stabilité. 

 La commande adaptative à modèle de référence (MRAC) d’ordre fractionnaire : 

Elle a été utilisée pour le positionnement d’un robot industriel ainsi que pour un robot flexible, avec l’objectif 

d’améliorer l’adaptabilité et la robustesse face aux incertitudes dynamiques. 

 L’intégration d’ordre fractionnaire dans la loi de commande MIT : 

Cette approche consiste à introduire une intégration d’ordre λ dans la loi d’adaptation MIT, en complément d’un 

modèle de référence d’ordre fractionnaire. Le paramètre λ devient ainsi un nouveau degré de liberté, permettant à la 

fois d’améliorer la rapidité de la réponse du système, de jouer un rôle de filtre contre les bruits, et d’étendre le 

domaine de stabilité en réduisant le gain d’adaptation. 

Les résultats de simulation ont confirmé l’efficacité des schémas PID et MRAC fractionnaires dans l’amélioration de la 

dynamique de réponse du système commandé. 

Mots Clés –Calcul fractionnaire, système de commande d'ordre fractionnaire, robot manipulateur industriel, manipulateur à 

bras flexible, commande PID, commande adaptative à modèle de référence. 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Abstract 

 

The work presented in this thesis lies at the intersection of mechanics, robotics, and control theory. The first step in 

synthesizing a control law is the modeling of the system to be controlled (mechanical or robotic system), which is generally 

carried out using differential equations. 

In order to improve performance quality and enhance the robustness of mechanical systems, we focused on the 

application of fractional-order calculus in control design. This approach involves incorporating fractional-order operators into 

control algorithms, highlighting their advantages when applied to various types of dynamic systems. 

The contribution of this work lies in the proposal of several fractional-order control schemes applied to robotic manipulator 

arms, namely: 

 Fractional-order PID control: Two control schemes have been proposed. 

The first one is a 𝑷𝑰𝝀𝑫_𝑫𝝁 regulator, where the derivative action is of integer order, while the integral and derivative 

actions are of fractional order. This controller was applied to an active suspension system to exploit the benefits of 

fractional-order calculus in terms of performance and robustness. 

The second scheme also concerns a fractional-order PID controller, designed for the automatic positioning of an 

industrial robot. The proposed controller, denoted 𝑷𝑰_𝑰𝝀𝑫𝝁, aims to achieve the desired performance in terms of 

precision and stability. 

 Fractional-order Model Reference Adaptive Control (MRAC): 

This strategy was applied to the positioning of an industrial robot as well as a flexible robot, with the goal of 

improving adaptability and robustness in the presence of dynamic uncertainties. 

 Fractional-order integration in the MIT adaptive control law: 

This approach introduces a fractional-order integration (of order λ) into the MIT adaptation law, alongside the use of 

a fractional-order reference model. The order λ thus becomes a new tuning parameter, enabling both faster system 

response and acting as a filter to reduce the effect of noise. Moreover, it contributes to extending the stability domain 

by reducing the adaptation gain amplitude. 

Simulation results have confirmed the effectiveness of the proposed fractional-order PID and MRAC control schemes in 

improving the response dynamics of the controlled system. 

Keywords – Fractional calculus, fractional-order control system, industrial robotic manipulator, flexible-link manipulator, PID 

control, model reference adaptive control (MRAC). 

 

 

 



 

 

 

 الملخص

 

 

 

لنظام المراد في نمذجة ا يقع العمل المقدم في هذه الأطروحة في تقاطع مجالات الميكانيك والروبوتيك ونظرية التحكم. وتتمثل الخطوة الأولى في تركيب قانون تحكم

 .يةالتحكم فيه )سواء كان نظاماً ميكانيكياً أو روبوتياً(، والتي تنُجز عادةً باستخدام المعادلات التفاضل

ؤثرات قاربة في إدماج ممن أجل تحسين جودة الأداء وزيادة متانة الأنظمة الميكانيكية، ركزنا على تطبيق الحساب الكسري في تصميم أنظمة التحكم. تتمثل هذه الم

 .ةذات رتبة كسرية داخل خوارزميات التحكم، مع إبراز مزاياها عند تطبيقها على أنواع مختلفة من الأنظمة الديناميكي

 :تتمثل مساهمة هذا العمل في اقتراح عدة مخططات تحكم ذات رتبة كسرية طبُقت على أذرع روبوتات المناولة، وتتمثل فيما يلي

 التحكم PID تم اقتراح مخططين :ذو الرتبة الكسرية. 

وقد  .ن الفعلين التكاملي والاشتقاقي من رتبة كسرية، حيث أن فعل الاشتقاق من رتبة صحيحة، في حين أ𝑷𝑰𝝀𝑫_𝑫𝝁المخطط الأول عبارة عن منظم 

 .طبُق هذا المتحكم على نظام تعليق نشط للاستفادة من خصائص الحساب الكسري من حيث الأداء والمتانة

 𝑷𝑰_𝑰𝝀𝑫𝝁إليه بـ  المتحكم المقترح، والمُشار .كسري، صُمم لأجل التموضع التلقائي لروبوت صناعي PID أما المخطط الثاني، فيتعلق أيضاً بمصحح

 .، يهدف إلى تحقيق الأداء المطلوب من حيث الدقة والاستقرار

 التحكم التكيفي وفق النموذج المرجعي (MRAC) ذو الرتبة الكسرية: 

قين ي ظل وجود عدم ياستخُدمت هذه الإستراتيجية في تموضع روبوت صناعي وكذلك روبوت مرن، بهدف تحسين القدرة على التكيف وزيادة المتانة ف

 .ديناميكي

 الدمج الكسري في قانون التحكم MIT التكيفي: 

 .، بالإضافة إلى استخدام نموذج مرجعي من الرتبة الكسريةMIT ضمن قانون التكيف (λ) تعتمد هذه المقاربة على إدخال تكامل برتبة كسرية

نظام، كما يعمل بمثابة مرشح لتقليل تأثير الضوضاء، ويساهم كذلك في توسيع مجال بمثابة معامل ضبط جديد، يمُكن من تسريع استجابة ال λ   ويعُتبر

 .الاستقرار من خلال تقليل شدة معامل التكيف

 .الكسرية المقترحة في تحسين ديناميكية استجابة النظام المتحكم فيه MRAC  و PID وقد أكدت نتائج المحاكاة فعالية مخططات التحكم

 ، التحكم التكيفي وفق نموذج مرجعي PID الحساب الكسري، نظام تحكم برتبة كسرية، روبوت صناعي للمناولة، روبوت بذراع مرن، التحكم –الكلمات المفتاحية 

(MRAC) 
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INTRODUCTION GENERALE 

 

Depuis plusieurs décennies, le domaine du contrôle automatique et de la robotique n’a 

cessé de progresser, stimulé par les exigences croissantes des systèmes industriels en 

matière de précision, de robustesse et de fiabilité. Cette dynamique a conduit les chercheurs 

à proposer des stratégies de commande de plus en plus performantes, aussi bien pour des 

applications académiques qu’industrielles [1,2]. 

Parmi les techniques les plus largement adoptées figure le régulateur PID 

(Proportionnel-Intégral-Dérivé), dont le succès repose sur sa simplicité de conception, son 

interprétation intuitive et sa capacité à s’adapter à une grande diversité de procédés. 

Toutefois, les limites du PID classique apparaissent clairement lorsqu’il s’agit de contrôler 

des systèmes complexes, non linéaires, à dynamique variable ou soumis à des perturbations 

externes. Ces caractéristiques, typiques des systèmes robotiques, compromettent la stabilité 

et les performances lorsque des régulateurs conventionnels sont utilisés. 

Face à ces défis, les efforts de recherche se sont orientés vers le développement de 

nouvelles méthodes de commande, capables de s’adapter aux incertitudes et de garantir des 

performances accrues. L’introduction de l’automatisation numérique dans les années 1960, 

puis l’essor des microprocesseurs dans les années 1970, ont permis l’implémentation de lois 

de commande complexes jusque-là considérées comme purement théoriques. Les progrès 

réalisés en analyse numérique et en théorie des systèmes ont ainsi ouvert la voie à des 

techniques avancées de modélisation, d’identification et de contrôle. 

Dans ce contexte, le calcul fractionnaire, bien qu’initié depuis plus de trois siècles, a 

récemment connu un regain d’intérêt en tant qu’outil puissant pour la modélisation et la 

commande des systèmes dynamiques. Il s’agit d’une généralisation de l’opérateur de 

dérivation à un ordre réel, noté (
𝑑𝛼𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝛼
) avec α∈R. Longtemps perçu comme une curiosité 

mathématique, le calcul fractionnaire a trouvé des applications concrètes dans des domaines 

variés, notamment en automatique, grâce à sa capacité à mieux représenter les 

comportements dynamiques de certains systèmes physiques. 

La première utilisation pratique du calcul fractionnaire en commande remonte aux 

années 1960 [3]. Depuis, il a connu un développement significatif et a été appliqué dans de 

nombreux domaines scientifiques et techniques [4], mais c’est à partir des années 1990 qu’il 

a véritablement pris son essor. Des contributions notables, telles que la commande CRONE 
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 (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) introduite par Oustaloup [5], ou le régulateur 

𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇 proposé par Podlubny [6], ont permis d’en démontrer l’intérêt en termes de 

robustesse, de flexibilité de réglage et d’amélioration des performances. 

Cette généralisation des régulateurs classiques à l’ordre fractionnaire offre un degré 

supplémentaire de liberté pour ajuster les réponses temporelles et fréquentielles des 

systèmes. Elle permet notamment d’améliorer les marges de stabilité et la résistance aux 

perturbations, tout en conservant une structure proche des PID traditionnels. 

Parallèlement, les systèmes à paramètres variables ou soumis à des incertitudes 

nécessitent l’utilisation de commandes adaptatives, capables d’ajuster dynamiquement leurs 

paramètres. Les premières recherches dans ce domaine remontent aux années 1950, avec 

des applications marquantes dans l’aéronautique [7]. Ces techniques se sont ensuite 

généralisées à d’autres domaines, notamment à la robotique. 

Plus récemment, une convergence entre ces deux axes de recherche a donné naissance 

à la commande adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire (CAMROF), qui 

combine les avantages de l’adaptation et du calcul fractionnaire. Les premières études 

intégrant des modèles ou des lois d’adaptation fractionnaires datent des années 1990 [8, 9]. 

Depuis, plusieurs chercheurs ont proposé des structures CAMROF appliquées à différents 

systèmes : véhicules autonomes, simulateurs de vol, processus médicaux ou énergétiques, 

etc. [10–19]. 

Dans le domaine de la robotique, la CAMROF a été appliquée avec succès à des robots 

manipulateurs industriels, qu’ils soient rigides ou à bras flexibles [20–30]. Elle a permis 

d’obtenir une meilleure réjection des perturbations, une dynamique plus rapide et une plus 

grande robustesse face aux incertitudes de modélisation. 

 

Objectifs et contributions de la thèse 

La présente thèse s’inscrit dans le champ de la commande robuste fractionnaire 

appliquée aux systèmes robotiques, et en particulier aux robots manipulateurs à bras rigides 

ou flexibles. Elle vise à démontrer les bénéfices des lois de commande d’ordre fractionnaire, 

en comparaison avec les régulateurs classiques, notamment en termes de robustesse, de 

précision et de rapidité. 

Les principaux objectifs sont : 

- Développer des schémas de commande fractionnaires PID et MRAC (Model Reference 

Adaptive Control) adaptés à différents types de robots ; 
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- Introduire des éléments de calcul fractionnaire dans les lois d’adaptation pour améliorer 

les performances dynamiques ; 

- Proposer des méthodes d’implémentation numérique efficaces ; 

- Évaluer les performances via des simulations et, si possible, des validations 

expérimentales. 

 

Structure de la thèse 

Cette thèse est structurée en cinq chapitres principaux, suivis d’une conclusion générale. 

 

Le premier chapitre est consacré aux fondements théoriques du calcul fractionnaire, 

indispensables à la compréhension des travaux développés dans les chapitres suivants. Il 

présente les principales définitions des dérivées et intégrales d’ordre non entier, leur 

transformée de Laplace, ainsi que les techniques d’approximation par des fonctions 

rationnelles. Une attention particulière est portée à la méthode de Charef, qui constitue la base 

des implémentations utilisées dans ce travail. 

 

Le deuxième chapitre introduit les robots manipulateurs industriels. Il en retrace 

l’historique, décrit les différents types de manipulateurs existants et détaille les composants 

essentiels qui constituent un bras robotisé. 

 

Le troisième chapitre est divisé en deux parties : 

o La première partie traite d’un bras manipulateur destiné au déchargement de 

biellettes métalliques depuis un four rotatif. Une modélisation mathématique 

précise de l’axe électrohydraulique est développée, avec une attention 

particulière portée sur le fonctionnement des vérins hydrauliques et des 

servovalves. 

o La seconde partie s’intéresse à un robot à bras flexible à un degré de liberté. Elle 

en décrit la structure et développe son modèle dynamique, en tenant compte de 

la flexibilité du lien. 

 

Le quatrième chapitre aborde la commande PID, aussi bien dans sa version classique 

que fractionnaire. Sont détaillés les principes de fonctionnement, les domaines 

d’application, les différentes structures possibles, les méthodes de réglage des 
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paramètres, ainsi que deux études de cas pratiques : une suspension de véhicule et un 

bras manipulateur industriel. 

 

Le cinquième chapitre traite de la commande adaptative, avec un focus particulier sur 

la Commande Adaptative à Modèle de Référence d’Ordre Fractionnaire (CAMROF). 

Après avoir exposé ses fondements théoriques, ce chapitre présente des applications sur 

des bras manipulateurs, mettant en évidence les gains en performance et en robustesse 

permis par cette approche. 

 

Enfin, la conclusion générale propose une synthèse des résultats obtenus, dégage les 

principaux apports du travail, et ouvre des perspectives de recherche pour des 

développements futurs dans le domaine du contrôle des systèmes mécatroniques à 

dynamique complexe. 
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CHAPITRE  1 : OPERATEURS ET SYSTEMES D’ORDRE 

FRACTIONNAIRES 

 

1.1  Introduction 

Le calcul fractionnaire constitue une généralisation naturelle du calcul différentiel et 

intégral classique à des ordres non entiers. Bien que ses origines remontent à plus de trois 

siècles, ce n’est qu’au milieu du XXe siècle que son potentiel a commencé à susciter un réel 

intérêt dans les domaines de l’ingénierie et des sciences appliquées. 

Au cours des dernières décennies, l’attrait pour le calcul d’ordre fractionnaire n’a cessé de 

croître, en raison de ses nombreuses applications prometteuses dans divers domaines de 

l’ingénierie. Contrairement aux systèmes classiques, qui sont modélisés par des équations 

différentielles à ordres entiers, les systèmes d’ordre fractionnaire sont régis par des équations 

différentielles de type non entier. Dans le domaine fréquentiel, ces systèmes sont caractérisés 

par des fonctions de transfert irrationnelles, ce qui complique leur analyse. L’absence de 

solutions analytiques exactes rend nécessaire le recours à des méthodes numériques et à des 

techniques d’approximation pour leur étude, leur simulation et leur mise en œuvre pratique. 

Ce chapitre a pour objectif de poser les bases théoriques du calcul fractionnaire 

indispensables à la suite de ce travail. Nous débuterons par une brève rétrospective historique 

retraçant l’évolution de cette théorie. Ensuite, nous introduirons les fonctions auxiliaires 

fondamentales (telles que les fonctions Gamma et Bêta) qui servent de socle mathématique au 

développement des opérateurs fractionnaires. Les principales définitions des dérivées et 

intégrales d’ordre fractionnaire seront ensuite exposées, accompagnées de leurs propriétés 

essentielles. Nous poursuivrons par l’étude de la transformée de Laplace appliquée aux 

opérateurs fractionnaires, avant de nous concentrer sur les méthodes d’approximation 

numérique permettant leur mise en œuvre, notamment dans le cadre de la modélisation et du 

contrôle des systèmes dynamiques. 

Nous commencerons par une rétrospective historique sur le développement de la théorie de la 

dérivation fractionnaire.
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1.2 Historique 

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui vise à étendre les notions 

classiques d'intégration et de dérivation à des ordres non entiers. À l’instar de la généralisation 

de la fonction puissance à des exposants réels, les dérivées et intégrales fractionnaires 

permettent de considérer des ordres intermédiaires entre les entiers, ouvrant ainsi de nouvelles 

perspectives théoriques et pratiques. 

Plusieurs définitions de la dérivation fractionnaire ont été proposées au fil du temps. Bien 

qu'elles ne conduisent pas toujours à des résultats identiques, elles sont généralement 

équivalentes pour un large éventail de fonctions. Le sens à attribuer à ces opérateurs 

différentiels non entiers a suscité un intérêt dès les débuts du calcul différentiel. Ce 

questionnement a été notamment soulevé dans une correspondance célèbre entre L’Hôpital et 

Leibniz, où ce dernier, interrogé sur la signification d’une dérivée d’ordre 1/2, répondit de façon 

énigmatique : « Un paradoxe apparent, d'où des conséquences utiles seront établies un jour » 

[31] (lettre datée du 30 septembre 1695). Cette réponse est aujourd’hui considérée comme l’acte 

de naissance du calcul fractionnaire. 

La majeure partie de la théorie mathématique associée au calcul d’ordre fractionnaire a été 

élaborée au XIXe siècle. Le premier ouvrage entièrement dédié à ce domaine a été publié en 

1974 par K.B. Oldham et J. Spanier [32], à la suite d’une collaboration entamée en 1968. Parmi 

les références majeures, on peut également citer le traité russe de Samko, Kilbas et Marichev 

(1993) [33], qui regroupe un ensemble complet de définitions et de théories fondamentales. 

L’émergence de moyens de calcul numérique puissants au cours du XXe siècle a largement 

contribué à la vulgarisation et à l’exploitation du calcul fractionnaire dans diverses applications 

scientifiques et industrielles. Aujourd’hui, cette théorie est mise en œuvre dans de nombreuses 

disciplines où les équations différentielles modélisent des phénomènes physiques complexes. 

1.3 Application du calcul d’ordre fractionnaire 

Au cours des dernières années, de nombreuses recherches ont porté sur des systèmes 

mécaniques modélisés par des équations d’état faisant intervenir des intégrales et dérivées 

d’ordre fractionnaire [34-36]. Ce cadre théorique a notamment été appliqué à divers domaines 

de l’ingénierie. 
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En électricité, Le Méhauté et Crepy (1983) [37] ont introduit le concept de fractance, 

un nouvel élément de circuit possédant un comportement intermédiaire entre la résistance et la 

capacité. Ce concept a par la suite été étudié par plusieurs chercheurs tels que Nakagawa et 

Sorimachi [38], ainsi qu’Oldham et Zoski [39]. Par ailleurs, Westerlund [40] a développé une 

nouvelle théorie des condensateurs basée sur les dérivées fractionnaires. 

Les domaines de la diffusion et de la dispersion constituent l’un des champs 

d’application les plus prolifiques du calcul fractionnaire. On peut citer, à titre d’exemple, les 

travaux de Loiseau et Mounier (1998) sur la stabilité de l’équation de la chaleur commandée en 

flux [41], ou encore ceux de Wang et al. (1999) sur la diffusion thermique dans le sol [42]. Des 

recherches similaires ont été menées par Fellah et al. (2004) dans le domaine de la propagation 

acoustique [43], ainsi que par Lu et al. (2002) et Benson et al. (2004) sur le transport de matière 

dans le sol [44, 45]. Del-Castillo-Negrete et al. (2004) ont, pour leur part, appliqué le calcul 

fractionnaire à la modélisation de la diffusion dans le plasma [46]. 

D’autres domaines comme l’économie et la finance ont également bénéficié des apports 

du calcul fractionnaire, à l’instar des travaux de Gorenflo et al. (2000) [47]. 

Le traitement d’image représente également un champ d’application intéressant, comme 

le montrent les recherches de Mathieu et al. (2003) [48], ou encore de Cooper et al. (2003) en 

géophysique [49] et Garcia-Finana et al. (2000) en biomédecine [50]. Tajahuerce et al (2000). 

[51] ont quant à eux exploré des applications dans le domaine de l’optique. 

Dans le domaine de la robotique, les dérivées d’ordre fractionnaire ont été intégrées 

dans des algorithmes de suivi de trajectoire pour robots mobiles (Suárez et al. (2003) [52]) et 

dans la planification de trajectoires (Oustaloup et al. (2003) [53]). D’autres applications 

concernent la commande de transmissions flexibles (Oustaloup et al. (1995) [54]), de 

suspensions actives (Lanusse et al. (2003) [55]), ou encore d’actionneurs hydrauliques 

(Pommier et al. (2003) [56]).  

Ces exemples, bien que nombreux, ne représentent qu’un aperçu des multiples possibilités 

offertes par le calcul d’ordre fractionnaire, dont le potentiel reste encore largement à explorer. 

1.4 Fonction gamma : Intégrale d’Euler de 2ieme espèce  

La fonction Gamma, issue de l’intégrale d’Euler de deuxième espèce, intervient 

fréquemment dans les définitions des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire. Elle permet 

d’étendre la notion de factorielle aux nombres réels, ce qui rend possible le calcul de la 

factorielle d’un réel non entier. Cette fonction est définie par l’intégrale suivante : 
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Γ(𝑧) = ∫ 𝑒−𝑥𝑥𝑧−1𝑑𝑥 ,    𝑧 ∈ 𝑅+

∗ 
+∞

0

                                                                                   (1.1) 
 

 

 

Propriétés  

Lorsque 𝑧 est positif, on montre la relation de récurrence suivante : 

 Γ(𝑧 + 1) = zΓ(𝑧)                                                                                                                    (1.2)   

 

Elle peut être obtenue par intégration par parties de l’expression (1.1). Cette relation (1.2) 

permet de définir une extension de la fonction 𝛤 sur ℝ.  

 

Après application successive de la formule (1.2), il apparaît la relation suivante : 

 
Γ(𝑧) =

Γ(𝑧 + 𝑛)

(𝑧)𝑛
                                                                                                                  (1.3) 

 

 

où (𝑧)𝑛 est la fonction de Pochhammer qui se définit par la formule : 

(𝑧)𝑛 = 𝑧(𝑧 + 1)… . (𝑧 + 𝑛 − 1),   𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑛 ∈ ℕ
(𝑧)0 = 1, (1)𝑛 = 𝑛!  

                                                                         (1.4) 

  

Comme indiqué précédemment, la fonction Gamma représente une extension de la définition 

de la factorielle d’un entier naturel pour des nombres réels. Elle est également cohérente avec 

la définition classique de factorielle : 

 Γ(𝑛 + 1) = 𝑛! ,             𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑛 ∈ ℕ                                                                                 (1. 1)  

1.5 Fonction Bêta : Intégrale d’Euler de 1ere espèce  

 La fonction Bêta intervient naturellement dans le cadre du calcul des intégrales 

fractionnaires de fonctions puissances. Elle est définie comme une intégrale d’Euler de 

première espèce et s’exprime sous la forme suivante : 

 
𝛽(𝑧, 𝑤) =  ∫ 𝑥𝑧−1(1 − 𝑥)𝑤−1𝑑𝑥 ,    𝑧 ∈ ℝ+

∗ 
1

0

     𝑤 ∈ ℝ+
∗                                                  (1.6) 
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Elle est liée à la fonction Gamma par la relation : 

  
𝛽(𝑧, 𝑤) =

Γ(𝑧)Γ(𝑤)

Γ(𝑧 + 𝑤)
                                                                                                               (1.7) 

 

1.6 Coefficient binomial  

 Le coefficient binomial intervient notamment dans la définition des dérivées 

fractionnaires par le biais des développements en série. Soit 𝛼∈ℝ et 𝑗∈ℤ, les coefficients 

binomiaux sont définis selon l’expression suivante :  

 
(
𝛼
𝑗 )  = (−1)

𝑗
(−𝛼)𝑗

𝑗!
                                                                                                                 (1.8) 

 

 

où (−𝛼)𝑗 représente la fonction de Pochhammer (1.4). 

Dans le cas particulier où 𝑚 et 𝑛 sont entiers positifs, les coefficients binomiaux s’expriment à 

partir de la factorielle :  

 

(
𝑚
𝑛
) = {

𝑚!

𝑛! (𝑚 − 𝑛)!
  ,   𝑠𝑖 𝑚 ≥ 𝑛

0,                      𝑠𝑖  0 ≤ 𝑚 < 𝑛

                                                                                  (1.9) 

 

 

La définition (1.9) peut être étendue pour deux réels 𝑛 et 𝑚. Dans le cas général avec 𝛼 ∈ ℝ, 

𝛽 ∈ ℝ+ et 𝛽 < 𝛼 + 1, les coefficients binomiaux s’expriment par la formule (1.10). Cette 

définition est obtenue en utilisant les propriétés de la fonction Gamma (1.1). 

 
(
𝛼
𝛽) =

Γ(α + 1)

Γ(β + 1)Γ(α − β + 1)
                                                                                            (1.10) 

 

Propriétés  

Soit 𝛼∈ℝ et 𝑗∈ℤ. En utilisant la définition des coefficients binomiaux (1.8), la propriété 

suivante peut être obtenue : 

 
(−1)𝑗 (

𝛼
𝑗) = (

𝑗 − 𝛼 − 1
𝑗

)                                                                                               (1.11) 
 

 

La formule (1.11) peut être exprimée à partir de la fonction Gamma (1.1). Alors le coefficient 

binomial s'écrit : 
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(
𝑗 − 𝛼 − 1

𝑗
) =

Γ(j − α)

Γ(j + 1)Γ(−α)
                                                                                        (1.12) 

 

 

1.7 Intégration et Dérivation d’ordre non entier  

Dans cette partie les définitions des dérivées et intégrales fractionnaires de Riemann-

Liouville [57,58], Caputo [59] et Grunwald–Letnikov [60,61] sont mentionnées.  

 

1.7.1 Intégrale et Dérivée Fractionnaires au sens de Riemann-Liouville  

L'intégration successive de la fonction f(t) est déterminée par la formule de Cauchy 

écrite comme suit : 

 
∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑎

∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑎

…∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

𝑎

=
1

(𝑛 − 1)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏 ,
𝑡

𝑎

𝑛 ∈ ℕ                             (1.13) 
 

 

En généralisant cette relation, l’intégrale d’ordre non entier de f (t) peut être définie à l'aide de 

la fonction Gamma (1.5). 

 

Définition  

Soit 𝜑 une fonction localement intégrable définie sur [𝑎, b]. L’intégrale fractionnaire 

d’ordre 𝛼 au sens de Riemann-Liouville s’écrit : 

 
(𝐼𝑎
𝛼𝜑)𝑅𝐿(𝑡) ≝

1

Γ(α)
∫

𝜑(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝑡

𝑎

𝑑𝜏, 𝛼 > 0                                                       (1.14) 
 

L’intégrale fractionnaire d’une fonction puissance 𝑓(𝑡) = 𝑡λ peut être obtenue avec des 

manipulations algébriques simples. Le résultat s'écrit comme suit : 

 
(𝐼0
𝛼𝑡𝜆)𝑅𝐿 =

Γ(𝜆 + 1)

Γ(𝜆 + 1 + 𝛼)
𝑡𝜆+𝛼                                                                                           (1.15)  

 

 

Si 𝛼=1, en utilisant la formule (1.15), on obtient l’expression classique de l’intégrale d’une 

fonction puissance : 

 
(𝐼0
1𝑥𝜆)𝑅𝐿 =

𝑡𝜆+1

𝜆 + 1
                                                                                                                  (1.16) 

 

 



Chapitre 1 : Operateurs et Systèmes d’ordre Fractionnaires 

 

11 

 

La dérivée fractionnaire est introduite comme une opération inverse à l’intégration 

fractionnaire. Soit 𝛼 un réel strictement positif et 𝑛 l’entier vérifiant 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛. La dérivée 

d’ordre 𝛼 s’obtient en dérivant 𝑛 fois la fonction 𝑓 intégrée à l’ordre 𝑛−𝛼.  

 
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) ≝
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
{𝐼𝑎
𝑛−𝛼𝑓(𝑡)}                                                                                             (1.17) 

 

 

Cette dérivée peut aussi être définie à partir de l’équation (1.14) comme suit : 

 (𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) ≝

1

Γ(n−α)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫

𝑓(𝜏)

(𝑡−𝜏)−𝑛+𝛼+1

𝑡

𝑎
𝑑𝜏,    0 < 𝛼 < 1                                                 (1.18)   

Par exemple, pour 0<𝛼<1, la dérivée d’ordre 𝛼 de 𝑓 s’obtient en dérivant 1 fois la fonction 

intégrée à l’ordre 1−𝛼, ce qui peut se noter : 

 
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑥) =
𝑑

dx
(𝐼𝑎
1−𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑥)                                                                                           (1.19) 

 

 

Ce qui amène à la forme alternative suivante : 

 

(𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) ≝

1

Γ(1 − α)

𝑑

𝑑𝑡
∫

𝑓(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑎

𝑑𝜏,    0 < 𝛼 < 1                                                (1.20) 

 

 

La définition (1.20) correspond à la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.  

 

Lemme  

Si 𝑓une fonction localement intégrable définie sur [𝑎, b] et 𝛼 un réel compris entre 0 

et1, alors la dérivée (𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑅𝐿existe et est continue sur [𝑎, b] ; elle peut être représentée sous la 

forme : 

 

(𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑥) =

1

Γ(1 − α)
[
𝑓(𝑎)

(𝑥 − 𝑎)𝛼
+∫

𝑓′(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑥

𝑎

𝑑𝑡] ,    0 < 𝛼 < 1                      (1.21) 
 

 

Par exemple, on s’intéresse à la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'une 

fonction puissance de la forme : 

 𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)𝜆, 0 < 𝜆 < 1                                                                                      (1.22)  

 

La définition (1.20) permet d’obtenir la dérivée à l’ordre 𝛼 : 
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(𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) =

1

Γ(1 − α)

𝑑

𝑑𝑡
∫
(𝜏 − 𝑎)𝜆

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑎

𝑑𝜏                                                                (1.23) 

 

 

On peut intégrer directement en utilisant les propriétés des fonctions Gamma (1.2) et Beta (1.6). 

On obtient les résultats suivants : 

 
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) =
Γ(𝜆 + 1)

Γ(𝜆 + 1 − α)
(𝑡 − 𝑎)𝜆−𝛼                                                                         (1.24) 

 

 

Le calcul de la limite de la dérivée (𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡)(équation (1.24)), lorsque t tend vers 𝑎 par valeur 

supérieure, donne : 

 
lim
𝑡→𝑎
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) = {
+ , 𝑠𝑖 𝜆 < 𝛼

Γ(𝜆 + 1) , 𝑠𝑖 𝜆 = 𝛼
0 , 𝑠𝑖 𝜆 > 𝛼

                                                                        (1.25) 
 

 

Cette condition est présentée sur la figure FIG 1.1. Les dérivées fractionnaires d’ordre 𝛼=0.5 

ont été calculées pour trois valeurs de 𝜆 différentes :𝜆1 = 0.3      𝜆2 = 0.5    𝜆3 = 0.8. 

 

FIG 1. 1: Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’une fonction puissance [62] 

 

 

 

Un autre exemple intéressant est la dérivée fractionnaire d’une fonction constante 𝑓(𝑡) = 𝑐,

𝑐 > 0: 
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(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) = 𝑐
(𝑡 − 𝑎)−𝛼

Γ(1 − α)
                                                                                               (1.26) 

 

 

Avec une limite de dérivée lorsque t tend vers 𝑎 par valeur supérieure : 

 

 lim
𝑡→𝑎
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) = +                                                                                                             (1.27)  

 

Il en résulte que la dérivée fractionnaire de Riemann–Liouville d'une fonction constante ne 

s'annule pas, contrairement au cas des dérivées entières classiques. 

Pour que la dérivée fractionnaire 𝐷𝑎
𝛼𝑓 d’une fonction 𝑓 reste bornée sur [𝑎, b], il faut que f (𝑎) 

soit nul afin que sa dérivée d’ordre 𝛼 ne diverge pas lorsque t tend vers 𝑎 par valeur supérieure. 

 

1.7.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo  

Pour calculer la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 𝛼 ∈ ]𝑛 − 1, 𝑛[, il 

faut calculer l’intégrale d’ordre n−𝛼 et puis dériver le résultat obtenu. Pour la définition de 

Caputo, une construction différente est utilisée avec un ordre d’opération inverse : d'abord la 

fonction f(t) est dérivée, puis l’intégrale d’ordre n−𝛼 est déterminée.  

 

 

Définition  

Soit 𝑓 une fonction localement intégrable définie sur [𝑎, 𝑏], la dérivée fractionnaire d’ordre 𝛼, 

𝛼 ∈ ]𝑛 − 1, 𝑛[ au sens de Caputo est donnée par : 

 

(𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑐(𝑡) ≝ 𝐼𝑛−𝛼𝐷𝑎

𝑛𝑓(𝑡) =
1

Γ(n − α)
∫

𝑓(𝑛)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−𝑛+1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏                                 (1.28) 

 

Pour 0 < 𝛼 < 1   cette définition peut être formulée comme suit 

 

(𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑐(𝑡) ≝

1

Γ(1 − α)
∫

𝑓 (𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼

𝑡

𝑎

𝑑𝜏,    0 < 𝛼 < 1                                                 (1.29) 

 

 

La condition d’existence de la dérivée d’ordre non-entier au sens de Caputo de la fonction f(t) 

est que la fonction 𝑓 soit absolument continue sur [𝑎, b] : 
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Dans le cas général, la dérivée fractionnaire de Caputo (1.29) ne correspond pas à la dérivée 

de Riemann-Liouville (1.20). La relation entre les deux définitions peut être exprimée comme 

suit : 

 
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑡) = (𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝐶(𝑡) +

1

Γ(1 − α)

𝑓(𝑎)

(𝑡 − 𝑎)𝛼
 ,      0 < 𝛼 < 1                               (1.30) 

 

On remarque que, de toute évidence, les définitions seront équivalentes uniquement si f(𝑎)= 0.  

Cela conduit à la principale différence avec la dérivée de Riemann-Liouville qui est que la 

dérivation fractionnaire au sens de Caputo d’une constante (𝑓(𝑡) = 𝑐), est nulle : 

 (𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝐶(𝑡) = 0                                                                                                                       (1.31)  

 

1.7.3 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de Grunwald–Letnikov  

Une approche alternative peut être utilisée pour définir les expressions des dérivées 

fractionnaires en considérant des différences finies. On sait que la dérivée entière d’une fonction 

f(t) s’exprime par : 

 
𝐷1𝑓(𝑡) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − ℎ)

ℎ
                                                                                         (1.32) 

 

 

h étant la période d’échantillonnage.  

 

D'après la définition (1.32), la dérivée seconde est définie par : 

 
𝐷2𝑓(𝑡) = lim

ℎ→0

𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑡 − ℎ)

ℎ
= lim
ℎ→0

𝑓(𝑡) − 2𝑓(𝑡 − ℎ) + 𝑓(𝑡 − 2ℎ)

ℎ2
              (1.33) 

 

 

Pour généraliser les relations ci-dessus, la dérivée générale d’ordre, 𝑛∈ℕ, aura la forme suivante 

 𝐷𝑛𝑓(𝑡) = lim
ℎ→0

1

(ℎ)𝑛
∑ (−1)𝑗 (

𝑛
𝑗)

𝑛
𝑗=0 𝑓(𝑡 − 𝑗ℎ)                                                                  (1.34)    

 

Où(
𝑛
𝑗) représentent les coefficients binominaux définis par la relation (1.8). 

La dérivée d'ordre non entier peut être obtenue en remplaçant un entier 𝑛 par un réel 𝛼 positif.  

Définition  

Soit 𝑓 une fonction dérivable sur un intervalle [𝑎, b] et f(𝑎)=0. La dérivée fractionnaire 

au sens de Grunwald–Letnikov est définie par l’expression : 
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(𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝐺𝐿(𝑡) ≝ lim

ℎ→0

1

(ℎ)𝛼
∑(−1)𝑗 (

𝛼
𝑗)

𝑘

𝑗=0

𝑓(𝑘𝑡 − 𝑗ℎ)                                                        (1.35) 
 

 

La notation (
α
j )désigne le binôme de Newton généralisé à des ordres réels : 

 
(
𝛼
𝑗 ) =

Γ(α + 1)

j! Γ(α − j + 1)
                                                                                                           (1.36) 

 

 

L’intégrale fractionnaire au sens de Grunwald–Letnikov se définit en utilisant la propriété 

suivante : 

 (𝐼𝑎
𝛼𝑓)𝐺𝐿(𝑥) = (𝐷𝑎

−𝛼𝑓)𝐺𝐿(𝑥)      𝑎𝑣𝑒𝑐 𝛼 > 0                                                                  (1.37)  

 

On peut écrire : 

 

(𝐷𝑎
−𝛼𝑓)𝐺𝐿(𝑡) = (𝐼𝑎

𝛼𝑓)𝐺𝐿(𝑡) = lim
ℎ→0

1

(ℎ)−𝛼
∑(−1)𝑗 (

−𝛼
𝑗 )

𝑘

𝑗=0

𝑓(𝑘𝑡 − 𝑗ℎ)                      (1.38) 
 

 

1.7.4 Résumé des définitions des dérivées fractionnaires  

Ce chapitre présente brièvement plusieurs définitions des dérivées et intégrales 

fractionnaires, regroupées dans le tableau TAB.1.1. Toutes ces définitions sont considérées 

pour un ordre de dérivation appartenant à l’intervalle ouvert ]0,1[. 

Sur le plan mathématique, l’intégration peut être vue comme l’opération inverse de la 

dérivation, et inversement. Cette dualité permet de formuler deux grandes approches pour 

définir les opérateurs fractionnaires : celle de Riemann-Liouville et celle de Grünwald–

Letnikov 

L’approche de Riemann-Liouville repose sur l’idée d’étendre l’intégration d’ordre entier à 

un ordre réel, ce que l’on appelle intégrale fractionnaire. La dérivée fractionnaire est alors 

définie comme l’opération inverse : on commence par effectuer une intégration fractionnaire 

d’ordre 1−α, puis on dérive le résultat une fois au sens classique (ordre 1). 

Ainsi, pour calculer la dérivée fractionnaire d’ordre α∈]0,1[, il faut : 

 Calculer l’intégrale fractionnaire d’ordre 1−α de la fonction considérée ; 
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 Puis dériver cette intégrale une fois. 

La dérivée au sens de Caputo est un cas particulier de celle de Riemann-Liouville. Si la 

fonction est absolument continue et si l’intégrale de sa dérivée existe, on peut inverser les 

opérations d’intégration et de dérivation. La dérivée fractionnaire est alors définie comme 

l’intégrale fractionnaire de la dérivée d’ordre entier de la fonction. 

Les dérivées de Caputo sont souvent préférées en physique car : 

 Elles s’annulent pour une fonction constante ; 

 Les conditions initiales s’expriment à l’aide de dérivées classiques (entières), ce qui 

facilite leur interprétation physique.  

En revanche, les conditions initiales des équations différentielles fractionnaires au sens de 

Riemann-Liouville font appel à des opérateurs fractionnaires, difficiles à interpréter 

physiquement [63], [64]. Les deux définitions coïncident si f(𝑎)=0. 

Contrairement à la définition de Riemann-Liouville, la méthode de Grünwald–Letnikov 

ne repose pas sur l’intégration, mais sur une généralisation du concept de différences finies. 

Elle définit la dérivée fractionnaire comme la limite d’une somme de différences finies d’ordre 

réel. 

Enfin, bien que ces définitions soient formulées différemment, elles sont en général 

équivalentes. En particulier, les approches de Grünwald–Letnikov et de Riemann-Liouville sont 

identiques sous certaines conditions, comme démontré de manière rigoureuse dans les travaux 

de Samko [33]. 
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TAB 1. 1: Définitions des dérivées fractionnaires 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.8 Propriétés des intégrales et dérivées fractionnaires  

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques propriétés générales des intégrales et dérivées 

fractionnaires.  

 

1.8.1 Linéarité  

Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions appartenant à ([𝑎, b]) et 𝜆 et 𝜇 deux réels. On a alors 

linéarité de l’opérateur de dérivée (intégral) fractionnaire :      

 𝐷𝑎
𝛼(𝜆𝑓 + 𝜇𝑔) = 𝜆𝐷𝑎

𝛼(𝑓) + 𝜇𝐷𝑎
𝛼(𝑔)                                                                                   (1.39)  

 

Pour α=0 l'opération 𝐷𝑎
𝛼(𝑓) est l'opérateur identité : 𝐷𝑎

0 (𝑓) = 𝑓 

 

1.8.2 Règle de la composition des ordres d’intégration 

 

 𝐼𝑎
𝛽
(𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐼𝑎

𝛼+𝛽
𝑓(𝑥)                                                                                                   (1.40)  

1.9 Transformation de Laplace 

La transformation intégrale de Laplace généralise la transformation de Fourier. Elle se 

définit de la façon suivante : 

 

ℒ(𝑓) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡
+

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡                                                                                                    (1.41) 
 

Dérivée 

fractionnaire 

définition 

Riemann- 

Liouville 
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝑅𝐿(𝑥) ≝
1

Γ(1 − α)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

Caputo 

(𝐷𝑎
𝛼𝑓)𝑐(𝑥) ≝

1

Γ(1 − α)
∫

𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

Grunwald-

Letnikov 
(𝐷𝑎

𝛼𝑓)𝐺𝐿(𝑡) ≝ lim
ℎ→0

1

(ℎ)α
∑(−1)𝑗 (

𝛼
𝑗 ) 𝑓(𝑘𝑡 − 𝑗ℎ)

𝑘

𝑗=0
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Le produit de convolution est défini par l’intégrale : 

 

[𝑔 ∗ 𝑓] = ∫𝑔(𝑥 − 𝑡)

𝑥

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡                                                                                             (1.42) 
 

 

Théorème (Théorème de la convolution)  

La transformation de Laplace du produit de convolution des deux fonctions 𝑓 et 𝜑 est le 

produit des transformées de Laplace des fonctions. 

 ℒ(𝑓 ∗ 𝜑) = ℒ(𝑓)ℒ(𝜑)                                                                                                          (1.43)  

 

La transformation de Laplace de la dérivée d’ordre n entier de la fonction f est définie par : 

 
ℒ(𝑓(𝑛)) = 𝑠𝑛ℒ(𝑓) −∑𝑠𝑛−1−𝑘

𝑛−1

𝑘=0

𝑓(𝑘)(0)                                                                      (1.44) 
 

 

1.9.1 Transformation de Laplace de l’intégrale de Riemann-Liouville et Grunwald–

Letnikov 

On commence par la transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire de 

Riemann-Liouville d’ordre α > 0 définie par (1.14). 

L’intégrale de Riemann-Liouville peut être définie comme un produit de convolution de deux 

fonctions : 

 

𝐼𝛼𝑓(𝑡) ≝ ∫
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

Γ(𝛼)

𝑡

0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 = [
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
∗ 𝑓(𝑡)]                                                         (1.45) 

 

 

La transformée de Laplace de la fonction 𝑡𝛼−1 est : 

 ℒ{𝑡𝛼−1; 𝑠} = Γ(𝛼)𝑠−𝛼                                                                                                          (1.46)  

 

La transformation de Laplace est définie par la formule (1.41) comme une conséquence du 

théorème de convolution et de la formule (1.45), on obtient la transformée de Laplace de 

l’intégrale de Riemann-Liouville et celle de Grunwald–Letnikov. 

 ℒ(𝐼𝛼𝑓) = 𝑠−𝛼ℒ(𝑓)                                                                                                               (1.47)  
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1.9.2 Transformation de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville  

On suppose que 0<𝛼<1 et que ℒ(f) et ℒ(f′) existent. La transformation de Laplace de la 

dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est déduite de (1.44) : 

 

 ℒ(𝐷𝛼𝑓) = 𝑠𝛼ℒ(𝑓) − 𝐼1−𝛼𝑓(0)                                                                                            (1.48)  

 

Si on suppose que la fonction 𝑓(𝑥) est continue en 0 on a 𝐼1−𝛼 𝑓 (0) =0 et la formule (1.49) se 

déduit de la relation (1.48) : 

 ℒ(𝐷𝛼𝑓) = 𝑠𝛼ℒ(𝑓)                                                                                                                   (1.49)  

 

1.9.3 Transformation de Laplace de la dérivée de Grunwald–Letnikov 

 ℒ(𝐷𝛼𝑓) = 𝑠𝛼ℒ(𝑓)                                                                                                                   (1.50)  

 

Remarque  

La résolution des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec la transformée de la place 

se fait de la même manière qu’avec les équations différentielles d’ordre entier. 

1.10 Evaluation numérique des opérateurs d’ordre fractionnaire 

Les processus de commande industrielle sont en général échantillonnés ou discrétisés, 

donc nous aurons besoin d’approximations numériques pour les formules analytiques des 

opérateurs d’ordre fractionnaire. Il y a eu beaucoup de travaux sur les solutions numériques des 

équations différentielles d’ordre fractionnaire ainsi que la discrétisation des systèmes et 

opérateurs d’ordre fractionnaire : Diathelm [65], Vinagre [66], Ferdi [67]. 

Cependant, ces méthodes sont souvent trop compliquées ou d’ordre élevé pour être 

introduites dans un schéma de commande adaptative simple afin de commander des processus 

aux paramètres inconnus ou variants dans le temps. Cela peut déstabiliser la boucle de 

commande, par une variation conséquente de l’amplitude du signal de référence, ou simplement 

pendant la phase transitoire. 

1.10.1 Approximation des formules de Riemann-Liouville 

Nous aurons recours parfois à une très simple approximation numérique de l’intégrale 

de Riemann-Liouville, basée sur la méthode rectangulaire. Cette approximation est plus 

pratique dans des algorithmes sensibles au nombre de calculs à effectuer. En mettant, 𝑡 = 𝑘∆ 
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Où t est le temps actuel, k un entier et ∆ la période d’échantillonnage. 

On obtient : 

 

𝐼0
𝛼𝑓(𝑘∆) =

∆

Γ(𝛼)
∑(𝑘Δ − 𝜏Δ)𝛼−1
𝑘−1

𝜏=0

𝑓(𝜏∆) =
∆𝛼

Γ(𝛼)
∑(𝑘 − 𝜏)𝛼−1
𝑘−1

𝜏=0

𝑓(𝜏∆)               (1.51) 
 

 

Cette méthode présente l’avantage de sa simplicité et l’inconvénient d’être trop consommatrice 

de mémoire, à mesure que la fenêtre temporelle de calcul s’élargit. Toutefois nous pouvons 

remédier à cette contrainte en limitant la mémoire de la dérivée d’ordre fractionnaire ainsi la 

valeur initiale sera prise à l’instant 𝑡 − 𝑇𝑚 ou 𝑇𝑚 est la longueur prédéfinie de cette mémoire. 

Ainsi, si 𝐾𝑚 est le nombre de périodes correspondant au temps 𝑇𝑚,(𝐾𝑚 =
𝑇𝑚

Δ
), l’approximation 

numérique de l’intégrale d’ordre fractionnaire peut s’écrire :  

 

𝐼𝑇𝑚
𝛼 𝑓(𝑘∆) =

∆𝛼

Γ(𝛼)
∑ (𝑘 − 𝜏)𝛼−1
𝑘−1

𝜏=𝑘−𝐾𝑚

𝑓(𝜏∆)                                                                  (1.52) 
 

 

1.10.2 Approximation des formules de Gründwald-Leitnikov 

Pour le calcul numérique des intégrales et dérivées d’ordre fractionnaire on peut utiliser 

les définitions de G-L des équations (1.38) et (1.35) respectivement. 

Pour une fonction causale𝑓(𝑡), et pour 𝑡 = 𝑘ℎ, l’intégrale d’ordre fractionnaire est donnée par 

[6] : 

 

𝐼𝛼𝑓(𝑘ℎ) = 𝐷−𝛼𝑓(𝑘ℎ) ≅ ℎ𝛼∑𝜔𝑗
(−𝛼)

𝑘

𝑗=0

𝑓(𝑘ℎ − 𝑗ℎ)                                                         (1.53) 
 

 

Ou les coefficients 𝜔𝑗
(−𝛼)

peuvent être calculés par la formule récurrente suivante, pour 𝑗 =

1,2, … , 𝑘 : 

𝜔0
(−𝛼) = 1                                                                                                                         

 

Et 

 
𝜔𝑗
(−𝛼) = (1 −

1 − 𝛼

𝑗
)𝜔𝑗−1

(−𝛼)                                                                                                   (1.54) 
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De même pour une fonction causale 𝑓(𝑡), et pour 𝑡 = 𝑘ℎ, la dérivée d’ordre fractionnaire est 

donnée par [63] : 

 

𝐷𝛼𝑓(𝑘ℎ) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
𝑓(𝑡) ≅ ℎ−𝛼∑𝜔𝑗

(𝛼)𝑓(𝑘ℎ − 𝑗ℎ)

𝑘

𝑗=0

                                                           (1.55) 
 

 

Où les coefficients 𝜔𝑗
(𝛼)

 peuvent être calculés par la formule récurrente suivante, pour 𝑗 =

1,2, … , 𝑘 : 

𝜔0
(𝛼) = 1                                                                                                                     

Et 

 
𝜔𝑗
(𝛼) = (1 −

1 + 𝛼

𝑗
)𝜔𝑗−1

(𝛼)                                                                                                          (1.56) 
 

 

Cependant, Hwang et al. [68] ont montré que la méthode d’approximation de G-L ne donne une 

réponse transitoire assez précise que si l’intervalle de temps choisi est très petit.  

1.11 Approximation Numérique des Systèmes d’ordre fractionnaire 

Il existe de nombreuses approches pour approximer les systèmes d’ordre fractionnaire 

par des fonctions rationnelles. Les approximations disponibles dans le domaine s sont appelées 

des approximations analogiques ou des approximations du domaine fréquentiel. Dans la 

référence [69], on peut trouver un bon résumé de ces méthodes d’approximation. Parmi ceux-

ci, on peut citer : 

- La méthode de l’expansion par fractions continues EFC (Expansion Fractionnaire Continue). 

- La méthode de Carlson. 

- La méthode de Charef. 

- La méthode de Matsuda. 

- La méthode d’Oustaloup 

Les méthodes de Charef et d’Oustaloup sont les plus utilisées dans la littérature. La méthode de 

Charef ou ce qu'on appelle la méthode de la fonction de singularité est plus utile et plus pratique 

pour approximer les fonctions de transferts d'ordre fractionnaire voir [70], c'est pourquoi on va 

l’utiliser pour implémenter nos schémas de commande. 
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1.11.1 Méthode de Charef : Fonction de singularité  

Afin d'implémenter des modèles d'ordre fractionnaire dans les schémas de commande 

présentés dans ce travail, nous utiliserons la méthode appelée "Méthode de la fonction de 

singularité" développée par Charef et al. [70,71], qui est présentée dans cette section. La 

méthode d'approximation sera différente selon que le transfert d'ordre fractionnaire à 

approximer soit du premier ou du second ordre. 

 

Système du premier ordre fractionnaire 

Pour un système d'ordre fractionnaire du premier ordre :  

 

 
𝐺(𝑠) =

1

(1 +
𝑠
𝑝𝑇
)
𝛽
                                                                                                               (1.57) 

 

 

On peut réécrire la fonction (1.57) comme suit (voir aussi [57]) : 

 

𝐺(𝑠) =
1

(1 +
𝑠
𝑝𝑇
)
𝛽
= lim
𝑁→

Π𝑖=0
𝑁−1 (1 +

𝑠
𝑧𝑖
)

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
𝑝𝑖
)
                                                                  (1.58) 

 

 

Où (N + 1) est le nombre total des singularités qui peut être déterminé par la bande de fréquences 

du système. L'équation (1.58) peut être tronquée à un nombre fini N, et l'approximation 

devienne : 

 

 

𝐺(𝑠) =
1

(1 +
𝑠
𝑝𝑇
)
𝛽
≈
Π𝑖=0
𝑁−1 (1 +

𝑠
𝑧𝑖
)

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
𝑝𝑖
)
                                                                              (1.59) 

 

 

Les pôles et les zéros de la fonction de singularités peuvent être obtenus comme suit : 

 

 𝑝𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖𝑝0            𝑖 = 1,2,3, … . . , 𝑁                                                                                 (1.60)  

 𝑧𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖𝑎𝑝0         𝑖 = 1,2,3, … . . , 𝑁 − 1                                                                          (1.61)  

 

Avec : 
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𝑝0 = 𝑃𝑇10

𝜀𝑝
20𝛽                                                                                                                       (1.62 𝑎) 

  

 
𝑎 = 10

𝜀𝑝
10(1−𝛽)                                                                                                                      (1.62 𝑏) 

 

 
𝑏 = 10

𝜀𝑝
10𝛽                                                                                                                             (1.62 𝑐) 

 

 
𝛽 =

log(𝑎)

log(𝑎𝑏)
                                                                                                                          (1.62 𝑑) 

 

 

𝜀𝑝 est l'erreur tolérée en 𝑑𝐵. 

Avec une pente de −20𝛽 𝑑𝐵 ∕ 𝑑𝑒𝑐 et son approximation par des lignes droites en zig-zig avec 

des pentes individuelles de −20𝑑𝐵 𝑑𝑒𝑐⁄ 𝑒𝑡 0 𝑑𝐵 𝑑𝑒𝑐⁄ . 

 

FIG 1. 2: Diagramme de Bode de 𝟏/ (𝟏 + 𝒔 𝒑𝑻⁄ )
𝜷

     [72] 

 

Système du second ordre fractionnaire: 

Pour un système de second ordre décrit par l'équation (1.63) : 

 
𝐺(𝑠) =

1

(
𝑠2

𝜔𝑛2
+ 2𝜉

𝑠
𝜔𝑛
+ 1)

𝛽
                                                                                                 (1.63) 
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Avec 𝛽 un nombre réel positif tel que 0 < 𝛽 < 1, on peut distinguer deux cas : 

- Cas où :0 < 𝛽 < 0.5 

On peut exprimer la fonction (1.63) comme suit : 

 

𝐺𝑒(𝑠) =
(
𝑠
𝜔𝑛
+ 1) (

𝑠
𝜔𝑛 + 1

)


(
𝑠2

𝜔𝑛2
+ 2𝛼

𝑠
𝜔𝑛
+ 1)

                                                                                         (1.64) 

 

 

Avec 𝛼 = 𝜉𝛽 𝑒𝑡 𝜂 = 1 − 2𝛽  , ce qui peut aussi être approximé par la fonction, 

 

𝐺𝑒(𝑠) ≈
(
𝑠
𝜔𝑛
+ 1)

(
𝑠2

𝜔𝑛2
+ 2𝛼

𝑠
𝜔𝑛
+ 1)

Π𝑖=0
𝑁−1 (1 +

𝑠
𝑧𝑖
)

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
𝑝𝑖
)
                                                                 (1.65) 

 

 

Les singularités (pôles 𝑝𝑖 et zéros 𝑧𝑖) sont données par les formules suivantes : 

 𝑝𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖−1𝑧1                             𝑖 = 1,2,3, …… ,𝑁                                                        (1.66)  

 𝑧𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖−1𝑧1                      𝑖 = 2,3, … . , 𝑁 − 1                                                              (1.67)  

avec 

 𝑧1 = 𝜔𝑛√𝑏                                                                                                                            (1.68𝑎)   

 
𝑎 = 10

𝜀𝑝
10(1−𝜂)                                                                                                                      (1.68𝑏) 

 

 
𝑏 = 10

𝜀𝑝
10𝜂                                                                                                                             (1.68𝑐) 

 

 
𝜂 =

log(𝑎)

log(𝑎𝑏)
                                                                                                                        (1.68𝑑) 

 

 

𝜀𝑝 est l'erreur tolérée en 𝑑𝐵 

L'ordre d'approximation N est calculé en fixant la bande de fréquences de travail, spécifiée par 

𝜔𝑚𝑎𝑥 telle que : 𝑃𝑁−1 < 𝜔𝑚𝑎𝑥 < 𝑃𝑁 , ce qui mène à la valeur suivante : 

 

 

𝑁 = 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑖è𝑟𝑒 𝑑𝑒 [
log

𝜔𝑚𝑎𝑥
𝑝1

log(𝑎𝑏)
+ 1] + 1                                                                    (1.69) 

 

 

𝐺𝑒(𝑠)Peut alors être écrite sous la forme d'une fonction paramétrique d'ordre N + 2 : 
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𝐺𝑒(𝑠) =

𝑏𝑚𝑂𝑠
𝑁 + 𝑏𝑚1𝑠

𝑁−1 +⋯ .+𝑏𝑚𝑁
𝑠𝑁+2 + 𝑎𝑚1𝑠

𝑁+1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑁
                                                                          (1.70) 

 

 

Les coefficients 𝑎𝑚𝑖 et 𝑏𝑚𝑖sont calculés à partir des singularités 𝑝𝑖, 𝑧𝑖 ainsi que 𝛼  𝑒𝑡 𝜔𝑛. 

 

-Pour: 𝟎. 𝟓 < 𝛽 < 1 

La fonction d'approximation est donnée comme suit : 

 

𝐺𝑒(𝑠) =
(
𝑠
𝜔𝑛
+ 1)

(
𝑠2

𝜔𝑛2
+ 2𝛼

𝑠
𝜔𝑛
+ 1) (

𝑠
𝜔𝑛 + 1

)
𝜂                                                                             (1.71) 

 

 

Où 𝛼 = 𝜉𝛽    𝑒𝑡    𝜂 = 2𝛽 − 1, qui développée comme précédemment avec les valeurs 

singulières suivantes : 

 𝑝𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖−1𝑝1                𝑖 = 1,2,3,… ,𝑁                                                                       (1.72)  

 𝑧𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖−1𝑎𝑝1           𝑖 = 2,3, … ,𝑁 − 1                                                                    (1.73)  

avec :                                                  

 𝑧1 = 𝜔𝑛√𝑏                                                                                                                      (1.74 𝑎)   

 
𝑎 = 10

𝜀𝑝
10(1−𝜂)                                                                                                                (1.74 𝑏) 

 

 
𝑏 = 10

𝜀𝑝
10𝜂                                                                                                                       (1.74 𝑐) 

 

 
  𝜂 =

log(𝑎)

log(𝑎𝑏)
                                                                                                                 (1.74 𝑑) 

  

 

𝜀𝑝est l'erreur tolérée en dB. 

Ge(s) peut alors être écrite sous la forme de la fonction paramétrique (1.70). 
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FIG 1. 3: Comment choisir les singularités pour l’approximation en maintenant un écart constant entre la ligne à -20β 

dB/dec  et les lignes droites en zig-zag [72] 

 

1.12 Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire par des fonctions 

rationnelles 

Ces approximations se basent essentiellement sur les travaux de Charef et al. [70,73], 

ainsi que la méthode de la fonction de singularité présentée à la section 1.11.1. 

 

1.12.1 Intégration d’ordre fractionnaire 

La fonction de transfert de l’opérateur intégral d’ordre fractionnaire est représentée dans 

le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :  

 𝐻1(𝑠) =
1

𝑆𝛽
                                                                                                                                (1.75)   

 

Où 𝑠 = 𝑗𝜔 est la fréquence complexe et 𝛽 un nombre réel positif tel que 0 < 𝛽 < 1 

 

Dans une bande de fréquence donnée[𝜔𝑏 , 𝜔ℎ], cet opérateur d’ordre fractionnaire peut être 

modélisé dans le domaine fréquentiel par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) comme suit :  

 
𝐻𝐼(𝑠) =

𝐾𝐼

(1 +
𝑠
𝜔𝑐
)
𝛽
                                                                                                                (1.76) 
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 En supposant que pour  𝜔 ∈ [𝜔𝑏 , 𝜔ℎ]  𝑜𝑛 𝑎   𝜔 >> 𝜔𝑐 , on peut écrire : 

 
HI(s) =

𝐾𝐼

(
𝑠
𝜔𝑐
)
𝛽
=
𝐾𝐼𝜔𝑐

𝛽

𝑠𝛽
=
1

𝑠𝛽
                                                                                            (1.77) 

 

Avec   𝐾𝐼 =
1

𝜔𝑐
𝛽   𝑒𝑡   𝜔𝑐est la fréquence de coupure de PPF qui obtenue à partir de la basse 

fréquence 𝜔𝑏:  𝜔𝑐 =
√10

𝜀

10𝛽 − 1   𝑜ù  𝜀 est l’erreur maximale permise entre la pente de 

l’opérateur de puissance fractionnaire de l’équation (1.75) et le PPF de l’équation (1.76) dans 

la bande de fréquence donnée [𝜔𝑏 , 𝜔ℎ] . 

Dans le but de représenter le pôle d’ordre fractionnaire de l’équation (1.76), et par 

conséquent l’intégrateur d’ordre fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps, 

il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle. 

La méthode d’approximation consiste à approximer la pente de 20𝛽𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐  sur le tracé de 

Bode du PPF  par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produit par une alternance de 

pente 20𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 et 0𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐   correspondant à une alternance de pôles et de zéros sur l’axe 

réel négatif du plan s tel que 𝑝0 < 𝑧0 < 𝑝1 < 𝑧1 < ⋯ < 𝑧𝑁−1 < 𝑃𝑁 ; d’où l’approximation 

suivante : 

 

𝐻𝐼(𝑠) =
𝐾𝐼

(1 +
𝑠
𝜔𝑐
)
𝛽
= 𝐾𝐼

Π𝑖=0
𝑁−1 (1 +

𝑠
𝑧𝑖
)

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
𝑝𝑖
)
                                                                      (1.78) 

 

 

Où les 𝑝𝑖 𝑒𝑡 𝑧𝑖 sont les pôles et les zéros de l’approximation. 

En utilisant la méthode de la fonction de singularité, les pôles et les zéros de l’approximation 

se présentent sous la forme d’une progression géométrique. Cette méthode graphique 

d’approximation commence par le choix d’une erreur d’approximation y en dB et une bande de 

fréquence d’approximation  𝜔𝑚𝑎𝑥. 

 

Pour déterminer le nombre N, la bande de fréquence sur laquelle l’approximation est faite doit 

être spécifiée, soit «  𝜔𝑚𝑎𝑥 » cette bande, telle que  𝜔𝑚𝑎𝑥 soit égale à 100 fois 𝜔ℎ, son 

expression est donnée par (1.79) : 
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N = partie entiére de [
log (

𝜔𝑚𝑎𝑥
𝑝0

)

log(𝑎𝑏)
+ 1] + 1                                                                 (1.79) 

 

 

L’arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions 

géométriques suivantes : 

𝑝𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖𝑝0,     𝑝𝑜𝑢𝑟     𝑖 = 0,1, … . , 𝑁 

𝑧𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖𝑎𝑝0,   𝑝𝑜𝑢𝑟          𝑖 = 0,1, … ,𝑁 − 1 

Où 𝑎 et 𝑏 sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de 𝑦 et 𝛽 sont 

données par : 

𝑎 = 10
𝑦

10(1−𝛽) ,       𝑏 = 10
𝑦
10𝛽 

Avec,  𝑝0 = 𝜔𝑐√𝑏 ,             𝑧0 = 𝑎𝑝0 

 

1.12.2 Dérivée d’ordre fractionnaire  

La fonction de transfert de l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est représentée 

dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

 𝐹𝐷(𝑠) = 𝑠
𝑎                                                                                                                             (1.80)  

 

Où  𝑠 = 𝑗𝜔   est la fréquence complexe et   𝛼  un nombre réel positif tel que  0 < 𝛼 < 1. 

Dans une bande de fréquence donnée[𝜔𝑏 , 𝜔ℎ], l’opérateur d’ordre fractionnaire peut être 

modélisé dans le domaine fréquentiel par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) comme suit : 

 
𝐹𝐷(𝑠) = 𝐾𝐷 (1 +

𝑠

𝜔𝑐
)
𝛼

                                                                                                         (1.81) 
 

 

Si on suppose que pour   𝜔 ∈ [𝜔𝑏 , 𝜔ℎ]      on a   𝜔 >> 𝜔𝑐 , on peut écrire : 

 
𝐹𝐷(𝑠) = 𝐾𝐷 (

𝑠

𝜔𝑐
)
𝛼

=
𝐾𝐷
𝜔𝐶
𝛼 𝑠

𝛼 = 𝑠𝛼                                                                                       (1.82) 
 

 

Avec  𝐾𝐷 = 𝜔𝐶
𝛼     et 𝜔𝑐  est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence  𝜔𝑏:    𝜔𝑐 = 𝜔𝑏
√10(

𝜀

10𝛼
)−1

  où 𝜀 est l’erreur maximale permise entre la pente de 
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l’opérateur de puissance fractionnaire de l’équation (1.80) et le ZPF de l’équation (1.81) dans 

la bande de fréquence donnée [𝜔𝑏 , 𝜔ℎ]. 

Dans le but de représenter le zéro d’ordre fractionnaire de l’équation (1.81), et par conséquent 

le dérivateur d’ordre fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps, il est 

nécessaire d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle. 

La méthode d’approximation consiste à approximer la pente de 20𝛼𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 sur le tracé 

de Bode du ZPF par un nombre de lignes sous forme de zig-zag, produite par une alternance de 

pente 20𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 𝑒𝑡 0𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 correspondant à une alternance de pôles et de zéros sur l’axe réel 

négatif du plan s tel que 𝑧0 < 𝑝0 < 𝑧1 < 𝑝1 < ⋯ < 𝑧𝑁−1 < 𝑃𝑁 ; d’où l’approximation 

suivante : 

 

𝐹𝐷(𝑠) ≈ 𝐾𝐷 (1 +
𝑠

𝜔𝑐
)
𝛼

≅ 𝐾𝐷

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
𝑧𝑖
)

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
𝑝𝑖
)
                                                                 (1.83) 

 

 

En utilisant la méthode de la fonction de singularité, les pôles et les zéros de l’approximation 

se présentent sous la forme d’une progression géométrique. Cette méthode graphique 

d’approximation a commencé par le choix de l’erreur d’approximation y en dB et une bande de 

fréquence d’approximation 𝜔𝑚𝑎𝑥 . 

Pour déterminer le nombre N, la bande de fréquence sur laquelle l’approximation est faite doit 

être spécifiée, soit «𝜔𝑚𝑎𝑥» cette bande, tel que 𝜔𝑚𝑎𝑥 soit pris égal à 100 fois 𝜔ℎ son expression 

est donnée par : 

 

  𝑁 = 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑖é𝑟𝑒 𝑑𝑒 [
log (

𝜔𝑚𝑎𝑥
𝑝0

)

log(𝑎𝑏)
+ 1] + 1                                                          (1.84) 

 

 

L’arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions 

géométriques suivantes : 

𝑧𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖𝑧0,        𝑝𝑜𝑢𝑟    𝑖 = 0,1, … ,𝑁 

𝑃𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖𝑎𝑧0,     𝑝𝑜𝑢𝑟     𝑖 = 0,1, … . , 𝑁 

Avec :  𝑧0 = 𝜔𝑐√𝑏    𝑒𝑡    𝑝0 = 𝑎𝑧0 

La fonction rationnelle d’approximation dans une bande de fréquence donnée sera donc la 

suivante : 
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𝐹𝐷(𝑠) = 𝑠
𝑎 = 𝐾𝐷 (1 +

𝑠

𝜔𝑐
)
𝛼

≈ 𝐾𝐷

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
(𝑎𝑏)𝑖𝑧0

)

Π𝑖=0
𝑁 (1 +

𝑠
(𝑎𝑏)𝑖𝑎𝑧0

)
                                        (1.85) 

 

 

Remarque  

𝜔𝑏 : doit couvre la dynamique lente et le régime transitoire,  𝜔𝑏 =
𝜔𝑐

10
 

𝜔ℎ : doit couvre la dynamique rapide,  𝜔ℎ = 10 𝜔𝑐 

 

1.13 Conclusion 

Ce chapitre a permis de poser les bases théoriques du calcul fractionnaire. Dans un premier 

temps, nous avons rappelé les éléments mathématiques fondamentaux nécessaires à la 

compréhension des définitions couramment utilisées dans ce domaine. Ensuite, nous avons 

introduit plusieurs définitions des opérateurs fractionnaires, en particulier les intégrales et 

dérivées d’ordre fractionnaire, en exposant leurs propriétés ainsi que leur représentation à l’aide 

de la transformée de Laplace.  

Nous avons par ailleurs présenté diverses méthodes d’approximation numérique de ces 

opérateurs, avec une attention particulière portée à la méthode fondée sur la fonction de 

singularité. Enfin, deux types fondamentaux de systèmes d’ordre fractionnaire ont été abordés, 

ainsi que leur approximation à l’aide de fonctions rationnelles. 

Ce cadre théorique constituera un socle pour les développements ultérieurs dans le contexte 

de la modélisation et de la commande des systèmes dynamiques d’ordre fractionnaire. 
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CHAPITRE 2 : LES ROBOTS INDUSTRIELS 

 

2.1 Introduction 

Depuis la révolution industrielle, la robotique s’est imposée comme un pilier du progrès 

technologique, avec des applications dans des secteurs aussi variés que l’industrie, la médecine, 

l’aéronautique, l’exploration spatiale ou encore la défense. Parmi les différentes catégories de 

robots, les manipulateurs industriels occupent une place centrale grâce à leur capacité à 

automatiser des tâches lourdes, répétitives ou dangereuses, telles que la manutention d’objets 

massifs, le soudage ou la peinture. 

Ces robots sont également déployés dans des environnements extrêmes, tels que les 

milieux à haute pression (comme les fonds marins), à basse pression (dans le vide spatial), ou 

soumis à de fortes contraintes thermiques ou radiatives. Un exemple emblématique est celui des 

manipulateurs utilisés dans les fours de laminage à chaud, où le bras et l’effecteur doivent 

résister à des températures extrêmes tout en manipulant des charges lourdes. 

De telles applications exigent des robots de grande dimension, capables de couvrir un 

large volume de travail avec une grande précision, une vitesse élevée et une capacité de charge 

importante. Ces robots permettent non seulement d’augmenter la productivité, mais aussi 

d’assurer une meilleure qualité des produits finis, tout en remplaçant l’opérateur humain dans 

des tâches à la fois éprouvantes et dangereuses. 

Au cours des deux dernières décennies, les manipulateurs à liaisons flexibles ont suscité 

un intérêt croissant en robotique et en automatique, en raison des avantages qu’ils offrent : 

réduction de la masse, baisse de la consommation énergétique, miniaturisation des actionneurs 

et réduction des coûts. Conçus dès l’origine avec des bras flexibles pour des raisons 

fonctionnelles, biomimétiques ou sécuritaires, ces robots à flexibilité intentionnelle trouvent 

progressivement leur place dans des applications innovantes, même si leur intégration dans 

l’industrie lourde demeure encore limitée. 
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Par ailleurs, la flexibilité des bras ne concerne pas uniquement les robots légers. Elle 

affecte également les manipulateurs industriels rigides opérant dans des environnements 

sévères (chantiers, mines, tunnels, plateformes offshore), ainsi que ceux utilisés dans des 

applications à grande vitesse et haute précision (telles que la découpe laser ou au jet d’eau, 

l’ébavurage, etc.). Bien que conçus comme rigides, leurs bras peuvent présenter un 

comportement flexible sous l’effet des charges dynamiques, engendrant des déformations 

élastiques qui doivent être compensées au niveau de la commande. On parle alors de robots 

rigides à dynamique flexible. 

Ce chapitre propose une vue d’ensemble sur l’évolution des manipulateurs robotiques, 

en décrivant les grandes lignes de leur architecture, avant de poser les bases conceptuelles 

nécessaires à la modélisation dynamique des bras manipulateurs, qui sera abordée en détail dans 

les sections suivantes. 

2.2 Définitions générales 

 La robotique  

       La robotique est une science ou l’ensemble de technique permet la conception et la 

construction des machines automatiques ou plus simplement de robot. Sa pratique réunie des 

savoir-faire techniques et des connaissances scientifiques des domaines de l'électronique, de 

l'informatique et de la mécanique. [74] 

 Le robot  

L’Organisation Internationale de Normalisation définit le robot comme étant un 

manipulateur à plusieurs degrés de liberté, à commande automatique, reprogrammable, multi 

applications, mobile ou non, destiné à être utilisé dans les applications d’automatisation 

industrielle. [75] 

 

 Les robots manipulateurs  

Les manipulateurs sont des systèmes mécaniques destinés à exécuter de manière 

autonome des tâches répétitives dans un environnement fixe et ordonné et dont les mouvements 

enregistrés dans une mémoire se répètent de manière cyclique. 
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2.3 L’histoire de la robotique  

L’histoire de l’humanité a connu des étapes et des époques qui ont marqué son évolution, 

allant de la préhistoire jusqu’au 21ieme siècle. Voici quelques inventions qui ont marqué cette 

évolution. 

 La roue : est le premier mécanisme apparu vers 3500 avant J-C, elle est considérée 

comme un premier exploit. 

 L’horlogerie, les clepsydres : appelée aussi horloges à eau, elle est inventée vers 1600 

avant J-C. en Égypte. Elles étaient constituées de simples bols percés dont l’écoulement 

régulier permettait une mesure rudimentaire du temps. 

 Les automates : l’un des automates les plus surprenants est certainement le canard 

digérateur de Jacques de Vaucanson (1738), il était capable de se comporter comme un 

véritable animal. 

 L’intelligence artificielle : en 1950 Alan Turing a défini une méthode afin de tester la 

présence d’une conscience ou d’une intelligence au sein d’une machine. 

 Les animâts : ce sont des animaux artificiels inspirés des vivants, élaborés en 1985 par 

S. Wilson. 

 Le 1er robot industriel : Descendant direct des télémanipulateurs développés pour les 

besoins du nucléaire. Il est vendu à partir de 1961 par la société américaine Unimation 

(devenu Stäubli Unimation), créée par George Devol et Joseph Engelberger. Il est utilisé 

pour la première fois sur les lignes d'assemblage de General Motors. [76] 

            En 1966, l’entreprise Unimation continue de développer des robots et élaborent 

notamment des robots permettant de faire d’autres tâches, comme des robots de 

manipulation matérielle ou encore des robots conçus pour la soudure ou pour d’autres 

applications de ce genre. [76]. 

 Première chaîne de production robotisée : Nissan ouvre la première chaîne de 

production complètement robotisée En 1972, Selon une étude de l’IFR, 2142 millions 

de robots ont été fabriqués entre les années 60 et la fin 2010, Les analystes estiment 

qu’aujourd’hui, de 1 à 1,3 million de robots travaillent pour nous dans les usines dans 

le monde. 

       En 1978 un nouveau robot est conçu par Unimation avec l’aide de General Motors.  
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Ensemble ils conçurent le robot PUMA 500. Le robot PUMA (Programmable Universel 

Machine for Assembly) a été conçu par Vic Schienman et fut financé par General 

Motors.  

 Premiers robots mobiles 1970-1980 : 

- 1960-64 : Ouverture des laboratoires d'Intelligence Artificielle au M.I.T., Stanford 

Research Institute (SRI), Sanford Université, Université of Edinburgh. 

- Fin des années 60 : Mise en place de "Shakey" premier robot mobile Intégrant 

perception, planification et exécution. 

- 1970 : Sandford Cart.  

  -1977 : premier robot mobile français HILARE au LAAS (CNRS Toulouse). [77] 

 L’intelligence artificielle 1980-1990 : L’intelligence artificielle et l’apprentissage 

automatique pour une vaste gamme d’applications, de la reconnaissance faciale à la 

détection des maladies dans les imageries médicales jusqu’aux compétitions mondiales 

dans des jeux tels que les échecs et Go. [77] 

 Essor de la robotique mobile 1990-2000 : 

1992 : Mise en place de la compétition annuelle AAAI sur la robotique mobile. 

1995 : Mise en place de la RoboCup (lien vidéo). 

1997 : Premier robot mobile extra planétaire sur Mars. 

1999 : Lancement d’Aibo. [77] 

 Exploration Depuis 2000 : 

2003 : Projet "Mars Exploration Rover" (Spirit &Opportunity). 

2009 : projet "Mars Science Laboratory" succédant au projet Rover, envoi prévu de 

Curiosity fin 2011[77]. 

 Démocratisation des robots Depuis 2000 :  

- Lancement d'Asimo: robot développé par Honda en 2000. Asimo est capable de courir, 

sautiller sur un pied, courir à 9km/h et manipuler des objets. 

- Diversification des compétitions de robotique. 
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- Utilisation de drones en situation réelle (Irak...) ; Le drone est un aéronef 

télécommandé. Le drone Metafly est comme un vrai oiseau. Il était accessible aux 

premiers acheteurs en septembre 2019 [78]. 

- Le projet Aibo n'est plus assez rentable, fin de la production en 2006. 

- Robot Nao utilisé à la Robocup Soccer en 2009. [78]  

 Entre 2010 et 2019 :  

Cette période est riche en invention et on ne peut pas mentionner tous en raison des 

différents domaines et le nombre important, il y avait des inventions et un 

développement de nombreux types de robots et dans différent domaine, les plus récents 

sont des robots humanoïdes basée sur l’intelligence artificielle telle que le robot Sophia, 

kenshiro et kengoto, ce dernier est développé par l’université de Tokyo, capable de 

transpirer quand il fait du sport un moyen pour refroidir ses circuits.  

Dans ce chapitre on s’intéresse aux robots manipulateurs, ces derniers prennent chaque jour une 

place plus importante à la fois dans le milieu industriel et les opérations en milieux hostiles. On 

s’intéresse à l’architecture de la structure mécanique articulée et l’organe terminal. 

Exemples de robots utilisés en milieux hostiles et dans le domaine spatial 

 Robots KUKA KR 210 à six axes et bras coudés assurent la manipulation des pièces 

forgées. 

 

FIG 2. 1: Manipulation de pièces à haute température. 
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FIG 2. 2: Manipulation de pièces incandescentes 

 

 Le dextre du Canadarm2 (Température du milieu externe +149°C ou -126°C) 

 

 

 

 

 

 

  

 

2.4. Les composants d’un système robotique 

2.4.1 Unité informationnelle 

Reçoit les instructions décrivant la tâche à accomplir, les mesures relatives à l’état 

interne de la structure mécanique qui constitue le bras manipulateur et les observations 

concernant son environnement. Elle élabore en conséquence les commandes de ses différentes 

articulations en vue de l’exécution de ces taches. Les systèmes actuels fonctionnent en 

interaction permanente selon le cycle information-décision-action [79].  

 

FIG 2. 3: Le canadarm2 de la station spatiale internationale 
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2.4.2 Unité opérationnelle 

Exerce les actions commandées en empruntant la puissance nécessaire à la source 

d’énergie. Cette partie, qui constitue le robot physique, intègre la structure mécanique 

(segments, articulations, architecture…), les modules d’énergie (amplificateurs, variateurs, 

servovalves....), les convertisseurs d’énergie (moteurs, vérins….), les chaines cinématiques de 

transmission mécanique ( réducteurs, vis à billes, courroies crantées ….), les capteurs de 

proprioceptifs placés sur chaque axe pour mesurer en permanence leur position et leur vitesse, 

et enfin l’effecteur, ou organe terminal, qui est en interaction avec l’environnement [79].  

 

FIG 2. 4: Structure fonctionnelle d’un robot [79]. 

 

 La Structure Mécanique Articulée 

Le système mécanique articulé (S.M.A.) est un mécanisme ayant une structure plus ou 

moins proche de celle du bras humain. Son rôle est d'amener l'organe terminal dans une 

situation (position et orientation) donnée, selon des caractéristiques de vitesse et d'accélération 

données. Son architecture est une chaîne cinématique ouverte, composée ou arborescente de 

corps, généralement rigides figure (FIG.2.5). Les corps de la chaîne sont liés entre eux par des 

liaisons appelées articulations. Sa motorisation est réalisée par des actionneurs électriques, 

pneumatiques ou hydrauliques qui transmettent leurs mouvements aux articulations par des 

systèmes appropriés 
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 Articulations : Les principales articulations utilisées pour concevoir des robots série 

sont les articulations rotoïdes et prismatiques. 

 Articulation rotoïde : signifie que le mouvement relatif entre les deux corps est 

une rotation autour de l’axe de l’articulation. 

 Articulation prismatique : signifie que le mouvement relatif entre les deux corps 

est une translation de direction donnée par l’axe de l’articulation. 

 

FIG 2. 6: Articulations rotoïde et prismatique. 

  

Les robots manipulateurs industriels de type série sont équipés d’actionneurs permettant de 

mettre en mouvement les différents organes du robot.  

 

 Actionneur : nécessaire au niveau de chaque articulation pour permettre au corps 

correspondant d’être en mouvement. Les principaux types d’actionneurs utilisés pour 

les robots manipulateurs série sont les moteurs électriques et les vérins hydrauliques. 

 Les actionneurs hydrauliques : Sont privilégiés dans les robots de forte puissance 

grâce à leur capacité à fournir un couple élevé dans un volume compact, ce qui les rend 

adaptés aux environnements industriels exigeants, comme la sidérurgie, la construction 

ou les applications militaires. 

 

FIG 2. 5: Chaînes cinématiques 
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 Les actionneurs électriques : Sont appréciés pour leur précision, leur réactivité et leur 

simplicité de commande, sont couramment utilisés dans les robots classiques nécessitant 

un positionnement rapide et précis. Plusieurs types de moteurs électriques sont 

disponibles selon les besoins de l’application. 

  

Les robots manipulateurs industriels sont également équipés de capteurs disposés à différents 

endroits du robot pour mesurer différentes grandeurs pertinentes, permettant à chaque instant 

de renseigner l’utilisateur sur l’état du robot.  

 

 Les capteurs : Les organes de perception permettent de gérer les relations entre le robot 

et son environnement. Les capteurs Dits proprioceptifs lorsqu'ils mesurent l'état interne 

du robot (positions et vitesses des articulations) et extéroceptifs lorsqu'ils recueillent des 

informations sur l'environnement (détection de présence, de contact, mesure de distance, 

vision artificielle). 

 Les capteurs proprioceptifs : Ils fournissent l’information sur la configuration du 

manipulateur tel que la position, la vitesse, l’accélération . . . etc., Pour assurer au 

robot manipulateur le contrôle de sa structure mécanique articulée, ils permettent à 

l’unité de commande de prendre la décision adéquate. 

 

 Les capteurs extéroceptifs : ils interviennent lorsque l’espace de travail est mal 

connu, afin de donner les informations sur l’environnement extérieure du 

manipulateur comme la température, l’image . . .etc., Ils permettent de modifier le 

comportement du manipulateur pour s’adapter aux contraintes imposées. 

 

 Les capteurs de la fonction visuelle : Les capteurs visuels prélèvent une 

information à distance. Le support de cette information est un rayonnement qui 

peut être thermique, sonore, électromagnétique…etc. Pour les robots industriels, 

les capteurs de la fonction visuelle souvent utilisés sont : les capteurs ultrasonores, 

les capteurs à infrarouge et même les caméras. 

 

La structure mécanique articulée d’un bras manipulateur se distingue par trois ensembles : 
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 La base : Le robot est fixé à travers sa base qui est généralement considérée comme le 

corps 0 du robot. Au dernier corps du robot, il est fixé un outil appelé organe terminal. 

 Le porteur : Le rôle du porteur consiste à mener un point du robot vers un lieu précis 

de l’espace. Il se compose des trois premiers degrés de liberté. Les différentes 

configurations sont résumées sur la (figure FIG 2.7) 

 

 Porteur cartésien (TTT ou PPP) : les 3 axes sont animés d’un mouvement de translation 

(voir FIG 2.7 (a)). 

 Porteur en coordonnées cylindriques (RTT ou RPP) : un mouvement de rotation et une 

translation axiale, complétées par une translation radiale (voir FIG 2.7 (b)). 

 Porteur en coordonnées polaires ou sphériques (RRT ou RRP) : deux rotations, 

complétées par une translation comme le montre la figure FIG 2.7 (c). 

 Porteur en coordonnées universelles, appelé aussi configuration poly articulée ou 

anthropomorphe (RRR) ; dans la configuration anthropomorphe trois rotations dont les 

deux dernières se font autour d’axes parallèles orthogonaux au premier, les trois 

articulations correspondant respectivement au tronc (base), à l’épaule et au coude d’un 

être humain (voir FIG 2.7 (d)). 

 

                                                                               

 

                                      

  

 

 

                                                             

 

 

 

 

 

(c)

(d)

(a) (b)

) 

FIG 2. 7: Principales architectures du porteur 
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o Avantage de la structure PPR  

- très puissante lorsqu’on utilise les moteurs hydrauliques 

- leur structure verticale économise l'espace de travail 

o Caractéristiques  

- 3 axes, série, PPR, 3 DDL. 

- Très rapide. 

- Espace de travail cylindrique. 

 

o Le volume atteignable (volume de travail)  

Le volume de travail en position d’un robot manipulateur est défini comme l’espace 

physique engendré par un point de l’organe terminal lorsque la configuration du robot 

évolue. Il s’exprime en unités volumiques, mais la forme de son enveloppe formée par 

la combinaison des mouvements de plusieurs articulations. Le volume de travail est alors 

habituellement représenté par deux sections perpendiculaires choisies en fonction du 

type de robot manipulateur, cette représentation étant préférable à une seule vue en 

perspective. 

Le volume de travail des robots PPR et RPP est un cylindre plein ou creux, dont la hauteur L 

est la translation permise par une liaison prismatique et dont les rayons intérieur et extérieur, Ri 

et Re, sont fixés soit par la disposition d’une liaison prismatique et la translation qu’elle permet, 

soit par les longueurs des deux parties du bras.  

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 2. 8: Volume atteignable configuration-RPP 
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Exemples : 

 

FIG 2. 9: Robot Seiko 

 

 Organe terminal (effecteur) : cela désigne tout dispositif fixé sur le dernier corps du 

robot. Il est destiné à manipuler des objets ou à les transformer. On peut distinguer deux 

grandes catégories d’effecteurs : 

 Les outils : L’effecteur dans ce cas est dérivé des outils traditionnels : outil pour 

soudure, pistolet de peinture ou de collage, broches rotatives pour perçage, vissage, 

meulage, nettoyage, torche de chauffage, découpage, jet d’eau pour découpage…etc. 

 Les organes de préhension : Ils sont utilisés pour saisir et maintenir les objets qui 

doivent être manipulés et déplacés par le robot. Parmi les applications, on peut citer 

le chargement et déchargement de machines, la saisie d’objets sur un convoyeur, le 

placement d’objets sur une palette de manutention… 

 

  

 

FIG 2. 10: Outil de soudure et préhenseur
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 Modes de préhension : En général, le robot aura des organes de préhension adaptés 

à la tâche à effectuer, souvent amovibles, pouvant être interchangés par un opérateur 

ou par le robot lui-même. Ces organes de préhension seront le plus souvent des 

”pinces” à 2 doigts ou mâchoires (FIG 2.11(b)), parfois à 3 doigts, rarement à 5 

doigts ; ces doigts peuvent être amovibles et interchangeables (FIG 2.11(a)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Les Pinces : Elles sont largement utilisées dans l’industrie manufacturière. Leur 

forme dépend de l’élément à saisir et l’environnement dans lequel elles agissent. 

 

On peut les classer en fonction du type de déplacement des doigts. 

 

- Pinces parallèles (figure FIG 2.12(a)) : Les doigts ont un déplacement linéaire. Ils 

peuvent être au nombre de 2, 3 ou parfois 4. 

- Pinces angulaires (figure FIG 2.12(b)) : Les doigts sont articulés et décrivent un 

mouvement en arc de cercle. Elles ont, en général un coût plus réduit que les pinces 

parallèles. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 2. 11: Mode de prehension 

 

(a)                                                                                                                           (b)                                                 

 

 

FIG 2. 12: Type de pinces 
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 Mécanismes de préhension 

L’ouverture ou la fermeture de la pince peut être commandée par : 

— un mouvement de rotation ou, 

— un mouvement de translation 

Le serrage peut être symétrique ou asymétrique. La réalisation d’un serrage 

asymétrique est évidemment plus facile ; mais ce type de serrage présente un inconvénient : 

si on veut éviter un déplacement de l’objet saisi, il faut tenir compte du diamètre de celui-ci 

lors de la programmation de la position de la pince du robot, de façon à ce qu’une des 

mâchoires de la pince vienne affleurer l’objet à saisir. Par contre, dans le cas où le serrage 

est symétrique, il suffit de programmer la position du centre de l’objet (quelle que soit sa 

taille). 

 

 Actionneurs de l’effecteur 

L’actionnement de l’effecteur peut être : 

— électrique 

— pneumatique 

— hydraulique 

— mécanique (dispositif à câbles et poulies) 

 L’actionnement pneumatique se fait généralement à l’aide d’un vérin pneumatique, 

réalisant un mouvement de translation. Il a l’avantage de la simplicité, et d’une certaine 

élasticité due à la compressibilité de l’air ; en outre, le contrôle des pressions permet 

éventuellement un réglage de la force de serrage. 

 L’actionnement électrique se fait à l’aide de petits moteurs à courant continu ou pas à 

pas ; le contrôle du courant ou l’utilisation de capteurs de force permet un réglage des 

forces de serrage. 

 L’actionnement hydraulique est très rare, à cause des inconvénients liés à ce type 

d’énergie (nécessité d’une centrale hydraulique, fuites, etc.). 
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2.5 Conclusion 

Le but de ce chapitre est de fournir une description du domaine de la robotique, en 

mettant l'accent sur les domaines d'application des robots industriels. Nous avons présenté 

l’architecture mécanique générale d’un bras manipulateur, composée du porteur et du poignet. 

Le porteur, formé des trois premiers degrés de liberté, assure le positionnement de l’organe 

terminal. Son architecture détermine l’espace de travail du bras. Nous avons également présenté 

un ensemble d’outils utilisés pour la manutention d’objets, représentant l’organe terminal. 

Cette étude préliminaire constitue une base essentielle pour identifier l’architecture de la 

structure mécanique articulée et déterminer le type d’organe terminal du robot industriel utilisé 

dans le contexte sidérurgique étudié. 

Le chapitre suivant est consacré à la description détaillée et à la modélisation du bras 

manipulateur rigide utilisé dans le contexte sidérurgique, ainsi qu’à celle d’un bras flexible à 

un degré de liberté. 
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CHAPITRE 3 : MODELISATION DES ROBOTS DE 

POSITIONNEMENT RIGIDE ET FLEXIBLE 

 

 

3.1 Introduction  

Dans un contexte industriel en constante évolution, la recherche de productivité, de 

réduction des coûts et d’amélioration de la sécurité conduit à l’adoption de systèmes robotiques 

de plus en plus performants et adaptés aux environnements exigeants. Dans ce cadre, le système 

de positionnement du bras de déchargement étudié est considéré comme un axe 

électrohydraulique, technologie largement utilisée dans les applications nécessitant puissance, 

robustesse et précision. 

Un système électrohydraulique repose sur l’utilisation d’un fluide sous pression (huile, 

air ou eau) pour transmettre l’énergie. Les principaux composants de la partie opérative sont un 

réservoir, une pompe entraînée par un moteur, des valves de pression et de débit, un 

accumulateur ainsi qu’un actionneur hydraulique. Dans les servo-systèmes électrohydrauliques 

(SSEH), la commande en boucle ouverte est remplacée par une commande en boucle fermée, 

permettant d’améliorer les performances dynamiques et la précision. Ces systèmes sont 

largement employés dans les secteurs aéronautique, naval, automobile, industriel, robotique et 

de manutention. 

Parallèlement, la tendance vers des structures robotiques plus légères, bien 

qu’avantageuse sur les plans énergétique et économique, entraîne une diminution de la rigidité 

des bras manipulateurs. Cette réduction de rigidité rend les effets dynamiques liés à la flexibilité 

plus significatifs, notamment lors des mouvements rapides. Les vibrations induites peuvent 

affecter la précision, la stabilité et la qualité du positionnement, ce qui impose une modélisation 

dynamique rigoureuse et l’intégration de la dynamique élastique dès la phase de conception. 

Dans ce chapitre, nous abordons la modélisation complète du système étudié. Dans un 

premier temps, l’axe électrohydraulique est modélisé en détaillant les actionneurs hydrauliques 

(vérins) et les pré-actionneurs associés (servovalves). La modélisation repose sur les principes 

fondamentaux de la mécanique des fluides « conservation de la masse et équations de débit à 
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travers un orifice » ainsi que sur la loi fondamentale de la dynamique pour la partie mécanique. 

Les modèles obtenus, initialement non linéaires et différentiels, sont simplifiés par linéarisation 

autour d’un point de fonctionnement à l’aide d’un développement en série de Taylor. 

Dans un second temps, la description et la modélisation d’un bras flexible à un degré 

de liberté sont présentées. Après avoir identifié les sources de flexibilité (au niveau des 

articulations et des liaisons) et formulé les hypothèses simplificatrices, la dynamique du 

système est établie à partir de la cinématique et du formalisme d’Euler–Lagrange. Cette 

démarche permet d’obtenir les équations du mouvement d’une liaison flexible évoluant dans 

un plan bidimensionnel. 

Ainsi, ce chapitre établit les bases théoriques nécessaires à la synthèse ultérieure de 

lois de commande robustes, capables d’assurer un positionnement précis tout en compensant 

les effets dynamiques liés à l’hydraulique et à la flexibilité structurelle. 

3.2 Bras de déchargement du four rotatif  

3.2.1 Description du four rotatif et de la machine de déchargement  

Le four à sole tournante constitue le premier élément du flux technologique dans le 

procédé de laminage à chaud. Sa fonction principale est de chauffer les blocs de billettes, depuis 

la température ambiante jusqu’à environ 1250 °C, température requise pour le laminage. Ce 

four est équipé de deux machines : l’une pour le chargement des billettes, l’autre pour leur 

déchargement. La figure FIG 3.1 illustre l’équipement du four à sole rotative [82].  

 

 

 

 

FIG 3.1: Equipement du four à sole rotative [82] 
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La machine de déchargement, objet de cette étude, est composée d’un chariot mobile circulant 

sur une voie ferrée, ainsi que d’un bras robotisé muni d’une pince positionnée à l’extrémité du 

four (figure FIG 3.2 [84]).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Le schéma cinématique du bras manipulateur est présenté en figure FIG 3.3 ; il s’agit d’une 

configuration de type cylindrique (PPR), comportant deux degrés de liberté en translation, 

complétés par un mouvement de rotation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 3. 3: Schéma cinématique du manipulateur [85] 

 

La pince, représentée en figure FIG 3.4, est constituée d’une mâchoire fixe et d’une mâchoire 

mobile. Elle est conçue pour extraire les billettes du four et les déposer sur la table à rouleaux 

de sortie (figure FIG 3.5).  

FIG 3.2: Représentation de la machine de déchargement [84] 

q1 

q2 

q3 
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Le bras effectue un déplacement vertical pour soulever les billettes et les déposer, ainsi qu’un 

mouvement horizontal permettant d’ajuster la position de la pince en fonction de la longueur 

de la billette afin de la saisir en son centre. Ces mouvements sont assurés par des vérins 

hydrauliques, pilotés par un groupe de servovalves. 

 

 

 

 

 

En raison de la rotation du four, la position des billettes à la sortie varie légèrement (à gauche 

ou à droite de l’axe de la table à rouleaux, figure FIG 3.6). Le bras robotisé doit donc s’adapter 

dynamiquement afin que la pince saisisse précisément chaque billette au centre. Ce 

positionnement angulaire nécessite une rotation latérale du bras autour d’un point fixe. Le 

déplacement résultant de cette rotation étant faible, il est approximé par un mouvement linéaire, 

comme illustré en figure FIG 3.7. 

FIG 3.4: Vue transversale détaillée de la pince de déchargement et d'une billette [83] 

FIG 3.5: Déchargement d'une billette de la porte de sortie. 
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FIG 3. 7: rotation latérale du bras de la machine de déchargement [84] 

 

Du fait de cette variation de position des billettes, l’intégration d’une boucle d’asservissement 

s’avère indispensable. De plus, la précision de positionnement exigée est élevée : tout 

dépassement significatif peut entraîner un choc destructeur entre le bras et la maçonnerie de la 

porte du four. C’est pourquoi le système de positionnement horizontal repose sur une structure 

de commande automatique intégrant un contrôleur dédié et un dispositif de positionnement 

hydraulique. 

Dans ce cadre, la référence du système correspond à la position relative de la billette par rapport 

à l’axe du rail, tandis que la sortie du système représente la position effective du bras de 

déchargement. Le point de consigne est fourni par un système de détection automatique, basé 

sur une caméra vidéo, qui mesure avec précision (en millimètres) le déplacement de chaque 

billette par rapport à l’axe de la table (figure FIG 3.8). 

 

 

FIG 3.6: Déplacement de la billette de déchargement à l'intérieur du four [86] 

 

3
6
4
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Afin de permettre au robot manipulateur d'exécuter cette tâche avec fiabilité et précision, une 

modélisation du système de positionnement est nécessaire. Cette modélisation fait l’objet de la 

section suivante. 

3.2.2 Modélisation des mouvements du bras de déchargement 

Cette partie traite de la modélisation mathématique de la dynamique du servo-système 

électro-hydraulique (SSEH) considéré dans cette thèse. Cette étape est basée sur les travaux de 

Merritt (1967) [87]. 

Les mouvements sont réalisés à l'aide de vérins hydrauliques Parker MP3 de la série MMA 

[88], commandés par les servovalves du groupe Bosch Rexroth [89]. Le type d'huile minérale 

utilisé est HLP 32. [85]. 

Le mouvement vertical du bras, utilisé pour le levage et l’abaissement des billettes, ainsi que 

pour l’insertion et le retrait du bras à l’intérieur du four, s’effectue selon une trajectoire 

constante et à une distance fixe. Ces deux déplacements sont commandés de manière à exploiter 

la course maximale des vérins hydrauliques correspondants. Ainsi, dans les deux cas, le 

mouvement effectif du bras s’inscrit entre la course minimale et la course maximale du vérin. 

La course maximale du vérin hydraulique destiné au levage est de 150 mm, tandis que celle du 

vérin assurant l’insertion du bras dans le four atteint 300mm. 

Concernant le positionnement latéral de la pince à l’intérieur du four, celui-ci nécessite un 

mouvement de rotation du bras de gauche à droite autour d’un point fixe, comme illustré en 

figure FIG 3.7. Ce mouvement est réalisé à l’aide d’un vérin hydraulique de rotation, dont la 

course maximale est également de 150mm. 

Position du bras de 

déchargement (mm) 

Signale de 

référence (mm)  

Codeur 

incrémental 

Caméra 

vidéo 

Système de détection 

de biellette (PC) 
Contrôleur 

Système de 

positionnement 

hydraulique 
- 

FIG 3.8: Boucle d'asservissement du système de positionnement 

y(t)
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La distance de déplacement résultant de cette rotation est relativement faible, de l’ordre de 300 

à 400 mm, et peut être approximée par un mouvement linéaire, comme représenté en figure 

FIG 3.7. 

En tenant compte des éléments constitutifs du système de positionnement du bras de 

déchargement, l'installation peut être assimilée à un axe électrohydraulique, composé d’un vérin 

hydraulique piloté par une servovalve [90]. Dans le cadre de la modélisation dynamique, seules 

les caractéristiques dynamiques de la partie hydraulique sont prises en considération, 

notamment en ce qui concerne les constantes de temps du système. 

 Modélisation d'un servovérin 

Le servovérin est le système électrohydraulique qui sera étudié dans ce travail. Il est 

constitué d'un vérin hydraulique entraînant une charge et d'une servovalve figure FIG 3.9. Dans 

la littérature, la modélisation de ces processus [88, 92-97] repose essentiellement sur les lois 

d'écoulement du fluide à travers des restrictions variables des servovalves et les lois de la 

mécanique appliquées à l'ensemble mobile constitué par la charge inertielle et la tige du vérin. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Modélisation d'une servovalve (Pré-actionneurs électrohydrauliques) 

Les servovalves (distributeurs de débit) électrohydrauliques ont pour fonction de servir 

d'interface entre l'électronique de commande (correcteur, régulateur, calculateur, etc.) et 

l'actionneur (vérin ou moteur hydraulique). Ils permettent de commander simultanément la 

direction et le débit, figure FIG 3.10. 

Ils assurent en premier lieu le rôle de distribution, c'est-à-dire soit met un volume de contrôle 

(par exemple une chambre d'un vérin) en communication avec la pression source Ps(pompe) ou 

u 

P

F

Vitesse 𝑣 

Position 𝑦 

P

S
S

P

P

Masse 

M 

FIG 3.9: vérin commandé par une servovalve [91] 
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avec la pression de retour Pr(réservoir) soit l'isole du reste du circuit selon le signe et la valeur 

du signal électrique de commande. Ce rôle de distribution est assuré principalement par le tiroir 

de distribution dont le déplacement, est proportionnel au signal électrique de commande. 

Comme la section de l'orifice de passage du fluide est proportionnelle au déplacement du tiroir, 

le débit volumique est donc également proportionnel au courant de commande pour une perte 

de charge donnée.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Équation linéaire des servovalves  

 

a. Principe de la conservation de la masse 

L'équation exprimant la conservation de la masse est déduite à partir du bilan de masse. 

Considérons un volume de contrôle V rempli d'une huile de masse volumique 𝝆 sous la pression 

P à une température T (figure FIG 3.11). La variation de la masse contenue dans le volume V 

est égale à la somme algébrique des débits massiques entrants 𝚺𝑸𝒆et des débits massiques 

sortants𝚺𝑸𝒔. L'équation de bilan de masse s'écrit : 

 
𝜌Σ𝑄𝑒 − 𝜌Σ𝑄𝑠 =

𝑑𝑚

𝑑𝑡
                                                                                                          (3.1) 

 

 

Avec 𝑚 = 𝜌𝑉. En supposant que la masse volumique de l'huile n'est pas constante on obtient: 

 
ΣQe − ΣQs =

dV

dt
+
V

ρ

dρ

dt
                                                                                                   (3.2) 

 

 

Où : 

Σ𝑄𝑒 − Σ𝑄𝑠: exprime le débit de transfert ; 

FIG 3.11: Servovalve 
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𝑑𝑉

𝑑𝑡
: présente le débit de déformation ou le débit utile ; 

 

𝑉

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
 : exprime le débit de compressibilité. Il s'agit de la variation du volume du système due à 

la compressibilité du mélange gaz-huile et à la déformation des parois du volume. 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A partir de la définition de la compressibilité donnée par [92] nous obtenons l'égalité suivante 

[93,97,88] : 

 1

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=
1

𝛽

𝑑𝑃

𝑑𝑡
                                                                                                                     (3.3) 

 

 

Pour tenir compte des phénomènes de déformation des enveloppes (volume de contrôle) et de 

la quantité d'air dissous dans l'huile, on remplace le module de compressibilité isotherme de 

l'huile 𝛽 par le module de compressibilité effective 𝛽𝑒. D'après l'expression (3.2) il vient alors : 

 
Σ𝑄𝑒 − Σ𝑄𝑠 =

𝑑𝑉

𝑑𝑡
+
𝑉

𝛽𝑒

𝑑𝑃

𝑑𝑡
                                                                                                    (3.4) 

   

 

Cette expression va nous servir pour modéliser la dynamique des pressions correspondant à 

l'actionneur utilisé, c'est-à-dire au vérin (pour modéliser la partie mécanique du vérin nous 

utiliserons la loi fondamentale de la dynamique). 

 

b. Equation du débit d'une servovalve 

La servovalve à tiroir à trois positions quatre voies utilisées dans cette thèse est illustrée 

à la figure FIG 3.12. Ses orifices sont supposés symétriques et appariés. On donne au tiroir un 

déplacement positif depuis la position nulle ou neutre, c'est-à-dire la position  𝑥𝑣 = 0, qui est 

choisie comme étant la position symétrique du tiroir dans son enveloppe. Parce que nous ne 

Huile m,ρ 

Σ𝑄𝑒 Σ𝑄𝑠 

Volume de 

contrôle V 

Déformation 

du volume 

Gaz dissous dans l’huile 

FIG 3.11: Volume de contrôle 
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nous intéressons qu'aux caractéristiques en régime permanent, les débits de compressibilité sont 

nuls et les équations de continuité pour les deux chambres de vannes sont : 

 𝑄𝐿 = 𝑄1 − 𝑄4                                                                                                                       (3.5)  

 𝑄𝐿 = 𝑄3 − 𝑄2                                                                                                                       (3.6)  

 𝑃𝐿 = 𝑃1 − 𝑃2                                                                                                                        (3.7)  

 

𝑄𝐿   est le débit à travers la charge, 𝑃𝐿la différence de pression aux bornes de la servovalve. 

L’expression de débit à travers un orifice est décrite par l'équation d'orifice [87] permet de 

modéliser la partie opérative de la servovalve.  

 

𝑄1 = 𝐶𝑑𝐴1√
2

𝜌
(𝑃𝑠 − 𝑃1)                                                                                                    (3.8) 

 

 

𝑄2 = 𝐶𝑑𝐴2√
2

𝜌
(𝑃𝑠 − 𝑃2)                                                                                                   (3.9) 

 

 

𝑄3 = 𝐶𝑑𝐴3√
2

𝜌
𝑃2                                                                                                                  (3.10) 

 

 

𝑄4 = 𝐶𝑑𝐴4√
2

𝜌
𝑃1                                                                                                                  (3.11) 

 

 

Où Q, 𝐶𝑑 et  𝜌 symbolisent respectivement le débit, le coefficient de correction de la servovalve 

et la masse volumique du fluide.  

Les surfaces d'orifice dépendent de la géométrie de la servovalve et quatre équations sont 

nécessaires pour définir les surfaces 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 et 𝐴4en fonction du déplacement de la 

servovalve. Donc 

 

 𝐴1 = 𝐴1(𝑥𝑣)    𝐴2 = 𝐴2(−𝑥𝑣)    𝐴3 = 𝐴3(𝑥𝑣)      𝐴4 = 𝐴4(−𝑥𝑣)                      (3.12)  

Ainsi, un total de 11 équations est nécessaire pour définir le comportement pression-débit d'une 

servovalve générale à quatre voies. Ces 11 équations peuvent être résolues simultanément pour 

produire le débit de charge en fonction de la position de la servovalve et de la différence de 

pression ; C'est : 
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 𝑄𝐿 = 𝑄𝐿(𝑥𝑣, 𝑃𝐿)                                                                                                                  (3.13)  

 

Par exemple, la sélection d'une valeur pour 𝑥𝑣 déterminera numériquement toutes les surfaces 

d'orifice. Puis choisissez une série de valeurs pour 𝑄𝐿 et résolvez (3.5) et (3.6) pour 𝑃1 et 𝑃2, 

respectivement, pour chaque valeur 𝑄𝐿. Ainsi il est possible de tabuler   𝑥𝑣,𝑄𝐿, 𝑃1 ,  𝑃2 et 

aussi 𝑃𝐿 . 

Le tracé de (3.13) est connu sous le nom de courbes pression-débit pour la servovalve et est une 

description complète des performances de la servovalve à l'état prêt. Tous les paramètres de 

performance, tels que les coefficients de la servovalve, peuvent être obtenus à partir de ces 

courbes. 

Bien que (3.13) puisse être trouvé théoriquement, la solution simultanée pour le cas général est 

fastidieuse car les équations algébriques impliquées ne sont pas linéaires. 

Cependant, ce n'est pas un obstacle sérieux car les vannes ne sont jamais assez complexes pour 

que les quatre zones d'orifice soient décrites différemment. 

Dans la grande majorité des cas, les orifices de la servovalve sont appariés et symétriques (notre 

cas). Des orifices appariés l'exigeaient. 

 𝐴1 = 𝐴3                                                                                                                                   (3.14)  

 𝐴2 = 𝐴4                                                                                                                                   (3.15)  

 𝑄1 = 𝑄3                                                                                                                                   (3.16)  

 𝑄2 = 𝑄4                                                                                                                                   (3.17)  

 

Donc à partir de l’équation (3.5) 

 

𝑄𝐿 = 𝐶𝑑𝐴1√
1

𝜌
(𝑃𝑠 − 𝑃𝐿)  − 𝐶𝑑𝐴2√

1

𝜌
(𝑃𝑠 + 𝑃𝐿)                                                                  (3.18) 

  

 

Pour faire une analyse dynamique, il est nécessaire que l'équation algébrique non linéaire qui 

décrit les courbes pression-débit soit linéarisée. L’équation (3.13) est une expression générale 

du flux de charge, et nous pouvons exprimer cette fonction comme une série de Taylor autour 

d'un point de fonctionnement particulier. 
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𝑄𝐿 ≈ 𝑄𝐿0 

 

𝑄𝐿 = 𝑄𝐿0 +
𝜕𝑄𝐿
𝜕𝑥𝑣

|
0

∆𝑥𝑣 +
𝜕𝑄𝐿
𝜕𝑃𝐿

|
0

∆𝑃𝐿 +⋯. 

Si on se limite au voisinage du point de fonctionnement, les infinitésimaux d'ordre supérieur 

sont négligeables, et on peut écrire. 

 
𝑄𝐿 − 𝑄𝐿0 ≡ ∆𝑄𝐿 =

𝜕𝑄𝐿
𝜕𝑥𝑣

|
0

∆𝑥𝑣 +
𝜕𝑄𝐿
𝜕𝑃𝐿

|
0

∆𝑃𝐿                                                               (3.19) 
  

 

Les dérivées partielles recherchées sont obtenues par différenciation de l'équation des courbes 

pression-débit ou graphiquement à partir d'un tracé des courbes. Ces partiels définissent les 

deux paramètres les plus importants pour une servovalve. 

Le gain de débit est défini par. 

 
𝐾𝑞 ≡

𝜕𝑄𝐿
𝜕𝑥𝑣

                                                                                                                            (3.20) 
 

 

Le coefficient de pression d'écoulement est défini par. 

 
𝐾𝑐 ≡ −

𝜕𝑄𝐿
𝜕𝑃𝐿

                                                                                                                     (3.21) 
 

 

Avec ces définitions, l'équation linéarisée des courbes pression-débit (l’équation linéaire de la 

servovalve) devient 

 ∆𝑄𝐿 = 𝐾𝑞∆𝑥𝑣 − 𝐾𝑐∆𝑃𝐿                                                                                                (3.22)  

 

Et s'applique à toutes les vannes, qu'elles soient à tiroir, à clapet ou autres. 
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Remarque 

Le point d’équilibre 𝑝0 = (𝑥𝑣0, 𝑃10, 𝑃20)du Servo-Système-Électro-Hydraulique est atteint 

lorsque les valeurs de la vitesse, de la différence de pression et celle de l’ouverture de la 

servovalve sont nulles quelque soit la valeur de la position. D’un point de vue pratique, le vérin 

hydraulique est à l’arrêt si la servovalve est fermée (xv = 0). Le débit ne circulant pas, la 

différence de pression aux bornes du vérin s’annule. Par conséquent, aucun déplacement n’est 

généré et le SSEH ne se déplace pas (xp « déplacement du piston »= 0). Le SSEH peut s’arrêter 

à n’importe quelle position. 

 

 

iF 

𝑷𝟏 

𝑷𝟐 

𝒙𝒗 

1L 

1L 

retoure 

sP 

𝑷𝟎 ≈ 𝟎 sQ 

LQ 

d 

sQ 

supply 

LQ 

2L 

2L 

𝑷𝑳 = 𝑷𝟏 − 𝑷𝟐 

1 

2 

3 

4 

FIG 3.12: Distributeur à tiroir à trois positions et à quatre voies. 
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 Modélisation de l’actionneur hydraulique (vérin hydraulique) 

Un vérin hydraulique est un actionneur qui permet de transformer l'énergie hydraulique 

de l'huile en un travail mécanique. Il est soumis à des pressions d'huile qui permettent d'obtenir 

des mouvements. Il existe deux grandes familles de vérins, à savoir les vérins linéaires à simple 

et à double effet (figure FIG 3.13) et les vérins rotatifs à crémaillère et à palettes (figure FIG 

3.14). 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Un vérin est caractérisé essentiellement par : Sa course l0, ses sections utiles 𝑆1 et 𝑆2 (ou 𝑆 ≡

𝐴𝑝 dans le cas d'un vérin symétrique), et son volume mort V0. 

 

Le comportement dynamique d'un vérin dépend de l'évolution des pressions dans ses 

deux chambres. Pour cela nous considérons la combinaison servovalve-actionneur représentée 

schématiquement sur la figure FIG 3.15, en supposant que les orifices de la servovalve sont 

appariés et symétriques, les pressions dans les conduites augmenteront au-dessus et au-dessous 

de 
𝑃𝑠
2⁄  de quantités égales de sorte que les chutes de pression à travers les deux orifices de la 

valve soient identiques. Par conséquent, les coefficients de servovalve pour les flux aller et 

FIG 3.14: Vérins rotatifs 

(b) Vérins rotatifs à crémaillère (a) Vérins rotatifs à palette 

(b) Vérin linéaire à double effet (a) Vérin linéaire à simple effet 

FIG 3. 13: Vérins linéaires 
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retour sont les mêmes. Par conséquent, en supposant une pression d'alimentation Ps constante, 

les équations de débit de la servovalve linéarisées sont. 

 𝑄1 = 𝐾𝑞𝑥𝑣 − 2𝐾𝐶𝑃1                                                                                                            (3.23)  

 𝑄2 = 𝐾𝑞𝑥𝑣 + 2𝐾𝐶𝑃2                                                                                                            (3.24)  

 

Où : 𝑄1, 𝑄2  flux aller et retour, 

𝑃1, 𝑃2 Pressions aller et retour,  

𝑘𝑞 Gain de débit vanne, 

𝑘𝑐 Coefficient débit-pression vanne,  

𝑥𝑣 Déplacement de la soupape du point mort. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L'ajout des équations de débit de la servovalve donne 

 𝑄𝐿 = 𝐾𝑞𝑥𝑣 − 𝐾𝑐𝑃𝐿                                                                                                                     (3.25)  

 

 

sP 

retour source 

1p 

2Q 
1Q 

PB 

K 

LF 

𝒙𝒗  

2p 

𝒙𝒑 

1V 2V 𝑪𝒆𝒑𝑷𝟏  
𝑪𝒆𝒑𝑷𝟐  

𝑪𝒊𝒑𝑷𝑳 

𝑨𝒑 

𝑴𝒕 

2P-1=PLP 

rP 

FIG 3.  15 : Combinaison soupape-piston 
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Avec : 

 

𝑄𝐿 =
𝑄1 + 𝑄2
2

 (𝑓𝑙𝑢𝑥 𝑑𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒) 

 

𝑃𝐿 = 𝑃1 − 𝑃2 (𝑑𝑖𝑓𝑓é𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 )         

 

Le débit de liquide provenant de la servovalve électrohydraulique se consomme sous 

trois différentes formes dans le vérin hydraulique. Une partie du débit est utilisée pour déplacer 

le vérin hydraulique (débit utile à la charge). Une autre partie du débit est consommée par les 

fuites internes et externes du vérin hydraulique. La dernière partie est perdue dans la flexibilité 

des conduites, du corps du vérin hydraulique et de la compressibilité du liquide de puissance. 

L’application de l'équation de continuité à chacune des chambres de piston, considérant toutes 

ces pertes volumétriques, est décrite par : 

 
𝑄1 − 𝐶𝑖𝑝(𝑃1 − 𝑃2) − 𝐶𝑒𝑝𝑃1 =

𝑑𝑉1
𝑑𝑡

+
𝑉1
𝛽𝑒

𝑑𝑃1
𝑑𝑡
                                                                 (3.26) 

 

 
𝐶𝑖𝑝(𝑃1 − 𝑃2)−𝐶𝑒𝑝𝑃2 − 𝑄2 =

𝑑𝑉2
𝑑𝑡

+
𝑉2
𝛽𝑒

𝑑𝑃2
𝑑𝑡
                                                                  (3.27) 

 

Où :  

𝑉1 : Volume de la chambre avant (comprend la servovalve, la ligne de raccordement et le 

volume du piston) ; 

𝑉2 : Volume de la chambre de retour (comprend la servovalve, la conduite de raccordement et 

le volume du piston) ; 

𝐶𝑖𝑝 : Coefficient de fuite interne ou transversal du piston (fuites inter-chambres); 

𝐶𝑒𝑝 : Coefficient de fuite externe (c.-à-d. fuite vers le drain de carter) du piston ; 

𝑄𝑖(i = 1 ;  2): sont les valeurs algébriques des débits de l'huile entrant et sortant par les deux 

orifices des deux chambres, fournis par le distributeur alimentant le vérin. 

 

Les volumes des chambres de piston peuvent s'écrire 

 𝑉1 = 𝑉01 + 𝐴𝑃𝑥𝑝                                                                                                               (3.28)  

 𝑉2 = 𝑉02 − 𝐴𝑃𝑥𝑝                                                                                                               (3.29)  

Où  

𝐴𝑃 : Aire du piston ; 

𝑥𝑝 : Déplacement du piston ; 
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𝑉01 : Volume initial de la chambre avant ; 

𝑉02 : Volume initial de la chambre de retour. 

Les dérivées temporelles de (3.28) et (3.29) sont données par : 

 

 𝑑𝑉1
𝑑𝑡

= 𝐴𝑝
𝑑𝑥𝑝

𝑑𝑡
= −

𝑑𝑉2
𝑑𝑡
                                                                                             (3.30) 

 

 

On supposera que le piston est centré de sorte que ces volumes soient égaux, c'est-à-dire : 

 

𝑉01 = 𝑉02 = 𝑉0                                                                                                                               (3.30𝑎) 

 

Si cette hypothèse n'est pas faite, l'analyse devient beaucoup plus compliquée et les résultats 

sont assez difficiles à interpréter. L’expérience a montré que les problèmes de stabilité sont plus 

aigus lorsque le piston est centré, de sorte que l'hypothèse de volumes de chambre égaux doit 

être prudente. Il ressort de la figure FIG 3.15 que la somme des deux volumes est constante et 

indépendante de la position du piston. Donc. 

 

𝑉𝑡 = 𝑉1 + 𝑉2 = 𝑉01 + 𝑉02 = 2𝑉0                                                                                                (3.30𝑏) 

 

Où 𝑉𝑡 est le volume total d'huile sous pression 𝑃1 et 𝑃2 et, par conséquent, est souvent appelé 

le volume comprimé total.  

 

Il est souhaitable et possible d'exprimer les équations de continuité d'une manière plus utile. En 

substituant (3.28) à (3.30) en (3.26) et (3.27) puis en les ajoutant, nous avons : 

 

 
𝑄𝐿 = 𝐴𝑝

𝑑𝑥𝑝

𝑑𝑡⏟    
𝑑é𝑏𝑖𝑡 𝑢𝑡𝑖𝑙

+ 𝐶𝑡𝑝𝑃𝐿⏟  
𝑓𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠

+
𝑉𝑡
4𝛽𝑒

𝑑𝑃𝐿
𝑑𝑡⏟    

𝑑é𝑏𝑖𝑡 𝑑û à 𝑙𝑎 
𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡é

                                                                         (3.31) 
 

 

Avec :   𝐶𝑡𝑝 = (𝐶𝑖𝑝 +
𝐶𝑒𝑝

2
) 

 

Où 𝐶𝑡𝑝 coefficient de fuite total du piston. 

L'équation finale se pose en appliquant la deuxième loi de Newton aux forces sur le piston.  
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 Dynamique des éléments mobiles 

Pour établir les équations dynamiques de l'ensemble mécanique en mouvement, il est 

nécessaire d'établir le bilan des forces extérieures appliquées à cet ensemble mobile puis 

d'appliquer la loi fondamentale de la dynamique. 

 Dynamique de la charge mécanique 

La force générée par le vérin hydraulique est consommé sous trois différentes formes. 

La première partie de la force du vérin est utilisée par la charge. Une seconde partie est perdue 

sous forme de frictions visqueuses, statiques et dynamiques. La dernière partie ajuste les 

perturbations externes sur la charge. La loi fondamentale de la dynamique ou la loi de Newton 

établit le lien entre les forces appliquées à un système et la nature de son mouvement. Elle est 

donnée par l'équation suivante : 

 ∑𝐹⃗ = 𝑀𝑡𝛾⃗                                                                                                                       (3.32) 
 

 

∑ 𝐹⃗: La somme algébrique des forces extérieures appliquées au système ; 

𝛾⃗: L’accélération de son centre d'inertie ; 

𝑀𝑡: La masse du système considéré (masse du piston et de la charge). 

 𝑀𝑡𝛾 = 𝐹𝑃1 + 𝐹𝑃2 + 𝐹𝑟 + 𝐹𝑓𝑣 + 𝐹𝐿                                                                             (3.33)  

𝐹𝑃1 𝑒𝑡 𝐹𝑃2Les forces de pression ; les deux sections S1 et S2 du piston, sont soumises 

respectivement aux forces suivantes 

 
{
𝐹𝑃1 =  𝑆1𝑃1
𝐹𝑃2 = −𝑆2𝑃2

                                                                                                                 (3.34) 
 

 

Avec : 𝑆1 = 𝑆2 = 𝐴𝑝 (𝑣é𝑟𝑖𝑛 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒) 

Donc : 𝐹𝑃1 + 𝐹𝑃2 = 𝐴𝑝𝑃𝐿 

𝐹𝑟La force de rappel du ressort ; elle est proportionnelle au déplacement, soit   

 𝐹𝑟 = −𝐾𝑥𝑝                                                                                                                   (3.35)  

Où K est le coefficient de raideur du ressort. 

𝐹𝑓𝑣 La force due aux frottements visqueux, les frottements visqueux peuvent être représentés 

par un amortisseur de coefficient de frottement visqueux 𝐵𝑝. 
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 𝐹𝑓𝑣 = −𝐵𝑝𝑥̇𝑝                                                                                                          (3.36)  

𝐹𝐿Force de charge arbitraire sur le piston (les perturbations externes) 

Ce qui nous permet d'écrire les équations décrivant la dynamique de la partie mécanique de 

l'ensemble vérin-masse sous la forme suivante : 

 𝐹𝑔 = 𝐴𝑝𝑃𝐿⏟
𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑝𝑖𝑠𝑡𝑜𝑛 

= 𝑀𝑡
𝑑2𝑥𝑝

𝑑𝑡2⏟    
𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒

+ 𝐵𝑝
𝑑𝑥𝑝

𝑑𝑡⏟  
𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 
𝑣𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒𝑢𝑠𝑒

+ 𝐾𝑥𝑝⏟
𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

 𝑑𝑦𝑛𝑎𝑚𝑖𝑞𝑢𝑒

+ 𝐹𝐿⏟
𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑒𝑠

      (3.37)   

Où  

𝐹𝑔 : Force générée ou développée par le piston ; 

𝑀𝑡 : Masse totale du piston et charge rapportée au piston. 

 

Les équations (3.22), (3.31) et (3.37) sont les trois équations de base.  

 

En appliquant la transformée de Laplace à ces trois équations, et en négligeant les 

paramètres 𝐶𝑡𝑝, 𝐾𝑐, et 𝐹𝐿 le modèle mathématique (3.38) a été obtenu : 

 

 
𝑥𝑝 =

𝑘𝜔2

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑠 + 𝜔2
𝑥𝑣                                                                                                   (3.38) 

 

 

Les paramètres mathématiques sont définis comme suit : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 Le gain du système   𝑘 =

𝐾𝑞
𝐴𝑝
,                                 

La fréquence naturelle 𝜔 = √
4 𝛽𝑒𝐴𝑝

2

𝑉𝑡𝑚
 ,                

Le taux d′amortissement  𝜉 =
𝑉𝑡 𝐵𝑝

8 𝛽𝑒𝐴𝑝
2
√
4 𝛽𝑒𝐴𝑝

2

𝑉𝑡𝑀𝑡

                                                 (3.39) 

 

 

 

 

 

3.2.3 Caractéristiques du bras de déchargement [85] 

Pour déterminer les valeurs exactes des paramètres du modèle (3.38), il faut connaître 

les caractéristiques des servovalves et du vérin utilisés [98]. 
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La valeur du gain de débit est : 

 
𝐾𝑞 = 0.0051

𝑚2

𝑠
                                                                                                            (3.40) 

 

 

La surface du piston et volume total d'huile du cylindre de positionnement, qui agit pour saisir 

les billettes. 

 𝐴𝑝 = 3.848 . 10
−3𝑚2                        𝑉𝑡 = 2.564 𝐿                                                       (3.41)  

 

Les caractéristiques liées au type d'huile minérale utilisée sont le module de compressibilité 

effective et le coefficient de frottement visqueux.  

 
𝛽𝑒 = 1.6 . 10

9 
𝑁

𝑚2
                       𝐵𝑝 = 0.028

𝑘𝑔

𝑚. 𝑠
                                                   (3.42) 

 

 

Les paramètres du modèle (3.38) sont calculés en utilisant les données des formules 

 ((3.40)-(3.42)) et en les remplaçant dans (3.39). 

 

 𝑘 = 13.281           𝜔 = 797.1495    𝜉 = 3.0355. 10−7                                       (3.43)  
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3.3 Bras flexible à un degré de liberté  

3.3.1 Sources de flexibilité 

Dans la plupart des manipulateurs industriels à bras flexibles, la conformité élastique est 

principalement concentrée au niveau des articulations et des transmissions, notamment dans les 

engrenages et réducteurs harmoniques. C’est pourquoi la flexibilité prise en compte dans les 

modèles se limite souvent à celle des articulations, au détriment de celle des bras. 

 Flexibilité des articulations   

La flexibilité des articulations reste un axe de recherche majeur, tant pour la modélisation que 

pour la commande des manipulateurs flexibles. Elle provient principalement de la déformabilité 

des éléments de transmission : engrenages, roulements, arbres ou courroies. Elle est 

particulièrement prononcée dans les systèmes utilisant des réducteurs harmoniques, appréciés 

pour leur compacité et leur précision. 

Cette flexibilité peut altérer la dynamique du robot, et son intégration dans les modèles permet 

une amélioration significative du suivi de trajectoire, comme le montrent plusieurs études [99-

101]. À l’inverse, la négliger peut conduire à une perte de performance, voire à une instabilité, 

notamment pour les systèmes rapides. Sa modélisation reste toutefois moins complexe que celle 

de la flexibilité des bras. 

 Flexibilité des bras 

La tendance vers des structures plus légères pour répondre aux exigences de productivité, de 

coût réduit et de sécurité conduit à une accentuation des effets dynamiques dus à la flexibilité 

des bras. Ces effets deviennent critiques avec l’augmentation des vitesses et accélérations en 

production. 

Cette flexibilité, dite répartie, se manifeste par des déformations continues le long des liaisons 

mécaniques et se distingue par sa complexité de modélisation. Elle nécessite des approches 

spécifiques en commande pour compenser les vibrations induites par les charges dynamiques. 

Différents types de flexibilité pouvant apparaître dans un bras de type poutre sont illustrés à la 

figure FIG 3.16 : 
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 La sous-figure 3.16a montre une torsion autour de l’axe vertical z ; 

 La sous-figure 3.16b montre une flexion autour de l’axe y ; 

 La sous-figure 3.16c montre une combinaison de torsion autour de z et de flexion autour 

de y ; 

 La sous-figure 3.16d montre une flexion autour des axes x et y. 

Dans toutes ces représentations, l’axe z traverse les poutres, qui sont situées dans le plan (xy). 

 

 

 

 

 

 

Il est également important de noter que, dans le modèle adopté pour cette étude, l’espace de 

travail du manipulateur est défini dans ℝ². Ainsi, ses mouvements sont évalués uniquement 

dans cet espace euclidien bidimensionnel (i.e. seuls des mouvements plans sont possibles), et 

les oscillations du bras ne peuvent se produire que selon un seul axe.  

3.3.2 Description du manipulateur flexible à un degré de liberté 

Le robot flexible à un seul bras proposé est illustré dans la figure FIG 3.17. Il est 

composé de deux sous-systèmes distincts : le moteur à courant continu (CC) et la poutre ou le 

bras. Le bras flexible, en porte-à-faux et portant une masse concentrée (représentant la charge 

utile et/ou la pince) à son extrémité, est monté directement sur l’arbre vertical d’un moteur CC 

[103,104]. 

Les axes 𝑋0𝑂𝑌0 et 𝑋𝑂𝑌 représentent respectivement les repères fixes et mobiles. 

L’axe 𝑋𝑂𝑌 coïncide avec la ligne neutre du bras dans sa configuration non déformée, et il est 

tangent à celle-ci à l’extrémité encastrée dans une configuration déformée.  

FIG 3. 16: Différents types de flexibilités d’un bras de type poutre en trois 

dimensions (torsion et flexion) [102]. 



Chapitre 3 : Modélisation des Robots de Positionnement Rigide et Flexible 

68 

 

Γ𝑐𝑜𝑢𝑝 représente le couple de commande. 𝛽𝑚 désigne le déplacement angulaire (angle du 

moyeu) du manipulateur, 𝛽𝑡 est l'angle de l’extrémité, c’est-à-dire la position angulaire de la 

charge utile, 𝑙 est la longueur totale du bras et  𝑚 est la masse de la charge utile d'inertie 

négligeable.  

   

 

 

 

 

 

Le système de liaison flexible peut être représenté par le diagramme de la figure Fig 3.18. Notre 

variable de commande est le courant d'entrée du moteur, 𝑖(𝑡) Cela génère un couple, Γ𝑐𝑜𝑢𝑝, qui 

fait tourner la base de la liaison. Le coefficient de frottement visqueux du moteur est noté 𝜇. Il 

s'agit du frottement qui s'oppose au couple appliqué au niveau du moteur. Le frottement agissant 

sur la liaison est représenté par le coefficient d'amortissement visqueux 𝜇𝑙. Enfin, la liaison 

flexible est modélisée comme un ressort linéaire de raideur c. 

 

 

 

 

3.3.3 Modélisation par la méthode d’Euler–Lagrange  

L’objectif principal de la modélisation d’un manipulateur flexible est d’obtenir une 

représentation fidèle du système réel. Il est essentiel de prendre en compte la nature flexible et 

le comportement dynamique du système, et de construire un modèle mathématique qui intègre 

plusieurs effets, tels que l’amortissement, l’inertie et la charge utile. Un tel modèle permet 

ensuite de concevoir un algorithme de commande performant et adapté. 

 

𝛽𝑚  
𝛽𝑡  

𝑚 

𝑥 

𝑥0 

𝑦0 

𝑦 

Γ𝑐𝑜𝑢𝑝  

𝑙 

𝜇𝑙𝑖(𝑡)  𝜇
C 

Γ𝑐𝑜𝑢𝑝,𝛽𝑚  

𝐼 𝑱 

𝛽𝑡 

Moteur 

FIG 3. 18: Modèle complet de bras flexible en rotation 

FIG 3. 11: Schéma d’un bras flexible à un degré de liberté 
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Afin de simplifier la modélisation dynamique du système, plusieurs hypothèses sont adoptées. 

Premièrement, le moteur fait tourner le bras dans un plan horizontal, ce qui permet de négliger 

l’effet de la gravité. Cette approximation est couramment admise dans le cas des manipulateurs 

à un seul degré de liberté évoluant sur une table ou dans un environnement sans influence 

gravitationnelle verticale. 

Deuxièmement, le bras est presque sans masse, et la masse de la charge utile est plusieurs fois 

plus grande que celle du bras. Cette hypothèse permet de modéliser la vibration de la poutre 

flexible en ne retenant que le premier mode de vibration (les fréquences des autres modes sont 

très éloignées de la première et les amplitudes qui leur sont associées sont très faibles). En 

même temps, la masse de la charge utile est suffisamment concentrée pour que son inertie puisse 

être négligée (aucun couple n’est produit à l’extrémité). 

De plus, le bras est considéré comme rigide en flexion verticale et en torsion, ce qui implique 

que les déformations dans ces directions sont négligeables. Par conséquent, les vibrations sont 

supposées confinées au plan horizontal, lequel représente la direction dominante de flexibilité 

du bras. 

Par ailleurs, le manipulateur est supposé être une structure à section constante, et ses propriétés 

mécaniques (densité, module d'élasticité, etc.) sont considérées uniformes sur toute sa longueur. 

Cette hypothèse permet l’utilisation d’un modèle de poutre homogène, facilitant ainsi la 

formulation analytique du comportement dynamique du système. 

Dans le contexte de la commande des robots à liaison flexible (FLR), l’amortissement structurel 

joue généralement un rôle favorable en augmentant la marge de stabilité du système en boucle 

 fermée. Toutefois, afin de préserver la simplicité du modèle dynamique développé dans ce 

travail, cet amortissement n’est pas pris en compte explicitement. Cette hypothèse conduit à 

une conception conservatrice de la loi de commande, fondée sur un scénario pessimiste dans 

lequel aucune dissipation d’énergie interne n’est disponible pour atténuer les vibrations. Une 

telle approche garantit que la commande reste efficace même dans des conditions défavorables. 

De plus, si un amortissement structurel est effectivement présent dans le système réel « comme 

c’est souvent le cas », il contribuera naturellement à renforcer l’effet de la commande et à 

accélérer la suppression des vibrations résiduelles. 
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Sur la base de ces considérations et selon [105], le système mécanique étudié peut être assimilé 

à un système masse-ressort idéal à un seul degré de liberté, non amorti figure (FIG 3.19). 

 

 

 

 

Dans cette section, on établit les équations du mouvement du système composé d’un bras 

flexible à un seul degré de liberté actionné par un moteur à courant continu, en utilisant la 

méthode d’Euler–Lagrange. Cette méthode est fondée sur les principes de conservation de 

l’énergie, et s’avère particulièrement adaptée pour des systèmes mécaniques multi-corps et à 

géométrie complexe. 

 Choix des coordonnées généralisées 

Le système est décrit à l’aide de deux coordonnées généralisées : 

 𝛽𝑚(𝑡) : angle de rotation de l’arbre moteur, 

 𝛽𝑡(𝑡): angle de l’extrémité libre du bras flexible. 

Ces deux grandeurs permettent de capturer à la fois le mouvement rigide dû à l’action du 

moteur, et la flexion du bras liée à sa déformabilité. 

 Énergies du système 

 Énergie cinétique T 

L’énergie cinétique totale est la somme des énergies du moteur (inertie I) et de la masse 

concentrée à l’extrémité du bras (modélisée comme une masse ponctuelle de masse m, placée 

à une distance l de l’axe de rotation) : 

 
𝑇 =

1

2
𝐼𝛽̇𝑚

2
+
1

2
𝑚𝑙2 𝛽̇𝑡

2
                                                                                                      (3.44) 

 

 

 

 

 

 

𝑖(𝑡) 
 𝜇

C 

Γ𝑐𝑜𝑢𝑝,𝛽𝑚  

𝐼 𝑱 

𝛽𝑡 

Moteur 

Fig 3. 19: Modèle de bras flexible en rotation sans amortissement structurel 
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 Énergie potentielle V 

La flexibilité du bras est modélisée par un ressort de raideur équivalente c, représentant la 

déformation relative entre la base du bras (solidaire du moteur) et son extrémité : 

 
𝑉 =

1

2
𝑐(𝛽𝑡 − 𝛽𝑚)

2                                                                                                           (3.45) 
 

 

 Lagrangien 

Le Lagrangien du système s’écrit alors : 

 
𝐿 = 𝑇 − 𝑉 =

1

2
𝐼𝛽̇𝑚

2
+
1

2
𝑚𝑙2 𝛽̇𝑡

2
−
1

2
𝑐(𝛽𝑡 − 𝛽𝑚)

2                                          (3.46) 
 

 

 Équations d’Euler–Lagrange 

Les équations du mouvement s’obtiennent en appliquant la formulation d’Euler–Lagrange 

pour chaque coordonnée généralisée 𝑞𝑖 ∈ {𝛽𝑚 𝛽𝑡} : 

 𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑖
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= ℚ𝑖                                                                                                    (3.47) 

 

où ℚ𝑖 représente la force généralisée non conservative associée à 𝑞𝑖. 

 

 Équation pour 𝜷𝒎 (moteur) 

La force généralisée appliquée au moteur correspond au couple moteur 𝐾 𝑖(𝑡), diminué du 

couple de frottement visqueux 𝜇𝛽̇𝑚 et du couple de frottement sec 𝐶𝑓(𝑡). L’équation devient: 

 𝐼𝛽̈𝑚 + 𝑐 (  𝛽𝑚 − 𝛽𝑡) + 𝜇𝛽̇𝑚 = 𝐾 𝑖(𝑡) − 𝐶𝑓(𝑡)                                                                (3.48)  

 

 Équation pour 𝜷𝒕 (bras) 

Le bras flexible ne reçoit aucun couple moteur direct ; l’unique contribution est le couple de 

rappel élastique. L’équation résultante est : 
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 𝑚𝑙2𝛽̈𝑡 + 𝑐 (  𝛽𝑡 − 𝛽𝑚) = 0         ,       𝛽̈𝑡 = 𝜔𝑛
2 (  𝛽𝑚 − 𝛽𝑡)                                            (3.49)  

où : 

𝜔𝑛 = √
𝑐 

𝑚𝑙2
 : Fréquence propre du bras. 

L’équation (3.49) c’est l’équation de la déflexion de la liaison  

Le modèle dynamique obtenu par la méthode de Lagrange s’écrit par les deux équations (3.48) 

et (3.49). On a obtenu un système d’équations différentielles non linéaires couplées, permettant 

de commander le bras flexible motorisé 

 

3.4 Conclusion 

Ce chapitre a présenté la modélisation du système d’asservissement électro-hydraulique de 

position ainsi que celle d’un bras manipulateur flexible à un degré de liberté. Le premier modèle 

a été établi à partir d’une analyse théorique et de l’identification des paramètres dynamiques, 

tandis que le second repose sur le formalisme d’Euler–Lagrange intégrant les effets de 

flexibilité. Les modèles obtenus constituent une base rigoureuse pour la synthèse des lois de 

commande qui seront développées dans les chapitres suivants.
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CHAPITRE 4 : COMMANDE PID D’ORDRE FRACTIONNAIRE 

 

 

4.1 Introduction  

Depuis plusieurs décennies, le correcteur PID constitue l’outil de régulation le plus 

utilisé dans l’industrie. Son succès repose principalement sur sa capacité à piloter une grande 

variété de procédés, sur la compréhension claire de ses actions de régulation, ainsi que sur sa 

simplicité d’implémentation, offrant ainsi un excellent compromis entre performance et coût 

[106]. La conception et le réglage de ce type de correcteur ont fait l’objet de nombreuses 

recherches depuis la célèbre méthode de Ziegler et Nichols proposée en 1942. Malgré la 

diversité des techniques de réglage existantes, des travaux de recherche soutenus continuent 

d’être menés afin d’améliorer la qualité et les performances de la commande. 

Au cours des dernières années, on observe un intérêt croissant pour les contrôleurs 

d’ordre fractionnaire [107,10,20], et plus particulièrement pour le contrôleur PID d’ordre 

fractionnaire, considéré comme une généralisation du correcteur PID classique. Ce type de 

correcteur a été appliqué avec succès dans divers domaines scientifiques et industriels [108-

110]. Son principal atout réside dans une plus grande flexibilité de conception, grâce à 

l’introduction de deux paramètres supplémentaires : les ordres fractionnaires d’intégration et 

de dérivation. Ces paramètres supplémentaires offrent des degrés de liberté additionnels 

permettant d’atteindre des performances accrues dans la conception des systèmes asservis. 

Depuis la première formulation proposée par Podlubny [6], de nombreuses variantes du 

contrôleur PID fractionnaire ainsi que différentes méthodes de réglage de ses paramètres ont 

été développées. 

Dans ce chapitre, nous présentons l’extension du correcteur PID classique vers le 

correcteur 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇 d’ordre fractionnaire. Ce dernier introduit deux paramètres supplémentaires, 

λ et μ, représentant respectivement les ordres d’intégration et de dérivation, permettant ainsi un 

meilleur contrôle de la dynamique des systèmes.
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La première partie de ce chapitre retrace brièvement l’historique des correcteurs PID et PID 

fractionnaire et introduit les notions fondamentales de la commande d’ordre fractionnaire. Nous 

y détaillons en particulier la structure, la représentation et l’implémentation du correcteur 

 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇. 

La seconde partie est consacrée à la présentation de résultats illustrés par des exemples de 

simulation, suivis d’une comparaison avec les schémas de commande classiques d’ordre entier. 

 

4.2 Historique 

Les systèmes asservis peuvent présenter certaines contre-performances telles qu’une 

précision stationnaire insuffisante, une marge de stabilité réduite (voire une instabilité), un 

temps de réponse trop long ou encore un dépassement important, qui ne respectent pas les 

spécifications imposées par le cahier des charges. Pour remédier à ces défauts, il est souvent 

nécessaire d’intégrer dans la boucle de commande un correcteur (ou régulateur), dont le rôle 

est d’améliorer les performances en boucle fermée. 

L’histoire des correcteurs remonte à plusieurs siècles. Vers 1750, [106] Christian 

Huygens conçoit un régulateur centrifuge à rétroaction proportionnelle, destiné à réguler la 

distance entre les meules d’un moulin à vent en fonction de sa vitesse de rotation, afin de 

maîtriser le débit de grain à moudre. Par la suite, en 1788, James Watt adopte un dispositif 

similaire pour contrôler la vitesse des machines à vapeur. L’intérêt de l’action intégrale ne sera 

reconnu que plus tard, tandis que l’association proportionnelle-intégrale sera redécouverte à 

plusieurs reprises dans l’histoire. 

À ses débuts, le développement des correcteurs était intimement lié à celui des capteurs 

et actionneurs, souvent intégrés dans un même dispositif. Le PID, dans la forme que nous 

connaissons aujourd’hui, émerge entre 1915 et 1940, parallèlement à l’essor d’entreprises 

pionnières du contrôle industriel telles que Bristol, Fisher, Foxboro, Honeywell, Leeds & 

Northrup et Taylor Instrument. 
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L’idée d’un correcteur capable d’anticiper les erreurs futures (action dérivée) est discutée dès 

les années 1920, mais ne sera concrétisée qu’en 1935 par Ralph Clarridge (Taylor Instrument 

Company) avec l’introduction d’un terme dérivé. Le PID connaîtra ensuite une évolution 

marquante, portée par les avancées technologiques successives, notamment avec : l’émergence 

du contrôle par ordinateur dans les années 1960, d’abord sous forme de réglage des points de 

consigne des régulateurs analogiques. Puis l’apparition de la commande numérique directe 

(DDC), suivie, dans les années 1970, par l’utilisation des microprocesseurs dans les systèmes 

à boucle unique [111], et enfin, l’introduction des techniques d’auto-réglage et d’adaptation 

dans les années 1980–1990, rendues possibles par l’accroissement de la puissance de calcul 

[112]. 

Malgré l’émergence de techniques avancées, le correcteur PID reste omniprésent dans 

l’industrie. En effet, environ 90 % [106] des boucles de régulation industrielles utilisent une 

structure PI ou PID, en raison de leur simplicité, robustesse, et coût modéré. 

Toutefois, la pertinence d’un PID dépend fortement de la dynamique du système à commander. 

D’après [106] : un correcteur PI est généralement suffisant pour des systèmes à dynamique de 

premier ordre, un PID est adapté aux systèmes dominés par une dynamique de second ordre, en 

revanche, pour des systèmes d’ordre plus élevé, présentant des modes oscillants ou soumis à 

des retards purs, les performances du PID deviennent limitées. Le terme dérivé, qui anticipe 

linéairement l’évolution de l’erreur, ne parvient pas à compenser les effets d’un retard 

important. De plus, la structure linéaire du PID n’est pas conçue pour les systèmes fortement 

non linéaires, ce qui peut affecter significativement la performance. 

Par ailleurs, même avec des méthodes avancées de réglage, les performances des PID restent 

souvent modestes lorsqu’il s’agit de systèmes instables [113,114]. 

Ainsi, l’accroissement de la complexité des systèmes industriels et les exigences croissantes en 

termes de précision, robustesse et adaptabilité rendent souvent les correcteurs PID classiques 

insuffisants. Une alternative prometteuse consiste à adopter des correcteurs d’ordre 

fractionnaire, qui offrent une flexibilité accrue grâce à des paramètres supplémentaires à ajuster. 

Ces derniers permettent d’affiner le comportement dynamique du système, ouvrant la voie à de 

meilleures performances de commande. 
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4.2.1 Commande d’ordre fractionnaire 

La commande d’ordre fractionnaire repose sur l’utilisation de modèles et/ou de 

correcteurs décrits par des équations différentielles de type fractionnaire. En pratique, il est plus 

courant et plus raisonnable d’appliquer cette approche aux correcteurs, car les systèmes à 

commander sont généralement modélisés à l’aide d’équations différentielles d’ordre entier. Les 

correcteurs fractionnaires offrent en effet une plus grande flexibilité que leurs homologues 

entiers, ce qui permet de mieux satisfaire certaines spécifications, de répondre à des exigences 

de performance accrues et d’améliorer globalement le comportement des systèmes de 

commande. 

C’est au début des années 1990 que la commande d’ordre fractionnaire a connu un 

tournant majeur, avec l’introduction du régulateur CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non 

Entier) par Oustaloup [115]. Ce régulateur exploite les propriétés avantageuses des systèmes 

fractionnaires pour garantir une robustesse accrue dans une plage de fréquences spécifiée. 

Depuis cette avancée, la commande fractionnaire a suscité un intérêt croissant au sein 

de la communauté scientifique. En 1999, Podlubny [6] a proposé le contrôleur 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇, une 

généralisation du PID classique, où les ordres de l’intégration et de la dérivation (λ et μ) peuvent 

être non entiers. Cette généralisation confère au contrôleur de nouveaux degrés de liberté, 

permettant un réglage plus fin et une amélioration notable des performances dynamiques par 

rapport au contrôleur PID conventionnel, comme le rapportent les travaux de [116-118]. 

Parmi les nombreuses applications des correcteurs PID fractionnaires dans des domaines variés 

de l’ingénierie, on peut citer notamment leur utilisation dans les systèmes de suspension active 

[119-121] ainsi que dans le domaine de la robotique [122,123]. 

 

4.3 Rappels sur le Correcteur PID classique 

Le correcteur PID (Proportionnel-Intégral-Dérivé) constitue l’un des piliers de la 

commande industrielle. Grâce à sa structure simple, son efficacité avérée et sa facilité 

d’implémentation, il est resté depuis plusieurs décennies le régulateur le plus utilisé dans les 

systèmes automatisés. On estime que plus de 90 % des boucles de régulation en industrie font 

appel à une variante du PID, qu’il soit sous forme analogique ou numérique [124,125]. 
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Dans une boucle de rétroaction classique, le régulateur est positionné en amont du système à 

contrôler, modélisé par une fonction de transfert G(s). La figure 4.1 illustre ce schéma de 

régulation. Le régulateur reçoit l’écart e(t)=r(t)−y(t) entre la consigne r(t) et la sortie mesurée 

y(t), et génère une commande u(t) destinée à corriger la dynamique du système pour rapprocher 

la sortie de la référence 

 

 

 

 

Le correcteur PID repose sur la combinaison de trois actions : 

 Proportionnelle (P) : réagit à l’erreur instantanée, 

 Intégrale (I) : corrige les erreurs persistantes en s’appuyant sur l’historique de l’erreur, 

 Dérivée (D) : anticipe les variations futures de l’erreur. 

En ajustant les coefficients associés à ces trois composantes, le régulateur peut être adapté aux 

spécificités du procédé à contrôler, en termes de rapidité, de stabilité ou encore de précision. 

La configuration de ces composantes donne lieu à différentes structures de mise en œuvre, selon 

que l’on choisit une action parallèle, série ou mixte. 

4.3.1 Structure d'un PID 

Le comportement d’un procédé peut varier selon la structure choisie pour le régulateur PID, 

qu’elle soit en parallèle, en série ou mixte [126,127]. Il est donc essentiel de bien connaître les 

différentes architectures existantes permettant de combiner les trois actions de correction. Parmi 

celles-ci, les structures parallèle et série sont les plus couramment utilisées dans la pratique 

industrielle. 

 

 

 

 

FIG 4. 1: Système de commande à retour unitaire classique. 
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a. Structure parallèle  

Cette structure est illustrée à la figure Fig 4.2. 

 

 

  

 

 

  

  

 

 

 

La fonction de transfert du régulateur PID à structure parallèle est donnée par : 

 
𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 +

𝑘𝑖
𝑠
+ 𝑘𝑑𝑠                                                                                                   (4.1) 

 

 

𝑘𝑝 est le gain de l’action proportionnelle, 𝑘𝑖 est le gain de l’action intégrale et 𝑘𝑑est le gain de 

l’action dérivée. 

 

b. La structure série 

La structure série, figure FIG 4.3, est décrite par la formule suivante 

 𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 (1 +
𝑘𝑖
𝑠⁄ ) (1 + 𝑠𝑘𝑑)                                                                                         (4.2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 4. 2: Structure parallèle du correcteur PID 

 

 

 

 

FIG 4. 3: Structure série du correcteur PID 
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c. La structure mixte 

La fonction de transfert de la structure mixte, figure FIG 4.4, est décrite par la formule suivante 

 

 
𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 (1 +

𝑘𝑖
𝑠
+ 𝑘𝑑𝑠 )                                                                                                         (4.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque 

Dans les exemples d'applications que nous montrerons plus tard, nous avons utilisé la structure 

parallèle. 

 

Les trois termes proportionnel, intégral et dérivé possèdent des caractéristiques différentes et 

agissent de manière complémentaire. 

 

 Action proportionnelle 

La partie proportionnelle constitue la forme la plus élémentaire de rétroaction, où le signal 

de commande est simplement l’écart entre la consigne et la grandeur à commander, 

multiplié par le gain. 

 

 𝑢(𝑡) = 𝑘𝑝𝑒(𝑡)                                                                                                                          (4.4)  

 

La fonction de transfert de cette action est donnée par l’expression suivante : 

 𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝                                                                                                                                                                  (4.5)  

 

 

FIG 4. 4: Structure mixte du correcteur PID 
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Augmenter le gain du contrôleur, le temps de réponse varie peu et l’erreur statique est 

améliorée. Mais donnera naissance à des comportements oscillatoires (rendra la boucle 

instable). Une action intégrale a été incluse dans les contrôleurs pour éliminer ce décalage. 

 

 Action intégrale 

Le terme intégral génère, à partir d’un signal d’erreur de signe constant, une commande dont 

l’amplitude ne cesse de croître. Cela aura pour conséquence de supprimer tout écart permanent.  

Pour cette raison, le terme intégral est souvent interprété dans la littérature comme un 

ajustement automatique du point de fonctionnement du correcteur. Mais il engendre un effet 

déstabilisant. 

Le signal de commande est proportionnel à l’intégrale de l’erreur  

 
𝑢(𝑡) = 𝑘𝑖∫ 𝑒(𝜏)

𝑡

0

 𝑑𝜏                                                                                                               (4.6)  
 

La fonction de transfert correspondante est donnée par : 

 
𝐶(𝑠) =   

𝑘𝑖
𝑠
                                                                                                                                (4.7) 

 

Généralement, l’action intégrale est associée à l’action proportionnelle sous la forme d’un 

correcteur PI dont la fonction de transfert est donnée par : 

 
𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 (1 +

1

𝑇𝑖𝑠
)                                                                                                                (4.8) 

 

Où   𝑇𝑖 =
𝑘𝑝

𝑘𝑖
  est la constante de l’action intégrale. 

 

 Action dérivée : 

L’objectif premier de l’élément dérivé est d’accroître la stabilité en boucle fermée. L’idée du 

terme dérivé est de prédire l’erreur future afin de pouvoir la corriger directement, sans attendre 

son apparition [128]. La dérivée est souvent utilisée pour éviter les dépassements. 

 

Le signal de commande est proportionnel à la dérivée de l’erreur comme suit : 

 
𝑢(𝑡) = 𝑘𝑑

𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
                                                                                                                          (4.9) 

 

La fonction de transfert correspondante est donnée par : 

 𝐶(𝑠) = 𝑘𝑑𝑠                                                                                                                                   (4.10)    

 



CHAPITRE 4 : Commande PID d’ordre Fractionnaire  

 

81 

 

L’action dérivée est aussi associée à l’action proportionnelle sous la forme d’un correcteur PD 

dont la fonction de transfert est donnée par : 

 𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝(1 + 𝑇𝑑𝑠)                                                                                                                   (4.11)  

Où   𝑇𝑑 =
𝑘𝑑

𝑘𝑝
  est la constante de l’action dérivée. 

 

Quand les trois actions sont associées on obtient le correcteur PID donc la fonction de transfert 

est donnée par l’expression suivante : 

 
𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 +

𝑘𝑖
𝑠
+ 𝑘𝑑𝑠                                                                                                               (4.12) 

 

 

Ou bien  

 
𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 (1 +

1

𝑇𝑖𝑠
+ 𝑇𝑑𝑠)                                                                                                    (4.13) 

 

 

L’asservissement PID demeure l’un des plus répandus aujourd’hui, notamment en raison de la 

diversité des méthodes disponibles pour le réglage de ses coefficients, allant des approches 

simples aux techniques plus élaborées. 

4.4 Algorithmes d’ajustement des paramètres du Contrôleur PID  

Le réglage d’un régulateur PID consiste à ajuster de manière optimale ses trois 

paramètres (le gain proportionnel, le gain intégral et le gain dérivé) afin d’obtenir une réponse 

satisfaisante du système en termes de précision, rapidité, stabilité et robustesse. Plusieurs 

méthodes de réglage ont été développées à cet effet [129], parmi lesquelles on peut citer : 

 Méthode Ziegler–Nichols ;  

 Méthode d’Åström–Hägglund ;  

 Méthode de Chien–Hrones–Reswick ; 

 Méthode de Cohen-Coon ;  

 Méthode de Halman… 
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Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur l’étude de deux méthodes de réglage des 

régulateurs PID : la méthode de Ziegler & Nichols et celle d’Åström & Hägglund. 

4.4.1 Méthode de Ziegler &Nichols  

En 1942, Ziegler et Nichols [130] ont proposé deux approches empiriques permettant 

de déterminer rapidement les paramètres des régulateurs P, PI et PID. Ces méthodes, issues 

d’observations pratiques et de simulations, sont devenues des références classiques en 

automatisme. 

Elles se distinguent selon le domaine d’analyse : l’une s’appuie sur la réponse temporelle du 

système (méthode de la réponse indicielle), tandis que l’autre repose sur des considérations 

fréquentielles (méthode du point critique). 

a.  Méthode de la réponse indicielle  

Cette approche consiste à étudier la réponse du système à un échelon unitaire en boucle 

ouverte, c’est-à-dire sans correcteur. À partir de cette réponse, on trace la tangente au point 

d’inflexion de la courbe (voir figure FIG 4.5). Les paramètres caractéristiques à relever 

sont : 

 L : le retard apparent (intersection de la tangente avec l’axe temporel), 

 T : la constante de temps (distance entre l’origine et l’intersection de la tangente avec 

la droite horizontale correspondant à la valeur finale), 

 K : le gain statique du procédé. 

À partir de ces trois paramètres, les coefficients du régulateur (proportionnel, intégral et dérivé) 

peuvent être calculés en utilisant les formules données dans le tableau TAB 4.1, selon le type 

de régulateur désiré. 

 

 

 

 
 

FIG 4. 5: réponse indicielle d’un système en boucle ouverte 
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b.  Méthode du point critique (phénomène de pompage) 

Cette approche repose sur la détermination des caractéristiques du point critique du 

système, à savoir le gain critique Kcr et la période d’oscillation Tcr. Pour cela, on place le 

système en boucle fermée avec un contrôleur purement proportionnel, puis on augmente 

progressivement le gain jusqu’à ce que la sortie commence à osciller de façon soutenue et 

régulière. Ce phénomène est appelé pompage. 

Une fois ce point atteint, les valeurs de Kcr et Tcr permettent de calculer les paramètres du 

régulateur PID à l’aide des formules de Ziegler et Nichols, telles que présentées dans le tableau 

TAB 4.1. 

 

 

  

 

 

TAB 4. 1: Paramètres PID obtenus à partir de la première et la deuxième méthode de Ziegler & Nichols 

 Réponse indicielle 

(T, L) 

Point critique 

(Kcr ,Tcr) 

correcteur K Ti Td K Ti Td 

P T/L   0.5 Kcr   

PI 0.9 T/L 3.3 L  0.4 Kcr 0.83 Tcr  

PID 0.27 T/L 2 L 0.5 L 0.6 Kcr 0.5 Tcr 0.125 Tcr 

 

La méthode de Ziegler-Nichols (ZN) est largement répandue dans l’industrie pour le réglage 

des régulateurs PID, en raison de sa simplicité et de sa rapidité de mise en œuvre. Toutefois, 

elle présente l’inconvénient de générer un dépassement important, souvent compris entre 30 et  

 

FIG 4. 6: La sortie d’un système en boucle fermé 
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50 %, ce qui peut être inacceptable dans certaines applications sensibles. De plus, sa mise en 

œuvre nécessite une surveillance continue du système, ce qui implique un investissement en 

temps et en effort. 

Ainsi, cette méthode est généralement utilisée comme point de départ pour le réglage. Les 

valeurs obtenues doivent ensuite être affinées afin de répondre précisément aux exigences du 

cahier des charges. 

4.4.2 Méthode d’Åström & Hägglund  

La méthode du relais Proposée en 1984 par Åström et Hägglund [131], également 

connue sous le nom de méthode d'autoréglage (auto-tuning ou self-tuning) constitue une 

amélioration ingénieuse de l’approche classique de Ziegler et Nichols. Alors que cette dernière 

repose sur la détermination du point ultime via l’augmentation progressive du gain 

proportionnel jusqu’à obtenir une oscillation entretenue, Åström et Hägglund ont proposé de 

remplacer le contrôleur proportionnel par un relais pour atteindre le même objectif, mais de 

manière plus automatisée et contrôlée (figure FIG 4.7). 

 

 

 

 

Le principe consiste à fermer la boucle avec un relais, ce qui induit une oscillation périodique 

de la sortie du système autour de son point de fonctionnement figure FIG 4.8. Ce signal de test 

permet de déduire les paramètres ultimes : le gain ultime ku et la période ultime Tu, à partir des 

oscillations mesurées. Le grand avantage de cette approche est que l’amplitude des oscillations 

est limitée et peut être contrôlée à travers le réglage de l’amplitude du relais, généralement fixée 

entre 2 % et 10 % de l’effort de commande. 

Le gain ultime et la fréquence ultime sont ensuite déterminés à l’aide de la relation suivante : 

 

FIG 4. 7: Principe de la méthode du relais 
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𝑘𝑢 =

4𝐷

𝜋𝑎
 ;    𝜔𝑢 =

2𝜋

𝑇𝑢
                                                                                                         (4.14) 

 

où : 

 D est l’amplitude du relais (valeur de la commande u(t)), 

 a est l’amplitude des oscillations de la sortie y(t), 

 Tu est la période de ces oscillations.  

 

 

 

 

 

 

 

Une fois que le point ultime (fréquence et gain ultimes) a été estimé, un contrôleur PID peut 

être réglé en utilisant la seconde méthode de Ziegler Nichols (méthode du point critique). Le 

tableau TAB 4.1 fournit les paramètres de réglage pour le gain final et la période du processus. 

Cette méthode est particulièrement robuste, simple à mettre en œuvre, et ne nécessite pas 

d’augmenter le gain jusqu’à l’instabilité, contrairement à la méthode de Ziegler-Nichols. 

4.5 Le correcteur 𝑷𝑰𝝀𝑫𝝁 fractionnaire 

Dans le but d'améliorer les performances des systèmes asservis linéaires, Podlubny [6] 

a proposé une généralisation du régulateur PID classique sous la forme 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇, appelé PID 

fractionnaire, où λ et μ sont des réels strictement positifs (λ > 0, μ > 0). Contrairement au PID 

conventionnel, ce correcteur permet un réglage plus fin du comportement dynamique du 

système, grâce à la liberté offerte par les ordres non entiers de l’intégrateur et du dérivateur. 

 

FIG 4. 8: Formes des signaux (relais- processus) 
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Bien que, théoriquement, les ordres fractionnaires λ et μ puissent être des nombres complexes 

[132], nous nous limiterons dans ce travail au cas réel, qui est le plus utilisé dans les applications 

pratiques. 

La fonction de transfert d’un correcteur 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇PI est donnée par [6] : 

 
𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 +

𝑘𝑖
𝑠𝜆
+ 𝑘𝑑𝑠

𝜇                                                                                                    (4.15) 
 

Dans le plan (λ, μ), le PID classique correspond à un seul point (λ = 1, μ = 1), tandis que le 

correcteur fractionnaire couvre une infinie variété de points dans le premier quadrant de ce plan, 

comme illustré à la figure FIG 4.9. Cela permet une flexibilité accrue dans la conception des 

lois de commande [133,122].  

 

 

 

 

 

 

 

 

D’après cette figure, on peut donner les cas suivants :  

 Lorsque  𝜆 = 0 𝑒𝑡 𝜇 = 0, on a un correcteur P classique.  

 𝜆 = 1 𝑒𝑡 𝜇 = 0 : correcteur PI classique.  

 𝜆 = 0 𝑒𝑡 𝜇 = 1 : correcteur PD classique.  

 𝜆 = 1 𝑒𝑡 𝜇 = 1 : correcteur PID classique.  

 0 ⋖ 𝜆 < 1  𝑒𝑡 𝜇 = 0 : correcteur PI fractionnaire.  

 𝜆 = 0 𝑒𝑡 0 < 𝜇 < 1 : correcteur PD fractionnaire. 

 0 < 𝜆 < 1 𝑒𝑡 0 < 𝜇 < 1 : correcteur PID fractionnaire.  

 

 

FIG 4. 9: Correcteur 𝐏𝐈𝛌𝐃𝛍 et PID classique dans le plan (λ, μ). 
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D’après ces résultats, on constate que les correcteurs classiques sont des cas particuliers des 

correcteurs d’ordre fractionnaires.  

 

4.5.1 Approximation du 𝑷𝑰𝝀𝑫𝝁par une fonction rationnelle 

Le correcteur d’ordre fractionnaire 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇 présente une fonction de transfert 

irrationnelle, ce qui rend son implémentation directe difficile dans les systèmes numériques ou 

analogiques. Pour contourner cette limitation, il est nécessaire de l’approximer par une fonction 

rationnelle. 

Dans ce travail, nous avons adopté la méthode de Charef [64], déjà présentée en section 

(1.12), pour réaliser cette approximation. Cette méthode permet d’approcher les opérateurs 

fractionnaires par des fonctions rationnelles dans une plage fréquentielle limitée [𝜔𝑏, 𝜔ℎ]. 

Ainsi, pour 0<λ<1 et 0<μ<1, la fonction de transfert du correcteur fractionnaire donnée 

par l’équation (4.15) peut être approximée sous la forme suivante : 

 

 

𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 + 𝑘𝑖𝐾𝐼

∏ (1 +
𝑆
𝑍𝐼𝑖
)

𝑁𝐼−1
𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝐼𝑖
)

𝑁𝐼
𝑖=0

+ 𝑘𝑑𝐾𝐷

∏ (1 +
𝑠
𝑍𝐷𝑖
)

𝑁𝐷
𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝐷𝑖
)

𝑁𝐷
𝑖=0

                                         (4.16) 

 

 

 

Les pôles 𝑃𝐼𝑖, les zéros 𝑍𝐼𝑖, ainsi que les paramètres 𝐾𝐼 𝑒𝑡 𝑁𝐼, utilisés pour l’approximation de 

l’opérateur intégral d’ordre fractionnaire, sont déterminés selon la procédure décrite en section 

(1.12.1). 

De même, les pôles 𝑃𝐷𝑖, les zéros 𝑍𝐷𝑖, et les paramètres 𝐾𝐷 𝑒𝑡 𝑁𝐷 relatifs à l’approximation du 

dérivateur fractionnaire sont obtenus selon la section (1.12.2). 

 

Remarque : 

Dans le cas où λ > 1 et μ > 1, l’approximation nécessite d’introduire des opérateurs classiques 

combinés aux opérateurs fractionnaires. La fonction de transfert devient alors : 

 

 
𝐶(𝑠) = 𝐾𝑝 +

𝑘𝑖
𝑠
(
1

𝑠𝑚𝑖
) + 𝑘𝑑𝑠(𝑠

𝑚𝑑)                                                                                   (4.17) 
 

avec : 

1
𝑠𝑚𝑖⁄ : opérateur d’intégration d’ordre fractionnaire mi, tel que : 0<mi<1 
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𝑠𝑚𝑑: opérateur de dérivation d’ordre fractionnaire md, tel que : 0<md<1  

En utilisant la méthode de Charef, cette fonction est approximée par : 

 

 

𝐶(𝑠) = 𝐾𝑝 +
𝑘𝑖
𝑠
(𝐾𝐼

∏ (1 +
𝑆
𝑍𝐼𝑖
)

𝑁𝐼−1
𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝐼𝑖
)

𝑁𝐼
𝑖=0

)+ 𝑘𝑑𝑠 (𝐾𝐷

∏ (1 +
𝑠
𝑍𝐷𝑖
)

𝑁𝐷
𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝐷𝑖
)

𝑁𝐷
𝑖=0

)                         (4.18) 

 

 

 

 

4.5.2 Implémentation analogique du correcteur 𝑷𝑰𝝀𝑫𝝁 

La structure de 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇 est constituée d’une connections parallèle des trois actions, 

proportionnelle, intégrale et dériver, comme il est montré par la figure suivante [71] 

. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 4. 10: Structure du correcteur 𝑷𝑰𝝀𝑫𝝁 
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4.6 Exemples de simulation  

 

4.6.1 Applications sur un système de suspension active  

La majorité des machines mécaniques sont soumises à des niveaux variables de 

vibrations issues de différentes sources. Les véhicules n’échappent pas à ce phénomène et, pour 

cette raison, ils sont tous équipés d’un système de suspension. L’objectif principal d’un tel 

système est d’atténuer, voire d’éliminer les vibrations indésirables, afin de préserver le confort 

des passagers et l’intégrité du véhicule. 

De nombreuses recherches ont été menées sur les suspensions passives traditionnelles dans le 

but d’en améliorer les performances. Cependant, ces dernières années, plusieurs travaux ont 

mis en évidence que la solution la plus prometteuse pour accroître les performances des 

suspensions modernes consiste à intégrer des systèmes actifs [134-137]. 

Dans ce contexte, plusieurs études ont exploré l’utilisation du contrôle PID d’ordre 

fractionnaire pour améliorer le comportement des systèmes de suspension de quart de voiture 

[121]. Par exemple, dans [120], les auteurs ont développé un système de suspension active basé 

sur un PID classique, réglé selon la méthode de Ziegler et Nichols, afin d’obtenir de meilleures 

caractéristiques dynamiques, notamment en matière de débattement de la suspension. Dans 

[119], une approche fondée sur l’analyse fréquentielle des perturbations induites par la route a 

permis d'améliorer les performances du système, démontrant ainsi l’applicabilité du PID 

comme stratégie de commande active. 

 

Il est important de souligner que plusieurs paramètres doivent être pris en compte pour 

améliorer simultanément la tenue de route, la stabilité du véhicule et le confort des passagers. 

Parmi ces paramètres, la réduction des déplacements de la carrosserie ainsi qu’un temps de 

réponse minimal après une perturbation jouent un rôle central. 

Pour atteindre ces objectifs, des approches de commande robustes sont nécessaires, capables de 

garantir les performances souhaitées malgré les incertitudes et perturbations. 

 

Dans ce travail, nous proposons la conception d’un contrôleur PID d’ordre fractionnaire 

(PIDOF) appliqué à un modèle de suspension active de quart de voiture. Le correcteur proposé 

combine : 
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 une action dérivée d’ordre entier, 

 et un couple d’opérateurs intégral et dérivé d’ordre fractionnaire. 

Cette configuration permet de bénéficier d’une plus grande flexibilité de réglage et d’un 

meilleur compromis entre stabilité, réactivité et robustesse, ce qui en fait un choix pertinent 

pour les systèmes de suspension active modernes. 

 

 Modèle de suspension active  

Le modèle de suspension de quart de véhicule à deux degrés de liberté, représenté à la 

figure FIG 4.11, est l’un des modèles les plus utilisés dans la littérature pour l’analyse et la 

conception des systèmes de suspension active. Il se compose de deux masses distinctes : 

La masse non suspendue 𝑚𝑢𝑠, qui représente l’ensemble constitué du pneu, de la jante, 

du porte-moyeu et de la moitié des bras de suspension. La masse suspendue 𝑚𝑠, qui correspond 

à la partie du châssis supportée par la roue considérée. 

Dans ce modèle, le pneu est modélisé comme un ressort linéaire de raideur 𝐾𝑡, placé 

entre la masse non suspendue et la surface de la route. L’effet d’amortissement du pneu est 

considéré comme négligeable. 

La suspension elle-même est représentée par un système masse-ressort-amortisseur, 

constitué : d’un ressort de raideur 𝐾𝑠, d’un amortisseur linéaire de coefficient 𝐶𝑎, et d’un 

actionneur actif (hydraulique ou pneumatique), qui applique une force de commande 𝑢𝑎entre 

les masses suspendue et non suspendue. 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 4. 11: Modèle quart de véhicule de suspension active [107] 
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La figure FIG 4.11 illustre la structure en boucle fermée de ce système de suspension active de 

quart de véhicule, telle que décrite dans [119]. L’entrée principale du système est le 

déplacement vertical de la route sous le pneu, noté   𝑍𝑟𝑡. 

Les paramètres physiques associés à ce modèle, évalués par rapport à la position d'équilibre 

statique, sont présentés dans le tableau TAB 4.2, selon les données issues de la référence [119]. 

Dans ce contexte, nous formulons l’hypothèse d’un mouvement purement vertical du véhicule. 

Cette simplification permet de réduire la complexité du modèle, facilitant ainsi son analyse ainsi 

que son optimisation. 

Le comportement dynamique du système de suspension active est alors décrit par les équations 

différentielles suivantes : 

 

 𝑚𝑠𝑋̈𝑠 + 𝐾𝑠(𝑋𝑠 − 𝑋𝑢𝑠) + 𝐶𝑎(𝑋̇𝑠 − 𝑋̇𝑢𝑠) − 𝑢𝑎 = 0                                                              (4.19)   

 𝑚𝑢𝑠𝑋̈𝑢𝑠 + 𝐾𝑠(𝑋𝑢𝑠 − 𝑋𝑠) + 𝐶𝑎(𝑋̇𝑢𝑠 − 𝑋̇𝑠) + 𝐾𝑡(𝑋𝑢𝑠 − 𝑍𝑟𝑡) + 𝑢𝑎 = 0                         (4.20)  

 

TAB 4. 2: Paramètres du système de suspension d’un quart de véhicule [119] 

symbole Paramètres Valeur et unités 

ms Masse suspendue (caisse) (1/4) 250 kg 

mus Masse non suspendue (roue) 50kg 

Ks Raideur radial de la suspension 16812 N/m 

Kt Raideur radial du pneu 190000 N/m 

Ca Amortissement radial de la suspension 1000 N.sec/ m 

ua Force de contrôle active N 

Xus Déplacement de la roue  m 

Xs Déplacement de la caisse m 

Zrt Entrée route m 
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 Contrôleur d'ordre fractionnaire 

 
 Contrôleur PID standard 

Le système en boucle fermée est d’abord évalué à l’aide d’un contrôleur PID standard. 

La figure FIG 4.2 présente le schéma fonctionnel de ce contrôleur, dont les paramètres 𝑘𝑝,𝑘𝑖et 

𝑘𝑑 sont ajustés afin de satisfaire les performances dynamiques souhaitées. 

Les valeurs optimales des gains ont été déterminées par essais et erreurs, ce qui a permis de 

stabiliser le système avec les réglages suivants : 𝑘𝑝 = 3,055, 𝑘𝑖 = 0,1 et 𝑘𝑑 =3,20 

Ces valeurs assurent un fonctionnement stable du système. Les résultats de simulation 

correspondants sont illustrés dans les figures FIG 4.14 à FIG 4.19. 

 

 Contrôleur 𝑷𝑰𝝀𝑫𝑫𝝁 d’ordre fractionnaire proposé  

Dans cette section, une nouvelle configuration de commande d’ordre fractionnaire, de 

type 𝐼𝜆𝐷𝐷𝜇 , est proposée dans le but de réduire le déplacement de la carrosserie ainsi que le 

temps d’oscillation consécutif aux perturbations induites par la route. 

La forme générale d’un contrôleur PID d’ordre fractionnaire (PIDOF) réalisable est illustrée à 

la figure FIG 4.12. Les paramètres du contrôleur 𝑘𝑝,𝑘𝑖et 𝑘𝑑  sont conservés identiques à ceux 

utilisés pour le contrôleur PID classique présenté précédemment. Les nouvelles composantes 

introduites sont : λ, représentant l’ordre fractionnaire de l’effet intégral ; μ, représentant l’ordre 

fractionnaire de l’effet dérivé. 

 

  

 

 

 

 

 

 

FIG 4. 12: Contrôleur PIDOF 
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 Résultats de la simulation et discussion  

Les réponses transitoires des systèmes de suspension passive et active ont été analysées 

dans le domaine temporel. Pour ce faire, des simulations ont été réalisées sous différentes 

excitations de la route, à savoir : une entrée échelon ; une entrée sinusoïdale. 

Les résultats obtenus pour les deux types d'entrée ont été présentés et une étude du 

comportement hystérétique des systèmes a été menée.  

Les simulations montrent que l’ajout d’un contrôleur, notamment dans le cas de la 

suspension active, permet d’atteindre les performances souhaitées en termes de réduction du 

déplacement de la carrosserie et de réduction du temps de stabilisation, comparativement à la 

suspension passive. 

 Entrée de type échelon  

Le signal échelon est un signal de référence simple, caractérisé par un changement 

brusque de valeur à un instant donné. Dans cette étude, nous analysons la réponse du système 

à un échelon représentant une élévation soudaine de la route de 10 cm, c’est-à-dire une 

perturbation verticale de l’entrée 𝑍𝑟𝑡 = 10 𝑐𝑚. 

 𝑍𝑟𝑡 = {
0.1 𝑚       𝑡 ≤ 2
0 𝑚          𝑡 > 2

                                                                                                         (4.21)  

 

Le modèle mathématique du système est implémenté et simulé dans l’environnement 

MATLAB/Simulink, qui permet une modélisation graphique intuitive et efficace des systèmes 

dynamiques. La figure FIG 4.13 illustre le schéma Simulink du système de suspension active 

de quart de véhicule. 
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La dynamique du système est représentée à travers plusieurs grandeurs clés : le déplacement de 

la carrosserie, le déplacement de la roue, le débattement de la suspension, l’accélération de la 

carrosserie, le signal de commande et l’erreur de suivi, illustrées respectivement dans les figures 

FIG 4.14 à FIG 4.19. 

L’analyse des résultats montre que la réponse du système de suspension passive est 

insatisfaisante, notamment à cause de fortes oscillations et d’un dépassement important. En 

revanche, selon les figures FIG 4.14, 4.15, 4.16 et 4.19, on observe que le contrôleur PID 

d’ordre fractionnaire (PIDOF) procure les meilleures performances dynamiques pour le 

système de suspension active. Il permet une réduction significative du dépassement ainsi qu’un 

temps de stabilisation plus court, comparativement au contrôleur PID d’ordre entier (PIDOE). 

Toutefois, comme le montre la figure FIG 4.18, la suspension active exige une alimentation en 

courant relativement élevée, ce qui constitue un point à considérer dans le compromis 

performance/consommation. 

Enfin, afin de valider la précision du modèle simulé, deux critères d’évaluation sont retenus : 

– l’erreur de sortie, représentant la performance du suivi de consigne, 

–     la puissance d’entrée, liée à l’effort de commande requis par l’actionneur. 

 
𝐽𝑒 =  √∑𝑒𝑟(𝑡)2   ,     𝐽𝑢 = √∑𝑐(𝑡)2                                                                         (4.22) 

 

 

FIG 4. 13: Le modèle Simulink pour un système de suspension active de quart de véhicule 
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FIG 4. 14 : Déplacement de la caisse (châssis) dans le domaine temporel pour une entrée   Z_rt=0.1 m 

 

FIG 4. 15: Déplacement de la roue dans le domaine temporel pour une entrée Z_rt=0.1 m 
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FIG 4. 16: Débattement de la suspension dans le domaine temporel pour une entrée Z_rt=.1 m 

 

FIG 4. 17: Accélération de la carrosserie dans le domaine temporel pour une entrée Z_rt=0.1 m 



CHAPITRE 4 : Commande PID d’ordre Fractionnaire  

 

91 

 

 

FIG 4. 18: signale de contrôle PIDOF-PIDOE 

 

FIG 4. 19: Erreur PIDOF-PIDOE 
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Le tableau suivant donne les Performances des différents contrôleurs pour le système de 

suspension  étudié 

 

TAB 4. 3: Performances des différents contrôleurs pour le système de suspension 

contrôle Déplacement 

de la caisse 

Débattement de la 

suspension 

Déplacement de la 

roue 

Accélération de la 

carrosserie 

Je Ju 

Passive 0.156 0.052 0.151 22.7   

PIDOE 0.138 0.038 0.150 34.5 0.041 4.027 

PIDOF 0.132 0.031 0.150 41.5 0.037 5.555 

 

Les résultats ont montré que les paramètres du contrôleur PIDOF étaient plus performants que 

ceux du contrôleur PIDOE. 

 

 Entrée de type sinusoïdal 

Le signal sinusoïdal, utilisé pour simuler les fluctuations périodiques de la route, permet 

d’évaluer la résilience élastique du système de suspension lorsque le véhicule circule sur une 

chaussée présentant des irrégularités périodiques (comme des vagues successives). 

Le modèle Simulink correspondant à ce type d’excitation est représenté dans la figure Fig. 4.13. 

Les réponses dynamiques du système à savoir le déplacement de la carrosserie, le déplacement 

de la roue, le débattement de la suspension, l’accélération de la carrosserie, ainsi que le signal 

de commande sont illustrées respectivement dans les figures Fig. 4.20 à Fig. 4.24. 

L’analyse des résultats montre clairement que le système de suspension active surpasse le 

système passif en termes de dépassement maximal et de temps de stabilisation, que ce soit pour: 

 le déplacement et l’accélération de la carrosserie (critères liés au confort de conduite), 

 ou encore le débattement de la suspension et le mouvement de la roue (indicateurs de 

tenue de route et d’adhérence) sous l’effet d’un profil sinusoïdal de la route. 
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FIG 4. 20: Déplacement de la caisse dans le domaine temporel excité par un signale sinusoïdale Amp= 0.1 m 

 

 

FIG 4. 21: Déplacement de la roue dans le domaine temporel excité par un signale sinusoïdale Amp= 0.1 m 
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FIG 4. 22: Débattement de la suspension dans le domaine temporel excité par un signale sinusoïdale Amp= 0.1 m 

 

 

FIG 4. 23: Accélération de la caisse dans le domaine temporel excité par un signale sinusoïdale  Amp= 0.1 m 
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FIG 4. 24: signale de contrôle PIDOF-PIDOE 

 

 

 

 Synthèse 

Dans cet exemple, le déplacement minimal de la carrosserie ainsi que le temps 

d’oscillation réduit après exposition à des perturbations de la route (bosses ou creux) sont 

obtenus grâce à l’utilisation successive d’un contrôleur PID classique puis d’un contrôleur PID 

d’ordre fractionnaire. 

La nouvelle configuration de commande 𝑃𝐼𝜆𝐷𝐷𝜇 d’ordre fractionnaire combine une action 

dérivée standard avec des actions intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire respectivement 

notées λ et μ. Ces dernières sont approchées par des fonctions rationnelles à l’aide de la méthode 

de Charef. 

Les résultats de simulation montrent que le contrôleur PIDOF permet d’obtenir une réponse du 

système de suspension plus rapide, avec : un dépassement réduit, un temps de montée et un 

temps d’établissement plus court, comparé à ceux obtenus avec le contrôleur PID classique. 
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4.6.2 Applications sur un robot industriel 

Dans le domaine industriel, de nombreuses tâches complexes ou dangereuses sont 

confiées à des robots manipulateurs, afin de garantir sécurité, précision et efficacité. 

Dans cet exemple, nous étudions le cas d’un robot industriel utilisé pour le 

déchargement de blocs d’acier lourds à partir d’un four industriel à sol rotatif [138]. Ce robot 

se déplace horizontalement à l’intérieur du four pour extraire les blocs chauffés. 

L’un des défis majeurs dans cette application est d’assurer un déchargement précis, sans 

heurter les blocs avec la pince de préhension. Cela nécessite donc une commande automatique 

efficace du positionnement du robot [139]. 

Dans le système de commande classique initial, le positionnement du robot présente un 

dépassement de 11 %, ce qui augmente le risque de contact indésirable et prolonge inutilement 

la course. Il est donc impératif de réduire ce dépassement pour améliorer la sécurité et 

l’efficacité du processus. 

 Modèle du système de positionnement du robot 

Le système de positionnement du robot industriel est basé sur une commande 

électrohydraulique (voir chapitre 3), afin de pouvoir manipuler de manière fiable les blocs 

d’acier lourds et chauffés. 

La position du robot de déchargement est mesurée à l’aide d’un codeur incrémental 

linéaire, dont la sortie est convertie en millimètres. Le robot est ensuite aligné au-dessus du 

centre du bloc cylindrique à décharger. Un système de vision composé d’une caméra vidéo est 

également utilisé pour mesurer avec précision le déplacement latéral du robot. Un logiciel de 

traitement d’image dédié calcule la distance entre l’axe du robot industriel et le centre du bloc 

d’acier, exprimée en millimètres. 

Le modèle dynamique du système de positionnement a été obtenu par identification 

paramétrique, à partir d’un jeu de données expérimentales collectées en conditions réelles 

[138,140]. 

La fonction de transfert identifiée du système est donnée par : 

 
𝐻(𝑠) =

18.153

0.75 𝑠2 + 3.25 𝑠 + 1
                                                                                         (4.23) 
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L’objectif principal de ce travail est de concevoir une configuration de commande de type 

PIDOF pour assurer le positionnement automatique du robot de déchargement. Cette stratégie 

de commande vise à satisfaire un ensemble d’exigences de performance strictes, à savoir : 

Absence de dépassement dans la réponse en position, temps de stabilisation inférieur ou égal à 

3 secondes, maintien d’un rythme de déchargement de 4 pièces par minute, conformément aux 

contraintes de production industrielle. 

L’approche par commande fractionnaire permet une plus grande flexibilité de réglage, et donc 

une meilleure adaptation aux spécificités dynamiques du système électrohydraulique du robot 

manipulateur. 

 Conception du contrôleur d'ordre fractionnaire 

 La synthèse du contrôleur PID d’ordre fractionnaire (PIDOF) s’effectue en deux étapes 

principales : La conception initiale d’un contrôleur PID classique, puis l’extension de ce 

contrôleur vers une structure d’ordre fractionnaire. 

 Conception du contrôleur PID standard 

Pour stabiliser le système de positionnement du robot industriel, un régulateur PID 

classique est d’abord conçu à l’aide de la méthode du relais. Cette méthode consiste à créer une 

structure en boucle fermée, comportant : le modèle du processus à commander et un bloc relais 

avec hystérésis dans la boucle directe, et un retour unitaire (figure FIG 4.25). 

 

 

 

 

Le signal de référence est une consigne de déplacement de 1 mm, correspondant à une 

légère variation de la position de la billette. Le bloc relais, commandé par le signal d’erreur, 

bascule entre deux niveaux selon un seuil défini, noté ε, et génère une oscillation entretenue 

dans le système. 

 
{
𝑐(𝑡) = 𝑏,    𝑖𝑓   𝑒𝑟(𝑡) ≥ 𝜀

𝑐(𝑡) = −𝑏,    𝑖𝑓   𝑒𝑟(𝑡) ≤ −𝜀
                                                                                              (4.24) 

 

 

FIG 4. 25: test avec Relais 
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Le signal de sortie y(t) obtenu présente des oscillations maintenues, illustrées à la figure FIG 

4.26. Les grandeurs caractéristiques mesurées à partir de ce signal sont : 

 Amplitude maximale : 𝐴𝑚𝑎𝑥 = 1,1872 mm, 

 Amplitude minimale : 𝐴𝑚𝑖𝑛 = 0,7836 mm, 

 Période d’oscillation : 𝑇𝑢 = 0,7747 s. 

 

 

 

 

 

 

 

Ces données permettent le calcul du gain critique  𝑘𝑢 à l’aide de la relation donnée en (4.25),  

 
𝑘𝑢 =

4𝑏

𝜋
𝐴𝑚𝑎𝑥 − 𝐴𝑚𝑖𝑛

2

                                                                                                    (4.25) 
 

ce qui donne : 𝑘𝑢 = 3,1563. 

Une fois les paramètres Tu, 𝑘𝑢 déterminés, les coefficients du régulateur PID sont calculés selon 

les règles de Ziegler-Nichols, comme indiqué dans le tableau TAB.4.1. 

kp= 0.6 ku ;                     Ti= 0.5 Tu ;                     Td= 0.12 Tu 

 
𝐻𝑃𝐼𝐷(𝑠) = 𝐾𝑝 (1 +

1

𝑇𝑖𝑠
+ 𝑇𝑑𝑠)                                                                                              (4.26) 

 

 avec   𝑘𝑝 = 1.18938, 𝑇𝑖 = 0.387𝑠𝑒𝑐, 𝑇𝑑 = 0.0929 sec                                 (4.27)  

Pour tester l’efficacité de cette commande, on considère une billette déplacée de 100 mm vers 

la droite de l’axe du robot.  

 

FIG 4. 26: La réponse indicielle de la structure en boucle fermée à rétroaction contenant un relais à 

hystérésis 
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La réponse simulée de position du robot sous commande PID est présentée à la figure FIG 4.27. 

 

 

 

 

 

 

 

 

La figure FIG 4.27 illustre que la réponse indicielle obtenue présente un dépassement de 36 % 

pour le système de positionnement, ce qui reste inacceptable au regard des exigences de 

performance. 

Pour améliorer ce comportement, les paramètres du contrôleur PID ont été ajustés par la 

méthode d’essais-erreurs afin d’éliminer le dépassement. Cela a permis d’obtenir les valeurs 

suivantes :  

 𝑘𝑝 = 0.118938, 𝑇𝑖 = 3.096 𝑠, 𝑇𝑑 = 0.0929 𝑠                                                (4.28)  

 

La figure FIG 4.28 montre que ces nouveaux paramètres permettent de supprimer 

complètement le dépassement, satisfaisant ainsi le critère de dépassement nul du cahier des 

charges. 

Cependant, deux problèmes subsistent : le temps d’établissement reste supérieur à 3 secondes, 

ce qui ne respecte pas l’exigence de rapidité, ainsi que la variation du signal de commande 

dépasse la plage de courant unifiée, comme l’illustre la figure FIG 4.29. Ces constats indiquent 

qu’une action de commande supplémentaire est nécessaire, afin d’adapter le signal de 

commande à la plage autorisée et réduire le temps d’établissement conformément aux 

spécifications. 

 

FIG 4. 27: La position du robot à l'aide du contrôleur PID basé sur un 

relais 
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 Conception de commande PI-IλDμ d'ordre fractionnaire proposée  

 Dans cet exemple, une nouvelle configuration de commande PID d’ordre fractionnaire, 

notée (PI-IλDμ), est proposée dans le but de : réduire l’erreur de position, minimiser l’énergie 

de commande, maintenir des performances globales satisfaisantes pour le positionnement du 

robot industriel, même lorsque le bloc d’acier est situé à la course maximale de 175 mm. 

La forme générale réalisable de ce contrôleur PIDOF est donnée par l’équation suivante: 

 
𝐻𝐹𝑂𝑃𝐼𝐷(𝑠) =

𝑐(𝑡)

𝑒𝑟(𝑡)
=

𝑘𝑝

𝑇𝑠 + 1
(1 +

1

𝑇𝑖𝑠
+

1

𝑇𝑖𝑠
𝜆
+ 𝑇𝑑𝑠

𝜇)                                              (4.29) 
 

Où :  

𝑘𝑝, 𝑇𝑖 𝑒𝑡 𝑇𝑑 sont les mêmes paramètres que ceux du contrôleur PID précédemment ajusté sans 

dépassement (voir section précédente), λ est l’ordre fractionnaire de l’intégrale, μ est l’ordre 

fractionnaire de la dérivée. 

Pour assurer une erreur statique nulle, l’effet intégral classique 
1

𝑇𝑖𝑠
 est conservé. Les actions 

fractionnaires  
1

𝑇𝑖𝑠
𝜆 et 𝑇𝑑𝑠

𝜇 sont introduites afin : de réduire l’impact de la dérivée sur le signal 

de commande, d’améliorer la robustesse du système, et de diminuer les indicateurs de 

performance tels que le critère d’erreur quadratique 𝐽𝑒et le critère quadratique combiné  𝐽𝑒𝑢. 

Les valeurs optimales des ordres fractionnaires λ et μ sont déterminées par simulations 

numériques successives, en testant différents couples (λ, μ). Les résultats de cette phase 

d’optimisation sont récapitulés dans le tableau TAB.4.4. 

 

 Résultats de la simulation   

La structure de commande en boucle fermée PIDOF proposée est implémentée et testée 

par simulation numérique à l’aide de l’environnement MATLAB® Simulink. 

Dans ce cadre, les opérateurs intégral et dérivé d’ordre fractionnaire, de respectivement 

λ et μ, sont approximés à l’aide de la méthode de Charef, connue pour sa précision dans la 

modélisation des systèmes d’ordre non entier. 
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Pour évaluer la performance du système de commande ainsi que la fidélité du modèle 

entrée/sortie, deux critères de performance sont calculés : le critère d’erreur quadratique 𝐽𝑒, basé 

sur l’erreur de sortie entre la réponse simulée et la consigne ; le critère quadratique combiné 

𝐽𝑒𝑢, qui prend en compte à la fois l’erreur de sortie et l’énergie du signal de commande appliqué 

à l’entrée du système. 

Ces deux indicateurs permettent d’évaluer à la fois la précision du suivi de la trajectoire 

de consigne et l’efficacité énergétique du régulateur. 

 
𝐽𝑒 =  √∑𝑒𝑟(𝑡)2   ,     𝐽𝑢 = √∑𝑐(𝑡)2                                                                         (4.30) 

 

 
𝐽𝑒𝑢 = √ 𝛼∑𝑒𝑟(𝑡)2 + 𝛽∑𝑐(𝑡)2                                                                                      (4.31) 

 

 

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝛼 = 0.6  𝑒𝑡 𝛽 = 0.4. 

Le tableau TAB.4.4 présente les valeurs obtenues pour les critères de performance 𝐽𝑒et 𝐽𝑒𝑢 lors 

de l’application du contrôleur d’ordre fractionnaire proposé au modèle de robot manipulateur. 

À l’issue de la procédure de réglage du PIDOF, plusieurs combinaisons de valeurs ont été 

testées pour les deux paramètres fractionnaires λ et μ. D’après les résultats présentés, la 

meilleure performance est obtenue pour λ=0,1 et μ=0,8, valeurs pour lesquelles 𝐽𝑒=143.870, 

𝐽𝑒𝑢=114.223. 

Ces résultats indiquent une réduction significative de l’erreur de suivi et une économie 

d’énergie du signal de commande par rapport aux autres configurations. 

En appliquant ensuite la procédure d’identification décrite précédemment, le modèle de 

fonction de transfert d’ordre fractionnaire du système de positionnement, correspondant à cette 

configuration optimale (minimisant à la fois 𝐽𝑒, 𝐽𝑒𝑢), est exprimé par : 

 
𝐻𝐹𝑂𝑃𝐼𝐷(𝑠) =

𝑐(𝑡)

𝑒𝑟(𝑡)
=

𝑘𝑝

𝑇𝑠 + 1
(1 +

1

𝑇𝑖𝑠
+

1

𝑇𝑖𝑠0.1
+ 𝑇𝑑𝑠

0.8)                                         (4.32) 
 

 

Le positionnement du robot industriel, en réponse à un signal de référence de 175 mm, a été 

simulé en utilisant le contrôleur PIDOF. 
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Afin de comparer les performances entre la structure de commande PID classique (d’ordre 

entier) et la structure PID d’ordre fractionnaire, les réponses indicielles simulées pour un 

déplacement identique de la billette (175 mm) ont été superposées sur la même figure (voir 

FIG. 4.28). 

L’analyse de cette figure montre que les performances globales des deux structures sont 

comparables : erreur statique nulle, temps de stabilisation inférieur à 2,6 secondes. 

Cependant, le signal de commande correspondant, illustré dans la figure FIG. 4.29, est 

notablement réduit dans le cas du modèle d’ordre fractionnaire, ce qui traduit une meilleure 

efficacité énergétique du contrôleur PIDOF. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 4. 28: Comparaison entre la position du robot générée par la structure de contrôle PID et la structure 

de contrôle PIDOF. 

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Time (seconds)

D
is

p
la

c
e
m

e
n

t 
[m

m
]

 

 

Biellet displacement

FOPID structure position

PID structure position

 

FIG 4. 29: Comparaison entre le signal de commande du robot généré par la structure de contrôle 
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TAB 4. 4: Les valeurs du critère quadratique obtenues pour différentes valeurs des paramètres fractionnaire 

𝜆 𝜇 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

0.1 

 

𝐽𝑒=143.985 

𝐽𝑒𝑢=115.935 

143.966 

114.306 

143.941 

114.286 

143.922 

114.270 

143.908 

115.873 

143. 891 

114.244 

143.882 

114.234 

143.870 

114.223 

143.866 

761.574 

0.2 

 

144.388 

114.646 

144.369 

114.630 

144.341 

114.608 

144.321 

114.591 

144.302 

114.575 

144.287 

114.562 

144.277 

114.551 

144.266 

114.54 

144.259 

123.427 

0.3 

 

145.192 

116.863 

145.146 

115.234 

145.111 

115.207 

145.088 

115.188 

145.068 

115.170 

145.052 

115.156 

145.042 

115.146 

145.055 

116.747 

145.048 

742.611 

0.4 

 

146.130 

117.586 

146.067 

115.959 

146.027 

115.927 

146.001 

115.905 

145.978 

115.886 

145.961 

115.870 

145.952 

115.861 

145.941 

115.850 

145.972 

110.452 

0.5 

 

147.297 

116.920 

147.269 

116.897 

147.223 

116.861 

147.195 

116.838 

147.172 

116.818 

147.156 

116.804 

147.149 

116.795 

147.141 

116.787 

147.136 

111.496 

0.6 

 

148.786 

118.079 

148.755 

118.055 

148.705 

118.015 

148.677 

117.992 

148.654 

117.973 

148.641 

117.960 

148.637 

117.955 

148.634 

117.950 

148.631 

119.453 

0.7 

 

150.553 

119.453 

150.520 

119.427 

150.467 

119.385 

150.441 

119.364 

150.421 

119.346 

150.412 

119.337 

150.414 

119.336 

150.417 

119.335 

150.416 

115.315 

0.8 

 

153.106 

121.421 

153.071 

121.393 

153.018 

121.351 

152.999 

121.334 

152.986 

121.322 

152.986 

121.320 

152.998 

121.327 

153.015 

121.337 

153.018 

121.101 

0.9 

 

154.650 

122.626 

154.615 

122.599 

154.566 

122.559 

154.551 

122.546 

154.543 

122.538 

154.549 

122.540 

154.566 

122.551 

154.589 

122.566 

154.603 

128.229 

 

On observe que les valeurs du critère d'erreur quadratique ainsi que celles de l’erreur 

quadratique combinée entre les courbes de la figure FIG 4.30 sont nettement inférieures à celles 

obtenues dans le cas du modèle d’ordre entier. Cela démontre que le modèle représenté par 

l’équation (4.32) est bien plus précis que celui de l’équation (4.26). 
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Par conséquent, l’utilisation d’un contrôleur d’ordre fractionnaire pour le système de 

positionnement du bras robotique est justifiée et pertinente [22]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Synthèse 

Dans ce travail, le système de positionnement d’un robot industriel a été contrôlé à l’aide 

d’un régulateur PID d’ordre fractionnaire de type PI-Iλ Dμ., offrant une plus grande flexibilité 

dans le réglage des performances dynamiques et une amélioration notable de la précision. 

Les simulations mettent en évidence une réduction des oscillations ainsi qu’une diminution de 

l’amplitude du signal de commande. Cette limitation facilite l’implémentation sur 

microcontrôleur en réduisant les contraintes numériques et les risques de saturation. Elle 

contribue également à diminuer les efforts appliqués à l’actionneur, limitant ainsi son usure et 

améliorant la fiabilité du système. 

Ces résultats confirment l’intérêt pratique et industriel de l’approche fractionnaire pour le 

contrôle des systèmes robotiques. 

 

 

 

 

FIG 4. 30: Comparaison entre le signal d'erreur généré par la structure de contrôle 

PID et la structure de contrôle PIDOF 
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4.7 Conclusion 

Ce chapitre a été consacré à la définition et à l’étude du contrôleur PID d’ordre 

fractionnaire, désigné par 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇, ainsi qu’à la présentation des concepts fondamentaux qui le 

sous-tendent. Ce contrôleur constitue une extension du PID classique au cas fractionnaire, dans 

le but d’améliorer les performances dynamiques et robustes des systèmes asservis. 

La méthode du relais combinée à un réglage par essais et erreurs a été utilisée pour l’estimation 

des paramètres du régulateur. L’objectif principal était l’optimisation des gains 𝑘𝑝, 𝑘𝑖 , 𝑘𝑑, ainsi 

que des ordres fractionnaires 𝜆 𝑒𝑡 𝜇, par la minimisation des critères de performance 𝐽𝑒 , 𝐽𝑒𝑢. 

Les performances du contrôleur proposé ont été validées à travers deux applications 

représentatives : la commande d’un système de suspension active d’un quart de véhicule, et le 

positionnement d’un robot industriel à l’intérieur d’un four rotatif. 

Les résultats obtenus montrent que le contrôleur fractionnaire 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇 permet d’obtenir de 

meilleures performances que le contrôleur d’ordre entier, en termes de temps de réponse, de 

dépassement, et de robustesse, ce qui en justifie pleinement l’utilisation dans les systèmes de 

commande avancée. 
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CHAPITRE 5 : COMMANDE ADAPTATIVE A MODELE DE                 

REFERENCE D’ORDRE FRACTIONNAIRE 

 

 

5.1 Introduction  

Les contrôleurs à gains fixes présentent une nature statique : ils sont incapables de 

modifier leur comportement en fonction des variations du système ou des perturbations 

extérieures. Leur efficacité dépend fortement de la précision du modèle mathématique sur 

lequel ils sont conçus. Or, dans la réalité, la plupart des systèmes sont dynamiques, 

partiellement connus, et leurs paramètres peuvent évoluer au cours du temps. Par 

conséquent, ces contrôleurs peuvent devenir inadaptés et entraîner une dégradation des 

performances du système. 

Pour surmonter ces limitations, la tendance actuelle en automatique s’oriente vers des 

stratégies de commande adaptative, capables de s’ajuster automatiquement aux variations 

dynamiques du processus ou de l’environnement. Un système de commande adaptatif est 

ainsi défini comme un dispositif capable de modifier ses propres paramètres en temps réel, 

en réponse aux changements détectés dans le comportement du système à contrôler. Ce qui 

distingue fondamentalement ces contrôleurs est la présence de mécanismes d’adaptation, 

basés à la fois sur les connaissances initiales du système et sur ses mesures passées et 

présentes. 

Les algorithmes de commande adaptative peuvent être classés en deux grandes catégories 

[18] : 

 La commande adaptative indirecte, qui repose sur l’estimation en temps réel des 

paramètres du système avant le calcul des paramètres du contrôleur ; 

 La commande adaptative directe, dans laquelle les paramètres du système ne sont 

pas estimés explicitement ; seuls les paramètres du régulateur sont ajustés selon une 

structure définie à l’avance. 

Parmi les approches adaptatives directes, la Commande Adaptative à Modèle de Référence 

(CAMR) occupe une place centrale. Elle consiste à spécifier un modèle de référence 

décrivant le comportement souhaité du système, et à ajuster les paramètres du régulateur de 
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manière à suivre ce modèle. Cette méthode est largement utilisée en raison de sa simplicité 

de mise en œuvre et de ses bonnes performances dynamiques. 

Dans le présent travail, l'objectif est d'étendre le schéma classique de CAMR vers une forme 

fractionnaire, en introduisant : 

 un modèle de référence d’ordre fractionnaire ; 

 une loi d’adaptation intégrant un opérateur fractionnaire. 

L’intérêt de cette généralisation est de tirer profit des propriétés des systèmes fractionnaires, 

notamment leur mémoire à long terme et leur meilleure capacité de modélisation des 

systèmes réels. Une telle approche a déjà été explorée par Vinagre et al. [9] en 2002, qui ont 

démontré l’intérêt de l’utilisation d’intégrales d’ordre non entier dans les lois d’adaptation. 

Ce chapitre est structuré comme suit : 

 Une présentation générale de la commande adaptative, avec ses définitions, 

approches (directe et indirecte), et principes fondamentaux (section 5.3) ; 

 Un focus sur la CAMR classique avec description de sa structure, de ses lois de 

commande et de ses mécanismes d’adaptation (section 5.4) ; 

 L’introduction de la CAMR d’ordre fractionnaire (section 5.5) ; 

 La formulation d’un schéma de CAMR fractionnaire, combinant un modèle de 

référence d’ordre non entier et une loi d’adaptation intégrant une intégrale 

fractionnaire (section 5.6). 

Enfin, des simulations numériques sont proposées pour évaluer les performances des 

approches proposées : 

 d’une part, sur un bras robotique industriel opérant dans un four à sole tournante ; 

 d’autre part, sur un robot flexible à un degré de liberté. 

Le chapitre se conclut par une discussion critique des résultats obtenus, accompagnée de 

remarques sur les avantages, les limites, et les perspectives des méthodes de commande 

adaptative étudiées. 
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Nous commencerons par un aperçu historique retraçant les principales étapes du 

développement de la théorie de la commande adaptative. 

 

5.2 Historique 

Les incertitudes et les erreurs de modélisation sont des réalités incontournables dans 

la commande des systèmes dynamiques. En pratique, la dynamique d’un système n’est pas 

toujours parfaitement connue, et ses paramètres peuvent évoluer avec le temps. Ainsi, les 

systèmes de contrôle modernes doivent présenter à la fois robustesse et capacité 

d’adaptation. Selon le dictionnaire Oxford, le terme adapter signifie « rendre adapté à un 

nouvel usage ou à un nouvel objectif » ou « s'adapter à de nouvelles conditions ». Cette 

capacité d’adaptation est devenue une caractéristique fondamentale pour garantir la stabilité 

et les performances des systèmes de commande [141]. 

Dans ce contexte, un contrôleur adaptatif est conçu pour modifier son comportement en 

fonction des variations du processus contrôlé et des perturbations externes. Contrairement à 

une commande classique à boucle fermée à gain constant, qui cherche également à réduire 

les effets des perturbations, la commande adaptative se distingue par sa capacité à s’ajuster 

dynamiquement à l’évolution du système. 

Plusieurs définitions de la commande adaptative ont été proposées au fil du temps [142]. 

Lors d’un colloque en 1961, une définition pragmatique fut retenue : « un système adaptatif 

est un système physique conçu avec une logique adaptative », excluant ainsi les systèmes à 

rétroaction à gain constant.  

Selon la Fédération Internationale de l’Automatique (IFAC) [143], les premières 

applications de la commande adaptative remontent aux années 1950, notamment dans le 

secteur aéronautique militaire, où les aéronefs devaient faire face à des dommages en vol. 

Ces systèmes nécessitaient des stratégies de commande capables de gérer des variations 

lentes, mais significatives, des paramètres du système (par exemple, la variation de masse 

due à la consommation de carburant [144]). 
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Un événement marquant fut le développement, en 1951, d’un régulateur d’auto- optimisation 

pour moteur à combustion, testé avec succès en vol. Entre 1957 et 1961, les premières 

applications de la programmation dynamique introduite par Bellman [145] ont été explorées 

dans le cadre de la commande adaptative. Vers 1960, le contrôle adaptatif à modèle de 

référence (MRAC) fut introduit par Whitaker et ses collaborateurs [146], devenant une 

méthode de référence dans le domaine [147,148]. Cette approche repose sur la comparaison 

entre la sortie du système et celle d’un modèle de référence prédéfini, en ajustant les 

paramètres pour minimiser l’écart. En 1965, la théorie de Lyapunov fut intégrée à cette 

méthode afin d’analyser la stabilité du système adaptatif. 

Durant les décennies 1970–1980, les recherches ont connu un essor significatif avec 

l’introduction des régulateurs à réglage automatique, de la programmation de gain, et 

d’applications concrètes dans le contrôle des systèmes de vol. À partir des années 1980, la 

commande adaptative a été progressivement introduite dans l’industrie, notamment dans les 

systèmes de contrôle de procédés [141]. Au début des années 1990, les questions liées à la 

robustesse de ces régulateurs ont été sérieusement abordées. 

De nombreuses réalisations pratiques illustrent l’évolution de cette discipline : dans [149], 

la règle MIT a été utilisée pour commander un système boule et poutre, tandis que [150] 

décrit une application sur un UAV (quadricoptère), et [151] sur des véhicules sous-marins 

autonomes. 

Vers le contrôle adaptatif fractionnaire 

L’introduction du calcul fractionnaire dans la commande des systèmes dynamiques est un 

domaine de recherche récent et prometteur [6,152]. Le contrôle adaptatif fractionnaire, et 

plus spécifiquement le contrôle adaptatif à modèle de référence fractionnaire (CAMROF), 

est l’un des axes les plus innovants dans ce champ. Depuis plus d’une décennie, des 

tentatives ont été menées pour intégrer des modèles d’ordre fractionnaire dans la boucle de 

commande adaptative [8]. 

Les premiers résultats ont mis en évidence l’intérêt de modèles de référence d’ordre 

fractionnaire, notamment pour améliorer les performances dynamiques des systèmes 

contrôlés, grâce aux propriétés particulières des opérateurs fractionnaires [153]. 
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Aujourd’hui, le CAMROF suscite un intérêt croissant, avec des applications dans des 

domaines variés : mécanique, électricité, chimie, biologie, économie, modélisation,  

identification des systèmes, commande robuste, mécatronique, et robotique. 

Plusieurs études illustrent les capacités du CAMROF : supervision d’un réservoir conique 

[154], régulation insuline-glucose d’ordre fractionnaire [14], anesthésie médicale [15], 

contrôle latéral d’un AGV (véhicule autonome guidé) [155], contrôle de température dans 

une chaudière [17], supervision d’un système multi-sources d’énergie renouvelable [18], ou 

encore régulation de la vitesse dans les véhicules électriques [19]. 

 

Application aux systèmes robotiques  

La commande CAMROF a également été appliquée aux robots industriels, notamment aux 

manipulateurs [20–23]. Concernant les robots flexibles, plusieurs variantes ont été explorées 

[24-30]. 

La majorité de ces approches CAMROF repose sur l'utilisation d’algorithmes adaptatifs à 

base de gradient, tels que la règle MIT, adaptée au cadre fractionnaire. L’intégration 

d’opérateurs d’ordre fractionnaire dans les lois d’adaptation permet non seulement d’assurer 

la stabilité du système, mais aussi d’obtenir de meilleures performances par rapport aux 

approches classiques à ordre entier [156,157]. 

 

5.3 La commande adaptative 

Lorsqu’un ingénieur est confronté à un problème de régulation de processus, une 

question essentielle se pose : dans quelles conditions doit-on recourir à un contrôleur 

adaptatif ? En effet, la littérature rapporte de nombreux cas où une commande à gain 

constant peut offrir des performances comparables à celles d’un régulateur adaptatif. Ainsi, 

le choix d’une stratégie de commande adaptative dépend fortement du contexte du système 

à réguler. Une approche de prise de décision quant à l’usage de la commande adaptative est 

illustrée dans la figure FIG 5.1. 
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Une loi de commande adaptative est définie comme une loi dont les paramètres sont ajustés 

en temps réel à partir d’informations collectées sur le comportement du système. L’objectif 

est de garantir ou de restaurer un certain niveau de performance, même lorsque les 

paramètres du système sont inconnus ou sujets à des variations temporelles [158,159]. 

 

Selon [148], un contrôleur adaptatif est constitué d’un régulateur à paramètres ajustables, 

associé à un mécanisme d’adaptation permettant la mise à jour continue de ces paramètres. 

D’un point de vue structurel, un système de commande adaptative comprend généralement 

deux boucles fermées : La première boucle assure la régulation classique à l’aide d’un 

contrôleur connecté au processus. La seconde boucle est dédiée à l’ajustement automatique 

des paramètres, comme représenté dans le schéma de la FIG 5.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG 5. 1: Procédure de sélection du contrôleur à utiliser 

 

 

 

 

FIG 5. 2: schéma de la Commande Adaptative 
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Les principales fonctions d’un système de commande adaptative peuvent être résumées 

comme suit [158,159] : 

1. Réglage automatique du régulateur, ce qui réduit les temps d'ajustement et améliore 

les performances. 

2. Identification automatique des paramètres optimaux du contrôleur pour différents 

points de fonctionnement du procédé. 

3. Maintien des performances requises, même en présence de variations des paramètres 

du système. 

4. Possibilité d'implémentation de contrôleurs avancés, plus performants que les PID 

traditionnels, grâce à l’ajustement automatique des paramètres. 

5. Détection des changements anormaux du processus, pouvant résulter de 

perturbations structurelles ; ces anomalies sont souvent identifiables via les 

évolutions des paramètres ajustés. 

6. Intégration dans de nouveaux procédés technologiques, où l’adaptation permet 

d’assurer la robustesse et la stabilité du fonctionnement. 

 

Les lois de commande adaptative sont classées en deux grandes catégories [8] : 

 La commande adaptative directe (ou implicite), où les paramètres du contrôleur sont 

ajustés directement sur la base des erreurs et signaux mesurés. 

 La commande adaptative indirecte (ou explicite), où un modèle du système est 

identifié en ligne, et les paramètres du contrôleur sont ensuite calculés à partir de ce 

modèle. 

 

5.3.1 Commande adaptative indirecte 

Plutôt que de mesurer directement les paramètres d’un système en temps réel, une 

approche alternative consiste à les estimer dynamiquement. Cette méthode relève du 

domaine de l’identification en ligne et constitue le principe fondamental de la commande 

adaptative indirecte, également appelée commande adaptative auto-ajustable. Ce concept a 

été introduit par Kalman en 1958. 

Dans ce cadre, les paramètres estimés du système sont exploités pour déterminer les 

paramètres du régulateur à l’aide de relations algébriques établissant un lien explicite entre 

la dynamique du système et celle du contrôleur. Ce mécanisme est illustré par la figure FIG 

5.3. 
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De nombreux travaux ont été consacrés à cette approche. On peut citer les contributions 

classiques de [148,160,161], ainsi que des recherches plus récentes telles que celles de [162-

164]. 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

5.3.2 Commande adaptative directe 

Contrairement à la commande adaptative indirecte, la commande adaptative directe 

ne repose pas sur l’estimation explicite des paramètres du système. En effet, les gains du 

contrôleur sont ajustés directement à partir des données mesurées en sortie, notées y, comme 

illustré dans la figure FIG 5.4. 

L’absence d’un estimateur de paramètres rend cette approche moins exigeante en 

termes de calculs, ce qui constitue un avantage non négligeable dans les applications en 

temps réel. Grâce à sa simplicité de mise en œuvre, cette stratégie est particulièrement 

attrayante dans divers domaines. 

Parmi les nombreuses applications de la commande adaptative directe, on peut citer: 

les structures flexibles de grande taille [72], les robots manipulateurs [165,166,21], les 

systèmes de pilotage maritime [167], les moteurs à courant continu [168], les systèmes 

aéronautiques [169], les missiles [170], ainsi que les servomécanismes non linéaires 

présentant des incertitudes dépendant du temps [171,168]. 

Le schéma de principe de cette stratégie est présenté à la figure FIG 5.4 [158,172]. 

  

La méthode la plus répandue et la plus utilisée dans la catégorie des commandes 

adaptatives directes reste la Commande Adaptative à Modèle de Référence (CAMR). 

 

FIG 5. 3: Schéma de commande adaptative indirecte 
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5.4 Commande Adaptative à Modèle de Référence (CAMR)  

Grâce à sa simplicité de mise en œuvre et à son efficacité éprouvée, la Commande 

Adaptative à Modèle de Référence (CAMR) constitue l’une des approches les plus 

répandues dans le domaine de la commande adaptative. Elle repose sur l’idée de contraindre 

le système à reproduire le comportement d’un modèle de référence prédéfini, reflétant les 

performances souhaitées en boucle fermée. 

Le schéma initial de la commande CAMR a été proposé par Whitaker en 1958, dans 

le contexte de la commande des avions [173]. Cette structure de base comprend quatre 

éléments principaux : le processus à commander, un modèle de référence décrivant la 

réponse idéale, un contrôleur adaptatif, et un mécanisme d'ajustement chargé de modifier les 

paramètres du contrôleur en ligne. 

La commande CAMR consiste à ajuster directement les paramètres du régulateur à partir de 

l’erreur de suivi, définie comme la différence entre la sortie réelle du système y(t) et celle 

du modèle de référence ym(t), soit : e(t)=y(t)−ym(t). L’objectif principal est de minimiser 

cette erreur, idéalement de la rendre nulle. L'adaptation ne se déclenche que lorsque le 

système s'écarte du comportement de référence, ce qui la rend particulièrement adaptée aux 

systèmes incertains ou variables dans le temps [174]. 

Les principes fondamentaux de la CAMR peuvent être résumés comme suit [175] : 

1. Le système commandé doit suivre la trajectoire du modèle de référence. 

2. L’erreur de poursuite e(t) mesure l’écart entre la sortie du système et celle du modèle 

de référence. 

3. La commande est basée sur une loi de rétroaction (feedback). 

 

FIG 5. 4: Schéma d’une commande adaptative directe. 
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4. Le contrôleur est couplé à un mécanisme d’ajustement des paramètres. 

5. Ce mécanisme génère des estimations en temps réel des paramètres du contrôleur. 

6. La conception globale comprend la loi de commande et le mécanisme d’adaptation. 

La Figure FIG 5.5 présente la structure typique d’un système CAMR. 

Dans cette architecture, l’écart entre la sortie du processus et celle du modèle de référence 

constitue un indicateur de performance, utilisé par le mécanisme d’adaptation. Ce dernier 

tient également compte de l’entrée de commande et de la sortie du procédé pour ajuster 

dynamiquement les paramètres du contrôleur [158]. 

Enfin, la mise en œuvre du mécanisme d’ajustement des paramètres peut se faire selon deux 

approches principales : la méthode du gradient, aussi appelée règle du MIT, ou encore à 

partir de la théorie de la stabilité, notamment via l’utilisation de fonctions de Lyapunov. 

 

5.4.1 Les types des systèmes adaptatifs à modèle de référence 

 Il existe plusieurs types de systèmes adaptatifs à modèle de référence (SAMR), dont 

la classification repose principalement sur leur structure [176,177]. On distingue 

généralement trois catégories : SAMR parallèle, SAMR série, SAMR série-parallèle. La 

structure parallèle (illustrée à la Figure FIG 5.5) est la plus répandue. Elle est souvent 

nommée la méthode de l’erreur de sortie, notamment dans le cadre des approches 

d’identification adaptative [148].  

Chaque type de structure présente des caractéristiques spécifiques en termes de performance, 

de robustesse, et de complexité d’implémentation, ce qui influence le choix selon la nature 

du système à contrôler et les exigences de l’application considérée. 
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Référence 

Mécanisme 
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Paramètre de régulateur 

my 

Régulateur Processus 
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FIG 5. 5: Structure parallèle d’une commande adaptative à modèle de référence 
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5.4.2 Description d’un SAMR 

Dans ce qui suit, nous présentons une description générale d’un Système Adaptatif à 

Modèle de Référence (SAMR) telle qu’elle est donnée dans [178], et qui servira de base de 

travail tout au long de ce chapitre. Afin de pouvoir synthétiser les lois d’adaptation de 

manière rigoureuse, certaines hypothèses fondamentales sont posées : 

 Le modèle de référence doit être un système linéaire invariant dans le temps. 

 Le modèle de référence et le système ajustable possèdent les mêmes dimensions. 

 Tous les paramètres du système ajustable sont accessibles à l’adaptation (dans le 

cadre d’une adaptation paramétrique). 

 Au cours du processus d’adaptation, les paramètres du système ajustable sont 

uniquement influencés par le mécanisme d’adaptation. 

 Aucun signal externe, autre que le vecteur d’entrée, n’interagit avec le système. 

 La différence initiale entre les paramètres du modèle de référence et ceux du système 

ajustable est connue. 

 Le vecteur d’erreur de sortie est mesurable en tout temps. 

Ces hypothèses permettent de garantir la cohérence théorique du schéma adaptatif et 

facilitent l’analyse de la stabilité et de la convergence du système en boucle fermée. 

 

5.4.3 Suivi du modèle 

Le problème du suivi de modèle peut être abordé efficacement par la méthode de 

placement des pôles. L’idée centrale est de définir la performance souhaitée à l’aide d’un 

modèle mathématique de la réponse désirée, qu’il soit linéaire ou non linéaire. Ensuite, les 

paramètres du système sont ajustés afin que la sortie réelle y(t) converge vers la sortie du 

modèle de référence ym(t), pour une classe donnée de signaux d'entrée. 

 

Considérons 𝑢(𝑡) le signal de commande et 𝑦(𝑡)la sortie du système, alors le modèle du 

système peut être écrit sous la forme : 

 
𝑦(𝑡) =

𝐵

𝐴
𝑢(𝑡)                                                                                                                          (5.1) 

 

où : 

 A et B sont des Polynômes de l'opérateur différentiel p. 

 A et B sont coprimes (premiers entre eux, i.e. ils n’ont aucun facteur commun).  

 degré A ≥ degré B (système propre ou causal). 

 A est monique (i.e. son coefficient de plus haut degré est égal à 1). 
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Le modèle de référence décrivant la réponse souhaitée à une consigne 𝑢𝑐 est défini comme: 

 

 
𝑦𝑚(𝑡) =

𝐵𝑚
𝐴𝑚

𝑢𝑐(𝑡)                                                                                                               (5.2) 
 

 

Où les 𝐴𝑚  et 𝐵𝑚 sont des polynômes de l'opérateur différentiel p. 

 

Une loi de commande linéaire générale peut être exprimée sous la forme : 

 𝑅 𝑢(𝑡) = 𝑇 𝑢𝑐(𝑡) − 𝑆 𝑦(𝑡)                                                                                                   (5.3)  

avec : R(p), S(p) et T(p) des polynômes de l’opérateur p. 

Cette loi de commande représente : 

 une contre réaction (feedback) négative avec l'opérateur de transfert [− 𝑆 𝑅⁄ ]  

 une réaction directe (feedforward) avec l’opérateur de transfert[𝑇 𝑅⁄ ]. 

Elle possède ainsi deux degrés de liberté, ce qui permet une plus grande souplesse dans 

l’ajustement de la performance dynamique. 

Le schéma-bloc du système en boucle fermée correspondant est représenté dans la figure 

FIG 5.6. 

 

 

 

 

 

Le transfert de u entre l'équation (5.1) et (5.3), on obtient l'équation du système en boucle 

fermée : 

 

 (𝐴𝑅 + 𝐵𝑆)𝑦 = 𝐵𝑇𝑢𝑐                                                                                                               (5.4)  

 

Pour obtenir la réponse désirée en boucle fermée, Am divise le polynôme  𝐴𝑅 + 𝐵𝑆. 

Les zéros de processus, indiqués par B=0, seront aussi des zéros en boucle fermée. 

Régulateur 
Processus 

uc y 𝑩

𝑨
 𝑅𝑢 = 𝑇𝑢𝑐 − 𝑆𝑦 

u 

FIG 5.  6: Système en boucle fermée avec un régulateur linéaire 
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Des zéros instables ou non amortie, ne peuvent pas être simplifiés ; le polynôme B est 

factorisé comme suit : 

 

 𝐵 = 𝐵+𝐵−                                                                                                                                 (5.5)  

Dans cette équation, 𝑩+contient les facteurs qui peuvent être simplifiés, et 𝑩−contient les 

facteurs restants de B. Les zéros de 𝑩+doivent être stables et bien amortie. Pour que la 

factorisation soit unique, on suppose que  𝑩+ est monique. 

Il suit à partir de l'équation (5.4) que le polynôme caractéristique de système en boucle 

fermée est (𝑨𝑹 + 𝑩𝑺) . Ce polynôme doit avoir  𝑨𝒎. 𝑩
+, comme facteur et sera 

généralement d'un ordre plus supérieur que 𝑨𝒎. 𝑩
+, Le facteur restant peut être interprété 

comme un observateur dynamique. Il y a ainsi trois types de facteurs du polynôme 

caractéristique : zéros du processus simplifiés donnés par 𝑩+, les pôles des modèles désirés 

sont donnés par 𝑨𝒎 , et les pôles d'observateur qui sont donnés par l'observateur 𝑨𝟎. Alors : 

 

 𝐴𝑅 + 𝐵𝑆 = 𝐵+𝐴0𝐴𝑚                                                                                                             (5.6)  

Cette équation est appelée l’équation de diophantine (ou identité Bezout). 

Il suit à partir de cette équation que 𝑩+divise R, alors : 

 𝑅 = 𝐵+𝑅1                                                                                                                                  (5.7)  

La division de l'équation (5.6) par 𝑩+donne : 

 𝐴𝑅1 + 𝐵
−𝑆 = 𝐴0𝐴𝑚                                                                                                            (5.8)  

La relation donnée par l'équation (5.4) entre le signal de commande 𝒖𝒄et la sortie du 

processus y devrait être égale à la réponse en boucle fermée désirée donnée par l'équation 

(5.2). Les spécifications doivent être telles que 𝑩−divise 𝑩𝒎, Par conséquent : 

 

𝐵𝑚 = 𝐵
−𝐵𝑚

′                                𝑇 = 𝐴0𝐵𝑚
′                                                                                   (5.9) 

Pour accomplir la solution du problème nous devons donner une condition pour garantir 

l’existence des solutions de l'équation (5.8) qui donnent un modèle en temps continu 

appropriée aux lois de commande [176], [179]: 
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 𝐷𝑒𝑔𝐴0 ≥ 2𝑑𝑒𝑔𝐴 −  𝑑𝑒𝑔𝐴𝑚 −  𝑑𝑒𝑔𝐵
+ + 1                                                           (5.10)  

 

 𝑑𝑒𝑔𝐴𝑚  −  𝑑𝑒𝑔𝐵𝑚 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐴 −  𝑑𝑒𝑔𝐵                                                                   (5.11)  

La procédure de conception obtenue appelée aussi placement de pôles de degré minimal 

peut être résumée dans l’algorithme suivant :  

 

Algorithme : Placement de pôles de degré minimal 

       Données : Polynômes A, B 

Spécification : Polynômes 𝐴𝑚, 𝐵𝑚 𝑒𝑡 𝐴0 

Conditions de comptabilité : 

𝑑𝑒𝑔 𝐴𝑚 = 𝑑𝑒𝑔 𝐴 

𝑑𝑒𝑔 𝐵𝑚 = 𝑑𝑒𝑔 𝐵 

𝑑𝑒𝑔 𝐴0 = 𝑑𝑒𝑔 𝐴 − 𝑑𝑒𝑔𝐵
+ − 1 

𝐵𝑚 = 𝐵
−𝐵𝑚

′  

Etape 1 : Factoriser B tel que  𝐵 = 𝐵+𝐵−, 𝑜ù  𝐵+ est monique 

Etape 2 : trouver une solution 𝑅′ et S avec 𝑑𝑒𝑔 𝑆 < 𝑑𝑒𝑔  𝐴 à partir de 

𝐴𝑅′ + 𝐵−𝑆 = 𝐴0𝐴𝑚 

Etape 3 : A partir de 𝑅 = 𝑅′𝐵+ 𝑒𝑡 𝑇 = 𝐴0𝐵𝑚
′  , calculer le signal de commande en utilisant 

la loi de commande       𝑅𝑢 = 𝑇𝑢𝑐 − 𝑆𝑦 

 

5.4.4 La Règle MIT 

La méthode du gradient ou la règle MIT a été développée dans le Massachusetts 

Institute of Technology (M.I.T) (Maintenant Laboratoire de Draper) [72] ; elle est utilisée 

pour appliquer l'approche CAMR à un système pratique. 

Pour appliquer la loi MIT, on considère un système en boucle fermée dans lequel le 

régulateur possède un vecteur des paramètres ajustables 𝜃(connu sous le nom du paramètre 

de commande), et la réponse désirée en boucle fermée est spécifiée par la sortie de modèle 

de référence 𝑦𝑚. 
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Généralement pour appliquer la méthode du gradient (règle MIT), il faut le mettre sous forme 

d'un problème d'optimisation où les variables de décision sont les paramètres du régulateur. 

L'ajustement des paramètres du régulateur se fait d'une manière à minimiser une fonction de 

coût(ou fonction de perte) 𝐽 définie par: 

 
𝐽(𝜃) =

1

2
𝑒2                                                                                                                          (5.12) 

 

Soit e l'erreur entre la sortie y de la boucle fermée et celle du modèle de référence  𝒚𝒎 

Ainsi, les paramètres sont modifiés dans le sens du gradient négatif de J, donc : 

 

 𝑑𝜃

𝑑𝑡
= −𝛾

𝛿𝐽

𝛿𝜃
= − 𝛾𝑒

𝛿𝑒

𝛿𝜃
                                                                                           (5.13) 

 

 

L’équation (5.13) est la fameuse loi de MIT. Le terme dérivé partielle  
𝛿𝑒

𝛿𝜃
, est appelée la 

dérivée de la sensibilité du système. Cela montre comment l'erreur est dépendante du 

paramètre ajustable θ. En supposant que la variation des paramètres est plus lente que celle 

des autres variables du système, la dérivée 
𝛿𝑒

𝛿𝜃
 peut être évaluée en considérant que θ est 

constant, voir figure FIG. 5.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il existe plusieurs alternatives pour choisir la fonction de coût 𝐽 donnée par l’équation (5.12). 

De même dθ/dt peut aussi avoir différentes relations pour différentes applications. 

 

Si on choisit: 

 𝐽(𝜃) = |𝑒|                                                                                                                              (5.14)  

 

𝜽 

𝒚𝒎 

+ 

𝒚 

- 

𝚺 𝚷 

Processus 

cu u 
G 𝚷 

−
𝜸

𝒔
 

mG 

Modèle 

𝒆 

FIG 5.  1: Algorithme classique d’Adaptation 
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La méthode du gradient donne, 

 𝑑𝜃

𝑑𝑡
= −𝛾

𝛿𝑒

𝛿𝜃
 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒)                                                                                                    (5.15) 

 

 

Le premier SAMR qui fût implémenté était basé sur cette formule.  

Cependant il existe beaucoup d’autres possibilités, par exemple : 

 

 𝑑𝜃

𝑑𝑡
= −𝛾 𝑠𝑖𝑔𝑛 (

𝛿𝑒

𝛿𝜃
)  𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒)                                                                                             (5.16) 

 

 

Qui est appelée l’algorithme du sign-sign. Une version discrète de cet algorithme est utilisée 

en télécommunications, dans laquelle une implémentation simple et des calculs rapides sont 

requis. 

 

où: 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒) = {

1         𝑝𝑜𝑢𝑟     𝑒 >  0
0         𝑝𝑜𝑢𝑟      𝑒 =  0
−1      𝑝𝑜𝑢𝑟      𝑒 <  0

         et 𝛾: le gain d’adaptation 

 

On peut décrire le problème de la commande à modèle de référence comme suit : Soit 

𝑮𝒎(𝒔)la fonction de transfert du modèle de référence spécifiant les performances désirées. 

Soit 𝑮𝑩𝑭(𝒔, 𝜽) la fonction de transfert du processus en boucle fermée où θ est le vecteur des 

paramètres ajustables. uc est le signal de référence. 

L’objectif de système de commande est d’ajuster les paramètres du régulateur tel que l’erreur 

e(t) tende vers zéro et que : 

𝑒(𝑡) = (𝐺𝐵𝐹(𝑠, 𝜃)   −    𝐺𝑚(𝑠))𝑢𝑐(𝑡) 

La loi de M.I.T. donnée par  

 𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝛾𝜑𝑒                                                                                                                             (5.17) 

 

Tel que 𝜑 = −
𝛿𝑒

𝛿𝜃
 

Remarques 

 - Le but des SAMR est de faire converger l’erreur 𝑒 = 𝑦 − 𝑦𝑚 vers zéro. Cela n’implique 

pas nécessairement que les paramètres du régulateur convergent vers leurs valeurs correctes. 

-Le choix du gain d’adaptation est crucial et dépend des niveaux des signaux.  
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L’algorithme normalisé : 

 

 𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝛾

𝜑𝑒

𝛼 + 𝜑𝑇𝜑
                                                                                                               (5.18) 

 

 

est moins sensible aux niveaux des signaux. 

 

- Le système obtenu avec la loi de M.I.T fonctionne pour de petits gains d’adaptation, des 

comportements plus complexes peuvent apparaitre pour de grands gains d’adaptation. 

 

5.4.5 Réalisation du Régulateur du CAMR 

La méthode de conception du régulateur peut être résumée comme suit : 

        1. Trouver une structure du régulateur qui permet une poursuite parfaite de la sortie. 

        2. Calculer l'erreur de modèle. 

        3. Utiliser la loi d'ajustement des paramètres (5.17) ou la loi normalisée (5.18). 

 

 

 Structure du Régulateur 

On suppose que le processus est décrit par le modèle continu suivant : 

 𝐴𝑦(𝑡) = 𝑏0𝐵𝑢(𝑡)                                                                                                         (5.19)  

où les polynômes A et B sont supposés qu’ils n’ont pas de facteurs communs, le polynôme 

B est monique et a tous ses zéros dans le demi-plan gauche. La variable 𝑏0 est dite gain 

instantané ou gain à hautes fréquences [53]. 

Le régulateur peut être écrit sous la forme suivante : 

𝑅𝑢(𝑡) = 𝑇𝑢𝑐(𝑡) − 𝑆𝑦(𝑡) 

 

Puisque le polynôme B est stable, les pôles correspondants peuvent être compensés par le 

régulateur. Cela correspond à  𝑅 = 𝑅1𝐵. 

Le système en boucle fermée est obtenu quand le régulateur est appliqué au processus (5.19): 
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 (𝐴𝑅1 + 𝑏0𝑆)𝑦 = 𝑏0𝑇𝑢𝑐                                                                                           (5.20)  

Si le polynôme T est choisi tel que   𝑇 = 𝑡0𝐴0, 𝑜𝑢  𝐴0 est un polynôme monique et stable, 

𝑅1 𝑒𝑡 𝑆 satisfont : 

 𝐴𝑅1 + 𝑏0𝑆 = 𝐴0𝐴𝑚                                                                                                  (5.21)  

Il est possible de réaliser une poursuite de modèle tel que : 

 𝐴𝑚𝑦𝑚(𝑡) = 𝑏0𝑡0𝑢𝑐(𝑡)                                                                                               (5.22)  

 L'erreur de modèle 

A partir des équations (5.19) et (5.20) on obtient [72] : 

 𝐴0𝐴𝑚𝑦 = 𝐴𝑅1𝑦 + 𝑏0𝑆𝑦 = 𝑅1𝑏0𝐵𝑢 + 𝑏0𝑆𝑦                                                           (5.23)  

Introduisons l’erreur 𝑒 = 𝑦 − 𝑦𝑚 dans les équations (5.22) et (5.23) : 

𝐴0𝐴𝑚𝑒 = 𝐴0𝐴𝑚(𝑦 − 𝑦𝑚) = 𝑏0(𝑅𝑢 + 𝑆𝑦 − 𝑇𝑢𝑐) 

Donc : 

 
𝑒 =

𝑏0
𝐴0𝐴𝑚

(𝑅𝑢 + 𝑆𝑦 − 𝑇𝑢𝑐)                                                                                         (5.24) 
 

 

Soient k, l et m les degrés des polynômes R, S et T respectivement. Introduisons le vecteur 

des paramètres du régulateur : 

 

 𝜃0 = (𝑟1…𝑟𝑘 𝑠0…𝑠𝑙 𝑡0…𝑡𝑚)                                                                                      (5.25)  

et on définit le vecteur de régression (ou de mesures) φ contenant les signaux d'entrée 

(commande) u et de sortie y et le signal de référence uc : 

 𝜑𝑇 = [
𝛿𝑒

𝛿𝑟1

𝛿𝑒

𝛿𝑟2
…
𝛿𝑒

𝛿𝑟𝑘
    
𝛿𝑒

𝛿𝑠0

𝛿𝑒

𝛿𝑠1
…
𝛿𝑒

𝛿𝑠𝑙
   
𝛿𝑒

𝛿𝑡0

𝛿𝑒

𝛿𝑡1
…
𝛿𝑒

𝛿𝑡𝑚
]                   

=
𝑏0

𝐴0𝐴𝑚
[𝑠𝑘−1𝑢…𝑢   𝑠𝑙𝑦…𝑦 − 𝑠𝑚𝑢𝑐…−𝑢𝑐]                                                  (5.26) 

 

L’erreur est donnée comme suit : 
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 𝑒 = 𝜑𝑇𝜃0                                                                                                                             (5.27)  

Les polynômes R, S et T : 

 

{

𝑅(𝑠) = 𝑟1𝑠
𝑘−1 + 𝑟2𝑠

𝑘−2 +⋯+ 𝑟𝑘
𝑆(𝑠) = 𝑠0𝑠

𝑙 + 𝑠1𝑠
𝑙−1 + 𝑠2𝑠

𝑙−2 +⋯+ 𝑠𝑙
𝑇(𝑠) = 𝑡0𝑠

𝑚 + 𝑡1𝑠
𝑚−1 + 𝑡2𝑠

𝑚−2 +⋯+ 𝑡𝑚

                                                             (5.28) 

 

 

 

Avec les deux conditions suivantes : 

 
{
𝑑𝑒𝑔𝐴𝑚 − 𝑑𝑒𝑔𝐵𝑚 ≥ 𝑑𝑒𝑔𝐴 − 𝑑𝑒𝑔𝐵              

𝑑𝑒𝑔𝐴0 ≥ 2𝑑𝑒𝑔𝐴 − 𝑑𝑒𝑔𝐴𝑚 − 𝑑𝑒𝑔𝐵
+ − 1   

                                                                (5.29) 
 

 

Ces deux conditions sont toujours vérifiées, même dans le cas où 𝐴0 = 1 (l’observateur est 

négligé), car on utilise un modèle tel que 𝑑𝑒𝑔𝐴𝑚 > 𝑑𝑒𝑔𝐴 . 

 

{

𝑘 = 𝑑𝑒𝑔𝑅 = 𝑑𝑒𝑔𝑅1 + 𝑑𝑒𝑔𝐵 = 𝑑𝑒𝑔𝐴𝑚 + 𝑑𝑒𝑔𝐵 − 𝑑𝑒𝑔𝐴 
𝑙 = 𝑑𝑒𝑔𝑆 ≤ 𝑑𝑒𝑔𝑅                                                                     
𝑚 = 𝑑𝑒𝑔𝑇 = 𝑑𝑒𝑔𝐵𝑚                                                                                          

                                      (5.30) 
 

 

Généralement on prend 𝑑𝑒𝑔𝑆 = 𝑑𝑒𝑔𝑅 − 1   pour que le filtre S/R soit causal. 

 

5.4.6 Commande CAMR du système de positionnement horizontal de la machine de               

déchargement du four rotatif 

 

 Énoncé du problème 

 La plupart des contrôleurs de rétroaction conventionnels deviennent 

inefficaces dans les environnements industriels difficiles comme dans l'industrie 

sidérurgique, en raison des incertitudes dans le modèle du système, ou de la variation de la 

dynamique du processus due aux actionneurs non linéaires, des changements dans le 

caractère des perturbations. 

Cette section propose une conception de contrôle adaptatif basée sur la stratégie de contrôle 

adaptatif a modèle de référence (CAMR) afin de faire face à un contrôle de positionnement 
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horizontal incertain d'une machine de déchargement dans un four à sole tournante pour une 

opération de laminage à chaud. 

Le schéma du bras de robot industriel chargeant des blocs d'acier ronds depuis l'intérieur 

d'un four à sole tournante, est représenté sur la figure FIG.3.4 (chapitre 3).  

Le système de contrôle habituel pour le positionnement horizontal des billettes utilise un 

contrôleur PI pour le mouvement du bras de déchargement. Ses performances sont un 

dépassement de 11 %, un temps de stabilisation de 3 secondes et une erreur statique nulle 

[82] (voir figure FIG. 5.8). 

 

Fig 5. 8: Données expérimentales du système de positionnement 

  

 Mise en œuvre de la commande et résultats de simulations 

L'objectif de cette section est d'améliorer le taux de déchargement du four, ce qui signifie 

diminuer le temps de stabilisation actuel, en concevant un contrôleur CAMR. 

Le modèle du processus est donné comme suit : 
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La machine de déchargement a pour entrée le déplacement de la billette 𝑥𝑣par rapport à l'axe 

du rail donné par un système de détection de billette (voir chapitre 3), et pour sortie la 

position du bras de déchargement 𝑥𝑝. 

Le système est décrit par la fonction de transfert suivante (équation (3. 39)), 

𝑥𝑝 =
𝑘𝜔2

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑠 + 𝜔2
𝑥𝑣 

En remplaçant les paramètres par les valeurs des fiches techniques et en considérant la valeur 

approximative de la masse (équations, 3.40-3.43), la fonction de transfert du bras de 

déchargement devient : 

 
G =

8.439  106

s2 + 0.0004839 s + 6.354  105
                                                                             (5.31) 

 

 

La réponse indicielle et la réponse en fréquence du système en boucle ouverte sont présentées 

respectivement dans les Figures FIG. 5.9 et FIG. 5.10. 
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FIG 5.  9: Déplacement du bras de déchargement en boucle ouverte 
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Ils montrent un comportement mal amorti et une vitesse de convergence lente. 

Dans le cas de notre étude, nous devons faire certaines hypothèses sur le système et le modèle 

de référence, 

• Le signe de 𝑘𝑝 est connu. 

• Les degrés relatifs du système contrôlé et du modèle de référence sont égaux, et l'ordre le 

plus élevé du modèle de référence n'est pas supérieur à celui du système contrôlé. 

• D(s), N(s), Dm(s), Nm(s) sont des polynômes moniques. 

• G(s) est un système à phases minimales, donc N(s) est Hurwitz. 

• La fonction de transfert Gm(s) est un réel strictement positif.  

Dans cette expérience de simulation, nous appliquons la loi de commande CAMR (5.1) et 

(5.2) au système robotique (5.31) en utilisant le modèle de référence d'ordre entier (5.32). 

 
𝐺𝑚 =

100

s2 + 19s + 100
                                                                                                       (5.32) 

 

 

La structure du régulateur satisfaisant les équations (5.28), (5.29) et (5.30) est la suivante : 
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FIG 5.  11 : Diagramme de Bode en boucle ouverte pour le bras de déchargement 
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𝐴0 = 1   , deg 𝐴0 =0 

𝑘 = 𝑑𝑒𝑔𝑅 =   1       

𝑙 = deg 𝑆 =1 

𝑚 = deg 𝑇 =1 

Les transferts sont discrétisés avec une période d'échantillonnage Δ=0.05s. La période 

d'échantillonnage Δ a été choisie conformément au théorème de Shannon, de manière à ce 

que toutes les informations utiles soient enregistrées dans les signaux discrétisés. 

On obtient les réponses données dans les figures (FIG. 5.11, FIG. 5.12), avec 𝛾 = 0.1  . 

La figure FIG. 5.11 montre les réponses obtenues pour le cas du modèle d'ordre entier dans 

le cas idéal tandis que la figure FIG. 5.12 illustre les réponses en présence d'un bruit aléatoire 

à la sortie d'amplitude de 5 % du signal de référence.  

Bien que le temps de réponse reste inchangé, nous avons réussi à stabiliser le système en 

boucle fermée, tout en assurant une bonne précision de la sortie. 
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FIG 5.  11:  Sortie du processus avec modèle d'ordre entier sans perturbations, paramètres θ, signal de commande, 

signal d'erreur 
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5.4.7 Synthèse  

            Cette section présente les concepts de base sur la technique de contrôle adaptatif qui 

sont pertinents pour notre travail de recherche. Nous présentons la commande adaptative à 

modèle de référence avec ces lois de commande et sa structure de régulation. 

Ce schéma de commande est appliqué à un robot manipulateur, bras de déchargement. Il 

montre que le modèle de référence d'ordre entier peut améliorer les performances du 

système. 

En allant plus loin, notre objectif est d'introduire un modèle d'ordre fractionnaire dans le 

schéma de contrôle CAMR. 
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FIG 5.  12: Sortie du procédé avec modèle d'ordre entier avec bruit aléatoire de 5 % d'amplitude du signal de référence, 

paramètres θ, signal de commande, signal d'erreur. 
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5.5 Commande CAMR d’ordre fractionnaire 

Le but de cette section est de montrer que l’utilisation d’un système d’ordre 

fractionnaire comme modèle de référence dans l’algorithme de commande adaptative 

CAMR, permet d’améliorer la dynamique de la réponse du processus commandé. Ce résultat 

est d’ailleurs devenu classique, et a été prouvé par plusieurs études depuis le début des 

années 1990 [8].  

Un exemple de simulation est présenté pour illustrer l’efficacité de cette nouvelle stratégie 

de commande. 

 

5.5.1 Stratégie de commande 

Nous nous intéressons ici à la commande adaptative à modèle de référence d’ordre 

fractionnaire (CAMROF) et notamment à l’approche utilisant la loi de M.I.T. que nous avons 

présenté dans la section 5.4.4. 

La structure du régulateur et la loi de commande reste donc inchangées et l’on se borne à 

utiliser une approximation d’ordre entier de la fonction de transfert du modèle d’ordre 

fractionnaire. 

En effet soit G(s) la fonction de transfert du système à commander,  

𝐺(𝑠) =
𝐵(𝑠)

𝐴(𝑠)
 

et soit 𝐺𝑚𝑓(𝑠) la fonction de transfert du modèle d’ordre fractionnaire choisi avec : 

𝐺𝑚𝑓(𝑠) =
𝐵𝑚(𝑠)

𝐴𝑚(𝑠)
 

et 𝐺𝑚𝑓
𝑒 (𝑠) l’approximation d’ordre entier obtenu par la méthode de la fonction des 

singularités (Voir section 1.11.1) telle que 

𝐺𝑚𝑓
𝑒 (𝑠) =

𝐵𝑚
′ (𝑠)

𝐴𝑚′ (𝑠)
 

Nous utiliserons le polynôme caractéristique approximé 𝐴𝑚
′ (𝑠) au lieu de 𝐴𝑚(𝑠) dans 

l’équation (5.8). 
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𝐴𝑅1 + 𝐵
−𝑆 = 𝐴0𝐴𝑚

′  

En appliquant à y(t) on obtient : 

𝐴0𝐴𝑚
′ 𝑦(𝑡) = 𝑅1𝐴 𝑦(𝑡) + 𝐵

−𝑆 𝑦(𝑡) = 𝑅1𝐵 𝑢(𝑡) + 𝐵
−𝑆 𝑦(𝑡) 

Or, on a d’après l’équation (5.5) : 

𝑅1𝐵 = 𝑅1𝐵
+𝐵− 

et d’après l’équation (5.7) : 

𝑅 = 𝐵+𝑅1 

On obtient : 

𝐴0𝐴𝑚
′ 𝑦(𝑡) = 𝐵−(𝑅 𝑢(𝑡) +  𝑆 𝑦(𝑡))                                    

de plus, si le système est à phase minimale, 𝐵− = 𝑏0 qui est une constante. On trouve : 

 𝐴0𝐴𝑚
′ 𝑦(𝑡) = 𝑏0(𝑅𝑢(𝑡) + 𝑆𝑦(𝑡))                                                                                          (5.33)  

 

On obtient d’après la loi de M.I.T. de l’équation (5.17). 

𝜃 = −
𝛾

𝑠
𝑦𝑚(𝑦 − 𝑦𝑚) = −

𝛾

𝑠
𝑦𝑚𝑒 

Donc 

 𝑑𝜃

𝑑𝑡
= −𝛾𝑦𝑚(𝑡)𝑒(𝑡)                                                                                                                   (5.34) 

 

Et  

 
θ(t) = −γ∫ ym(t)e(t)dt 

t

0

                                                                                                      (5.35) 
 

 

Et on utilise la loi de commande normalisée de l’équation (5.18) 

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝛾

𝜑𝑒

𝛼 + 𝜑𝑡𝜑
 

Où d’après les équations (5.25), (5.26) et (5.27) : 

𝜃0 = (𝑟1… . 𝑟𝑘 𝑠0… . 𝑠𝑙𝑡0… 𝑡𝑚) 

Le vecteur de régression 𝜑 : 
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𝜑𝑡 =
𝑏0

𝐴0𝐴𝑚
(𝑝𝑘−1𝑢…𝑢 𝑝𝑙𝑦…𝑦 − 𝑝𝑚𝑢𝑟 …− 𝑢𝑟) 

Et l’erreur,  𝑒 = 𝜑𝑡𝜃0 

La loi de commande est calculée en utilisant cette relation, 𝑢 = 𝜑𝑡𝜃 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.5.2 Commande CAMROF du système de positionnement horizontal de la machine 

de déchargement du four rotatif 

Dans cette étude, l'objectif principal est de concevoir un schéma de contrôle adaptatif 

d'ordre fractionnaire (CAMROF) capable de stabiliser une classe de systèmes linéaires 

décrits par l'équation (5.31) et de la forcer à se comporter comme le modèle de référence 

(5.36).  

 𝐺𝑚𝑓 =
100

(s2+19s+100)0.6
                                                                                                     (5.36)   

 

Nous obtenons le modèle approximé en utilisant la méthode de la fonction de singularité, 

 

 

𝐺𝑚𝑓
𝑒 =

3.162 1016s4 + 5.961 1020s3 +  6.017  1023s2

+3.758  1025 s +  3.162  1026

1 1011s6  +  1.884  1016s5  +  1.894  1020s4 +  1.0961023s3

+ 5.236 1024s2 +  7.192  1025 s + 3.162  1026

                   (5.37) 
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FIG 5.  11: CAMR directe à modèle d’ordre fractionnaire 
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La structure du régulateur est la suivante : 

𝐴0 =     1    , deg 𝐴0 =0 

𝑘 = 𝑑𝑒𝑔𝑅 =  5        

𝑙 = deg 𝑆 =4 

𝑚 = deg 𝑇 =5 

 

Les transferts sont discrétisés avec une période d'échantillonnage Δ = 0.05 s. 

On obtient les réponses données dans les figures (FIG 5.14, FIG 5.15), avec 𝛾 = 0.01  . 

La figure FIG 5.14 montre les réponses obtenues dans le cas idéal tandis que la figure FIG 

5.15 illustre les réponses en présence d'un bruit aléatoire à la sortie d'amplitude de 5 % du 

signal de référence. 
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FIG 5.  14: Sortie du processus avec modèle d'ordre fractionnaire sans perturbations, paramètres θ, signal de 

commande, signal d'erreur 
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Pour le cas du modèle d'ordre fractionnaire, les résultats montrent une nette amélioration de 

la dynamique du système en boucle fermée, avec un faible gain d'adaptation (un rapport de 

l'ordre de 1/10 avec celui du cas classique), et un temps de réponse égal à 1 s. 
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FIG 5.  15: Sortie du processus avec modèle d'ordre fractionnaire avec bruit aléatoire de 5 % d'amplitude du signal 

de référence, paramètres θ, signal de commande, signal d'erreur 
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5.5.3 Commande CAMROF du bras flexible à un degré de liberté 

Le robot flexible à un degré de liberté, actionné par un moteur à courant continu, 

présente une dynamique fortement couplée entre le mouvement rigide induit par le moteur 

et les vibrations engendrées par la flexibilité du bras. Ce couplage rend le contrôle du 

système particulièrement complexe, notamment en présence de perturbations ou de 

variations paramétriques (variations de la masse en extrémité).  

Afin de surmonter cette difficulté, une architecture de commande hiérarchisée à boucles 

imbriquées a été mise en œuvre. La boucle interne, dédiée au contrôle du moteur, assure une 

régulation rapide et précise de la position, tandis que la boucle externe est conçue pour piloter 

la position du bras flexible en tenant compte de la dynamique globale du système. Cette 

boucle externe repose sur une commande adaptative par modèle de référence (CAMR), 

permettant de compenser en temps réel les incertitudes et de garantir le suivi d’un 

comportement de référence souhaité. 

Cette structure de commande permet ainsi de découpler efficacement les sous-systèmes et 

d'améliorer significativement les performances du système en boucle fermée. 

 

 Conception du contrôleur  

Le système de commande est composé de deux boucles imbriquées : une boucle interne pour 

la position du moteur, et une boucle externe pour la position de l’extrémité (tip). 

On commence par fermer la boucle interne relative à la position du moteur, après avoir 

compensé les effets de frottement et de couplage entre la position du moteur et celle de 

l’extrémité. 

Ensuite, on ferme la boucle externe dédiée à la commande de la position de l’extrémité [99]. 

Le signal de commande généré par la boucle externe constitue alors la référence de position 

du moteur pour la boucle interne.  

Le schéma général du système de commande est présenté à la figure FIG 5.16 
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 Boucle de commande de la position du moteur (boucle interne) 

Cette boucle vise à atteindre deux objectifs principaux : 

 Éliminer les erreurs de modélisation ainsi que les non-linéarités introduites par le 

frottement de Coulomb. 

 Accélérer la réponse de la position du moteur par rapport à celle de la position de 

l’extrémité (boucle externe représentée à la figure FIG 5. 17), de manière à pouvoir 

approximer sa fonction de transfert à l’unité. 

Afin de simplifier la conception de cette boucle interne, le système décrit par l’équation 

(3.49) peut être linéarisé en compensant le frottement de Coulomb ainsi que le couple de 

couplage. 

Étant donné que le bras est presque sans masse, le couple de couplage peut être approximé 

par : 

 𝐶𝑡(𝑡) = 𝑐(𝛽𝑚(𝑡) − 𝛽𝑡(𝑡))                                                                                                  (5.38)   

Et le frottement de Coulomb s’écrit : 

 𝐶𝑓(𝑡) = 𝑓. 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛽̇𝑚)                                                                                                             (5.39)   

où 𝑓 désigne le coefficient de frottement de Coulomb. 

FIG 5. 16: schéma général de contrôle 
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Ces deux termes peuvent être supprimés de l’équation différentielle du système en les 

intégrant directement dans le courant de commande du moteur, défini par : 

 𝑖𝑐(𝑡) =
1

𝐾
[𝑐(𝛽𝑚 − 𝛽𝑡) + 𝑓. 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛽̇𝑚)]                                                                             (5.40)         

Après compensation du frottement et du couple de couplage, la fonction de transfert entre 

l’angle du moteur et le courant s’exprime comme suit : 

 𝐺𝑚(𝑠) =
𝛽𝑚(𝑠)

𝑖(𝑠)
=

𝐾 𝐼⁄

𝑠(𝑠+𝜇 𝐼⁄ )
                                                                                                     (5.41)                

 

FIG 5. 17: schéma de commande de la boucle interne 

 

La satisfaction des objectifs fixés permet alors de remplacer la boucle interne par un bloc 

équivalent dont la fonction de transfert est approximativement égale à l’unité. Autrement dit, 

l’erreur de position du moteur est négligeable et est rapidement corrigée. 

Le rôle du contrôleur PID est d’éliminer les erreurs de modélisation ainsi que toute 

dynamique non linéaire due au frottement de Coulomb. Son objectif est de garantir une 

dynamique plus rapide pour la position du moteur que pour celle de l’extrémité, de manière 

à approcher sa réponse à une fonction de transfert unitaire. 

La réponse indicielle de la position du moteur illustrée à la figure FIG 5.18 montre un temps 

de stabilisation de 0,1 seconde sans dépassement, ce qui indique que le système de 

commande de la position du moteur offre un comportement rapide et stable en réponse à une 

consigne en échelon. 
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FIG 5. 18: réponse indicielle de la boucle interne 

  

 Boucle de commande de la position de l’extrémité (boucle externe)  

Un schéma bloc du système de commande de la position de l’extrémité peut être représenté 

comme indiqué à la figure FIG 5.16. Ce système inclut, à l’intérieur de sa boucle, le système 

de commande de la position du moteur. Pour simplifier la conception du contrôleur de 

l’extrémité, la fonction de transfert de la commande moteur est supposée égale à 1. 

Comme mentionné précédemment, le découplage est une étape cruciale, car il permet de 

réduire la dynamique du système à celle d’un double intégrateur. Cela est réalisé en fermant 

une boucle de rétroaction positive unitaire autour de la position de l’extrémité.  

On obtient alors : 

 
𝐺(𝑠) =

𝐺𝐿(𝑠)

1 − 𝐺𝐿(𝑠)
=
𝜔𝑛
2

𝑠2
                                                                                                   (5.42)   

 

La réponse du système est illustrée dans les figures FIG 5.19 et FIG 5.20. 
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La boucle externe fournit une réponse rapide de la position de l’extrémité grâce à l’ajout 

d’un terme anticipatif (feedforward). Un filtre de sortie permet en outre de réduire 

significativement les oscillations dans la réponse globale du système et de minimiser les 

risques d’instabilité. Pour ce faire, un diagramme de Bode a été utilisé pour sélectionner un 

bloc anticipatif et un filtre qui lisse la réponse du système et améliore la marge de phase de 

la boucle fermée (voir figures FIG 5.21 et FIG 5.22). 

 

FIG 5. 21: Déplacement en boucle ouverte du bras flexible avec commande anticipative et filtrage 
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FIG 5. 20: déplacement du bras flexible en 

boucle ouverte 
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FIG 5. 19: Diagramme de Bode en boucle ouverte 

du bras flexible 
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FIG 5. 22: Diagramme de Bode en boucle ouverte du bras flexible avec commande anticipative et filtrage 

 

La fonction principale du contrôleur externe est de supprimer les vibrations de l’extrémité 

et d’assurer un suivi précis de la trajectoire désirée. Il doit également être robuste face aux 

variations de la charge utile appliquée à l’extrémité. 

Dans cette section, une stratégie de commande externe basée sur un contrôleur robuste 

CAMROF est développée afin de répondre à ces deux objectifs tout en surmontant les 

limitations des méthodes de type PID existantes. 

Le schéma de commande final de la boucle externe est présenté à la figure FIG 5.23. 

 

FIG 5. 23: schéma de commande de la boucle externe 

 

 

 

 

 

 

-60

-40

-20

0

20

M
a
g
n
it
u
d
e
 (

d
B

)

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

-180

-135

-90

-45

0

P
h
a
s
e
 (

d
e
g
)

Bode Diagram

Frequency  (rad/s)



Chapitre 5 : Commande Adaptative a Modèle de Reference d’ordre Fractionnaire 

 

141 

 

 Résultats de simulation et discussion 

Dans cette section, nous illustrons l’efficacité de la méthode développée à travers des 

simulations numériques réalisées sous MATLAB. 

Les paramètres nominaux du manipulateur flexible à un seul bras et du moteur à courant 

continu sont présentés dans le Tableau TAB 5.1. Tous les paramètres sont extraits de la 

référence [180]. 

TAB 5. 1: Paramètres du manipulateur flexible à un seul bras et du moteur à courant continu [180]. 

Paramètres du moteur DC    

Inertie du moteur  𝐼 6.87x10-5 (kg m2) 

Frottement visqueux  𝜇 1.041x10-3 (Nm s) 

Constante électromécanique  K 0.21((N m)/V) 

Couple de frottement de Coulomb  𝑓 119.7x10-3 (N m) 

Paramètres du manipulateur flexible    

Masse nominale  𝑚0 0.05 (kg) 

Longueur  𝑙 0.7 (m) 

Rigidité  c 1.395 (N m) 

Fréquence propre nominale  𝜔𝑛 7.546 (rad/s) 

Pour définir les caractéristiques souhaitées de la dynamique et de la réponse de la position 

de l’extrémité, nous commençons par adopter un modèle de référence d’ordre entier de la 

forme suivante : 

 
𝐺𝑚
𝑒 (𝑠) =

1

0.04𝑠 + 1
                                                                                                          (5.43) 

 

Cependant, dans notre cas, nous avons opté pour un modèle de référence d’ordre 

fractionnaire, principalement pour exploiter la robustesse offerte par le calcul fractionnaire. 

Cette approche vise à améliorer les performances du système de commande, notamment en 

réduisant l’erreur de suivi et en renforçant la robustesse face aux variations des paramètres 

du système. 
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Le modèle de référence fractionnaire est défini comme suit : 

 

 
𝐺𝑚𝑓(𝑠) =

1

(0.04𝑠 + 1)𝛿
                                                                                                 (5.44) 

 

 

Pour évaluer les performances des différentes stratégies de commande proposées, nous 

considérons les indices de performance suivants : 

 Critère quadratique d’erreur (𝐽𝑒) : 

 
𝐽𝑒 = √∑𝑒2

2
                                                                                                                      (5.45)  

 

 

 Critère quadratique de l’entrée de commande (𝐽𝑢) : 

 𝐽𝑢 =∑𝑢2                                                                                                                              (5.46)     

 

 Critère combiné erreur-énergie (𝐽𝑒𝑢) :  

 
𝐽𝑒𝑢 = √𝜆∑𝑒2 + 𝜐∑𝑢2                                                                                 (5.47)  

 

où λ et υ sont deux constantes réelles positives à déterminer. 

Dans le Tableau TAB 5. 2, nous présentons les résultats comparatifs obtenus pour les critères  

𝐽𝑒 , 𝐽𝑢 𝑒𝑡 𝐽𝑒𝑢 avec λ=0,6 et υ=0,4, pour différentes valeurs de l’ordre d’intégration 

fractionnaire δ variant de 0,1 à 0,9, en utilisant des valeurs adéquates pour le gain 

d’adaptation. 

Il ressort des résultats du Tableau TAB 5.2 que la meilleure performance est obtenue pour  

𝜹 = 𝟎. 𝟗, avec un critère quadratique d’erreur 𝐽𝑒 = 140,3412  et un critère quadratique 

combiné   𝐽𝑒𝑢 = 270,2767. 
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TAB 5. 2: Évaluation comparative des performances de la commande adaptative en fonction de l’ordre d’intégration 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nous obtenons ensuite le modèle approché en utilisant la méthode de la fonction singularité, 

avec  δ = 0.9 et une tolérance de 1,5 dB. 

 

𝐺𝑚𝑓(𝑠) ≈

2.456 1058 𝑠7+2.3181071  𝑠6+4.614 1082  𝑠5

+1.978 1092  𝑠4 +1.826 10100  𝑠3 +3.634 10106  𝑠2

+1.55710111  s+1.407 10114  

5.7291055  𝑠8+7.937 1068  𝑠7+2.319 1080  𝑠6+1.459 1090  𝑠5

+1.9781082  𝑠4+5.776 10104  𝑠3+3.634 10109  𝑠2

+4.924 10112  𝑠 +1.407 10114  

                  (5.48)  

 

 

Ce modèle à ordre fractionnaire est discrétisé avec une période d’échantillonnage Δ=0,05s. 

Cette période a été choisie conformément au théorème de Shannon, afin de garantir que toute 

l'information utile est préservée dans les signaux discrétisés. 

 Résultats de simulation pour m=m0 

Dans un premier temps, nous considérons le cas idéal, en appliquant les lois de 

commande CAMR et CAMROF au système robotique flexible. 

La figure FIG 5.24 présente les réponses obtenues pour le modèle d’ordre entier et le modèle 

d’ordre fractionnaire. Les simulations numériques montrent que les performances sont 

Control 

Scheme 

𝑱𝒆 𝑱𝒆𝒖 Ts Peak 

overshoot 

MRAC 149.4739 273.7596 0.773 26.5263 

FOMRAC     

𝜹 = 𝟎. 𝟏 145.2324 271.824 0.5735 28.5098 

0.2 144.8283 271.6944 0.5735 28.5098 

0.3 144.2532 271.5103 0.5735 28.5098 

0.4 143.536 271.2823 0.5735 28.5098 

0.5 142.7684 271.039 0.5735 28.5099 

0.6 141.9832 270.7913 0.5735 28.5099 

0.7 141.2375 270.557 0.5735 28.5099 

0.8 140.6223 270.3645 0.5735 28.51 

0.9 140.3412 270.2767 0.5735 28.51 
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meilleures avec le CAMROF, notamment en termes de temps de réponse et de précision du 

suivi. 

 

FIG 5. 24: Réponse de la position de l'extrémité pour les régulateurs MRAC et FOMRAC avec  𝛃𝐭
∗ = 𝟐𝟓𝐨 

 

 

 FIG 5. 25: Erreur de poursuite pour 𝛃𝐭
∗ = 𝟐𝟓𝐨  

 

 

 Test de robustesse 

Le contrôleur ayant été conçu pour un cas idéal avec une charge utile de 50 g (soit 𝜔𝑛 =

6.61 𝑟𝑎𝑑/𝑠), cette section vise à évaluer sa robustesse, en prenant en compte les effets 

potentiels de dynamiques non modélisées, notamment dus à des variations de la masse en 

bout (tip payload), des perturbations temporelles, telles que les rafales de vent, des 

mouvements de la base en fonctionnement extérieur, ou encore du bruit capteur. 
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Ces éléments peuvent entraîner des vibrations parasites et des inexactitudes dans la 

trajectoire de l’effecteur, compromettant ainsi les performances et la précision globale du 

manipulateur. 

 Variation de la charge utile 

Pour tester cet aspect, nous avons modifié la fréquence propre naturelle 𝜔𝑛 afin de simuler 

la réponse du système avec deux masses différentes : 

 𝜔𝑛 = 10.67𝑟𝑎𝑑/𝑠     pour une masse de 25 g, 

 𝜔𝑛 = 6.38 𝑟𝑎𝑑/𝑠      pour une masse de 70 g. 

Les résultats des simulations sont illustrés dans les figures FIG 5.26 et FIG 5.27. 

 

FIG 5. 26: Réponse de la position de l’extrémité pour une charge utile de 25 g et  𝛃𝐭
∗ = 𝟐𝟓𝐨 

 

FIG 5. 27: Réponse de la position de l’extrémité pour une charge utile de 70 g et 𝛃𝐭
∗ = 𝟐𝟓𝐨  
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Les schémas de commande adaptative, qu’ils soient à ordre entier ou à ordre fractionnaire, 

permettent au système de s’adapter efficacement aux incertitudes induites par ces variations 

de masse. 

Cependant, les résultats montrent que le CAMROF est le plus robuste, à la fois en termes de 

stabilité et de performance de suivi, car la précision du suivi est plus élevée, et la trajectoire 

suivie reste pratiquement inchangée malgré la variation de la masse en bout. 

 Rejet des perturbations et du bruit 

En complément, des bruits aléatoires additifs représentant 1 % de l’amplitude du signal 

de référence ont été injectés dans le système. Les résultats de simulation sont présentés dans 

la figure FIG 5.28. Cette figure illustre également la robustesse du schéma de commande 

adaptatif proposé face à des bruits de sortie additifs [100,101]. 

 

FIG 5. 28: Réponse de la position de l’extrémité en présence de bruit de sortie, 𝛃𝐭
∗ = 𝟐𝟓𝐨 

Sous les mêmes conditions perturbées, le Tableau TAB 5.3 met clairement en évidence 

l’amélioration des performances obtenue grâce au schéma de commande adaptatif d’ordre 

fractionnaire proposé. 
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TAB 5. 3: Évaluation comparative des performances des différentes stratégies de commande adaptative 

Dépassement 𝑱𝒆𝒖 𝑱𝒖 𝑱𝒆 Contrôleur 

26.5263 273.7596 1.5385   105 149.4739 CAMR idéale 

0 272.1079 1.5901 105 131.9042 CAMR + charge 25g 

27.6762 267.4617 1.3966 105 161.6182 CAMR + charge 70g 

27.1441 273.6268 1.5404 105 148.6415 CAMR + bruits 

Dépassement 𝑱𝒆𝒖 𝑱𝒖 𝑱𝒆 Contrôleur 

28.51 270.2767 1.5308   105 140.3412 CAMROF idéale 

25.9207 269.2472 1.5814 105 124.0903 CAMROF + charge 25g 

28.3753 264.3846 1.3984 105 152.548 CAMROF + charge 70g 

28.391 269.9051 1.5291 105 139.5421 CAMROF + bruits 

 

 

5.5.4 Synthèse  

Dans cette partie, une commande adaptative à modèle de référence d’ordre 

fractionnaire (CAMR) a été développée et appliquée à deux systèmes : le système de 

positionnement horizontal de la machine de déchargement et un manipulateur léger à bras 

flexible soumis au frottement et à des variations de charge utile. 

Dans le cas de la machine de déchargement, l’introduction du modèle de référence 

fractionnaire a permis d’améliorer significativement la dynamique du système, notamment 

par une réduction du temps de stabilisation de 2 secondes à 1 seconde par rapport à la 

commande classique à ordre entier, tout en garantissant la stabilité de la boucle fermée. 

Dans le cas du robot flexible, la stratégie adoptée repose sur une structure à deux boucles 

imbriquées complétée par une adaptation, intégrant une action anticipative et un filtre de 

rétroaction afin d’améliorer la robustesse et de réduire les oscillations. 

Les résultats de simulation confirment que l’approche fractionnaire offre de meilleures 

performances en termes de rapidité de convergence, de précision de suivi, de robustesse face 

aux variations de charge et de capacité de rejet des perturbations, comparativement aux 

méthodes classiques à ordre entier. 
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5.6 CAMROF avec intégration d’ordre fractionnaire 

Après l’amélioration des performances obtenue par l’utilisation de modèle d’ordre 

fractionnaire dans le schéma de commande adaptatif (CAMR ), notre objectif dans cette 

section est d’aller encore plus loin en introduisant un intégrateur d’ordre fractionnaire dans 

la loi de commande M.I.T de la CAMR pour les processus SISO. 

L’objectif de cette démarche est d’améliorer le temps de convergence de l’algorithme 

d’adaptation tout en étendant le domaine de stabilité du système vis-à-vis du gain 

d’adaptation. 

Un exemple de simulation démontre l’efficacité de cette nouvelle approche. 

5.6.1 Stratégie de commande 

Dans l’algorithme d’ajustement représenté par le schéma-blocs de la figure FIG 5.13 

on utilise une intégration d’ordre 𝜆, où 𝜆 est un nombre réel positif non nul vérifiant : 

0 <  𝜆 < 2 

On utilise aussi un modèle de référence 𝐺𝑚 d’ordre fractionnaire [9,10,181,182], ce qui mène 

au schéma-bloc de la figure FIG 5.29 on obtient, 

𝜃 = −
𝛾

𝑠𝜆
𝑦𝑚(𝑦 − 𝑦𝑚) = −

𝛾

𝑠𝜆
𝑦𝑚𝑒 

Donc 

 𝑑𝜆𝜃

𝑑𝑡𝜆
= −𝛾𝑦𝑚𝑒                                                                                                                    (5.49) 

 

Et 

 θ = −γIλ(yme)                                                                                                                   (5.50)  

La loi de commande est calculée en utilisant cette relation, 

 𝑢 = 𝜑𝑡𝜃                                                                                                                                  (5.51)  

Vinagre et al. [9] ont remarqué que l’introduction d’une intégration d’ordre fractionnaire 

dans CAMR permettait d’élargir le domaine de variation de l’amplitude du signal de 
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référence où la stabilité du système de commande en boucle fermée est maintenue. En effet, 

cet objectif de stabilité de la commande est mieux atteint avec un paramètre de réglage 𝛾 et 

une amplitude du signal de référence suffisamment petits. C’est pourquoi on peut stabiliser 

la boucle de commande adaptative en utilisant une intégration d’ordre fractionnaire là où 

une commande d’ordre entier va échouer. 

 

5.6.2 CAMROF et règle d'adaptation d'ordre fractionnaire pour la Commande du     

système de positionnement horizontal de la machine de déchargement  

 

 Nous appliquons maintenant la loi de la commande CAMR avec intégration d'ordre 

fractionnaire (5.50) et (5.51) au système de robot (5.31) en utilisant le modèle de référence 

d'ordre fractionnaire (5.37). 

Afin d'évaluer les performances des résultats des différents schémas de contrôle, nous 

considérons les fonctions suivantes : 

• Le critère d'erreur quadratique Je : 

𝐽𝑒 =∑𝑒2 

Le critère d'entrée de commande quadratique (énergie) Ju : 

𝐽𝑢 =∑𝑢2 

• Le critère combiné d'erreur quadratique et d'énergie Jeu : 

 

𝐽𝑒𝑢 = 𝛼∑𝑒2 + 𝛽∑𝑢2 

où 𝛼 et 𝛽 sont deux nombres réels positifs à choisir. 

 

Dans le tableau TAB 5.4, nous présentons les résultats comparatifs obtenus pour les 

critères𝐽𝑒, 𝐽𝑢 et 𝐽𝑒𝑢 avec 𝛼=0.6 et 𝛽 = 0.4 en appliquant différentes valeurs de 𝜆 de 0.1 à 1.9 

avec des valeurs adéquates du gain d'adaptation. On peut noter à partir des valeurs présentées 

dans le tableau TAB 5.4 que la meilleure valeur obtenue pour 𝜆 est 1.5, pour laquelle le 

critère d'erreur quadratique et le critère quadratique combiné sont 𝐽𝑒 =  4.4451, 𝐽𝑒𝑢 =

 3.5307 respectivement. La figure FIG 5.32 illustre l'évolution du critère d'erreur  
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quadratique en fonction de l'ordre d'intégration fractionnaire. 

La figure FIG 5.30 montre les réponses obtenues pour le cas du modèle d'ordre fractionnaire 

avec𝜆 =  1.5 et un gain d'adaptation très faible (un rapport de l'ordre de 1/1000 avec celui 

du cas classique). D'après les simulations numériques, nous pouvons remarquer que le 

niveau de performance est meilleur avec le CAMROF et la loi d'adaptation avec intégration 

d'ordre fractionnaire en termes de temps de réponse et de dépassement. De plus, la réponse 

temporelle est doublée lorsque l'intégration est d'ordre entier, ce qui est un avantage majeur 

de l'introduction d'un intégrateur d'ordre fractionnaire dans la loi d'adaptation. 

La figure FIG 5.31 illustre également la robustesse de ce schéma de commande adaptative 

contre les bruits de sortie additifs. 

Le tableau TAB 5.5 montre clairement l'amélioration obtenue avec le schéma de commande 

adaptatif d'ordre fractionnaire proposé. 

Dans le tableau TAB 5.5, la réponse indicielle de la commande adaptative d'ordre 

fractionnaire proposée donne un dépassement d'ordre 13.49 %, les billettes peuvent être 

décalées jusqu'à 24.57 mm à gauche ou à droite de l'axe de la voie ferrée. 

La distance entre deux billettes consécutives sur le foyer (distance considérée sur le cercle 

moyen à mi- longueur entre la paroi interne et la paroi externe) est constante et égale au 

diamètre de la billette. Il n'y a que deux diamètres possibles des billettes utilisables, 150 mm, 

respectivement 180 mm. 

La distance de positionnement horizontal de 364 mm atteinte par le bras de déchargement 

est limitée en raison de la porte de sortie. Si le bras effectuait un mouvement de 

positionnement plus large, il est susceptible de heurter les parois de la porte de sortie. 

On peut remarquer que le contrôleur est très sensible au changement du signal de référence. 
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TAB 5. 4: Analyse comparative des performances du contrôle adaptatif par rapport à l'ordre d'intégration. 

𝝀 𝑱𝒆 =∑𝒆𝟐 𝑱𝒖 =∑𝒖𝟐 𝑱𝒆𝒖 =∑(𝜶𝒆𝟐 + 𝜷𝒖𝟐) Dépassement 

0.1 20.1117 1.5207 12.6750 1.1743 

0.2 20.1084 1.5210 12.6736 1.1746 

0.3 20.1050 1.5213 12.6714 1.1746 

0.4 20.1015 1.5216 12.6693 1.1746 

0.5 20.0977 1.5219 12.6671 1.1746 

0.6 20.0977 1.5221 12.6671 1.1746 

0.7 20.0280 1.5183 12.6238 1.1689 

0.8 19.7929 1.5346 12.4898 1.1530 

0.9 19.9156 1.5092 12.5528 1.1187 

1 26.9910 1.4900 16.7281 1.1143 

1.1 19.9069 1.5110 12.5485 1.1187 

1.2 19.8925 1.5112 12.5400 1.1187 

1.3 19.8829 1.5121 12.5344 1.1187 

1.4 19.8723 1.5131 12.5287 1.1187 

1.5 19.759 1.5254 12.4658 1.1349 

1.6 19.8477 1.5155 12.5146 1.1187 

1.7 19.8337 1.5170 12.5068 1.1187 

1.8 19.8743 1.5208 12.5330 1.1187 

1.9 19.5631 1.5260 12.3481 1.2003 
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TAB 5. 5: Comparaison des performances de différents schémas adaptatifs 
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Je Ju 

 

 Jeu Dépassement 

CAMR 

Ideal 

26:991 1:4903  16:7903 1:0970 

CAMR 

+ bruit 

27:3291 1:4862  16:9917 1:1230 

CAMROF 

ideal 

20:095 1:5222  12:6657 1:1755 

CAMROF 

+bruit 

20:871 1:5228  13:1319 1:1977 

CAMROF +int fract 

ideal 

19:759 1:5254  12:4658 1:1349 

CAMROF +int fract+ + 

bruit 

20:094 1:5310  12:6686 1:1582 
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FIG 5 . 11: Sortie du processus avec modèle d'ordre fractionnaire et intégration d’ordre fractionnaire sans perturbations, 

paramètres θ, signal de commande, signal d'erreur 
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FIG 5 . 11: Sortie du processus avec modèle d'ordre fractionnaire et intégration d’ordre fractionnaire avec bruit 

aléatoire de 5 % d'amplitude du signal de référence، paramètres θ, signal de commande, signal d'erreur 

 

FIG 5. 32: Critère d'erreur quadratique Jeu Jeu par rapport à l'ordre d'intégration fractionnaire 𝝀 
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5.6.3 Synthèse  

Dans cette partie, une conception de commande adaptative à modèle de référence 

d’ordre fractionnaire qui inclut l'utilisation d'intégrateur d'ordre fractionnaire, a été proposée 

pour un système de positionnement horizontal d'une machine de déchargement. Le 

contrôleur adaptatif à modèle de référence d’ordre fractionnaire proposé garantit la stabilité 

en boucle fermée avec un niveau satisfaisant de performances, où la réponse temporelle est 

prioritaire. 

Selon l'étude de simulation numérique, le temps de stabilisation est réduit de 2 s à 1 s et le 

taux d'évacuation des billettes du four est amélioré de 50 % par rapport au système classique 

de commande d'ordre entier. 

 

5.7 Conclusion  

L’essentiel de ce chapitre a été consacré à la commande adaptative à modèle de 

référence CAMR, avec la loi M.I.T. cette méthode présente l’avantage d’être simple à mettre 

en œuvre ce qui nous a permis (ainsi qu’à d’autres chercheurs) de proposer diverses 

modifications de son algorithme basées sur l’utilisation des opérateurs d’ordre fractionnaire. 

Nous avons montré que l’introduction d’un modèle de référence d’ordre fractionnaire avait 

un effet bénéfique sur les performances du processus de commande. Plus encore, nous avons 

proposé un autre schéma différent où la loi de commande et d’ajustement des paramètres du 

régulateur comprenais une intégration d’ordre non entier.  

Nous avons pu ainsi améliorer les temps de réponse et garantir la stabilité de la boucle 

fermée. Des essais avec des bruits additifs aléatoires d’amplitude conséquentes à l’entrée du 

système commandé ont montré l’amélioration de la robustesse de la loi de commande. 
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES 

 

 

Dans le but d’améliorer les performances des systèmes mécaniques et d’accroître leur 

robustesse face aux perturbations, aux incertitudes et aux bruits de mesure, cette thèse a exploré 

l’introduction du calcul différentiel d’ordre fractionnaire dans les stratégies de commande. 

Cette approche, fondée sur l’utilisation d’opérateurs non entiers dans les algorithmes de 

contrôle, a donné lieu à l’étude approfondie de correcteurs et de régulateurs exploitant les 

propriétés dynamiques enrichies du formalisme fractionnaire. Les deux structures principales 

étudiées sont le régulateur PID d’ordre fractionnaire (PIDOF) et la commande adaptative à 

modèle de référence fractionnaire (CAMROF). 

Les contributions majeures de ce travail s’articulent autour de quatre axes principaux : 

Modélisation du système : Nous avons tout d’abord procédé à la modélisation rigoureuse des 

systèmes à commander, à savoir le robot manipulateur industriel utilisé dans le secteur 

sidérurgique pour le déchargement automatisé de blocs d’acier dans un four à sole tournante, 

ainsi qu’un bras flexible à un seul degré de liberté. Cette modélisation, établie sous forme d’un 

système d’équations différentielles ordinaires, a permis de capturer fidèlement les 

comportements dynamiques du système, notamment les effets de flexibilité, les couplages 

mécaniques, les efforts perturbateurs, les non-linéarités structurelles, ainsi que les conditions 

d’exploitation imposées par le cahier des charges du robot étudié. 

Ce socle analytique a permis la conception rigoureuse des lois de commande, notamment celles 

d’ordre fractionnaire, et a servi de base à la validation numérique des performances attendues : 

stabilité, robustesse, temps de réponse et capacité de suivi. 

Régulateur PID d’ordre fractionnaire : Dans une seconde étape, nous avons proposé, à 

l’image du régulateur PID d’ordre entier, l’introduction d’actions intégrale et dérivée d’ordre 

fractionnaire pour aboutir à un nouveau régulateur d’ordre non entier. 

Un premier schéma de régulation basé sur un contrôleur 𝑃𝐼𝜆𝐷𝐷𝜇 a été proposé. Ce dernier 

intègre une action dérivée d’ordre entier, associée à des actions intégrale et dérivée d’ordre 

fractionnaire. Après approximation des opérateurs fractionnaires via la méthode de la fonction 
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de singularité, le schéma du correcteur a été utilisé pour contrôler le système de suspension 

d’un quart de voiture, afin d'obtenir les performances souhaitées. Les résultats de simulation 

sont prouvés que le contrôleur PIDOF fournit une réponse plus rapide du système de suspension 

avec un dépassement plus petit, un temps d’établissement et un temps de montée plus court que 

le contrôleur PID classique. 

Un autre schéma du correcteur PID d’ordre fractionnaire a été conçu pour le positionnement 

automatique du robot de déchargement afin de respecter des exigences industrielles strictes : 

erreur statique nulle, absence de dépassement, temps de stabilisation inférieur à 3 secondes et 

cadence de production de 4 pièces par minute. Le contrôleur d'ordre fractionnaire proposé 

est 𝑃𝐼_𝐼𝜆𝐷𝜇, afin de maintenir une erreur statique nulle, l'ordre de l'effet intégral est conservé, 

tandis que pour l'ordre de l'effet intégral et dérivé, une forme fractionnaire est utilisée, afin de 

diminuer l'effet de l'action dérivée sur le signal de commande et de diminuer le critère d'erreur 

quadratique et le critère quadratique combiné. 

Les résultats de simulation présentés montrent l’amélioration de la qualité de commande, une 

erreur statique nulle et un temps de stabilisation acceptable. 

Commande CAMR avec modèle de référence fractionnaire : Une autre contribution a porté 

sur l’introduction d’un modèle de référence d’ordre fractionnaire dans le schéma CAMR. Ce 

modèle a été approximé selon la méthode de Charef, puis intégré dans une commande 

adaptative classique. Les simulations ont été réalisés sur le positionnement du robot industriel 

dans le processus de laminage à chaud, ainsi qu’à la suppression des vibrations à l’extrémité 

d’un bras flexible à un seul degré de liberté. 

L’objectif visé était de concevoir une commande capable de conduire le système vers un 

objectif désiré, en assurant le suivi précis du signal de référence. Les résultats de simulation ont 

confirmé les avantages de cette approche par rapport aux algorithmes classiques, en termes de 

qualité de suivi, de rapidité de réponse et de robustesse. 

Incorporation d’opérateurs fractionnaires dans la loi d’adaptation : Enfin, une avancée 

significative a été réalisée en incorporant un opérateur d’intégration d’ordre fractionnaire 

directement dans la loi d’adaptation MIT de la structure du régulateur adaptatif CAMR, en plus 

du modèle d’ordre fractionnaire. 
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Nous avons pu démontrer, à travers un exemple de simulation (le robot de déchargement 

industriel), que l’ordre λ de cette intégration agit comme un paramètre de réglage 

supplémentaire, améliorant la rapidité de convergence des algorithmes adaptatifs, filtrant 

efficacement le bruit et les fluctuations des signaux, et élargissant la zone de stabilité par 

réduction du gain d’adaptation γ. 

L’ensemble des résultats obtenus confirme que l’introduction d’opérateurs fractionnaires dans 

les schémas de commande, qu’ils soient fixes ou adaptatifs, permet d’enrichir significativement 

les performances des systèmes contrôlés. La flexibilité du réglage des ordres fractionnaires 

apporte des bénéfices en termes de robustesse, de rapidité, de précision et de filtrage du bruit, 

difficilement atteignables avec les approches classiques à ordre entier. Ce qui justifie 

l’utilisation des correcteurs d’ordre fractionnaires. 

Ces différentes contributions ont donné lieu à plusieurs publications scientifiques : 

 Trois communications internationales sur le régulateur PID à modèle de référence 

fractionnaire. 

 Une publication indexée portant sur la commande adaptative à modèle de référence 

d’ordre fractionnaire. 

Perspectives 

Les résultats obtenus ouvrent de nombreuses perspectives, aussi bien pour des recherches 

futures que pour des applications industrielles concrètes : 

 Étendre les stratégies de commande développées à d’autres structures robotiques 

opérant dans des environnements bruités ou incertains,... 

 Explorer d’autres lois de commande avancées, telles que la commande MPC (Model 

Predictive Control). 

 Étudier les interactions entre robots opérant en groupe, synchronisation, coordination, 

supervision,... 

 Approfondir l’identification de bras robotiques via des modèles fractionnaires... 
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