ol oty Sl kst 313

sversité 20 Aout 1955 de Sk;

oniv bkl — S ¢« 1955 1l 20 duy,
Faculté des Sciences Univ:sité 20 AoGt 55 )_j,,j\ L K

Département de Mathématiques (.m e “

Sazaly W o

N°: U.S/F.S/D.M/...... /2023.
Faculté des Sciences
Département de Mathématiques

Mémoire

Présenté en vue de I’obtention du diplome de
Master en Mathématiques

Les équations différentielles non lineaires et

la théorie de la stabilité de Lyapunov

Option : Commande optimale et systeme dynamique

Par :

Zaouali Rahma

Encadré par : Bendib EI Ouahma MCB U. SKIKDA

Devant le jury :

Président : Ghennam Karima MCB U. SKIKDA
Examinateur : Selmani Wissame MCB U. SKIKDA

Année : 2022/2023




Mes remerciements vont en premier lieu a « Allah » le

tout puissant qui m’a donné la force et la patience de
poursuivre mes études et d’atteindre ce stade et de terminer
cet humble travail.

Merci et mille merci @ mon encadreur Mme Bendib El

- Ouahma pour sa confiance et sa patience, et pour son soutien
et ses conseils constants, sans elle je n'aurais pas pu réussir
dans ce travail, je lui adresse toutes mes salutations et ma
reconnaissance.

Je tiens également a remercier Mme Ghennam Karima,
M.C.B a l'université de skikda qui m'a fait I'honneur de
présider mon jury.

Je remercie aussi Mme Selmani Wissame, M.C.B a
'université de skikda qui a accepté d'examiner ce mémoire.

Merci a tous les colléegues et docteurs du département de
mathématiques de ['université de 20 Aout 1955 de skikda.

Enfin, merci a tous ceux qui ont contribué de preés ou de
- loin dans ce travail.




DEDICACE

Je dédie ce modeste travail

A 'lhomme de ma vie, source de ma joie et de mon .
bonheur a celui qui s’est toujours sacrifié pour me voir
reussir a mon cher pere Abd Elhafid ta présence a mes
cotés est toujours la source de ma force.

A celui qui m’a mis sur le chemin de la vie a celui dont
la supplication ne m’a pas quitté a chaque pas a ma
chere mere Nassira source d’amour et de tendresse et
mon modele dans cette vie.

A mon grand-pere Ammar.

A mes cheres soeurs Mariem, Khouloud, Sabrina,
Aya et mon frere Amine.

A mes amis surtout Afaf et mouchira.

A tous ceux qui m'ont soutenu de pres ou de loin.

. Merci a tous.



Résumé

Ce mémoire est basé sur un probleme principal qui est ’étude de la stabilité des systémes
différentiels non linéaires. La stabilité est I'un des problemes les plus difficiles dans 1’étude
des systemes dynamiques. A cet effet, Lyapunov introduisait une fonction appelée fonction
de Lyapunov dans le but d’analyser la stabilité des systemes différentiels non linéaires. Cette
méthode est limitée parce qu’elle est liée a la difficulté de trouver une fonction de Lyapu-
nov. Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude de la stabilité des systemes différentiels non
linéaires. Plus précisément, nous discutons 1'utilisation de la théorie de la stabilité de Lyapu-
nov pour étudier la stabilité des systemes différentiels non linéaires et aussi la construction
de la fonction de Lyapunov pour ce type de systemes. De plus, nous allons illustrer ces études

par des applications.

Mots clés : Systeme différentiel non linéaire, stabilité, fonction de Lyapunov.



Abstract

This thesis is based on a main problem, witch is the study of the stability of nonlinear
differential systems. Stability is one of the most difficult problems in the analysis of dynami-
cal systems. Therefore, Lyapunov introduced a function called Lyapunov’s function in order
to study the behavior of some nonlinear differential systems. This method can often have a
big scientific problem because there is no general technique for constructing Lyapunov func-
tions. In this thesis, we are interested in determining the stability of nonlinear differential
systems. More precisely, we discuss how we use Lyapunov stability theory to determine the
stability of many nonlinear differential systems and the construction of Lyapunov functions.

In addition, we will illustrate these studies with applications.

Key words : Nonlinear differential system, stability, Lyapunov function.
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Introduction

La théorie des systéemes dynamiques est le domaine le plus actif en mathématiques. Gé-

néralement, un systeme est dit dynamique lorsqu’il décrit des phénomeénes évolue au cours
du temps, cette évolution est décrite par des équations différentielles ou des applications.
L’étude des systemes dynamiques traite donc 1’évolution temporelle des systémes physiques,
économiques et chimiques sans pour autant faire référence a la théorie sous jacente qui dé-
termine leurs équations d’évolution.
Le terme “Systéme dynamique” est apparu au début du X X°®™° siecle entre la publication
du traité fondateur de Henri Poincaré [15] "Les méthodes nouvelles de la mécanique cé-
leste” en 1892 et la monographie de George David Birkhoff [2] intitulée “Dynamical
systems” en 1927. Le premier objectif des chercheurs est ’étude des systemes dynamiques,
¢’ést a dire I’étude qualitative des équations différentielles ordinaires.

La notion d’équation différentielle apparait chez les mathématiciens Isaac Newton,
Leibniz et Bernoulli & la fin du 17%™¢ siecle. A cette époque, les équations différentielles
s'introduisent en mathématiques par les problemes d’origine mécanique par exemple mouve-
ment du pendule circulaire, probleme du mouvement de deux corps s’attirant mutuellement,
suivant la loi de la gravitation newtonnienne, probleme de I’étude de mouvement de corps
élastiques (tiges, ressorts, cordes vibrantes), probleme de 1'équation de la courbe décrivant
la forme pris par une corde suspendue aux deux extrénités et soumise a son propre poids.
Le terme “équation différentielle”est dii a Leibniz (1646 — 1716) en 1676. Cette notion fait
tout d’abord 'objet d’études en vue d'une résolution algébrique pendant les deux premiers
siecles de son apparition. L'une des premieres tentatives remonte & Newton (1642 — 1727)

qui proposa une résolution par des séries infinies et prétendit que cette méthode permettait
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de résoudre toute équation différentielle. Puis, Bernoulli (1667 —1748) découvrit la méthode
qui fut développée et généralisée par la suite par Leibniz.

L’importance des équations différentielles a motivé des générations de mathématiciens
et d’autres scientifiques afin de développer des méthodes d’étude des propriétés de leurs
solutions. Grace a son mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle publié
en 1886, Henri Poincaré a ouvert la voie pour une approche des équations différentielles ou
la priorité n’est plus donnée a la résolution, mais a une étude plus géométrique des solutions
en particulier de leurs propriétés, Poincaré s’est intéressé aux points d’équilibres, cycles
limites et leur stabilité.

Le probleme de la stabilité consiste a étudier le comportement d'un systéme donné apres
qu’il a subi une perturbation venant 1’écarter de sa position d’équilibre. Le concept de stabi-
lité pour les systemes non linéaires en général est un concept complexe. Il peut étre présenté
de la facon suivante : si un systéme en état d’équilibre est légerement perturbé, alors toutes
les trajectoires restent dans le voisinage de 1’état d’équilibre. L’analyse de la stabilité des sys-
temes non linéaires par 1'utilisation de cette définition uniquement est impossible car cette
définition exige la connaissance de la solution d’équation différentielle non linéaire. L’ap-
proche la plus générale et la plus utilisée pour étudier la stabilité des systémes non linéaires
est la théorie de Lyapunov sans avoir recours a la résolution de I’équation différentielle.

Dans ce mémoire, on étudie la stabilité des systemes différentiels non linéaires a 'aide
de la fonction de Lyapunov. On s’intéresse a ’existence de la fonction de Lyapunov qui est
sous forme quadratique et définie positive et 1'utilisation de cette fonction dans I’étude de la
stabilité des systemes différentiels non linéaires. On note que dans nos calculs tout au long
de notre étude nous avons utilisé le logiciel mathématique "Maple”, il nous a permis de
trouver facilement les racines des équations, ainsi que le tragage des figures.

Ce mémoire est scindé en trois chapitres :

Chapitre 01 est consacré a quelques notions de base sur les systemes différentiels. On
introduit des rappels concernant I’équation différentielle, la stabilité de la solution, le systéeme
dynamique, flot d'un systeme différentiel, le point d’équilibre, la linéarisation et la nature
des points d’équilibre. Nous illustrons ces notions par des exemples.

Chapitre 02 est basé sur 'outil principal utilisé dans ce mémoire, qui est la théorie de la
stabilité de Lyapunov. On définira la fonction de Lyapunov. On discutera 1'utilisation de la

théorie de la stabilité de Lyapunov dans I’étude de la stabilité des systemes différentiels non
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linéaires, la difficulté de la recherche de la fonction de Lyapunov et la construction de cette
derniére. On introduira aussi une généralisation sur ’approche de Crasovskii pour analyser
la stabilité des systémes non linéaires invariants dans le temps. On donne des applications
pour que cette théorie soit explicite.

Chapitre 03 s’intéresse a I'étude de la stabilité des systemes différentiels non linéaires, en
utilisant la théorie de la stabilité de Lyapunov. Plus précisément, on va présenter un résultat
concernant la stabilité d'une classe généralisée des systemes de Liénard basé sur la possibilité
d’existence des fonctions de Lyapunov sous forme des expressions quadratiques. On va aussi

accompagner cette étude par des applications pour lesquelles ce résultat soit confirmé.
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Notions générales sur les systemes différentiels

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions générales pour 1’'étude qualitative des

systemes dynamiques et des équations différentielles ordinaires.

1.1 Equations différentielles

1.1.1 Equation différentielle ordinaire

Définition 1.1. Une équation différentielle ordinaire (EDQO) est une relation entre la va-
riable indépendante t, la fonction inconnue y = f(t) et ses dérivées y',y",...,y™ au point

t définie comme suit :

F(t,y(t),4'(6),y" (), ..., y" (1)) = 0.

Exemple 1.1. L’équation y'(t) + 2y(t) = €' est une équation différentielle ordinaire d’in-

connue y.

1.1.2 Equation différentielle linéaire et non linéaire

Définition 1.2. (Equation différentielle linéaire). Une équation différentielle ordinaire d’ordre

n est dite linéaire si elle est de la forme suivante
an ()Y (1) + a1 Oy V@) + .+ ar (DY (1) 4 ao(t)y(t) = g(t).
Exemple 1.2. L’équation

2%y (t) — day' (t) + y(t) = sint,



1.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

est une équation différentielle linéaire d’ordre 2.

Définition 1.3. (Equation différentielle non linéaire). Une équation différentielle ordinaire

est dite non linéaire d’ordre 1 si elle est de la forme suivante

Exemple 1.3. L’équation
Y +2y—(x+1)/y=0,

est une équation différentielle non linéaire d’ordre 1.

1.1.3 Equation différentielle autonome et non autonome

Définition 1.4. (Equation différentielle autonome). Une équation différentielle est dite au-

tonome si f ne dépend pas de t

y™ = fly, oy, "),

Exemple 1.4. Equation différentielle du premier ordre autonome

Définition 1.5. (Equation différentielle non autonome). Une équation différentielle est dite

non autonome si f dépend de t

y ™ = f(t,y,y, " y™Y).

Exemple 1.5. Fquation différentielle du premier ordre non autonome

y = f(t,y).



1.2. STABILITE DE LA SOLUTION

1.1.4 Existence et unicité de la solution

Théoréme 1.1. (Existence). Soit D un ouvert de R™, si f(t,x) : Rx D — R™ une fonction

continue, alors pour tout (to,xo) le probleme

T = f(t,x), x(to) = zo, (1.1)

admet au moins une solution.

Définition 1.6. Soit D un ouvert de R™ et f(t,x) : R x D — R™ une fonction continue. On
dit que f est localement lipschitzienne par rapport a x si pour tout fermé et borné (compact)

K dans D, il existe une constante L > 0 telle que :

1f(t,z1) — f(t, 22)|| < L1 — 22|,

pour tout (t,x1) et (t,x2) dans K.

Théoréme 1.2. (Unicité). Supposons que f est une fonction continue et localement lip-
schitzienne par rapport a x. Alors pour tout (to,xo) le probléme (1.1) admet une solution

unique.

1.2 Stabilité de la solution

Soit le systéme non linéaire suivant :

= f(t,x), ve€eR" teR"
(t.2) (1.2)

x(ty) = xo.

On suppose que f satisfait les conditions du théoreme d’existence et d’unicité des solutions.

Définition 1.7. (Stabilité au sens de Lyapunov). Une solution ®(t) du systéeme (1.2) telle
que @ (ty) = Dy est dite stable au sens de Lyapunov si : Ve > 0, 30 > 0 telle que toute

solution z(t) de (1.2) dont la valeur initiale x (to) vérifier :

|z (o) — ol < & = [Ja(t) — BE)|| < &, VE > to.



1.2. STABILITE DE LA SOLUTION

Si en plus de cette définition on a :

lim |[2(t) — ®(t)|| = 0. (1.3)

t—o00

Alors la solution ®(t) est dite asymptotiquement stable.
Quand @, = 0 la définition devient : Ye > 0, 3§ > 0, telle que la solution z(t) de (1.2) dont

la valeur initiale x (to) vérifie :
|z (to)|| <0 = [lz(t)]| <e, Vt>to.

Si en plus :

lim [|z()]| = 0.

t—o0
Alors ®(t) = 0 est asymptotiquement stable.
L’¢tude de la stabilité de la solution ®; peut étre ramenée a celle de la solution nulle
y =0 d’un systéme (analogue) au systéme (1.2).

En effet, posons y(t) = x(t) — ®(t) ou y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

dv dy  do(t
¢ _dy  d2()

= N P
G- a T Syt
d
= Ity +®) - (%),
dy
— =g(t,y).
o = 9(ty)

On voit bien que y = 0 est une solution de ce systeme.

Définition 1.8. Un point d’équilibre x¢ du systéme (1.2) est dit stable si lorsque le point
initial x(to) est suffisamment proche de xg, alors la trajectoire reste prés de xo pour tout

t > tg. Plus précisément, étant donné Ve > 0, 36 > 0 tel que

|z (to) — xol| < 0 = ||z(t) — x| <&, Vit > to.

Si le point d’équilibre n’est pas stable, il est dit instable.
Le point d’équilibre x¢ du systéme (1.2) est dit asymptotiquement stable s’il est stable et si en

plus toute trajectoire qui commence suffisamment proche de xq tend vers xqy lorsque t — 00.



1.2. STABILITE DE LA SOLUTION

Donc, cela signifie qu’il existe 6 > 0 tel que
|z (to) — xol| < 0 = Jim x(t) = .

Exemple 1.6. (n = 2) Soit le systéme :

z(t) e 2 (xqg cos(t) — yo sin(t))
y(t) =2 (g sin(t) + yo cos(t)) |
et
0
o(t) = :
0
z x(t
“N<s= ®) <e, Vt>0.
Yo y(t)
0
1l suffit de prendre § < 5, 6 = 5, alors ¢(t) = ) est stable au sens de Lyapunov.
0
t 0
lim z(t) — =0.
t—+o00 y(t) 0

Donc, la solution est asymptotiquement stable.

Exemple 1.7. Utilisons la méthode de Lyapunov pour étudier la stabilité du point d’équilibre

du systeme suivant :
i = 2xy — a3,
j=—z* =y

L’origine (0,0) est le seul point d’équilibre pour ce systéme. Considérons la fonction de



1.3. SYSTEMES DYNAMIQUES

Lyapunov définie positive suivante
Vz,y) = 2* + 2%

On a V(0,0) =0%+2(0)> =0 et V(x,y) = 2> + 2y* > 0 pour toute (z,y) # (0,0).
Pour toute solution (x,y) # (0,0) on a :

Vi) = S+ 2?)

= 22(2zy — 2%) + dy(—2® — y°)

V(z,y) =

= 4a?y — 22 — 4Py — 4y°

=2z — 448 < 0.

Alors, lorigine est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

1.3 Systéemes dynamiques

Un systeme dynamique est un systeme décrit des phénomenes évoluent au cours du temps,
cette évolution est décrite par des équations différentielles ou des applications. Mathémati-

quement, on définit un systéeme dynamique par

Définition 1.9. Un systeme dynamique sur R™ est une application :
¢:RT x R" — R",

telle que

1. ¢(.,x) : RT — R™ est continue.

(-
2. ¢(t,.): R" — R" est continue.
3. ¢(0,x) =
4. o(t+s,z) = P(t,0(s,x)) pourt,s € Rt x € R™.

Définition 1.10. Un systéme dynamique ¢ sur R™ est linéaire si :

o(t, ax + By) = ad(t,x) + Bo(t,y) Va,B € Rt € RT et x,y € R™



1.4. FLOT D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL

Définition 1.11. (Systéme dynamique continu). Un systéme dynamique continu dans lequel
les variables dynamiques sont continues est représenté par un systéeme d’équations différen-

tielles :

dx
pri f(t,z(t)), zeU,

ou U est un ouvert de R™.

Exemple 1.8. Soit le systeme suivant

i = Az,
(1.4)
z(0) =xo, VteRT, zeR",
o A est une matrice constante, t € R* et x € R™, la solution de (1.4) est donnée par
z(t) = eMay,
le systéme (1.4) engendre un systéme dynamique
¢:RT xR" — R"
o(t, z) = eMay.
1.4 Flot d’un systeme différentiel
Définition 1.12. Soit le systéme non linéaire
&= f(z),
(1.5)

z(0) = zg, w9 € R",

ot x = (z1,...,2n), f = (f1,---, fn). Soit (t,x0) la solution de (1.5). L’ensemble des
applications @, définie par
@t(ﬂf0> = @(t, IEQ),

est appelé le flot de systéme non linéaire (1.5).

Remarque 1.1. Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps, si non

il est dit non autonome.



1.5. POINTS D’EQUILIBRE ET LINEARISATION

1.5 Points d’équilibre et linéarisation

1.5.1 Points d’équilibre

Définition 1.13. Le point zo € R™ est appelé point critique ou point d’équilibre du systéme
T = f(z(t)), VreR" (1.6)

st il vérifie f(xg) = 0.

Définition 1.14. Le point d’équilibre x¢ de (1.6) est dit hyperbolique si aucune des valeurs

propres de la matrice Jacobienne D f(xg) n'a de partie réelle nulle.

Exemple 1.9. Soit le systeme

=% —y> -1,

y =2y,
on a

t=0=22—-9y —-1=0= 2= 4+lI,
y=0=2y=0=y =0,

alors, ce systéme posséde les deux points d’équilibre suivants : (1,0),(—1,0).

1.5.2 Linéarisation

Définition 1.15. Le systeme

i = Az,

ol

Ofi -

A= (@) =i, 1<iizn
al’j

est appelé le systéme linéarisé du systéme (1.6) en x.

Remarque 1.2. On utilise la linéarisation pour étudier la nature des points d’équilibre.

Exemple 1.10. Soit le systéme non linéaire suivant

= —x — 31°,

y=y—a’



1.6. CLASSIFICATION DES POINTS D’EQUILIBRE

1l est clair que lorigine est le seul point d’équilibre. En faisant la linéarisation du systéme

(1.7) en (0,0), on obtient

P (o) G (@)
. ozt Y dy Y

—1—9y? —2xy
Df(x,y) =
-2z 1
D’ou
-1 0
Df(0,0) =
0 1

Alors, le systéme linéarisé du systéme (1.7) est

1.6 Classification des points d’équilibre

Définition 1.16. On considere le systéme non linéaire
&= f(x), zeR"

Soit xg son point critique.

1. Le point critique xq est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = D f(zo) a au moins
une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins une valeur propre avec

une partie réelle négative.
2. Le point critique xy est appelé puits si toutes les parties réelles négatives.
3. Le point critique xo est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A =

D f(xzo) ont des parties réelles positives.

Exemple 1.11. Soit le systéme non linéaire suivant

T =4r — vy,
(1.8)

y=y+ay.



1.7. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRE

L’origine (0,0) est le seul point d’équilibre du systéeme (1.8), \y = 4 et Ay = 1 deuz valeurs

propres réelles positives . Alors le point critique (0,0) est une source.

1.7 Nature des points d’équilibre

On considere le systeme linéaire
&= Ax, VzeR?

ou A une matrice constante, (0,0) est le seul point d’équilibre, soit A\; et Ao les valeurs

propres de la matrice A. On distingue les différents cas suivants :

1. Si Ay et Ay sont réelles non nulles et de signe différent alors le point critique (0,0) est

appelé un selle, il est toujours instable.
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FIGURE 1.1 — L’origine (0,0) est une selle instable

2. Si Ay et Ay sont réelles de méme signe on a trois cas :

(a) Si A1 < Ay <0, le point critique (0,0) est appelé un neeud stable.
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1.7. NATURE DES POINTS D’EQUILIBRE
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FIGURE 1.2 — L’origine (0,0) est un noeud stable

est appelé un noeud instable.

)

(b) Si 0 < A; < Ag, le point critique (0,0
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— L’origine (0,0) est un noeud instable

FiGure 1.3

(¢) Si Ay = Ay = A, le point critique (0,0) est appelé nceud propre, il est stable si

A < 0 et instable si A > 0.

3. Si Aj et Ag sont complexes conjuguées alors le point critique (0, 0) est appelé un foyer,

< 0 et instable si Re(A;2) > 0.

il est stable si Re(\12)
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FIGURE 1.5 — L’origine (0,0) est un foyer instable

4. Si A\ et Ay sont imaginaires pures, alors le point critique (0,0) est appelé un centre, il

est stable mais n’est pas asymptotiquement stable.
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FIGURE 1.6 — L’origine (0,0) est un centre

Exemple 1.12. On va étudier la nature du point critique (0,0) du systéme

T = -2z +vy,

y=—x+3y.

Ecrivons ’équation caractéristique de la matrice associée a ce systéme on a

=0.

—2-=A 1
-1 3—A

Ses racines \y = %ﬁ >0, A= 1_5/ﬁ < 0 sont réelles non nulles et de signe différent,

alors le point critique (0,0) est une selle instable. (Voir la figure(1.7)).
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FIGURE 1.7 — L'origine (0,0) est une selle instable
Exemple 1.13. On va étudier la nature du point critique (0,0) du systéme

T=—-2z+vy,

Y =—x— 2.
Ecrivons [’équation caractéristique de la matrice associée a ce systeme on a

—2-) 1
—1  —2-2)

= 0.

Ses racines \y = —2 41, Ay = —2 — i sont complexes conjuguées et Re(A12) < 0, alors le

point critique (0,0) est un foyer stable. (Voir la figure(1.8)).
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1.8. PLAN ET PORTRAIT DE PHASE
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FIGURE 1.8 — L'origine (0,0) est un foyer stable

1.8 Plan et portrait de phase

Définition 1.17. Soit le systéme différentiel

i = P(z,y),

v =Q(x,y),

(1.9)

ou P et () sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d.

Le portrait de phase est l’ensemble des trajectoires dans [’espace de phase. Les solution
(x(t),y(t)) du systéme (1.9) représentent dans le plan (z,y) des courbes appelées orbites.
Les points critique de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléete des or-
bites de ce systéme ainsi que ces points critiques représentés dans le plan (x,y) s’appelle

portrait de phase, et le plan (x,y) est appelé plan de phase.
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La théorie de la stabilité de Lyapunov

Dans ce chapitre, on va présenter 1’outil principal qui nous avons utilisé tout au long de
ce travail pour étudier la stabilité des systemes différentiels qui est “la théorie de la stabilité
de Lyapunov “. L’idée de cette théorie a été dévloppée par Aleksandr Mikhailovitch
Lyapunov [13] mathématicien russe a la fin du 19°™¢ sidcle, spécialiste en stabilité des
systemes et particulierement de ceux issus de la mécanique des fluides, son travail est basé
sur le probleme général de la stabilité du mouvement.

La méthode de la fonction de Lyapunov est définie comme une méthode générale qui permet

d’étudier la stabilité des systemes dynamiques non linéaires.

2.1 Fonction de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov sont des outils globaux d’étude des systemes dynamiques.
Elles permettent dans le cas ou le théoréme de la linéarisation ne s’applique pas, de montrer
qu'un point d’équilibre est asymptotiquement stable et d’avoir une bonne estimation de son
bassin d’attraction, c’est-a-dire dans I’ensemble de tous les points du plan a partir desquels
la trajectoire tend vers ce point d’équilibre lorsque ¢ tend vers +oo.

On considere le systeme

i = f(z), VaoeR" (2.1)

Définition 2.1. Soit U un voisinage ouvert de R? contenant l'origine. Une fonction V a

valeur réelle de classe C* telle que

V.:U—R

(z,y) — V(z,9)
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2.1. FONCTION DE LYAPUNOV

est dite définie positive sur U si :
1. V(0,0) = 0.

2. V(z,y) > 0 pour tout (x,y) € U avec (x,y) # (0,0).

— V est définie négative si (—=V') est définie positive.
— V est semi définie positive si V(z,y) > 0 pour tout (x,y) € U avec (z,y) # (0,0).

Exemple 2.1. 1. V(z,y) = 2% + 29>

F1GURE 2.1 — Portrait de phase de la fonction V

:c2—|—y2
2. V(z,y) = S )
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2.1. FONCTION DE LYAPUNOV

FIGURE 2.2 — Portrait de phase de la fonction V

Définition 2.2. (Fonction de Lyapunov faible). Une fonction V(x,y) définie positive sur un

voisinage U de origine est dite fonction de Lyapunov faible pour le systéeme (2.1) si

V(z,y) <0, V(x,y) €U —{(0,0)}.

Définition 2.3. (Fonction de Lyapunov forte). Une fonction V(x,y) définie positive sur un

voisinage U de 'origine est dite fonction de Lyapunov forte pour le systéeme (2.1) si

Viz,y) <0, VY(z,y) € U—{(0,0)}.

Définition 2.4. On appelle courbes de niveaux associées a une fonction définie positive
V(z,y), les lieux des points du plan qui vérifiant l’équation V(x,y) = k, avec k > 0 et k
petit. Ainsi, pour une fonction définie positive, les courbes de niveauzr dans le plan (x,y) sont

des courbes concentriques autour de [’origine.

Remarque 2.1. D’une maniére générale, on choisira de préférence, comme fonction définie

positive une fonction polynomiale, i.e. une fonction quadratique homogene.

Lemme 2.1. Une fonction quadratique homogéne V(z,y) = ax® + 2bxy + cy?, avec a, b et

¢ des nombres réels, est définie positive si et seulement si a > 0 et ac — b*> > 0.

18



2.1. FONCTION DE LYAPUNOV

Preuve.
On suppose que V est définie positive et on montre que a > 0 et ac — b* > 0.
Comme V(z,0) = az? > 0, si x # 0 et a doit &tre positive.
Siy # 0 est fixé , V(z,y) = ax? + 2bxy + cy* = 0 trindme par rapport a x
A = 4b*y* — dacy® = 4y*(b* — ac), comme y # 0 et V(z,y) > 0 alors le déterminant
A = 4(b? — ac) doit étre négative.
De méme, si on fixe x # 0, V(z,y) = cy® + 2bzy + az? = 0 trindme par rapport a y
A = 4b0*z* — 4caz? = 42%(V* — ac) < 0, comme A < 0 et a > 0 alors V(z,y) > 0 donc V est

définie positive. m

Maintenant, on veut savoir comment la solution de @ = f(x) traverser les ensembles
d’une fonction définie positive V.

Si z(t) une solution du systeme & = f(x) et V' (z,y) une fonction définie positive. Alors

V(a(t) = 5 (l)ile) + 5 (=(0)i)

V(a(t)) = f(2).VV(z,y)

- Si V(x,y) > 0, alors les trajectoires traversent les courbes de niveaux de l'intérieur vers

l'extérieur.

- Si V(z,y) < 0, alors les trajectoires traversent les courbes de niveaux de l'extérieur vers
s
I'intérieur.

- Si V(az, y) = 0, alors les trajectoires sont tangentes a la courbe de niveaux.

Vix) =k Vix) =k Vix) =k

VIx°) <0 V(x0) =0 V(x°) >0

F1GURE 2.3 — Couper les courbes de niveau

19



2.2. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRE

2.2 Stabilité des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre xy hyperbolique il ya deux cas

1. Le point d’équilibre x( est asymptotiquement stable si D f(zg) a des valeurs propres

ont des parties réelles négatives (puits).

2. Le point d’équilibre z( est instable si D f(xy) a au moins une valeur propre a une partie

réelle positive (selle ou source).

Et pour étudier la stabilité des points d’équilibre zy non hyperboliques il ya autres méthodes
parmi eux la méthode de Lyapunov qui est une méthode tres importante pour 1’étude de la

stabilité de ce type de points d’équilibre.

2.2.1 Stabilité par la fonction de Lyapunov

Théoréme 2.1. Soit (0,0) est un point d’équilibre du systéme (2.1) et V' est une fonction
définie positive de classe C' sur un voisinage U de 'origine. On distingue les différents cas

selon V.
1. 8iV(z,y) <0 pour (x,y) € U —{(0,0)}, alors lorigine est stable.
2. SiV(x,y) <0 pour (z,y) € U —{(0,0)}, alors Uorigine est asymptotiquement stable.
3. SiV(x,y) >0 pour (z,y) € U —{(0,0)}, alors Uorigine est instable.

Remarque 2.2. Si le point d’équilibre xy n’est pas l'origine, on utilise un changement de

variable du type o' (t) = x(t)—xo pour étudier la stabilité de point d’équilibre non hyperbolique.

Exemple 2.2. Soit le systeme suivant

&= —x° + 497,
(2.2)
y = —4xy.

L’origine (0,0) est le seul point d’équilibre du systéme (2.2).

00
Df(0,0) = :
00

A2 = 0, est une valeur propre double. Nous étudions la stabilité du point d’équilibre (0,0)

avec une fonction de Lyapunov.
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2.2. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRE

Soit V(x,y) = %(3:2 +y?) est une fonction de Lyapunov de classe C et définie positive.
On a
V(0,0) =1(02+0%) =0 et V(z,y) = 5(z® + y?) > 0 pour tout (x,y) # (0,0).

Donc

Vie.y) = L (V(ey)

dt
_dVds vy
Cdx dt  dy dt

= a(—2 + 4y°) + y(—4ay)
= —z* + day? — day?
=—2* <0.

Alors, Uorigine (0,0) est un point d’équilibre stable. (Voir la figure(2.4)).
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FIGURE 2.4 — Portrait de phase de l'origine du systéme (2.2)

Exemple 2.3. Soit le systeme suivant

(2.3)

L’origine (0,0) est le seul point d’équilibre du systéme (2.3).

00
Df(0,0) = :
00
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2.2. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRE

A2 =0, est une valeur propre double.

Soit V(z,y) = 2® + y* est une fonction de Lyapunov de classe C et définie positive.
On a

V(0,0) =024 0*=0 et V(z,y) = 2> + y* > 0 pour tout (z,y) # (0,0).

Donc

V(ey) = L(Viz,y)

dt
_ Ve dVdy
Cdx dt  dy dt

= 2x(=2® — ") + 2y(ay — y°)
= 22" — 229% + 2a9% — 29
= —2(z' +y") < 0.

Alors, le point d’équilibre (0,0) est asymptotiquement stable. (Voir la figure(2.5)).

I O N A B
NS SSaNRNN
e N A N P L LSRR S
—eetm e Ny Y e B R R B Rt
it i N e e e
B B B G R N T a el ot

R T N N

R N

FIGURE 2.5 — Portrait de phase de l'origine du systéme (2.3)
Exemple 2.4. Soit le systéme

&=y +ale®+y),
y=—x+y(®+y°).
L’origine (0,0) est le seul point d’équilibre du systéme (2.4).

A2 = %1, deux valeurs propres imaginaires pures (la partie réelle est nulle).

Soit V(z,y) = 2® + y? est une fonction de Lyapunov de classe C et définie positive.
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2.2. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRE

On a
V(0,0) =0+ 0*=0 et V(z,y) = 2* + y* > 0 pour tout (z,y) # (0,0).

Donc

Viey) = L (Ve y)

dt
Vs vy
Cdx dt  dy dt

=2z(y + x(2® + 9*) + 2y(—z + y(2* + %))
= 2wy + 2% (2% + y*) — 2xy + 27 (2 + )
=2(2* +y*)* > 0.

Alors, le point d’équilibre (0,0) est instable. (Voir la figure(2.6)).
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FIGURE 2.6 — Portrait de phase de 'origine du systeme (2.4)

2.2.2 Instabilité de Cetaev

Théoréme 2.2. Supposons que le systéeme dynamique & = f(x) admet l'origine comme point

fize. Si une fonction V(x,y) a valeurs réelles et de classe C1, existe telle que

1. Le domaine de définition de V (x,y) contient D = {z/||z|| < r} ot r est une constante

réelle strictement positive.

2. 1l existe des points aussi pres que l'on veut de l'origine pour lesquels V (x,y) est stric-

tement positive.

3. V(x,y) >0 sur D —{(0,0)}.
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2.2. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRE

4. V(0,0) = 0.

Alors lorigine est un point d’équilibre instable.

FIGURE 2.7 — Graphe de théoréme d’instabilité de Cetaev
Exemple 2.5. Soit le systéeme dynamique

i = 22? — 1y,

y =y

L’origine est un point d’équilibre du systéme (2.5).

00
Df(070): Y
00

l'origine est un point d’équilibre non hyperbolique.

Soit V(x,y) = 32° + 22y + day® + 3y°.
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2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

Et

V() = S (V)

Ve dvdy
Cdx dt  dy dt

= (42 + day + 49) (22 — zy) + (222 + 82y + v) (v?)
= 82t + 43y + 62%y? + day® + ¢t
=72+ (v +y)".

-V(z,y) est définie sur R?, on peut prendre pour D n’importe quel cercle de centre l'origine
et de rayon r.

-Six=0,V(x,y) = y; qui est strictement positive pour y > 0, ainsi il existe sur l'axe des
y des points arbitrairement prés de lorigine tels que V(x,y) > 0 .

-V(z,y) = Ta* + (x +y)* > 0 sur D —{(0,0)}.

- V(0,0) = 5(0)® +2(0)(0) + 4(0)(0)? + £(0)* = 0.

Donc d’apreés le théoréme d’instabilité de Cetaev, [’origine est instable. (Voir la figure(2.8)).
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FIGURE 2.8 — Portrait de phase de 'origine du systeme (2.5)

2.3 Stabilité des systéemes différentiels non-linéaires

Le concept de la stabilité pour les systemes différentiels non linéaires en général est
un concept complexe. Il est impossible d’analyser la stabilité d'un systeme non linéaire
en utilisant la définition de la stabilité uniquement parce que cette définition nécessite la

connaissance de la solution de l’équation différentielle non linéaire. Mais la méthode de

25



2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

Lyapunov est la seule méthode qui permette d’étudier la stabilité des systemes différentiels

non linéaires sans recourir a la solution de ’équation différentielle.

2.3.1 Existence de la fonction de Lyapunov

L’existence de la fonction de Lyapunov est une condition nécessaire et suffisante pour
déterminer la stabilité de nombreuses équations différentielles. La difficulté de trouver la
fonction de Lyapunov est un probleme scientifique. Généralement, il n’y a pas une tech-
nique générale pour construire les fonctions de Lyapunov, mais il existe des techniques pour
construire cette fonctionnalité qui s’appliquent a des cas précis et pour comprendre ces tech-

niques voici les deux lemmes suivants

Lemme 2.2. [11] Supposons que la linéarisation autour d’un point d’équilibre du systéme

d’équations différentielles d’ordre 2 est donnée par :

et supposons :

det M >0, a,d<0 et bc=#0.

Alors
V(z,y) = 2* + ky?,

est une fonction de Lyapunov locale dans un voisinage du point d’équilibre, telle que :

b s be >0,

—2 sl b.c < 0.

Preuve.

Le calcul de la dérivée de V ou V(z,y) = 2 + ky? par rapport au systéme linéarisé donne :

V = 2az® + 2(b + ck)xy + 2dky>.
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2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

Choisissons k = % dans le cas ou b et ¢ sont du méme signe donnera

db b
4-2a-2dk — 2(b+ ck)? = 169 — 166> = 16- det M > 0.
c c
Donc, V est définie négative car 2a < 0. Choisissons k = —g dans le cas ou b et ¢ sont de

signes opposés donnera :

V = 2ax? + 2dky?,

qui est définie négative comme a,d < 0 et k > 0.
Comme les termes d’ordre supérieur ne peuvent pas changer le signe de V et V, alors la

fonction V' est une fonction de Lyapunov locale pour ces choix de k. m

Exemple 2.6. Soit le systéme non linéaire suivant

= —2r —y— 1%y,
(2.6)
Y =2x —2y.

Ce systeme admet un seul point d’équilibre qui est 'origine. Pour étudier la stabilité de
Vorigine du systéme (2.6), on utilise la linéarisation.

Le systéme linéarisé du systéme (2.6) est

Comme detM =6>0¢eta=-2<0,d=-2<0,b=—-1#0,c=2%#0. Alors, d’apres
le lemme 2.2V = 2% + %yz est une fonction de Lyapunov pour le systéme linéarisé qui est
définie positive.

Maintenant, nous calculons V'

V(r,y) =223 + yy
= 20(—27 —y — 2%y) + y(2z — 2y)

= —2(22° + y*) — 22°y < 0.

Donc, lorigine est asymptotiquement stable. (Voir la figure(2.9) ).
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2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES
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FIGURE 2.9 — Portrait de phase de l'origine du systéme (2.6)

Lemme 2.3. [11] Supposons que la linéarisation autour d’un point d’équilibre du systéme

d’équations différentielles d’ordre 2 est donnée par :

IR RN,

et supposons que :

et
trace(M) =a+d < 0.

Alors
V(z,y) = 2 + By + Cy°,

est une fonction de Lyapunov locale dans un voisinage de point d’équilibre si :

B = By = 4=2, C':CO:M pour ¢ # 0,

c 2c2

B=0 et C>5d pour ¢ = 0.
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2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

Exemple 2.7. Considérons le systeme différentiel non linéaire suivant

T = —2x+

y — 2xy?,

y=—x—2y.

(2.7)

Ce systeme admet un seul point d’équilibre qui est ’origine. Pour étudier la stabilité de

Uorigine du systéme (2.7), on utilise la linéarisation.

Le systéme linéarisé du systeme (2.7) est

Comme

Lyapunov est donné par V. = x* + 9y>.

Maintenant, nous calculons V

V(z,y) = 2zi + 18yy

= 2x(—2z +y — 22y°) + 18y(—x — 2y)

= —4(2* + 99%)

-1 -2| |y

— 162y — 42?y® < 0.

Donc, Uorigine est asymptotiquement stable. (Voir la figure(2.10)).
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FIGURE 2.10 — Portrait de phase de l'origine du systeme (2.7)
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2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

2.3.2 Généralisation sur ’approche de Crasovskii

Il est difficile de trouver ou de construire la fonction de Lyapunov appropriée et sa fonction

dérivée pour les systemes différentiels non linéaires. Ainsi, il doit construire la fonction de
Lyapunov par d’autres moyens.
Dans cette partie, nous allons construire la fonction de Lyapunov et sa fonction dérivée
pour analyser et juger la stabilité des systemes différentiels non linéaires par I'approche de
Crasovskii [10] qui a été proposée dans les années 1960. Cette approche fournit une autre
facon d’analyser la stabilité des systemes différentiels non linéaires. Elle est basée sur la
théorie de la stabilité de Lyapunov.

Considérons le systeme non linéaire
= f(x), t>0, (2.8)

ot x =[x, 9,..., 2,7 et f(x) = [fi(x),..., fu(x)]T est la fonction vectorielle non linéaire.
Le systeme différentiel non linéaire peut avoir un ou plusieurs points d’équilibre iso-
lés. Mais ces points d’équilibres, apres un évident changement de coordonnées, peuvent se

ramener a l'origine. Par conséquent, 1’origine est le seul point d’équilibre, alors :

#0, Vx #0.

Dérivation de ’approche de Crasovskii

Pour le systeme (2.8). Nous proposons la fonction de Lyapunov suivante

V(z) = f7(2) f(x).

Comme
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2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

et I est une matrice identité, donc la fonction de Lyapunov proposée V (x) est nécessairement

une fonction définie positive a la forme suivante

=0, Vr=0,

>0, Vo #O0.

Cherchons la fonction dérivée de la fonction de Lyapunov V(x) et notée V(x).

V(r) = SIF @) (@)

_ df;ix>f(x) + led(?fT(x)

[ 0y g1 [
] oo
. [agf)rﬂ )+ @) |92 o

= f1(2)f(x) {

5]+ [5])

ol ag (*) est la matrice Jacobienne de f(z)
3381 ° : : axn
of(w)
oxT _
L awl : : ’ 63611 =

Soit F(z) = |G|

Viw) = (@) [F" () + F(2)] f(2).

Remarquons que si [F T(x)+ F (x)} est définie négative :
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2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

Alors V(x) est également définie négative. Par conséquent, conformément a la théorie de la
stabilité de Lyapunov, V (z) est définie positive et V() est définie négative, donc le systéme

(2.8) est asymptotiquement stable. (Voir [16]).

Proposition 2.1. [16] Pour le systéme (2.8), lorigine x = 0 est le point d’équilibre isolé
et F(x) est la matrice Jacobienne de f(x). Si [FT(x) +F(x)} est définie négative, alors
Uorigine est asymptotiquement stable et V(z) = fT(x)f(z) est une fonction de Lyapunov.
De plus, si la norme euclidienne de x tend vers l'infini, ¢’est-a-dire ||z|| — oo, la fonction

de Lyapunov V (x) tend vers l'infini

Alors lorigine est globalement asymptotiquement stable.

Remarque 2.3. Lorsque l'approche de Crasovskii est utilisée pour analyser la stabilité du
systeme mon linéaire invariant dans le temps, la premiere étape consiste a résoudre la ma-
trice jacobienne F(x) de f(z) et & calculer [FT(x) + F(z)]. Et la deuziéme étape consiste
& déterminer le cas ou [F*(z) + F(x)] est définie négative. Si [FT(x) + F(x)] est définie
négative, alors l'origine est asymptotiquement stable et V(x) = fT(z)f(z) est la fonction
de Lyapunov. De plus, si {FT(x) + F(m)} ne peut pas étre définie négative, on ne peut rien

conclure sur la stabilité du systeme.

Exemple 2.8. Soit le systeme différentiel non linéaire suivant

T=—x+ Y,
(2.9)

j=r—y—y.

Le systéme (2.9) admet un seul point critique qui est l'origine. On calcule la matrice Jaco-

bienne F(z) et [FT(x) + F(x)] :

_|of@)] _ |1 1
F(x)—[axT]— A
et
. -2 2
F'(x)+ F(x) =
2 —2—10y*



2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

Pour [F*(z)+ F(z)], ses mineurs principauz du premier et de deuxiéme ordre Ay et Ay sont

respectivement :

Al =—-2<0,
AQ :20y4 > 0.

Selon le critére de Sylvester, [FT(z)+ F(z)] est définie négative. De plus, lorsque ||z|| — oo,

alors la fonction de Lyapunov V (z) tend vers linfini :

V(z) = f"(2)f(x)

=(~z+y)’+(r—y—y’)? = oo

Par conséquent, le systéme est globalement asymptotiquement stable a 'origine. (Voir la

figure(2.11)).
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FIGURE 2.11 — Portrait de phase du systeme (2.9)

Exemple 2.9. Soit le systeme différentiel non linéaire suivant dépendant de deuzr paramétres
réels a, b quelconques :

T =ax +Yy,
(2.10)
y=x—y+ by’
Déterminer maintenant les valeurs des parameétres a et b, de maniére a ce que le systéme

(2.10) globalement asymptotiquement stable a ['origine. On calcule la matrice jacobienne

33



2.3. STABILITE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS NON-LINEAIRES

F(z) et [FT(x) + F(x)], on a

of(x a 1
x 1 —1+ 5by*
et
T 2a 2
F'(x)+ F(x) = :
2 =2+ 10by*

Les mineurs principauz du premier et deuziéme ordre de [FT (x)+ F(x)] sont respectivement

A1 et Ay et supposons que Ay < 0, Ay >0 :
Al = 2a < O,

Ay = 20aby* — 4a — 4 > 0.

Résoudrons ce systéme des inégalités, on obtient :

a+1
s

a<0, b<

Par exemple, soit a = —2 et b = —3, on peut dire que la fonction de Lyapunov est définie
positive :
V(z) = f(2)f(x)
= (=22 +y)* +(z—y—3y°)* >0,

et FT(x) + F(x) est définie négative

. 42
FT(z) + F(z) = < 0.
2 —2—30y*

Ainsi, le systéeme considéré est globalement asymptotiquement stable a lorigine. (Voir la

figure(2.12) ).
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FIGURE 2.12 — Portrait de phase du systeme (2.10)
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Sur la stabilité de certaines classes de systémes

différentiels non linéaires

La théorie de la stabilité joue un réle important en théorie des systemes dynamiques
non linéaires. Différents types de problemes de stabilité peuvent étre rencontrée dans 1’étude
des systemes dynamiques. Dans ce chapitre, nous utilisons quelques théoremes pour étudier
la stabilité de certaines équations différentielles non linéaires, afin que nous discutions des
conditions nécessaires pour construire la fonction de Lyapunov appropriée pour déterminer

la stabilité asymptotique de ces équations proposée par N. Bildik et S. Deniz [!].

3.1 Stabilité des systémes planaires

Dans cette partie, on va discuter la construction de la fonction de Lyapunov du systeme

planaire suivant
&= f(z,y),
¥ =Q(,y),

ou f(z,y) =a(x)+ ay et Q(z,y) = b(x) + Py, avec a(x) et b(x) sont des fonctions et «,

(3.1)

sont des parametres réelles, en introduisant une technique explique cette construction pour

étudier la stabilité asymptotique de I'origine pour le systeme donné.
Proposition 3.1. [/] Considérons le systéme (3.1), ou a(0) = 0,b(0) = 0. Si les conditions
suivantes

[Ba(z) — ab(x)]z > 0 et za(x) + Bz <0, x#0, (3.2)
au voisinage de l’origine sont satisfaites. Alors la fonction
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3.1. STABILITE DES SYSTEMES PLANAIRES

Via.y) = (82— ay)* +2 [ [Ba(¢) - ab(¢)]ds.
est une fonction de Lyapunov pour le systéme (3.1).

Preuve.

Il est clair que la fonction (3.3) est définie positive si :
[Ba(x) — ab(z)]z > 0.

La dérivée de cette fonction

V(z,y) = 2[Ba(z) — ab(x)][fz + a()]

est définie négative si et seulement si

[Ba(z) — ab(2)][fz + a(z)] <0
au voisinage de = # 0. Les inéquations (3.4) et (3.5) donnent

va(z) + pz* <0, x # 0.

Application

1. Considérons le systeme :

On a

37
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3.1. STABILITE DES SYSTEMES PLANAIRES

Les conditions
[Ba(z) — ab(x)]z = [-22* — 2(z* — 42°)]|z

= [—22* — 22" + 82%)x
= —42° + 8z
= 2%(8 — 42) > 0,

et
va(r) + Ba* = x(a*) — 227

= 2° — 227
=2*(z* - 2) <0,
pour x < 2, sont satisfaites.

Par conséquence, la fonction de Lyapunov

Viay) = (<20 - 29" +2 [ [-26" — 2(6" - 4"l
= (22 + 2y)* + 2[—;11'5 + 224

8
= (20 +29)* + 24— al,
est définie positive. La dérivée de V'

V(x,y) = 2[—22* — 22* + 82°][—2x + 2]

= 2[—4a* + 82%)[-2x + 2] < 0,

est définie négative pour x < 2. Alors, le systeme (3.7) est asymptotiquement stable a

'origine pour x < 2. (Voir la figure(3.1)).
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3.1.
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FIGURE 3.1 — Portrait de phase du systéme (3.7)

2. Soit le systéme suivant

(3.8)

i=—a*—2% -y,

{y' —22% + 1 — 2.

On a

[Ba(z) — ab(z)]z = [-2(—2* — 2%) + (—22° + z)]x

[22* + 227 — 227 + 7]z

225 + 22

1+22%) >0,

:x(

pour z > 1.
Et

— %) — 222

va(r) + fa® = v(—a*

= —g5 — 23 — 222

=22 +2+2) <0,

pour z > 1.

39



3.2. STABILITE D’UNE CLASSE GENERALISEE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DE LIENARD

Alors, la fonction de Lyapunov prend la forme :

Viay) = (<20 +9)° +2 [ [=2(=€" = ) + (-2 + §)lag
= (y— 22 + 25" + )
= (y— 2@2 + xz(;lx‘s +1) > 0.

V' (z,y) est définie positive. On calcule la dérivée de V'
Ve, y) =2[-2(—a* — 2%) + (—22% + 2)][-22 + (=2 — 2?)]

= 2[22* + 7][-22 — 2* — 2?] < 0.

V(z,y) est définie négative pour x > 1. Alors, le systéme (3.8) est asymptotiquement

stable a l'origine pour x > 1. (Voir la figure(3.2)).
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FIGURE 3.2 — Portrait de phase du systeme (3.8)

3.2 Stabilité d’une classe généralisée des équations dif-

férentielles de Liénard

Dans cette partie, on va discuter des résultats concernant la stabilité des équations spé-
ciales appelées “les équations de Liénard” obtenus par N. Bildik et S. Deniz [!]. Ces

équations ont été introduites par 'ingénieur Liénard en 1928. En fait, il a généralisé 1I’équa-
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DIFFERENTIELLES DE LIENARD

tion de Van Der Pol. Cette équation est apparue dans I’étude d’un circuit étectrique utilisé
pour les premieres radios par I'ingénieur Van Der Pol, pour décrire les oscillations dans une
triode.

Considérons 1’équation de Liénard suivante

dx dx

e + f(a:)a + g(x) =0, (3.9)

ou f(z) est une fonction paire et g(x) est une fonction impaire, et elles sont des fonctions

continues et différentiables sur R. En utilisant la fonction de Lyapunov, nous étudierons la

stabilité de I’équation de Liénard (3.9). Cette équation peut se mettre sous la forme d'un
dx

systeme d’équations différentielles du second ordre, on pose o7 = z, on obtient le systeme

suivant

= : (3.10)

et on peut aussi 'écrire dans une autre forme équivalente au systeme (3.10). On pose z =

y— F(x)ou F(x) = [7 f(§)d, on aura le systeme suivant

By EE) , (3.11)

Y —g()

ou F(z) et g(x) deux polynomes de degrés n et m. On appelle le systeme (3.11) le systeme
de Liénard.

Proposition 3.2. [/] Soit I’équation (3.9). Supposons que g(x) est positive (négative) lorsque

x est positive (négative) pour tout x. Par conséquent, G(z) > 0 pour tout = # 0, ou
Gla) = [ g()de. (3.12)
Alors, U'équation (3.9) admet une fonction de Lyapunov de la forme suivante
1,
V(z,y) =G(z) + LA (3.13)

Si de plus f(x) > 0 pour tout x. Alors, l’équation (3.9) est globalement asymptotiquement
stable.
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Preuve.

Pour montrer ce résultat, on calcule la dérivée de la fonction de Lyapunov (3.13) et on obtient

. ov . IV .
V(z,y) = T+ @y

Oz
()& +yy
(@)(y — F(z)) + y(—g(x))
= —g()F(x).

=9
=49

Si f(z) > 0 pour tout z, alors la fonction dérivée V(z,7) est définie négative pour tout .

Alors, le systeme est globalement asymptotiquement stable. Cela complete la preuve. =

Application

1. Considérons I’équation de Liénard :
i+ (2* + 298+ 2% =0, (3.14)

On a f(x) = 2% + 25 et g(x) = 2. Remarquant que f est une fonction paire et g est

une fonction impaire. Premierement, on calcule F(z) et G(z)

z 1
G(z) :/ d¢ = —a*
0 4
On écrit 1'équation (3.14) sous forme systéme comme suit

1 1
. 3 7
By y— 10— oo
L (3.15)
Y —a3

Comme G(z) > 0. Alors, le systeme (3.15) admet la fonction de Lyapunov suivante

o 12_14 12
V(rc,y)—G(x)vLQy =30 oy
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qui est définie positive.

En suite, on calcule la dérivée de V'

V(r,y) = —g(x)F(r)
1 1
— _x3(§$3+?l,7)
1 1
_ — 6 — 4 —
T (7x + 3) < 0.

Cette dérivée est définie négative. Alors, le systeme de Liénard (3.15) est globalement

asymptotiquement stable. (Voir la figure(3.3)).
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FIGURE 3.3 — Portrait de phase du systeme (3.15)

2. Soit ’équation de Liénard suivante
i+ prtt 4+ 2° =0, p>0, (3.16)
ot f(x) = pz* et g(x) = z°. On calcule F(x) et G(z)

Pla) = [ (u")ag
_H 5
5

T,

G@»::[fg%ﬁ::éx?
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Ecrivant 1’équation (3.16) sous forme systéme comme suit

-por] o
Y —

On remarque que f est une fonction paire et g est une fonction impaire et G(x) > 0.

Alors, le systeme (3.17) admet la fonction de Lyapunov suivante

1 1 1
Vi(z,y) =G(x)+ §y2 = éxﬁ + 592-

V(z,y) est définie positive. Maintenant, on calcule sa dérivée

V(z,y) = —g(x)F(z)
5K 5
=7 (gw )

= —gxlo < 0.

Cette dérivée est définie négative. Alors, le systeme de Liénard (3.17) est globalement

asymptotiquement stable. (Voir la figure(3.4)).
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FIGURE 3.4 — Portrait de phase du systeme (3.17)
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Conclusion

Le concept de la stabilité des systemes dynamiques non linéaires en générale est un
concept complexe. L’'un des problemes les plus importants des systemes non linéaires est
I’étude de leur stabilité. Dans cette note, nous avons mené une étude liée a la stabilité de

ces systemes.

La méthode de Lyapunov est considérée comme 1'une des méthodes les plus utilisées
pour étudier la stabilité des systemes non linéaires, mais cette méthode a la caractéristique

qu’elle n’est utilisée que dans un voisinage du point d’équilibre car elle est continue a I'origine.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les concepts de base a utiliser dans ce tra-
vail, et dans le deuxieéme chapitre, nous avons traité le principe de la théorie de la stabilité
de Lyapunov a travers des définitions, des théories et des applications pour clarifier et mieux
comprendre cette méthode. Et nous avons également discuté 'approche de Crasovskii qui

est une méthode éprouvée pour analyser la stabilité des systemes différentiels non linéaires.
Dans le dernier chapitre, nous avons discuté des conditions nécessaires pour déterminer

la fonction de Lyapunov pour certaines classes de systemes dynamiques non linéaires, en

étudiant leur stabilité et en appliquant des exemples pour vérifier les résultats.
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