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Résumés 

 

RÉSUMÉ 

Les travaux présentés dans cette thèse s’insèrent dans le cadre de recherches sur la 

commande des robots manipulateurs. Deux thèmes sont abordés : 

Le premier thème traite les différents types de modèles permettant de décrire le 

fonctionnement de ces robots manipulateurs destinés pour des applications industrielles, 

avec une application  détaillée sur le manipulateur industriel PUMA 560 à 6 D.D.L (degrés de 

liberté). L’obtention précise de ces modèles est d’une grande importance pour la synthèse 

des lois de commande.  

Le deuxième thème est relatif à l’étude et l’application de stratégies robustes pour la 

commande en mouvement dans l’espace libre de ces robots manipulateurs. Nous 

développons, dans un premier temps, plusieurs structures centralisées (multi variables) 

fondées sur des approches différentes, la commande linéarisante robuste (RNFLC), la 

commande par rejet actif de perturbation (ADRC), la commande par modes glissants 

conventionnels (SMC), et la commande adaptative neuronale par modes de glissement (ANN 

SMC). Nous proposons, ensuite, une étude comparative en simulation permettant 

l’évaluation des performances des algorithmes élaborées à partir des approches citées, 

appliquées au manipulateur considéré dans ce travail. 

MOTS CLÉS : Robotique Industrielle, Modélisation géométrique, Modélisation dynamique, 

Commande, Robustesse. 

ABSTRACT 

The work presented in this thesis addresses two major topics in the area of Industrial Robot 

Manipulators Control. The first one deals with the modeling of this type of robots with 

illustration of 6-DOF (degrees of freedom) PUMA 560 manipulator example. Note that it is of 

great importance to obtain the accurate models for control synthesis. 

The second topic concerns the study and the application of robust strategies for motion 

control of these robot manipulators in free space. First, we develop several centralized 

(multi variable) robust techniques based on different approaches which are, robust non 

linear feedback linearization (RNFLC), active disturbance rejection control (ADRC), 

conventional sliding mode control (SMC), and adaptive neural sliding mode control (ANN 

SMC). Then, we propose a comparative study, in simulation, allowing the performances 

evaluation of the elaborated algorithms, applied for the control of the considered robot 

manipulator. 

KEY WORDS: Industrial Robotics, Geometric modeling, Dynamic modeling, Control, 

Robustness. 

 

 



Résumés 

 

 :ملخص

. الروبوتات ذات التطبيقات الصناعية العمل المعروض في هذه الرسالة يتناول موضوعين رئيسيين في مجال التحكم الآلي في

 PUMA 560المحور الأول يتناول النمذجة الرياضية للأذرع الروبوتية في فضاء المهمة مع التركيز على الروبوت الصناعي 

الحصول بدقة على هذا النموذج الرياضي يحظى بأهمية بالغة جدا في تصميم أنظمة تحكم تضمن أداء عالي في  إن. كمثال

 .    تاج إلى دقة كبيرةالتطبيقات التي تح

 لبلوغ هذا .تمكن الاستغلال الجيد لهذه الروبوتات الصناعية استراتيجيات تحكم حديثة وتطبيق  يتعلق بدراسة المحور الثاني

 المتغيرات ذات طبيعة متينة بمعنى أنها قادرة على إلغاء تأثيرات التأثير متعددة تقنيات تحكم عدة أولا بتطوير قمنا, الهدف

 الفعل ردود نظرية : وهي مختلفة نظريات إلى تستند هذه التقنيات التي وضعناها , السلبي للمشوشات الخارجية و الداخلية

 التي تمكن من تبسيط النظام الغير خطي إلى نظام خطي (robuste la commande linéarisante) المتينة الإخطاطية

 perturbation la) عن طريق الإلغاء النشيط للمشوشات  قادر على إلغاء تأثير المشوشات, نظرية التحكم والسيطرة

commande par rejet actif de), الانزلاق التحكم الكلاسيكي عن طريق أنماط (modes de glissement 

conventionnelles), الانزلاق المرتبطة بالشبكات العصبية وأخيرا نظرية التحكم القابل للتكيف المرتكز على أنماط 

(modes de glissement  commande adaptative neuronale par) .دراسة قمنا بإجراء, في نهاية هذا البحث 

 والمطبقة المطورة في هذا البحث, الخوارزميات أداء بتقييم مما سمح لنا المحاكاة, في , لمختلف هذه الاستراتيجيات مقارنة

 .PUMA 560   المقترح الروبوت الصناعيفي للتحكم

 .المتانة السيطرة, الديناميكية, النمذجة الهندسية, النمذجة الصناعية, الروبوتات :الرئيسية الكلمات
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De tout temps, l’industrie s’est basée sur la répétition de tâches élémentaires simples, 

initialement confiées à de la main d’œuvre humaine (esclaves puis ouvriers). A travers les 

années, le besoin de l’Homme a dépassé ses propres capacités. La compétition entre les 

industriels a imposé que ces tâches prévisibles soient confiées de nos jours à des machines, 

voire des robots. 

Les études actuelles proposent de remplacer certaines machines-outils spéciales par des 

robots industriels en raison de leur rapport coût-efficacité et leur grand espace de travail 

par rapport aux machines-outils habituelles. Les performances techniques et économiques 

de la production peuvent être grandement améliorées en utilisant un manipulateur ou un 

système robotisé comme un porte-outil [44, 124, 130]. Cependant, le problème des 

performances est l’une des raisons qui empêchent la robotisation de certains procédés 

industriels. 

La plupart des robots employés dans l’industrie sont des manipulateurs à chaine 

cinématique ouverte. Malgré les progrès technologiques, les industriels n’utilisent que des 

manipulateurs « standards » pour lesquels les axes des articulations successives peuvent 

être parallèles. Leurs comportements sont en effet bien maîtrisés. Parmi ces manipulateurs, 

on peut citer les robots anthropomorphes, les robots cylindriques, les robots SCARA et les 

robots cartésiens ou portiques [6, 11-13, 19, 27, 31, 36, 43]. 

La quête de performance dans la production de robots manipulateurs, dans les sens d’une 

demande industrielle de robots plus légers, plus souples et compétitifs économiquement, est 

suivie d’une demande d’augmentation de performance au niveau des algorithmes de 

coordination et de commande [41, 43]. 

Un robot manipulateur ne doit pas être considéré comme une simple structure mécanique 

composée segments reliés entre eux par des articulations. La structure mécanique n'est 

qu'un composant dans un système robotique global, illustré à la figure 1, qui comprend le 

bras, la source externe de puissance, l’outil de fabrication monté à l’extrémité du bras,        

les capteurs externes et internes, l'interface de communication homme-machine et 

l'ordinateur de contrôle. Même le logiciel de programmation doit être considéré comme une 

partie intégrante du système global, car la manière dont le robot est programmé et contrôlé 
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peut avoir un impact majeur sur ses performances et la gamme d'applications que peut 

gérer [1, 9, 26, 31, 36]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1. Structure fonctionnelle d’un robot industriel [1]. 

Les contrôleurs de robot doivent, tout d’abord, servir d’interface entre le robot et 

l’utilisateur pour que ce dernier puisse programmer les instructions de la tâche. Il doit, 

aussi, être en mesure de générer les mouvements correspondants à cette tâche et d’assurer 

le bon comportement du robot grâce aux informations fournies par les capteurs existants [1, 

26, 27, 31, 36]. 

Pour les tâches qui demandent des mouvements rapides, avec des variations importants de 

charge, la synthèse de lois de commande doit prendre en compte la dynamique du robot 

manipulateur exprimée par la relation entre les forces généralisées (𝜏), appliquées aux 

différentes articulations, et les positions (𝑞), les vitesses (𝑞 ) et les accélérations (𝑞 ) 

articulaires. Cette dynamique non linéaire extrêmement complexe est très intéressante du 

point de vue de la commande car, contrairement aux équations dynamiques usuelles, elle 

fournit l’entrée de commande comme une fonction explicite du mouvement de sortie [22, 

27, 31, 36, 43, 56, 59, 63].  

D’une façon générale, selon la nature de la tâche à réaliser, le robot peut être en mouvement 

libre comme il peut se trouver en contact avec son environnement, par exemple 

l’assemblage, l’usinage (ébavurage, ébarbage,...), le suivi de surfaces (polissage,...). Dans le 
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premier cas, la commande en mouvement (position) toute seule est suffisante pour 

contrôler le robot, cependant, elle ne sera pas suffisante toute seule dans le cas où le robot 

entre en contact avec son environnement. Ceci est dû au fait qu’une commande d’un robot 

en mouvement libre, parfaitement stable, peut devenir instable en présence d’un contact 

(apparition de rebonds et détérioration de l’effecteur ou de l’environnement) d’où la 

nécessité de commander le robot également en effort. Dans ce contexte, deux types de 

commande ont été proposées dans la littérature: la commande en impédance et la 

commande hybride position/force [22, 27, 31, 76, 130]. Il est important à souligner que dans 

le cadre de cette thèse, ne nous intéresserons qu’à la commande en mouvement dans 

l’espace libre. 

Lorsque le manipulateur commandé est faiblement perturbé, les commandes classiques, par 

exemple à action Proportionnelle Intégrale Dérivée, peuvent s’avérer suffisantes si les 

exigences en précision et en performance du système ne sont pas trop sévères. Dans le cas 

contraire, il faut concevoir des algorithmes de commande assurant une robustesse du 

comportement du processus vis-à-vis des incertitudes sur les paramètres et leurs variations. 

On peut citer dans ce contexte, la commande H∞ non linéaire [122, 125], la commande par 

modes glissants [22, 61, 94-101], la commande adaptative [22, 27, 43, 128], la commande 

linéarisante robuste [27, 31, 82,83], la commande par le rejet actif de la perturbation [87, 

88, 89, 92, 93], et la commande par backstepping [81, 82, 83, 126, 127]…. etc. 

Objectifs et résultats de la thèse 

Notre objectif principal porte sur l’analyse de la modélisation cinématique, et dynamique 

des robots manipulateurs anthropomorphes, et également sur la conception de lois de 

commande robustes dans l’espace articulaire pour ces robots à vocation industrielle. 

Initialement, nous allons présenter la modélisation générale pour le manipulateur 

anthropomorphe PUMA 560 à 6 DDL de la société Unimation. Des hypothèses sont établies 

afin d’obtenir quelques simplifications du modèle pour faciliter la tâche de commande. 

Nous allons, ensuite, concevoir des lois de commande pour le modèle dynamique établi 

précédemment en utilisant plusieurs techniques de contrôle qui sont présentées ci-dessous, 

1. Commande linéarisante entrées/sorties par retour d’état non linéaire [129]. 

2. Commande à action Proportionnelle Dérivée (PD).  

3. Commande linéarisante robuste (RNFLC). 

4. Commande par rejet actif de perturbation avec observateur d’état étendu 

(ADRC) [81, 93]. 
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5.  Commande conventionnelle par modes de glissement (SMC) [101, 120]. 

6. Commande adaptative neuronale par modes de glissement (ANN SMC) [120]. 

Contributions à la commande non linéaire robuste des robots manipulateurs 

L’approche la plus répondue dans le domaine de la commande des manipulateurs 

robotiques, est l’utilisation d’un contrôleur non linéaire dans la boucle externe, en 

remplacement des contrôleurs classiques généralement de type PD. Le rôle de ce contrôleur 

est de rendre la loi de commande de la boucle interne, chargée de la linéarisation exacte du 

modèle non linéaire couplé du manipulateur, plus robuste vis-à-vis des erreurs de 

modélisation (ex. incertitudes et variations paramétriques, dynamiques non modélisés 

comme la dynamique de friction…etc.), et des perturbations extérieurs (ex. forces de 

contacte avec l’environnement externe, variations de la charge manipulée…etc.). La 

conception du contrôleur  de la boucle interne est souvent basée sur le calcul de la 

dynamique inverse (ou encore dite méthode du couple calculé), ou sur la technique de la 

linéarisation exacte entrées/sorties (Feedback linearization). Dans le cas des manipulateurs 

à transmissions rigides, les techniques de commande par la dynamique inverse, et par 

linéarisation exacte sont les mêmes.  

Un exemple d'un tel contrôleur, basé sur la deuxième méthode de Lyapunov (Lyapunov 

second method), est décrit dans [27, 31, 43, 83], et a montré sa capacité de réduire les 

erreurs de suivi lorsque les erreurs du modèle, et les perturbations sont présentes. Une 

autre technique robuste proposée dans [22, 99, 100, 101, 106], est la commande par modes 

de glissement. Où ce type de contrôle a montré ces grandes capacités à diminuer les erreurs 

causées par les effets des couples de perturbation, et les approximations du modèle. Les 

contrôleurs de Lyapunov et par modes glissants décrits, donnent lieu à un signal de 

commande discontinu (chattering problem) qui peut augmenter les pertes énergétiques des 

actionneurs et exciter les dynamiques de hautes fréquences non modélisées. Durant les 

décennies passées, de nombreuses méthodes ont été proposées pour diminuer les 

vibrations de la structure mécanique du manipulateur, et les autres inconvénients de  ces 

deux types de commandes. Dans cette thèse notre contribution principale était de pouvoir 

proposer certaines solutions à ces problèmes. La première solution, abordée dans les 

articles [81, 93], consistait à remplacer le contrôleur de Lyapunov de la boucle externe par 

un contrôleur à rejet actif de perturbation. Cette approche robuste relativement nouvelle, 

introduite dans les années 1990’s, a prouvé ses grandes capacités à traiter des systèmes 

incertains à travers beaucoup d’études théoriques, et réalisations pratiques récentes. Une 
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deuxième solution, décrite dans les articles [60, 101], cherchait à appliquer un contrôleur 

par mode glissant d’ordres supérieurs (d’ordre deux) pour la boucle externe. Cependant, 

cette approche considérée comme une alternative naturelle pour lisser le signal d'entrée, 

présente l’inconvénient de nécessiter des calculs complexes, ce qui nous a conduit à 

chercher d’autres solutions plus pratiques. Notre troisième et dernière contribution, 

présentée par l’article [120], s’est basée sur l’association des capacités de la commande par 

modes de glissement à traité les incertitudes des systèmes, et les capacités d’apprentissage 

des réseaux de neurones artificiels. La loi de commande adaptative par modes glissants 

neuronales, ainsi établies, cherche à estimer, en temps réel, la loi de commande équivalentes 

afin de compenser les termes non linéaires et les effets des perturbations; si ce terme de 

compensation est suffisamment précis, la commande discontinue, responsable du 

phénomène de réticence, tend vers à zéro. 

Le contexte, ainsi que la contribution apportée dans chaque article réalisé au cours de cette 

thèse sont résumés ci-dessous, 

Article A : Commande Linéarisante Entrées-Sorties d’un Bras Manipulateur de type SCARA. 

A. Medjebouri,  Commande Linéarisante Entrées-Sorties d’un Bras Manipulateur de type SCARA, 

Deuxième Conférence Internationale sur la Maintenance et la Sécurité Industrielle, Skikda le 28 et 

29 Octobre 2013. 

Dans cet article, la technique de commande par linéarisation exact entrées/sorties 

(Feedback Linearization Control) est appliquée pour la commande en mouvement d'un 

modèle de bras manipulateur de type SCARA à 2 d.d.l électriquement actionné. Le 

modèle dynamique complet du manipulateur consiste en un système d’équations 

différentielles de troisième ordre très non linéaires est fortement couplées. Les lois de 

commande linéaires, qui utilisent des modèles linéaires approximatifs des 

manipulateurs, sont souvent utilisées dans l'industrie en raison de la simplicité de leurs 

algorithmes de synthèse. Cependant, les non-linéarités et les couplages entres les degrés 

de liberté dans les systèmes réels empêchent ces systèmes de contrôle d’atteindre des 

performances élevées. En appliquant la commande par linéarisation exacte, basée sur la 

géométrie différentielle, le modèle globale, de nature non linéaire et multi variable, est 

converti en une série de sous-systèmes linéaires découplés. Ensuite, nous pouvons 

appliquer la théorie du contrôle linéaire, qui est résumée dans un placement de pôle 

adéquat pour assurer les performances de suivi souhaitées. Les résultats des simulations 

obtenus à partir du modèle nominal, sans considérations des incertitudes et des effets 
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des perturbations,  donne un aperçu claire sur les qualités élevées que peut atteindre, 

théoriquement, cette méthode de contrôle. 

Article B : Mode Glissant du second Ordre Appliqué pour l’Asservissement de Position d’une 

Articulation Robotique Rigide.  

A. Medjebouri, L. Mehennaoui, Mode Glissant du second Ordre Appliqué pour l’Asservissement de 

Position d’une Articulation Robotique Rigide, ACTA Electrotehnica, Mediamira Science Publisher, 

Vol.55, No.4, 2014, pp. 145-149. 

Dans cet article, on propose d’appliquer la commande par mode glissant d’ordre deux 

(Algorithme du super twisting) pour l’asservissement de position d’une articulation 

robotique rigide. L’idée de l’article du fait que la commande par modes de glissement 

conventionnelle (dite d’ordre un) a longtemps prouvé son efficacité à travers les 

différentes études théorique et réalisations pratiques d’ingénierie. L'avantage de cette 

approche conventionnelle est sa grande robustesse face aux perturbations et 

incertitudes de modélisation. Cependant, cette technique comporte l’inconvénient 

majeur du phénomène de réticence ‘chattering’ (en anglais), provoqué par la partie 

discontinue de cette loi de commande, qui peut engendrer des effets nocifs sur les 

actionneurs et le système commandé. Afin de surmonter ce problème, nous avons 

proposé l’utilisation d’un contrôleur par modes glissants du second ordre pour 

l’asservissement de position d’une articulation robotique rigide. Afin de s’assurer des 

avantages de cette stratégie, une comparaison avec la méthode classique des modes de 

glissement est réalisée par des simulations numériques. Les résultats obtenus ont 

montré que l’algorithme de commande proposé permet de conserver les propriétés 

robustes de la méthode conventionnelle, tout en réduisant considérablement le 

phénomène de réticence. 

Article C: Active Disturbance Rejection Control of a SCARA Robot Arm. 

A. Medjebouri, L. Mehennaoui, Active Disturbance Rejection Control of a SCARA Robot Arm, 

International Journal of u- and e- Service, Science and Technology Vol.8, No.1, 2015, pp. 435-446. 

Dans cet article,  on s’est concentré sur une étude comparative entre la méthode de 

commande classique par linéarisation exact entrées/sorties utilisant un simple 

contrôleur linéaire pour la boucle externe de commande; et une deuxième approche 

modifiée utilisant un contrôleur par rejet de perturbation active comme contrôleur de la 

boucle externe. La technique proposée ne requiert pas une description mathématique 

précise du système à commander, car elle repose sur l'estimation et le rejet en temps 

réel des incertitudes, et des perturbations du système. La robustesse de l’approche 
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introduite est discutée en se basant sur un modèle de robot manipulateur rigide de type 

SCARA. Les résultats obtenus par des simulations numériques montrent l’efficacité de 

l’algorithme de commande proposé. 

Article D: Adaptive Neuro-Sliding Mode Control of PUMA 560 Robot Manipulator. 

A. Medjebouri, L. Mehennaoui, Adaptive Neuro-Sliding Mode Control of PUMA 560 Robot 

Manipulator, Journal of Automation, Mobile Robotics & Intelligent Systems Vol.10, No.4, 2016, pp. 

8-16. 

Comme nous l’avons déjà vu dans l’article B, La commande conventionnelle par modes 

glissants est un outil puissant de contrôle robuste largement utilisé pour traiter les 

incertitudes et les perturbations des systèmes non linéaires. Cependant, elle présente 

l'inconvénient majeur du phénomène de réticence dû à l’activité extrêmement élevée de 

l'entrée de commande. Pour surmonter ce handicap, on propose dans cet article une 

approche pratique de synthèse d’une loi de commande qui combine les avantages des 

réseaux de neurones artificiels, et des  contrôleurs par modes de glissement. La synthèse 

du contrôleur est divisée en deux phases. Tout d'abord, le phénomène de réticence est 

supprimé en remplaçant la fonction signe incluse dans la loi conventionnelle par une 

fonction plus lisse. Ceci est réalisé en se basant sur le théorème de stabilité de Lyapunov. 

Ensuite, un réseau de neurones linéaire adaptatif, qui a pour rôle d'estimer, en temps 

réel, la commande équivalente difficilement calculé avec exactitude a cause des 

incertitudes du modèle. Les résultats de comparaison avec l’approche conventionnelle 

des modes glissants, obtenus pour le cas de la commande en mouvement d'un bras 

manipulateur à 6 d.d.l de type Puma 560, montrent que le contrôleur adaptatif par 

modes de glissement neuronales proposé peut atteindre des performances de suivi très 

satisfaisantes et robustes. De plus, les amplitudes des entrées de commande étaient plus 

faibles que celle du schéma classique; ce qui rend cette algorithme énergétiquement plus 

efficace. 

Article E : Commande à Rejet Actif de Perturbation d’une Articulation Robotique. 

A. Medjebouri, L. Mehennaoui, Commande à Rejet Actif de Perturbation d’une Articulation 

Robotique, International Conference on Technology Advances in Electrical Engineering 

ICTAEE’14, 27-28 octobre 2014, SKIKDA-Algérie. 

Dans cet article, la commande à rejet actif de perturbation ADRC, proposée dans l’article 

C, a été appliquée pour l’asservissement de position d’une articulation robotique rigide. 

Les résultats obtenus par des simulations numériques ont montré la grande efficacité de 

http://doi.org/10.14313/JAMRIS_4-2016/27
http://doi.org/10.14313/JAMRIS_4-2016/27
http://doi.org/10.14313/JAMRIS_4-2016/27
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cette approche du point de vue robustesse des performances de suivi des trajectoires de 

référence. 

Organisation de la thèse 

Cette thèse est divisée en quatre chapitres résumés ci-dessous. 

Chapitre 1 : État de l’Art. 

Dans ce chapitre nous présenterons l’historique du développement des robots industriels, 

avant de donner les avantages de la robotisation des activités industrielles. Ensuite, la 

structure générale des systèmes robotisés sera détaillée, ainsi que les différentes 

configurations rencontrées dans le secteur industriel. Enfin, nous discuterons brièvement 

les différentes approches de commande des manipulateurs rigides proposées dans la 

littérature.  

Chapitre 2 : Modélisation des Manipulateurs Industriels. 

Ce chapitre décrit les modèles pertinents pour ce travail, à savoir les modèles géométriques, 

cinématiques et dynamiques des robots manipulateurs à liaisons série de type 

anthropomorphe avant de considérer le modèle du manipulateur industriel PUMA 560 par 

une modélisation détaillée.  

Chapitre 3 : Techniques de Génération de Mouvements 

La planification des trajectoires est la sous fonction du système de contrôle qui à pour rôle 

de générer les entrées de référence qui garantissent que le manipulateur exécute les tâches 

planifiées correctement. L'objectif de ce chapitre est de présenter certaines techniques de 

génération de trajectoires dans le cas où le point initial et final du chemin sont assignés 

(mouvement point à point). Tout d'abord, on va  considérer le problème de la génération de 

la trajectoire dans l'espace articulaire, puis on va  décrire les concepts de base de la 

planification de la trajectoire dans l'espace opérationnel. 

Chapitre 4 : Commande du Modèle de Robot Manipulateur PUMA 560 à 6 D.D.L  

Après avoir établi le modèle dynamique à 6DDL manipulateur industriel PUMA 560, nous 

développerons un modèle perturbé où nous introduisions les effets des incertitudes de 

modélisation, et des couples de perturbation dans le modèle nominal. Nous concevrons par 

la suite des lois de commande basées sur différentes techniques robustes qui sont évoquées 

précédemment. Des résultats en simulation seront présentés pour ce modèle afin d’illustrer 
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les développements théoriques. Une analyse de robustesse sera effectuée à la fin de ce 

chapitre pour montrer l’efficacité de ce type de commandes.  

Enfin, nous terminerons notre manuscrit par une conclusion et des perspectives pour de 

futurs travaux. 
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La Robotique Industrielle : Etat de l’Art 
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I.1. Introduction 

Dans ce premier chapitre nous commencerons par rappeler l’historique du développement des 

robots industriels, avant de présenter les avantages de la robotisation des activités industrielles. 

Ensuite nous présenterons la structure générale des systèmes robotisés, ainsi que les différentes 

configurations rencontrées dans le secteur industriel. Enfin, nous terminerons ce chapitre par 

présenter brièvement un état de l’art sur la commande des manipulateurs industriels. 

I.2. Définition d’un robot industriel  

Le mot robot  tire sa racine du bulgare ‘’robu’’, qui signifie serviteur et qui a donné naissance 

au mot russe ‘’rabota’’ qui signifie ‘’ travail’’ ou ‘’corvée’’ et au mot tchèque ‘’robota ‘’ qui se 

traduit par ‘’travail forcé’’. C'est d'ailleurs l'écrivain tchèque Karel Capek qui a popularisé le 

terme dans les années 1920, { travers une pièce de théâtre intitulée ‘’Rossum's Universal 

Robots’’ qui a connu un certain succès. Elle met en scène des êtres artificiels { l'apparence 

humaine, qui finissent par se révolter et anéantir l'humanité [1-4, 26, 36]. 

Isaac Asimov, écrivain américain né en Russie, pensait lui dans ces récits de science-fiction 

publiés dans les années1940 au contraire, et que les robots seraient 

bénéfiques et que les scientifiques et les ingénieurs 

programmeraient la ‘’bienveillance’’ dans tous les robots. Asimov 

nomma l'industrie des robots la robotique et légua aux roboticiens 

une ‘’éthique’’ de la robotique au travers de ses célèbres lois de la 

robotique. Asimov n'était initialement pas conscient d'avoir 

popularisé le mot. Il a supposé que le terme existait déjà, par 

analogie avec « mécanique » ou « électronique », et d'autres termes 

similaires dénotant des branches de science appliquée [1, 2, 5].    Figure I.1. Isaac Asimov [5]. 

De nos jours, on peut définir un robot comme une machine qui bouge commandée par un 

ordinateur, pouvant se substituer à l'homme pour effectuer certaines opérations, et capable 

d'en modifier de elle-même le cycle en appréhendant son environnement. 

Le concept de robot industriel n'a vraiment apparu que lorsque les ingénieurs se sont rendu 

compte de la difficulté qu'il y avait à donner à une machine le comportement et l'apparence 

d'un être humain. Les efforts ont donc été concentrés sur la conception de bras mécaniques 

en vue d'exécuter des taches industrielles. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Russie
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Cependant, il n'est pas toujours facile d'établir une frontière claire entre robots et certains 

systèmes automatisés. D’où vient le besoin d’avoir une définition claire et précise. 

Définition 1 (ISO 8373) : Système de manipulation programmable et reprogrammable, 

composé de trois axes ou plus, à usage multiple, contrôlé automatiquement, et qui peut être 

mobile ou fixe lors de son utilisation dans des applications industrielles automatisées [6, 7]. 

Définition 2 (RIA) : Manipulateur multifonctionnel reprogrammable conçu pour déplacer des 

matériaux, des pièces, des outils ou des dispositifs spécialisés par des mouvements variés et 

programmés afin de réaliser une multitude de tâches, et qui est capable également d’acquérir 

des informations provenant de son environnement et réagir intelligemment en réponse [8, 23, 

31]. 

I.3. Chronologie du développement de la robotique industrielle  

Les principales étapes du développement de la branche 

robotique industrielle sont citées ci-dessous  [9-11, 36, 130], 

 

o Le premier robot industriel a été développé par George Devol 

et Joseph Engelberger en 1959. Il pesait deux tonnes et 

contrôlé par un programme écrit sur une bande magnétique. 

Des actionneurs hydrauliques ont été utilisés, et le robot été 

programmé en coordonnées articulaires, les angles des 

différentes articulations ont été stockés pendant une phase 

d'apprentissage et reproduits  durant le  fonctionnement. La 

société Unimation, États Unis, a installé ce premier robot 

industriel chez la société General Motors en 1961. Le premier 

robot industriel au monde a été monté sur une ligne de 

production à l'usine GM à Ternstedt à Trenton, New Jersey, et 

avait pour mission  de fabriquer les poignées des portes et des 

fenêtres, les leviers de changement de vitesse, les phares et 

d'autres accessoires pour les intérieurs des voitures en 

obéissant à des commandes étape par étape stockées sur une 

bande magnétique. 

 
 

1959 

Le premier robot développé 

par George Devol et Joseph 

Engelberger. 

1961 

Usine GM à Ternstedt à 

Trenton, New Jersey. 
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o Le premier robot cylindrique, le Versatran, a été installé par 

société Américaine des Machines et des Fonderies (AMF : 

American Machine and Foundry) en 1962 à l'usine Ford à 

Canton, États-Unis. Il a été nommé le Versatran des mots 

Versatile Transfer. 

 

 

1962 

Le premier robot cylindrique, le 

Versatran 

o GM a installé les premiers robots de soudage par points à son 

usine d'assemblage de Lordstown en 1969. Les robots 

Unimation ont stimulé la productivité et ont permis 

d’automatiser plus de 90% des opérations de soudage du 

corps de la voiture par rapport à seulement de 20% à 40% 

dans les usines traditionnelles, où la soudure était un tâche 

manuelle, sale et dangereuse. 

1969 

premiers robots de soudage par 

points. 

 1969 

o La société Trallfa, Norvège, propose le premier robot de 

peinture commerciale en 1969. Ces robots ont été développés 

initialement pour une utilisation en interne en 1967 afin de 

pulvériser les brouettes de peinture durant la crise de pénurie 

de la main-d'œuvre en Norvège. 

le premier robot de peinture   

commercial. 

 1973 

o La société Allemande KUKA se dirige vers le développement 

de ses propres robots manipulateurs au lieu d’utiliser les 

robots de la société Unimate en 1973. Son robot, le Famulus 

était le premier robot au monde ayant six axes, 

électromécaniquement actionné.  

 

 
le Famulus (KUKA) premier 

robot au monde ayant 6 axes. 
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 1973 

o La société Hitachi, Japon, a développé en 1973 le premier 

robot industriel avec des capteurs de vision dynamique pour 

détecter des objets en mouvement. Il était capable de 

reconnaitre les boulons sur un moule pendant qu'il se déplace 

et serre / desserre les boulons en synchronisation avec le 

mouvement du moule. 

 le robot Hitachi de boulonnage 

pour constructions métalliques  

 1974 

o Le premier robot industrie contrôlé par mini-ordinateur 

disponible sur le marché a été développé par Richard Hohn en 

1974 pour la société Cincinnati Milacron Corporation. Le robot 

a été nommé le T3, L'outil de demain. 

le premier robot industriel 

contrôlé par mini-ordinateur, le  

Cincinnati Milacron T3. 

 1974 

o En 1974 la société Japonaise Kawasaki, a développé une 

version de l'Unimate pour le soudage par points, lors de la 

fabrication des cadres de motos. Ils ont également ajouté les 

capacités de détection d’objets et d’obstacles en intégrant des 

capteurs tactiles et des capteurs de force dans leur robot 

appelé Hi-T-Hand robot, permettant ainsi au robot de guider 

les broches dans les trous à raison d'une broche par seconde. 

Hi-T-Hand le robot de soudage 

par points de  Kawasaki, Japon 

 1974 

o Le premier robot industriel entièrement électrique, 

commandé par microprocesseur était l’IRB 6 de la société 

ASEA, Suède. Il a été livré à une petite société d'ingénierie 

mécanique dans le sud de la Suède. Avec sa structure 

anthropomorphique, son mouvement est similaire à celle d'un 

bras humain, avec une charge utile 6kg et 5 axes. Le dispositif 

de commande S1 était le premier à utiliser un  l’IRB 6 premier robot industriel 

entièrement électrique. 
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microprocesseur Intel à 8 bits. La capacité de mémoire était 

16KB. Le contrôleur avait 16 E / S numériques et il était 

programmé par 16 boutons et un afficheur LED à quatre 

chiffres. 

 1975 

o L’Olivetti –SIGMA un robot cartésien à deux mains, développé 

en Italie, a été l'un des premiers manipulateurs utilisés pour 

les opérations d'assemblage en 1975. 

 

L’Olivetti –SIGMA l’un des 

premiers robots cartésien 

d'assemblage. 

 1978 

o La Machine Programmable Universelle pour l'Assemblage 

(PUMA : Programmable Universal Machine for Assembly) a été 

développé en 1978 par Unimation / Vicarm, États-Unis, avec le 

soutien de General Motors. Le robot PUMA a été adapté aux 

spécifications de GM pour la manipulation de petites pièces 

sur une ligne robotisée.  
Le robot PUMA  développé en 

1978 par Unimation / Vicarm. 

 1978 

o Hiroshi Makino, Université de Yamanashi, au Japon, a 

développé le premier robot SCARA (Selective Compliance 

Assembly Robot Arm) en 1978. Cette structure de robots est 

caractérisée par un mouvement souple dans le plan X-Y, mais 

rigide dans le sens de l’axe Z. En 1981 les robots de type 

SCARA étaient lancés par les deux sociétés Japonaises Sankyo 

Seiki, et Hirata. le premier robot SCARA  

développé par Hiroshi Makino 

en 1978, Le Hirata AR-300. 
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 1978 

o La société Reis, Allemagne, a présenté le premier robot à six 

axes avec son propre système de contrôle RE 15 en 1978. Le 

robot destiné au chargement et au déchargement des pièces 

moulées sous pression dans les presses de finition a été 

présenté au salon GIFA à Düsseldorf. 

le premier robot doté de son 

propre système de contrôle de 

la société Reis, Allemagne. 

 1979 

o En 1979, la société  Nachi, Japon, a développé le premier robot 

entraîné par moteur électrique, les robots de soudage par 

points introduits ouvrent une nouvelle ère d’entrainements 

électriques en remplaçant l'ère précédente caractérisée par 

des entraînements hydrauliques. 

premier robot entraîné par 

moteurs électriques, de la 

société  Nachi, Japon. 

 1981 

o La société PaR Systems, États-Unis, a présenté son premier 

robot portique industriel en 1981, il fourni une plus grande 

capacité de mouvement que les robots piédestal, et pourrait 

remplacer plusieurs robots.  

 

 

 
premier robot portique 

industriel de  La société PaR 

Systems, États-Unis. 

 1984 

o La société Adept, États-Unis, a présenté le premier robot 

SCARA à entraînement direct. Les moteurs électriques 

connectés directement aux liaisons du bras éliminent la 

nécessité d’avoir des engrenages intermédiaires ou des 

chaînes de transmission. La simplicité du mécanisme fait que 

le robot AdeptOne est l’un des robots les plus robustes dans le premier robot à 

entraînement direct. 



Chapitre I. La Robotique Industrielle : Etat de l’Art 

    

9 
 

 
 

l'industrie tout en maintenant une grande précision. 

 1985 

o En 1985 la société KUKA a introduit un nouveau bras robotisé 

en forme de Z dont la conception ne tient pas compte du 

parallélogramme traditionnelle. Il réalise une flexibilité totale 

avec six degrés de liberté, trois en translation et trois en 

rotation. 

nouvelle structure des robots 

anthropomorphes, KUKA, 

Allemagne. 

 1992 

o La société Demaurex, Suisse, a vendu sa première application 

destinée à l'emballage et basée sur des robots de type Delta, 

développé par Reymond Clavel à Institut fédéral de 

Technologie de Lausanne (EPFL), à la société Roland en 1992. 

nouvelle structure Delta, 

Demaurex, Suisse 

 1998 

o La société Suédoise ABB, a développé le FlexPicker, le robot de 

cueillette d’objets (picking robot) le plus rapide au monde, 

basé sur la structure delta mis au point par Reymond Clavel, 

Institut Fédéral de la Technologie de Lausanne (EPFL). Il était 

capable de ramasser 120 objets par minute ou ramasser et 

libérer des objets à une vitesse de 10 mètres par seconde, en 

utilisant les techniques de traitement de l'image. 

le FlexPicker, le robot de 

cueillette le plus rapide au 

monde, ABB, Suède. 

 1998 

o La société Güdel, Suisse, a lancé en 1998 le système 

"roboLoop", le seul système de robots portiques et de transfert 

qui permet de suivre des trajectoires courbées. Le concept 

roboLoop permet à un ou plus de robots-porteurs de suivre les 

courbes et faire circuler dans un système fermé, créant ainsi 

de nouvelles possibilités d’automatisation des usines. 

 

"roboLoop", le robot portique 

capable de suivre des 
trajectoires courbées. 
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 1999 

o En 1999, la société Ries, Allemagne, a introduit le premier 

système de guidage par faisceau de laser intégré à l'intérieur 

du bras de robot. Reis Robotics reçoit le brevet du système de 

guidage par faisceau de laser intégré et lance le modèle de 

robot laser RV6L-CO2. Cette technologie remplace le besoin 

d'un dispositif de guidage par faisceau de laser externe, 

permettant ainsi d'utiliser en combinaison avec ce système de 

guidage un robot à dynamiques élevées et sans contours de 

collision. 

Le premier robot doté de 

système de guidage par laser 

intégré. 

 2004 

o En 2004, Motoman, Japon, a introduit le système de 

commande de robots perfectionné (NX100), qui est  capable 

de commander en même temps quatre robots synchronisés, 

jusqu'à 38 axes, La console de programmation NX100 dispose 

d'un écran tactile et elle est basée sur le système d’exploitation 

Windows CE. 

 

le système de commande 

(NX100),  capable de 

commander quatre robots 

synchronisés.  Motoman, Japon. 

 2006 

o La société Comau, Italie, a présenté le premier pupitre de 

commande sans fil (WiTP) en 2006. Toutes les données de 

communication  ainsi que les activités traditionnelles de 

programmation peuvent être effectuées sans les restrictions 

causées par les câbles connectés à l'unité de contrôle, tout en 

assurant la sécurité. 
Premier pupitre de commande 

sans fil (WiTP), Comau, Italie. 
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I.4. Avantages de la robotisation des entreprises industrielles  

Les avantages de la robotisation industrielle résident généralement dans  trois facteurs 

fondamentaux [12-14], 

I.4.1. Le facteur économique : Productivité et compétitivité  

Les tendances actuelles du marché sont les suivantes [15], 

o Une concurrence internationale croissante,  

o Cycle de vie du produit de plus en plus court,  

o Plus de diversité du produit, et baisse de quantité,  

o Délais des livraisons plus courtes,  

o Livraison plus fiable,  

2006 

o En 2006, la société KUKA, Allemagne, à présenté le premier 

robot léger développé en collaboration avec le DLR, l'Institut 

de Robotique et de Mécatronique, Allemagne, la structure 

extérieure du robot est en aluminium. Il a une capacité de 

charge utile de 7 kg, et grâce à ses capteurs intégrés, il est très 

sensible. Cela le rend idéal pour les tâches de manipulation et 

d'assemblage. En raison de son faible poids de seulement 16 

kg - le premier robot pesait deux tonnes- le robot est portable 

et économe en matière d’énergie et il peut effectuer une large 

gamme de tâches différentes. 

Robot léger KUKA LBR iiwa. 

 

 

 2010 

o Fanuc, Japon, a lancé le premier système de commande de 

robots par apprentissage « Learning Vibration Control(LVC) ». 

Il permet au robot d'apprendre ses caractéristiques de 

vibration pour des accélérations et des vitesses plus élevées. 

La commande par apprentissage réduit le temps du cycle de 

mouvement du robot en supprimant ses vibrations. 

Learning Vibration Control 

system, Fanuc, Japan. 
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o Les exigences de qualité de plus en plus supérieures et l'augmentation des coûts 

de la main d'œuvre.  

A côté de ces évolutions du marché, les développements technologiques jouent également 

un rôle offrant de nouvelles possibilités pour optimiser la qualité, les prix, et le temps de 

livraison des produits. 

Ces développements technologiques sont: les grands progrès des technologies de traitement 

de l'information, les nouvelles stratégies de conception et de fabrication, et la disponibilité 

des systèmes de production flexibles, tels que des robots industriels. Les entreprises 

devront alors ajuster leur politique aux exigences de ces marchés et  aux développements 

technologiques (exigences du marché et solutions offertes par les nouvelles technologies). 

Cette politique est déterminée en fonction des objectifs de l'entreprise. Sous l'influence des 

développements mentionnés, les objectifs de l'entreprise sont, en général (voir figure I.3), 

o Une grande flexibilité,  

o Une productivité élevée,  

o Qualité élevée et constante des produits,  

o Courte durée de conception et de fabrication,   

o Faibles coûts de production. 

L’optimisation de ces facteurs de concurrence aboutit normalement à tirer plus de bénéfices. 

Pour réaliser cet objectif, la plupart des entreprises choisissent l'application des nouvelles 

technologies pointe tels que robotisation des procédés industriels ce qui conduit à [3, 12, 13, 

15, 20], 

a)-Réduction des coûts de la main-d’œuvre  

Le premier facteur de rentabilité du robot est la diminution de la part de la main d’œuvre 

dans le prix de revient du produit fabriqué, 

o Réduction de la masse salariale relative au poste concerné. 

o Diminution de la rotation du personnel (frais d’embauche, formation, coûts dus { 

l’expérimentation des opérateurs, disponibilité de l’encadrement…).  

o Diminution de l’absentéisme.  



Chapitre I. La Robotique Industrielle : Etat de l’Art 

    

13 
 

 
 

o Amélioration des conditions de travail: sur les postes dangereux et pénibles une 

réduction des coûts de « Pénibilité» : primes, temps de récupération, grèves, aires 

de repos… 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.2. Indice des prix des robots industriels en France avec et sans ajustement de qualité et indice de 

rémunération des salariés dans le secteur commercial [16]. 

b)-Accroissement de la productivité   

o Augmentation de la cadence nominale d’exécution,  

− Suppression des incidences de la fatigue de l’opérateur: travail { cadence constant. 

− Vitesses et accélérations plus rapides que celui du mouvement humain.  

− La précision élevée du mouvement est toujours identique.  

− Puissance de travail supérieure. 

o Le taux d’engagement est également en hausse en raison de la baisse des arrêts divers 

(arrêts dus aux opérateurs essentiellement…) et de l’augmentation possible du temps 

de travail: Capacité de travaille en 3x8 de façon constante. 

c)-Amélioration de la qualité  

L’un des avantage majeur du robot est sa capacité { reproduire les conditions opératoires 

introduite par le système automatique ce qui mène à avoir des produits de qualité 

supérieure et constante, et diminuer le taux de rebuts. 

d)-Diminution des stocks et encours  

La configuration du robot en cellule de production, dans les systèmes de fabrications 

flexibles, permet de regrouper plusieurs taches  sur la même cellule  ce qui permet donc 

d’éviter les stocks intermédiaires. 
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Figure I.3. Développements externes et politiques modernes des entreprises face aux nouvelles exigences du marché 

[15]. 

External Developments 

Market developments 

 Selling market 

• International competition 

• Shorter product life cycle 

• Increasing product diversity 

• Deceasing product quantity 

• Shorter delivery times 

• Higher delivery reliability 

• Higher quality requirements 

Technological developments 

System developments 

• Information technology 
• Flexible product systems: for example, industrial 

robots 
• New interfacing technics 

Product developments 

• New materials 
• Information technology 
• New design strategies 

Process developments 

• New joining methods 
• New manufacturing processes 
• New process strategies 

 Company Policy  

 
 
• Decreasing the complexity 
• Applying advanced technologies 
• Integral approach 
• Quality control 
• Improving labour circumstances 

Process 

• Improvement of controllability 
• Shorten the cycle times 
• Minimize stocks 

Product 

• Design for manufacturing/assembly 
• Decreasing development times/costs 
• More frequent development of new products 
• Function integration 
• Miniaturization 
• Standardization 

Company strategy 

Production system 

• Universality and modularity 
• High reliability and flexibility 
• Integration of the entire production 
• Standard interfaces 

Selling market 

 

 

• High flexibility 

• High productivity 

• Constant and high product quality 

• Short throughput times 

• Low production costs 

 

   Company 
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I.4.2. Facteurs humains  

a)-Augmentation de la sécurité sur le poste de travail  

Les robots permettent l’amélioration de la productivité et de la compétitivité des 

entreprises et donc le maintient d’emploi. De plus, les contraintes de rendement exigées par 

le marché induisent nécessairement l’adaptation des moyens de production, que des 

opérateurs ne peuvent pas assumer seuls. Robotiser permet de décharger les contraintes 

qui pèsent sur le salarié et éviter notamment les troubles musculo-squelettiques (TMS) [12-

14].  

b)-Evolutions des fonctions des opérateurs  

o L’arrivée d’un robot dans une entreprise n’est pas synonyme de licenciements, bien au 

contraire. Il existe un décalage entre l’appréhension { l’arrivée du robot et la satisfaction, 

voire même la fierté qu’a l’opérateur, lorsqu’il constate qu’il est toujours l{. La présence 

d’un robot implique aussi l’embauche de personnel pour la gestion ainsi que la 

maintenance du robot (voir figure I.4).  

o De plus, l’arrivée du robot contribue { valoriser les opérateurs, qui, déchargés des tâches 

rébarbatives et pénibles, se voient confier des missions plus intéressantes à leurs yeux 

[12-14].  

I.4.3. Facteurs environnementaux  

a)-Réduction des coûts énergétiques   

Grâce { l’optimisation des process, la robotisation d’une entreprise permet une économie 

énergétique substantielle, notamment en terme de,  

− Matières premières  

− Déchets  

− Rejets nocifs pour l’environnement  

L’exemple de l’utilisation des robots dans le domaine de la peinture apporte une meilleure 

qualité de dépose ainsi qu’une meilleure maîtrise des épaisseurs. En conséquence, on 

constate une réduction des pertes de peinture et donc une réduction de l’impact de 

l’environnement pouvant aller jusqu’{ 30% [12, 13]. 
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Figure I.4. Comparaison entre le taux de chômage et nombre de robots en service dans les pays industriels [14]. 

Les statistiques ci-dessous montrent l’envergure de la robotisation dans le milieu industriel 

à travers le monde [16, 17]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.5. Nombre de robots pour 10 000 personnes employées dans l'industrie manufacturière en 2003[16]. 
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Figure I.6. Nombre de robots pour 10 000 ouvriers employés dans l'industrie automobile, 2001et 2003[16]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.7. Densité des robots industrielle dans le monde en 2014 [17]. 
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I.5. Constitution d’un robot industriel  

Le robot est un système à commande automatique dont la partie opérative est une structure 

mécanique articulée. Le schéma global d’un manipulateur industriel est donné par la 

figure ci-dessous [3, 12, 18, 19, 25], 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.8. Schéma global de l’architecture d’un système de robotique industrielle. 

(a)  (b) 

 

 

 

 

 

 

Figure I.9. Structure générale d’un manipulateur industrielle : (a)- Aspect matériel. (b)- Aspect logiciel. 
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I.5.1. La structure mécanique articulée  

Constituée d’un ensemble de solides reliés entre eux, généralement les uns { la suite des 

autres où chaque solide est mobile par rapport au précédent. Cette mobilité s’exprime en 

terme de degrés de liberté (d.d.l) qui est par définition le nombre de mouvements 

indépendants possibles d’un solide S1 par rapport au solide qui lui est directement relié S2. 

Une structure mécanique articulée peut être représentée par une architecture composée de 

plusieurs chaînes de corps rigides assemblés par des liaisons appelées articulations. Les 

chaînes peuvent être dites soit ouvertes ou en série dans les quelles tous les corps ont au 

plus deux liaisons, ou bien arborescentes où au moins l’un des corps a plus de deux liaisons. 

Les chaînes peuvent aussi être fermées dans les quelles l’organe terminal est relié à la base 

du mécanisme par l’intermédiaire de plusieurs chaînes [21-23, 30].  

 

 

 

 

 

Figure I.10. Schémas de quelques structures mécaniques articulées rencontrées dans le milieu industriel. 

 (a)-Chaine simple ouverte. 

 (b)-Chaine structurée en arbre. 

 (c)-Chaine fermée. 

La classification des architectures de robots est complexe car il en existe de très 

nombreuses. Cependant on retrouve deux grandes classes de robots [18, 21-23, 25, 27, 30], 

o Les robots sériels. 

o Les robots parallèles. 

I.5.1.1. Les S.M.A à chaîne cinématique ouverte simple ou sérielle 

C’est une chaîne cinématique dont chaque membre possède un degré de connexion (nombre 

de liaisons mécaniques [24]) inférieur ou égal { deux. Un robot sériel est formé d’une chaîne 

cinématique simple dont la base et l’organe effecteur possèdent un degré de connexion de 

un (c’est-à-dire qu’il n’est relié qu’{ un seul corps) et les autres éléments un degré de 

connexion de deux. Ainsi, chaque corps Ci est relié par ses deux extrémités à un seul corps, 

(a) (b) (c) 
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et la base B et l’effecteur P ne sont liés qu’{ un seul corps Ci. Pour les robots sériels le degré 

de mobilité du système global est égal à la somme des degrés de liberté des articulations. Il 

est donc nécessaire de piloter tous les degrés de liberté des articulations [22, 23, 26-31]. 

I.5.1.2. Les S.M.A parallèles 

Ce sont des manipulateurs, en chaîne cinématique fermée, constitués d’un organe terminal { 

n degrés de liberté et d’une base fixe, reliés entre eux par des chaînes cinématiques 

indépendantes [21-23, 25, 27]. 

 

 

 

 

 

Figure I.11. Principales classes d’architectures de robots industriels: sérielle (a) et parallèle (b). 

Les différents éléments de la structure mécanique articulée d'un robot industriel sont 

donnés par la figure I.12 [18, 21-31], 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.12. Différentes parties de la structure mécanique articulée d'un robot industriel : 

 (a)-Manipulateur Série (IRB 6600, ABB). 

  (b)-Manipulateur Parallèle  de type Delta-2 (D2-1500-HP, CODIAN Robotics). 

Exemple : outil d’usinage 

robot hexapode Ingersoll 

H600 

Effecteur (Outil) 

Poignet 

Segments (Corps) 

Base 

Articulations 

(Axes) 

Servomoteur

s 

Base 

Servomoteurs

(Actionneurs)

s 

Articulations 

(Actives) 

Articulations 

(Passives) 

Organe Terminal   

(a) (b) 
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(a)-La base : support sur lequel est située l'origine du premier élément de la structure 

articulée constituant le bras. 

(b)-Le porteur (ou bras) : chaine constituée d'éléments de translation et/ou de rotation 

animés les uns par rapport aux autres et qui permet de déplacer et d'orienter un organe 

terminal (ou effecteur), comme par exemple un préhenseur ou un outil (selon les 

définitions, le porteur inclut ou non le poignet, qui est alors dans ce dernier cas considéré 

comme faisant partie de l'organe terminal). 

(c)-Le poignet : ensemble mécanique de l'extrémité du bras d'un robot, constitué 

d'articulations et permettant l'orientation de l'organe terminal. Trois degrés de liberté en 

rotation autour de trois axes concourants sont nécessaires pour atteindre toutes les 

orientations possibles. Toutes les structures mécaniques ne possèdent pas un poignet à trois 

degrés de liberté, ce qui réduit leurs potentialités mais également leur coût. 

En termes de modèles de poignet, il y a deux configurations principales (figure I.13) [26], 

 1. tangage-lacet-roulis (XYZ) comme le poignet humain. 

 2. roulis-tangage-roulis (ZYZ) ou poignet sphérique 

  

  

 

 

 

 

Figure I.13. Configurations principales de poignets : (a)-poignet (XYZ). (b)-poignet  sphérique (ZYZ). 

(d)-L’effecteur : est l’organe terminal du robot, fixé au poignet. Ce dernier se termine 

généralement par une plaque percée de trous filetés; cela permet la fixation de différents 

effecteurs { un robot universel et donc l’adaptation de celui-ci à des tâches spécifiques. On 

définit alors sur cet élément un point caractéristique auquel est attaché un repère appelé 

usuellement repère outil (en anglais TCP : Tool Coordinate Point). La position et de 

l’orientation de ce repère sont arbitraires mais choisis généralement au niveau de la partie 

active de l’outil de manière { faciliter la visualisation et la programmation de la tâche. Ce 

Roll (Roulis) 

Pitch (Tangage) 

Roll (Roulis) 

Roll (Roulis) 

Lacet (Yaw) 

Pitch (Tangage) 
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repère n’est pas nécessairement en contact avec l’outil [23]. Généralement les effecteurs 

terminaux ne sont pas assez flexibles, avec une sensorialité limitée et une configuration 

cinématique simple, un dispositif très spécialisé capable d'exécuter seulement quelques 

tâches est souvent leur attaché. Comme l’organe terminal est un appareil spécialisé, il doit 

être possible de le changer de manière simple s’il est nécessaire à l'application. Certains 

manipulateurs industriels sont dotés de systèmes de rechange automatique d’outils 

arrangés dans un dépôt accessible par le robot ‘’Tool Changer’’ [32, 33]. 

 

 

 

 

 

Figure I.14. Organe terminal (effecteur) d’un robot industriel ABB.    Figure I.15.  Automatic Tool Changer. 

 

 

 

 

 

Figure I.16. Emplacements de repère outil : en soudage (a) et en peinture (b). 

On peut distinguer deux grandes catégories d’effecteurs, 

(a)-Les outils 

L’effecteur dans ce cas est dérivé des outils traditionnels des processus de fabrication 

additive (par exemple, le soudage, le collage, la peinture, etc.) ou soustractive (par exemple, 

le fraisage, le découpage, le meulage, ébavurage, polissage, etc.) [3, 12, 13, 19, 23].  
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 (b)-Les organes de préhension 

Ils sont utilisés pour saisir et maintenir les objets qui doivent être manipulés et déplacés par 

le robot. Parmi les applications, on peut citer le chargement et déchargement de machines, 

la saisie d’objets sur un convoyeur, le placement d’objets sur une palette de 

manutention…etc. Le préhenseur est adapté { l’application et { son environnement. Il doit 

garantir la fiabilité de la prise, du maintien et de la dépose du produit. Différentes 

techniques de préhension sont actuellement disponibles pour s’adapter aux besoins et aux 

produits manipulés [34, 35]. 

I.5.2. Le contrôleur 

Le système de commande d'un robot industriel est un dispositif assez complexe, en général 

constitué par un système multiprocesseur, relié à d'autres dispositifs locaux pour le 

contrôle, la supervision  et le stockage des données [3, 12, 13, 19, 26]. 

Les principales fonctions d'un contrôleur de robot sont, 

o Une interface utilisateur-machine, 

o Le stockage de données, 

o La planification de mouvement, 

o Le contrôle en temps réel des mouvements des articulations, 

o L’acquisition de données de capteur, 

o L’interaction et la synchronisation avec d'autres machines, 

o L’interaction avec d'autres ressources de calcul. 

Figure I.17. Exemple d’une armoire de contrôle Fanuc  R30iB [3]. 
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I.5.3. Pupitre de programmation 

Appelé aussi « teach pendant » ou boîtier opérateur, il s’agit du panneau de commande 

déporté du robot qui permet d’effectuer la programmation par apprentissage. Il comporte 

généralement un écran d’affichage, des boutons de commande et un dispositif de mise en 

mouvement du robot (arrêt, départ, mouvements manuels, clavier, etc.) [3, 12, 13]. 

 

 

 

 

 

Figure I.18. Pupitre de programmation ‘Teach Pendant’, Nachi. 

I.6. Principaux types de manipulateurs industriels 

Les robots industriels sont classés selon la structure mécanique en six principales 

catégories : Les robots de type linéaire ou cartésiens, les robots de type SCARA, les robots 

cylindriques, les robots sphériques, les robots poly articulés ou anthropomorphes, et la 

structure parallèle de type delta [6, 9, 13, 27, 28, 31, 36]. 

I.6.1. Les robots cartésiens (PPP)  

Les robots cartésiens, aussi appelés robots portiques, présentent trois axes de mouvement 

linéaire (X, Y, Z). Ils sont constitués de trois articulations prismatiques mutuellement 

orthogonales, avec des longueurs variables d1, d2, d3. Ils sont caractérisés d’une très bonne 

rigidité mécanique et une grande précision ce qui les rend très adaptés aux taches 

d’assemblage, de manutention, et de déplacement des charges lourdes. Cependant, cette 

structure présente une faible dextérité car toutes les articulations sont prismatiques. Ils 

peuvent tracer des volumes de travail rectangulaires dans l'espace 3D [27, 28, 31, 36]. 
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 (a) (b) (d) 

 Figure I.19. Structure Cartésienne : 

 (a)- Robot cartésien Wittmann W821. 

 (b)-Schéma cinématique. 

 (c)-Espace de travail. 

I.6.2. Les robots cylindriques (RPP) 

Les positions de l’organe terminal des robots cylindriques sont commandées par trois  

variables, une première variable, l’angle θ1, créé par une articulation rotoïde, une deuxième 

variable, l’hauteur d2, générée par une articulation prismatique, et un rayon variable d3 issu 

d’une articulation de type prismatique. Cette structure offre une très bonne rigidité 

mécanique, ce qui explique que ces robots sont couramment utilisés dans les tâches 

d'assemblage et de transport d’objets même de grande taille. Les robots cylindriques 

peuvent tracer des cylindres concentriques dans l'espace de travail 3D [27, 28, 31, 36].  

 (a) (d) (c) 

 

   

 

 

 

 Figure I.20.  Structure Cylindrique : 

 (a)- Robot cylindrique RT33 (SEIKO Instruments). 

 (b)-Schéma cinématique. 

 (c)-Espace de travail. 
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I.6.3. Les robots sphériques (RRP) 

Les robots sphériques se composent de deux premières articulations rotoïdes orthogonales, 

de variables θ1 et θ2, et une articulation prismatique de variable d3. Les organes terminaux 

de ces robots peuvent tracer des sphères concentriques dans l'espace 3D. Leurs rigidité 

mécanique est inférieure à celle des deux manipulateurs précédents et leurs construction 

mécanique est plus complexe ; cependant, ils offrent une plus grande dextérité. Ils sont plus 

adaptés aux taches d’usinage [27, 28, 31, 36]. 

 (a) (b) (c) 

  

 Figure I.21.  Structure Sphérique : 

 (a)- Robot sphérique Fanuc. 

 (b)-Schéma cinématique. 

 (c)-Espace de travail. 

I.6.4. Les robots SCARA (RRP) 

Les robots de type SCARA (Selectively Compliant Assembly Robot Arm) utilise deux 

articulations rotoïdes parallèles pour produire un mouvement dans le plan horizontal. 

Lorsque la structure mécanique est soumise à une charge, ces deux premières articulations 

ne font aucun travail de levage. La troisième articulation de type prismatique produit tout le 

volume du travail selon l’axe vertical z. On ajoute généralement une quatrième articulation 

rotoïde autour de l'axe z pour contrôler l'orientation de l’organe terminal dans le plan 

horizontal. Ce type de robots est rarement trouvé avec plus de quatre axes. Les robots 

SCARA sont caractérisés d’une rigidité élevée pour les charges verticales, et une souplesse 

aux charges horizontales, ce qui les rend largement utilisés dans l'assemblage des 

composants et des appareils de petites et moyennes tailles [27, 28, 31, 36].  
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 (a) (b) (c) 

 Figure I.22.  Structure SCARA : 

  (a)- Robot SCARA Série RH-SDH (MITSUBICHI ELECTRIC). 

 (b)-Schéma cinématique. 

 (c)-Espace de travail. 

I.6.5. Robots anthropomorphe (RRR) 

Ils sont composés de trois articulations rotoïdes, ou l’axe de la première articulation est 

orthogonal aux axes des deux autres qui sont parallèles. En raison de leur ressemblance 

avec le bras humain, la deuxième articulation est appelée l'articulation de l'épaule et la 

troisième, l'articulation du coude puisqu’elle relie le bras avec l'avant-bras. Cette structure 

de manipulateurs est plus agile car toutes ses articulations sont rotoïdes, et elle offre un plus 

grand volume de travail par rapport { l’encombrement du robot; c’est pourquoi qu’elle est 

choisie pour une large gamme d'applications industrielles [22, 27, 28, 31, 36, 37]. 

 (a) (b) (c) 

 

 Figure I.23. Structure Anthropomorphe: 

 

  (a)- Robot Anthropomorphe KAWAZAKI BX 100S. 

 (b)-Schéma cinématique. 

 (c)-Espace de travail. 
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Cependant, elle existe une configuration légèrement différente des robots anthropomorphe 

très populaire dans le milieu industrielle appelée la structure en parallélogramme articulé, 

figure, permettant de transmettre directement le mouvement de l’actionneur situé { la base 

du manipulateur vers la troisième articulation, connue comme l’articulation du coude. 

Malgré que cette configuration présente moins de dextérité, le parallélogramme articulé 

permet de ramener les actionneurs vers la base du robot limitant la masse du robot en bout 

de porteur et augmentant ainsi les possibilités en terme de masse embarquée, ainsi que leur 

dynamique et plus simple ce qui simplifier leur commande. En outre, une structure en 

parallélogramme peut être utilisée pour l'équilibrage d'un robot [31]. 

  

  

 

 

 

 

 

Figure I.24. Exemple d’un robot anthropomorphe en parallélogramme le FANUC M-2000iA-2300. 

I.6.6. Les robots parallèles de type Delta    

Par définition, un robot parallèle est caractérisé par le fait que l'organe terminal est relié à la 

base du robot par des chaines cinématiques distinctes et indépendantes, d'ou des boucles 

cinématiques. Le robot parallèle le plus connu est la plate-forme de Gough-Stewart  (1965). 

Ce type de structure était notamment utilisé à l'origine dans des simulateurs de vol pour 

l'entrainement des pilotes. Développé dans les années 1980, le robot suisse Delta 

(EPFL/ABB) connait le succès dans le domaine industriel à partir des années 1990.Dans de 

telles structures cinématiques, toutes les articulations ne sont pas actives. Certaines sont 

nécessairement passives. Leur structure articulaire parallèle met forcément  les erreurs de 

positionnement (imprécisions des modèles géométrique et des capteurs, la flexion des 

corps…..etc.) en parallèle au lieu de les mettre en série. Ces robots ont donc par nature une 

meilleure précision que les manipulateurs sériels. De plus, une telle architecture permet une 

meilleure répartition des efforts et le montage des actionneurs sur la base, autorisant une 

structure mécanique plus légère et donc des mouvements rapides, de grandes accélérations 

et un rapport charge utile sur masse totale en mouvement plus favorable. Cela permet 
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également d'augmenter la rigidité de la structure. Cependant, l’inconvénient majeur de cette 

structure est le volume de travail plus faible que les robots sériels. Ainsi ils sont intéressants 

pour les applications de type « petits mouvements et grande précision » [21-23, 27, 38-40]. 

 (a) (b)  (c) 

  

 Figure I.25. Structure parallèle Delta : 

  (a)- Robot parallèle Delta-3 ABB IRB 360. 

  (b)-Schéma cinématique. 

 (c)-Espace de travail.  

Dans les statistiques de la Fédération internationale de la robotique (IFR), les robots de type 

delta ne sont pas pris en compte parce que cette architecture représente relativement un 

nouveau produit sur le marché [4, 41]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figure I.26. Livraisons mondiales de robots industriels par structure mécanique 2005-2010 [4].  
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I.7. Caractérisation des robots industriels  

Les caractéristiques techniques des robots industriels indiquées par les constructeurs sont 

en effet établies suivant des normes précises, nous pouvons citer en particulier la norme ISO 

9283, ces données concernent généralement [3, 18, 19, 23, 42], 

o le nombre d’axe avec la plage angulaire de chaque axe, 

o les vitesses et accélérations articulaires maximales, 

o l’espace de travail, 

o la charge utile, 

o la précision, 

o la vitesse et accélération maximale de l’effecteur, 

o les conditions générales de travail (position, température, environnement, etc.). 

I.7.1. Volume accessible par l'outil du robot 

La norme IRS définit l’espace de travail par l’ensemble des positions accessibles par  un 

point caractéristique du robot associé { l’organe terminal sans tenir compte de l’orientation. 

Pour les robots manipulateurs à poignet, le point caractéristique retenu est généralement le 

point de concourrance des trois derniers axes formant le poignet [23]. 

Ce volume dépend, 

o de la géométrie du robot,  

o de la longueur des segments,  

o du débattement des articulations (limité par des butées). 

I.7.2. Précision / Répétabilité  

(a)-La précision, ou l’exactitude de pose est l’écart entre une pose commandée (définie par 

sa consigne) et la moyenne des poses atteintes. On appelle pose du robot la description 

conjointe de la position et de l’orientation du repère outil dans l’espace. La pose définit de 

manière unique la situation de l’outil dans l’espace. La précision caractérise [3, 23], 

(a1)-L’exactitude de positionnement ep : définie par la distance entre la position 

commandée pc et le barycentre du nuage de n positions pi atteintes :  

𝑒𝑝 = 𝑝𝑐 −
1

𝑛
 𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1
   𝑖 = 1, … . , 𝑛. 
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(a2)-L’exactitude d’orientation eo : définie par la différence entre une orientation 

angulaire commandée oc et la moyenne des n orientations angulaires oi des positions 

atteintes : 

𝑜𝑝 = 𝑜𝑐 −
1

𝑛
 𝑜𝑖

𝑛

𝑖=1
   𝑖 = 1, … . , 𝑛. 

L’exactitude ou le positionnement absolu imprécis dépend des [23],  

o Erreurs du modèle géométrique. 

o Erreurs de quantification de la mesure de position qui engendre des 

approximations.  

o Erreurs d’asservissement, la valeur réelle de l’articulation est différente de la 

valeur de consigne. 

o La flexibilité de la structure mécanique, les éléments mécaniques se déforment 

sous les sollicitations.  

(b)-Répétabilité, d'un robot est l'erreur maximale de positionnement répété de l'outil en 

tout point de son espace de travail. La répétabilité caractérise la dispersion du nuage de 

poses atteintes pour une pose commandée. De manière similaire { l’exactitude, on distingue 

la répétabilité en position et en orientation [3, 23].  

(b1)-La répétabilité en position rp : elle s’exprime par la distance entre le barycentre du 

nuage des n points et le point le plus éloigné, 

𝑟𝑝 = 𝑚𝑎𝑥  𝑝𝑖 −
1

𝑛
 𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1
    𝑖 = 1, … . , 𝑛. 

(b2)-La répétabilité en orientation ro : elle s’exprime par l’étendue des valeurs de n angles 

obtenus, c'est-à-dire la valeur absolue de la différence entre la valeur angulaire maximale et 

la valeur angulaire moyenne, 

𝑟𝑜 = 𝑚𝑎𝑥  𝑜𝑖 −
1

𝑛
 𝑜𝑖

𝑛

𝑖=1
    𝑖 = 1, … . , 𝑛. 

Selon la norme ISO 9283 30 cycles de mesure sont nécessaires pour obtention d’un nuage de 

points (n=30) [3]. 
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Figure I.27. Précision / Répétabilité d’un robot manipulateur [3]. 

I.7.3. Performances dynamiques  

o La vitesse maximale :  

− Vitesse maximale de translation ou de rotation de chaque axe. 

− Les constructeurs donnent souvent une vitesse de translation maximale de l'organe 

terminal. 

o L’accélération maximale :  

− Elle est donnée pour chaque axe dans la configuration la plus défavorable (inertie 

maximale, charge maximale).  

− Elle dépend fortement de l'inertie donc de la position du robot. 

I.7.4. Charge utile  

o C'est la charge maximale que peut porter le robot sans dégrader la répétabilité et 

les performances dynamiques.  

o La charge utile est nettement inférieure à la charge maximale que peut porter le 

robot qui est directement dépendante des actionneurs. 

I.8. Les marchés de la robotique industrielle 

En 2015, les ventes annuelles des robots industriels sont augmentées de 15%  à 253.748 

unités. Cette croissance des ventes a touché pratiquement tous les secteurs de l’industrie. 

Les fournisseurs des pièces automobiles et l'industrie électrique / électronique ont été les 

principaux moteurs de cette  hausse. La Chine a considérablement élargi sa position de 

leader comme le plus grand marché avec une part de 27% de l'approvisionnement mondial 

en 2015 [46]. 

 

EP 
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Figure I.28. Livraisons mondiales de robots industriels 2000-2015 [46]. 

L’Asie (y compris l'Australie et la Nouvelle-Zélande) a été de loin le plus grand marché avec 

environ 160.600 robots industriels vendus en 2015, soit environ 19% de plus qu'en 2014. 

Ce fut le plus haut niveau de ventes jamais enregistré pour la quatrième année consécutive. 

Le deuxième plus grand marché, l’Europe, est augmenté de 10% à près de 50.100 unités 

(une nouvelle pointe). Environ 38.100 robots industriels ont été expédiés vers les 

Amériques, soit 17% de plus qu'en 2014, pour atteindre à nouveau un nouveau sommet 

pour la cinquième année consécutive [46, 47]. 

 

   

 

 

 

 

 

 

Figure I.29. Livraisons annuels de robots industriels par régions du monde 2011-2015 [47]. 

Il y a cinq principaux marchés représentant 75% du volume total des ventes en 2015: la 

Chine, le Japon, les États-Unis, la République de Corée et de l'Allemagne [47]. 
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Figure I.30. Approvisionnements annuels des cinq principaux marchés des robots industriels du monde 2011-2015 

[47]. 

68.600 robot industriel ont été vendus en Chine en 2015, soit 20% de plus qu'en 2014. Les 

fournisseurs chinois ont installés environ 20. 400 unités, soit une part de marché d’environ 

31% selon les informations de l’Alliance chinoise de la robotique industrielle (CRIA). Leur 

volume de ventes était augmenté d'environ 28% de plus qu'en 2014. Les fournisseurs de 

robots étrangers ont augmenté leurs ventes de 17% à 48.100 unités, y compris les robots 

produits par les fournisseurs de robots internationaux installés en Chine. La Chine est, de 

loin, le plus grand marché des robots industriels, est aussi le marché le plus dynamique dans 

le monde entier. Ce développement rapide est unique dans l'histoire de la robotique. Il n'y a 

jamais eu une telle augmentation dynamique dans un si court laps de temps dans tout autre 

marché. Un large éventail d'industries investissent de plus en plus dans l'automatisation. 

Entre 2010 et 2015, l'offre totale de robots industriels a augmenté d'environ 36% par an en 

moyenne [46, 47]. 

 

 

 

 

 

 

Figure I.31. Approvisionnements annuels de robots industriels en chine 2005-2015 [47]. 
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Les principaux moteurs de cette croissance du marché sont l'industrie automobile et de 

l'industrie électrique / électronique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.32. Ventes annuels estimées des robots industriels par industries et par an 2013-2015 [47]. 

Depuis 2010, l'industrie automobile, le client le plus important de robots industriels, a 

considérablement augmenté ces investissements de robotisation des usines partout  dans le 

monde ces dernières années [46, 48-51]. Environ 97.500 nouveaux robots, soit près de 4% 

de plus qu'en 2014, ont été installés dans cette industrie en 2015, établissant à nouveau un 

nouveau sommet. Entre 2010 et 2015, les ventes de robots pour l'industrie automobile ont 

augmenté de 20% en moyenne par an. Les investissements dans de nouvelles capacités de 

production dans les marchés émergents ainsi que des investissements dans la 

modernisation de la production dans les principaux pays producteurs d'automobiles ont 

causé cette hausse du nombre d'installations robotisées. Une grande partie de robots ont été 

vendus pour les constructeurs  des pièces électroniques pour l’automobile, les fournisseurs 

des batteries, ainsi que pour d'autres pièces électroniques dans les voitures [46]. 

Les ventes de robots à l'industrie électrique / électronique (incluant les ordinateurs et leurs 

équipements, la radio, la télévision et les appareils de communication, les équipements 

médicaux, les équipements de précision et les instruments d'optique) ont augmenté en 2015 

de 41% atteignant les 64.600 unités, et en établissant un nouveau sommet. La part de cette 

industrie de l'offre totale en 2015 était d'environ 25%. La demande croissante pour les 

produits électroniques et des produits  nouveaux, ainsi que la nécessité d'automatiser les 

moyens de la production (en particulier dans les pays à bas salaires), ont été les facteurs 

déterminants pour cette accélération de la demande [46]. 
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En 2015, les ventes pour toutes les autres industries, sauf pour les industries automobile et 

électrique, ont augmenté de 27%. Entre 2010 et 2015, le taux de croissance moyen par an 

était d’environ 19%. Les taux de croissance respectifs pour les industries automobile et 

électrique / électronique ont été d’environ 20% et 15%. Ceci est un signe clair que non 

seulement les principales industries clientes (industrie automobile et électrique / 

électronique industrie) ont considérablement augmenté leurs investissements, mais les 

installations robotiques également d'autres industries ont augmenté considérablement au 

cours des dernières années. Les fournisseurs de robots ont signalé une augmentation 

significative du nombre de clients au cours des ces dernières années. Cependant, le nombre 

d'unités commandées par ces clients est souvent très faible. 

Le stock mondial de robots industriels opérationnels à la fin de 2015 a augmenté d’environ 

12% à environ 1.631.600 unités. Depuis 2010, le stock n’a cessé d’augmenter de façon 

considérable [46]. 

En 2015, la valeur des ventes a augmenté de 9% atteignant un nouveau pic à 11,1 milliards 

de dollars. Il convient de noter que les chiffres cités ci-dessus ne comprennent généralement 

pas le coût des logiciels, des périphériques et des systèmes d'ingénierie [46]. En incluant les 

coûts mentionnés, nous pouvons estimer la valeur réelle du marché des systèmes 

robotiques, qui doit être environ trois fois plus élevé. Ainsi, la valeur du marché mondial 

pour les systèmes de robots industriels est donc estimée à 35 milliards de dollars en 2015 

[46]. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.33. Commandes de robots industriels en Amérique du Nord (RIA), par trimestre, 1999-2014 [52]. 
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Le potentiel de robotisation dans l'industrie générale (toutes les industries sauf l’industrie 

automobile) est encore énorme (y compris les grand pays industriels). Il est également très 

élevé dans l'industrie automobile dans les marchés émergents et dans certains marchés 

traditionnels afin poursuivre la modernisation et le rééquipement, ce qui garantit la 

nécessité d’avoir des investissements continus dans le domaine de la robotisation 

industrielle même dans les pays déjà fortement automatisés [45]. Ainsi, entre 2015 et 2018 

on estime 2,3 millions de robots industriels seront installés dans les usines du monde entier 

[47]. 

 

 

I.9. Techniques de commande des bras manipulateurs 

Etant donné que la quête pour des systèmes de commande toujours plus performants est 

l’un des axes principaux du développement de nouvelles générations de robots industriels. 

Cette section sera consacrée pour la présentation des principales techniques de commande 

des bras manipulateurs trouvées dans la littérature. 

La résolution du problème de la commande nécessite la détermination d’un ensemble 

d’entrées articulaires (Couples/Forces des actionneurs) qui résulte par le suivi de l’organe 

effecteur d’une trajectoire désirée, spécifiée typiquement par des séquences de positions et 

d’orientations ou par une trajectoire continue. Plusieurs types de commandes ont été 

étudiées pour les robots manipulateurs, la méthode la plus simple et qui reste toujours 

employée pour les manipulateurs industriels est la commande articulaire indépendante ou 

chaque articulation du manipulateur est commandée comme un système à une seule entrée 

et une seule sortie [128]. Cependant, lorsque l’application nécessite des évolutions rapides 

Figure I.34. Nombre de  robots 

industriels par 10.000 dans 

l’industrie automobile et l’industrie 

manufacturière en 2014 [45]. 

Figure I.35. Estimations du stock opérationnel mondial de 

robots industriels entre 2015 et 2018 [47]. 
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du robot et une grande précision dynamique, il est nécessaire de concevoir un système de 

commande plus avancé qui prend en compte toute la complexité du modèle dynamique. 

Deux types de mouvements apparaissent quand on parle de commande du bras 

manipulateur. Un premier type considère que les mouvements nécessaires pour la 

réalisation de la tâche sont exécutés dans l’espace libre. Le deuxième type considère des 

mouvements spécifiques avec des forces de contact pour l’organe terminal qui se déplace 

dans un espace contraint. Toute tâche de robotique est réalisée par une combinaison de ces 

deux types de mouvement [69]. Pour simplifier la commande, les deux types de mouvement 

sont abordés séparément. 

I.9.1. Commande dans l’espace libre  

I.9.1.1. Commande par articulation 

Dans le cas des manipulateurs qui utilisent des servomoteurs avec de forts rapports de 

réduction, l’inertie vue par les moteurs varie beaucoup moins et il est alors possible de 

modéliser le robot par un système linéaire qui permet de découpler les articulations. 

L’asservissement du mouvement peut être réalisé par des techniques classiques de 

commande [27, 31, 43, 69, 72]. Nous parlons alors d’une commande décentralisée de type 

PID. Dans [27] et [31], le schéma classique est amélioré avec des signaux d’anticipation  

(Feedforward action) pour corriger les effets de la force de gravité et de couplage. 

I.9.1.2. Commande PID 

La commande PID est largement utilisée dans les commandes de robots manipulateurs 

industriels en raison de sa simplicité et sa signification physique claire. La stabilité de 

Lyapunov et la théorie de LaSalle permettent de  prouver la convergence de l’erreur de 

poursuite vers zéro [130]. Les références [27, 31, 74, 75]  proposent un contrôleur PD 

simple pour le cas où le modèle du manipulateur ne contient pas un terme de gravité, et une 

loi PD avec compensation de gravité pour le cas contraire ;  la stabilité asymptotique globale  

est démontrée en se basant sur la méthode de Lyapunov.  

I.9.1.3. Commande par découplage non linéaire 

Cette technique est aussi connue sous les noms de commande dynamique ou commande par 

couple calculé. La conception de la commande consiste { transformer, par un retour d’état, 

le problème de commande d’un système non linéaire en un problème de commande d’un 

système linéaire. Dans le cas général, le problème de linéarisation par retour d’état d’un 

système non linéaire est difficile { résoudre, et il n’existe pas toujours de solution. 
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Cependant, dans le cas des robots manipulateurs, l’élaboration d’une loi de commande qui 

linéarise et découple les équations est simplifiée du fait que le modèle dont nous disposons 

possède un modèle inverse [27, 31, 43]. 

Ce type de technique permet la commande dans l’espace des articulations ou dans l’espace 

cartésien, avec l’avantage que les articulations sont découplées et peuvent évoluer à grandes 

vitesses avec de fortes inerties. Cette méthode dépend fortement du modèle du système, elle 

est très sensible aux imprécisions du modèle qui entraînent un découplage imparfait [69]. 

I.9.1.4. Commande Adaptative 

La commande adaptative et la commande robuste sont deux stratégies de commande pour 

résoudre les problèmes d’incertitude des modèles de robots, tels que les incertitudes des 

paramètres du modèle, les charges inconnues ou variables, la flexibilité de l’articulation, les 

coefficients de frottement variables en fonction du temps, etc. [130]. 

La commande adaptative a été étudiée afin de faire face aux incertitudes paramétriques du 

modèle physique du robot en ajustant en ligne les paramètres de la loi de commande. La 

propriété fondamentale exploitée dans l’objectif d’adaptation est la possibilité de reformuler 

le modèle dynamique linéairement vis-à-vis de ses paramètres, pouvant ainsi être estimés 

en ligne. En ce sens, la plupart des commandes adaptatives rencontrées sont des méthodes 

adaptatives indirectes. Cette approche a permis le développement des versions adaptatives 

des commandes conçues sous l’hypothèse de paramètres connus [124]. Dans le contexte des 

robots manipulateurs, plusieurs versions adaptatives de commandes exploitant les 

propriétés d’inversion dynamique [22, 27, 43, 128] ou de passivité [31, 43] ont été décrites. 

I.9.1.5. Commande Robuste 

La commande par découplage non linéaire est très sensible aux erreurs de modélisation. Or, 

la complexité d’un robot manipulateur impose souvent de faire des hypothèses 

simplificatrices pour établir le modèle dynamique. Ainsi, les erreurs de modélisation sont 

souvent inévitables. De ce fait, la commande par découplage non linéaire est rarement 

présente sous sa forme simple mais plutôt secondée par des techniques de commande 

robuste. Une première approche qui utilise un contrôleur développé selon la théorie dite la 

stabilité garantie des systèmes incertains (theory of guaranteed stabilité of uncertain 

systems), basée sur la deuxième méthode de Lyapunov (Lyapunov second method), est 

décrite dans les références [27, 31, 43, 83], et a montré sa capacité de réduire les erreurs de 

suivi lorsque les erreurs du modèle, et les perturbations sont présentes. Une autre technique 
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robuste proposée dans les références [22, 99, 100, 101, 106], est la commande par modes de 

glissement. Où ce type de contrôle a montré ces grandes capacités à diminuer les erreurs 

causées par les effets des couples de perturbation, et les approximations du modèle. Les 

contrôleurs de Lyapunov et par modes glissants décrits, donnent lieu à un signal de 

commande discontinu (phénomène de réticence) qui peut augmenter les pertes des 

actionneurs et exciter les dynamiques de hautes fréquences non modélisées. Pour 

l’application des techniques de commande robuste linéaire dans le contexte robotique le 

problème non-linéaire initial est soit simplifié en considérant des dynamiques mono 

variables, soit approché par développement de Taylor, soit transformé par une 

compensation non linéaire imparfaite. Les techniques de synthèse H2, H∞, μ-synthèse, ont 

ainsi été mises en œuvre sur ces modèles transformés [72, 121, 123, 124]. 

I.9.2. Commande dans l’espace contraint 

Pour les taches robotiques qui nécessitent une interaction importante avec l’environnement, 

les efforts de contact doivent être correctement gérés par le contrôleur du robot [130]. 

Lorsque le robot est contraint par l’environnement suivant toutes les directions, aucun 

déplacement de l’organe terminal n’est possible et il ne peut qu’exercer des efforts sur 

l’environnement ; en revanche, lorsque le robot est dans l’espace libre, l’absence de tout 

contact empêche la génération d’efforts. Ainsi, les notions de commande en position et de 

commande en effort s’excluent mutuellement : on ne peut contrôler simultanément une 

force et un déplacement suivant une même direction [69]. 

Les stratégies de commande  dans l’espace contraint peuvent être regroupées en deux 

catégories. Des stratégies effectuant un contrôle indirect des forces de contact, et des 

stratégies qui effectuent un contrôle direct des forces de contact avec l’environnement. La 

principale différence entre les deux catégories est que la première assure le contrôle des 

efforts de contact via le contrôle de mouvement, sans avoir recourir à une mesure explicite 

des forces d’interaction avec l’environnement extérieur. Cependant, la deuxième catégorie 

offre la possibilité de contrôler la force de contact à une valeur désirée, grâce à une boucle 

par retour de force [27]. À la première catégorie appartiennent les techniques de commande 

en compliance et en impédance, et à la deuxième catégorie on trouve le contrôle en effort et 

le contrôle  hybride position/force. Ces technique sont détaillées dans les références [22, 27, 

31, 130]. 
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I.9.3. Approches proposées 

Dans cette thèse, on propose deux stratégies de commande pour résoudre les problèmes 

d’incertitude des modèles de robots manipulateurs. Ces  deux approches sont : 

− La première approche, présentée dans les articles [81, 93], consiste à améliorer la 

robustesse de la commande par découplage non linéaire, très sensible aux 

imprécisions du modèle, en introduisant un contrôleur par rejet actif de 

perturbation dans la boucle externe. Cette approche robuste, relativement nouvelle, 

a prouvé ses grandes capacités à traiter des systèmes incertains à travers beaucoup 

d’études théoriques, et réalisations pratiques récentes.  

− La deuxième approche, décrite dans l’article [120], consiste à combiner les 

avantages de la commande par modes de glissement conventionnelle, et ceux des 

réseaux de neurones artificiels pour développer une loi de commande adaptative 

neuronales par modes de glissement de caractère robuste vis à vis des incertitudes 

du modèle sans présenter l'inconvénient majeur du phénomène de réticence.  

I.10. Conclusion 

Au cours des dernières années, les améliorations techniques des robots industriels ont  été 

considérables, et ce pour un prix globalement divisé par plus de 3 entre 1990 et 2006. La 

durée de vie moyenne d'un robot se situe entre 12 et 15 ans (avec un retour sur 

investissement très court, souvent d'un  à deux ans). Le robot industriel est l'équipement de 

production flexible par excellence, qui est désormais performant, relativement peu coûteux 

et fiable. 

Malgré l'état actuel de sophistication des robots, d'énormes progrès peuvent encore être 

faits, ne serait-ce que pour l'amélioration des robots industriels existants (sans parler du 

développement de robots totalement nouveaux, fondés sur des technologies nouvelles et 

dotés de fonctions nouvelles). 

Les robots industriels doivent travailler plus vite, sans perdre et même si possible en 

améliorant leur précision : 

o Au niveau de la commande, mise en œuvre de commandes toujours plus 

performantes (ex : précision, prise en compte de la charge transportée, prise en 

compte des imperfections, prise en compte de l'environnement). 

o Allègement de la structure (le rapport entre la charge utile et la masse des robots 

reste faible). 
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Le prochain chapitre sera consacré à la modélisation des manipulateurs industriels, avec 

une application sur un modèle PUMA 560 développé par la société Unimation, en vue de 

pouvoir tester de nouvelles stratégies de commande plus performantes. 
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II.1. Introduction  

Ce chapitre décrit les modèles pertinents pour ce travail, à savoir, les modèles géométriques, 

cinématiques, et dynamiques des robots manipulateurs à liaisons rotoïdes série de type 

anthropomorphe.  

II.2. Introduction à la modélisation des robots manipulateurs  

La conception et la commande des robots manipulateurs nécessitent le calcul de certains 

modèles mathématiques [27, 30, 36, 54-57, 61], tels que les,  

o Modèles de transformation entre, 

 L’espace opérationnel X (dans lequel on définit la situation de l’organe terminal : 

positionnement + orientation). 

 L’espace articulaire q (dans lequel on définit la configuration des articulations du 

robot). 

𝑿 ↔ 𝒒 

o Modèles dynamiques définissant les équations du mouvement du robot, qui permettent 

d’établir les relations entre les couples et les forces exercés par les actionneurs et les 

positions, vitesses et accélérations articulaires, 

𝜞 = 𝒇(𝒒, 𝒒 , 𝒒, 𝑭) 

Parmi les modèles de transformation, on distingue, 

 Les modèles géométriques direct et inverse qui expriment la situation de l’organe 

terminal en fonction de la configuration du mécanisme articulaire et inversement. 

𝑿 ↔ 𝒒 

 Les modèles différentiels direct et inverse qui expriment la différentielle de la 

situation de l’organe terminal en fonction de la configuration articulaire du 

mécanisme et inversement. 

𝑿 ↔ 𝒒  

La plupart de ces modèles sont établis par calcul symbolique. Dans cet objectif, un logiciel 

de calcul symbolique est un outil essentiel. 
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II.3. Notions de base  

Quelques notions fondamentales propres à la modélisation des robots manipulateurs sont 

décrites dans cette section selon [27, 36, 54-57, 60]. 

II.3.1. Coordonnées homogènes  

II.3.1.1. Représentation d’un point  

Soit 𝐏  un point de coordonnées cartésiennes P𝑥  , P𝑦  , P𝑧  (figure II.1). On appelle 

coordonnées homogènes du point P les termes 𝑤. P𝑥  , w. P𝑦  , 𝑤. P𝑧   et w, où w est un facteur 

d’échelle égal { 1 en robotique. On représente alors les coordonnées homogènes d’un point 

par le vecteur, 

                                                                             𝑃 = [P𝑥  , P𝑦  , P𝑧 , 1]𝑇    (II.1) 

                                                        

 

 

 

 

Figure II.1. Représentation d’un point. 

II.3.1.2. Représentation d’une direction  

La représentation d’une direction (vecteur libre) se fait aussi par quatre composantes, 

mais le quatrième est nul, indiquant un point { l’infini. Si l’on note 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧  les 

coordonnées cartésiennes d’un vecteur unitaire 𝑢, en  coordonnées homogènes on écrit, 

                                                                         𝑢 = [𝑢𝑥  , 𝑢𝑦  , 𝑢𝑧 , 0]𝑇                 (II.2)                                                

II.3.2. Transformation homogènes  

II.3.2.1. Transformation des repères  

Faisons subir une transformation quelconque, de translation et/ou de rotation, au 

repère ℛ𝑖 , transformation qui l’amène sur le repère ℛ𝑗  (figure II.2). Cette transformation 

est définie par la matrice 𝑻𝑖
𝑗
, appelée matrice de transformation homogène, de dimension 

(4×4), telle que [27, 28, 30, 31, 36, 54-58, 60],  

Z 

p 

Y 

𝑃𝑌  

𝑃𝑍  

X 

𝑃𝑋  
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𝑍𝑖   

 

 

𝑦𝑖  

 

𝑋𝑖  

 

𝑋𝑗   

𝑧𝑗  

 

𝑦𝑗  
𝑇𝑖
𝑗
 

𝑅𝑗  

𝑅𝑖  

                                        𝑇𝑖
𝑗

=  𝑠𝑖
𝑗
 𝑛𝑖

𝑗
 𝑎𝑖
𝑗
 𝑃𝑖

𝑗
 =  

𝑠𝑥 𝑛𝑥 𝑎𝑥 𝑃𝑥
𝑠𝑦 𝑛𝑦 𝑎𝑦 𝑃𝑦
𝑠𝑧 𝑛𝑧 𝑎𝑧 𝑃𝑧
0 0 0 1

                           (II.3) 

Où 𝑠𝑖
𝑗
,  𝑛𝑖

𝑗
, 𝑒𝑡 𝑎𝑖

𝑗
 désignent respectivement les vecteurs unitaires suivant les axes 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗  𝑒𝑡 𝑧𝑗  

du repère  ℛ𝑗  exprimés dans le repère  ℛ𝑖  et  𝑃𝑖
𝑗
 est le vecteur exprimant l’origine du 

repère ℛ𝑗  dans le repère ℛ𝑖 . 

 

 

 

 

 

 

Figure II.2. Transformation des repères. 

On dit également que la matrice 𝑇𝑖
𝑗
 définit le repère  ℛ𝑗  dans le repère  ℛ𝑖 . Par la suite, on 

notera souvent la matrice de transformation (II.3) sous forme d’une matrice partitionnée, 

                                                    𝑇𝑖
𝑗

=        𝑹𝒊
𝒋
     𝑷𝒊

𝒋

0  0  0    1
 =  𝒔𝒊

𝒋
 𝒏𝒊

𝒋
 𝒂𝒊

𝒋
 𝑷𝒊

𝒋

0   0   0   1
                                     (II.4) 

Il s’agit d’un abus de notation, puisque les vecteurs n’ont alors que trois composantes, mais 

cette description, en isolant la matrice d’orientation 𝑹𝑖
𝑗
, est parfois plus pratique. De toute 

manière, la distinction entre représentation à trois ou à quatre composantes sera toujours 

claire dans le contexte.  

En résumé : 

o La matrice 𝑇𝑖
𝑗
 représente la transformation permettant de passer du repère  ℛ𝑖  au 

repère ℛ𝑗  ; 

o Elle peut être interprétée comme étant un repère  ℛ𝑗  (trois axes orthonormés et 

l’origine) exprimé dans ℛ𝑖 .   
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Figure II.3. Repaire de base, repaire d'outil et positions articulaires illustrés sur un robot industriel équipé d'un 

pistolet de soudage. 

II.3.2.2. Transformation des vecteurs  

Soit un vecteur 𝑷𝑗
1 définissant le point 𝑷1 dans le repère ℛ𝑗  (figure II.4). Compte tenu de la 

définition des coordonnées homogènes, on calcul les coordonnées du point 𝑷1 dans le 

repère  ℛ𝑖  grâce { l’équation suivent, 

                                            𝑷i
1 =  𝑶𝒊𝑷𝟏 i = 𝒔𝒊

𝒋
𝑃j𝑥

1 + 𝒏𝒊
𝒋
𝑃j𝑦

1 + 𝒂𝒊
𝒋
𝑃j𝑧

1 + 𝑷𝒊
𝒋

= 𝑻𝒊
𝒋
𝑷𝟏
𝒋

          (II.5) 

La matrice 𝑻𝑖
𝑗
 permet donc d’exprimer dans le repère  ℛ𝑖  les coordonnées d’un point 

données dans le repère 𝑅𝑗  [27, 28, 30, 31, 36, 37, 54-58], 

. 

 

 

 

 

 

Figure II.4. Transformation d’un vecteur. 

Repaire Outil 

Repaire de Base 
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𝑍𝑖   

 

 

𝑦𝑖  

 

𝑋𝑖   

𝑋𝑗  

 

𝑧𝑗  

 

𝑦𝑗  

b 

a 

c 

II.3.2.3. Matrice de transformation de translation pure  

Soit trans (a, b, c) cette transformation, ou a, b et c désignent les composantes de la 

translation le long des axes x, y et z respectivement. L’orientation étant conservée dans 

cette transformation, trans (a, b, c) a pour expression (figure II.5), 

                                                         𝑻𝑖
𝑗

= 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑎, 𝑏, 𝑐) =  

1   0   0   𝑎
0   1   0   𝑏
0   0   1   𝑐
0   0   0   1

                                 (II.6)       

Par la suite, on utilisera aussi la notation trans (u, d) pour désigner une translation d’une 

vecteur d le long d’un axe u. ainsi, la matrice trans (a, b, c) peut être décomposée en un 

produit de trois matrices trans (x, a), trans (y, b), trans (z, c), l’ordre des multiplications 

étant quelconque.  

 

 

 

 

 

 

Figure II.5. Transformation de translation pure. 

II.3.2.4. Matrice de transformation de rotation autour des axes principaux  

La matrice de transformation correspondant à une rotation φ autour de l’axe x est notée        

Rot (x, φ). On déduit de la figure II.6 les composantes des vecteurs unitaires 𝒔𝒊
𝒋
, 𝒏𝒊

𝒋
, 𝒂𝒊

𝒋
 

portés respectivement par les axes 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗  𝑒𝑡 𝑧𝑗  du repère  ℛ𝑗  et exprimés dans ℛ𝑖 . Si l’on 

note Sφ et Cφ les sinus et cosinus de φ respectivement, elles s’écrivent,  

                                                                      

𝑠𝑖
𝑗

=  1     0     0    0 𝑇

𝑛𝑖
𝑗

=  0   𝐶𝜑    𝑆𝜑  0 𝑇

𝑎𝑖
𝑗

=  0  – 𝑆𝜑  𝐶𝜑  0 
𝑇

                                       (II.7)                   

L’exposant T désignant la transposition. On obtient alors,   

                                         𝑻𝑖
𝑗

= 𝑅𝑜𝑡 𝑥, 𝜑 =  

1    0     0    0

0  𝐶𝜑  – 𝑆𝜑  0
0  𝑆𝜑    𝐶𝜑  0
0    0     0    1

 =  𝑟𝑜𝑡
 𝑥, 𝜑   

0
0
0

0   0   0     1

              (II.8) 
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rot(x, φ) désignant la matrice d’orientation de dimension (3×3). 

 

 

 

 

 

Figure II.6. Transformations de rotation pure élémentaires autour des axes. 

La matrice de transformation correspondant à une rotation ϑ autour de l’axe y est notée         

Rot (y, ϑ). Avec un raisonnement analogue on obtient, 

                                       𝑻𝑖
𝑗

= 𝑅𝑜𝑡 𝑦, 𝜗 =  

    𝐶𝜗    0     𝑆𝜗    0
      0     1     0      0

– 𝑆𝜗     0    𝐶𝜗    0
     0      0      0     1

 =  
𝑟𝑜𝑡 𝑦, 𝜗   

0
0
0

0   0   0     1

       (II.9) 

La matrice de transformation correspondant à une rotation ψ autour de l’axe z est notée         

Rot (z, ψ). On vérifie que, 

                                           𝑻𝑖
𝑗

= 𝑅𝑜𝑡 𝑧, 𝜓 =  

𝐶𝜓  – 𝑆𝜓   0    0
𝑆𝜓    𝐶𝜓    0    0
  0      0     1    0
  0     0     0    1

 =  𝑟𝑜𝑡
 𝑧, 𝜓   

0
0
0

0   0   0     1

          (II.10) 

II.3.3. Propriétés des matrices de transformation homogène  

Une matrice de transformation peut se mettre, d’après la relation (II.4), sous la forme, 

                                                                    𝑻 =  

𝑠𝑥   𝑛𝑥   𝑎𝑥   𝑝𝑥
𝑠𝑦   𝑛𝑦   𝑎𝑦   𝑝𝑦
𝑠𝑧   𝑛𝑧   𝑎𝑧   𝑝𝑧
0    0    0    1

 =  
     𝑹         𝑷
0   0   0     1

                (II.11)                    

La matrice R représente la rotation alors que la matrice colonne P représente la 

translation. Pour une transformation de translation pure, R=I3 (I3 représente la matrice 

unité d’ordre 3), tandis que pour une transformation de rotation pure, P=0. Les éléments 

de la matrice R représentent les cosinus directeurs. Elle ne contient que trois paramètres 

indépendants (l’un des vecteurs s, n ou a se déduit du produit vectoriel des deux autres ; 

par exemple 𝒔 = 𝒏 × 𝒂 ; en outre, le produit scalaire n.a est nul et les normes de n et de a 

sont égales à 1). 

𝒛′  
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o La matrice A est orthogonale, c’est-à-dire que la matrice inverse est égale à la matrice 

transposée, 

                                                                                        𝑹−𝟏 = 𝑹𝑻                                                  (II.12)                             

o L’inverse de la matrice 𝑻𝑖
𝑗
 définit la matrice 𝑻𝑗

𝑖 . 

L’expression (II.5) donne les composantes du vecteur 𝑷𝑗
1  dans le repère ℛ𝑖 . 

Inversement, pour exprimer les composantes du vecteur 𝑷𝑗
1 dans le repère ℛ𝑗 , on écrit, 

                                                                                   𝑷𝑗
1 = 𝑻𝑗

𝑖𝑷𝑖
1                  (II.13)                                                           

On peut aussi multiplier à gauche les termes de l’expression (II.5) par 𝑻𝑖
𝑗 −1

, inverse de 

𝑻𝑖
𝑗
, 

                                                                       𝑻𝑖
𝑗 −1

𝑷𝑖
1 = 𝑷𝑗

1                                                   (II.14)                      

On déduit des relations (II.13) et (II.14) que, 

                                                                        𝑻𝑖
𝑗 −1

= 𝑻𝑗
𝑖                                                            (II.15)                  

o L’inverse d’une matrice de transformation représentée par la relation (II.11) 

peut être calculée par, 

                                                      𝑇−1 =  
      𝑹𝑇         

– 𝒔𝑻𝑷

−𝒏𝑻𝑷
−𝒂𝑻𝑷

0   0   0       1   

 =     𝑹𝑻   −𝑹𝑻𝐏
0  0  0      1    

                        (II.16) 

o La composition de deux matrices de transformation est donnée par la 

multiplication de ces deux matrices de transformation, 

                                 𝑻𝟏𝑻𝟐 =  
    𝑹𝟏      𝑷𝟏

0  0  0   1
  

    𝑹𝟐      𝑷𝟐

0  0  0   1
 =  

    𝑹𝟏𝑹𝟐      𝑹𝟏𝑷𝟐 + 𝑷𝟏

0    0    0            1        
     (II.17) 

Il important de se rappeler à ce propos que le produit deux matrices de 

transformation n’est pas commutatif (𝑻𝟏𝑻𝟐 ≠ 𝑻𝟐𝑻𝟏). 

o Si un repère ℛ0 a subi k transformations consécutives (figure II.7) et si chaque 

transformation i, (i=1,…, k), est définie par rapport au repère courant ℛ𝑖−1, alors la 

transformation 𝑻0
𝑘  peut être déduite de la composition des multiplications à droite 

de ces transformation, 

                                                                    𝑻𝟎
𝒌 = 𝑻𝟎

𝟏 𝑻𝟏
𝟐 𝑻𝟐

𝟑… 𝑻𝒌−𝟏
𝒌              (II.18)                                             
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o Si un repère ℛ𝑗 , défini dans le repère ℛ𝑖  par la transformation 𝑻𝑖
𝑗
, subit une 

transformation T exprimée dans le repère ℛ𝑖 , le repère ℛ𝑗  se transforme en ℛ𝑗 ′ 

avec, 

 𝑻𝒊
𝒋′

= 𝑻 𝑻𝒊
𝒋
 

A partir de deux dernières propriétés on déduit que, 

o Une multiplication à droite de la transformation 𝑻𝑖
𝑗
 signifie que la transformation 

est faite par rapport au repère courant ℛ𝑗  ; 

o Une multiplication à gauche signifie que la transformation est faite par rapport au 

repère de référence ℛ𝑖 . 

 

 

Figure II.7. Composition  des transformations : multiplication à droite. 
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Figure II.8. Composition  des transformations : multiplication à gauche. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.9. Composition de rotations pures successives exprimée dans un repaire mobile lié au corps solide. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II. 10. Composition de rotations pures successives exprimées dans un repaire fixe. 
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II.3.4. Systèmes d’angles d’Euler  

Une représentation minimale de l’orientation d’un corps solide peut être obtenue en 

utilisant un système de trois angles [α  β  γ]T. En tenant compte des matrices de rotation 

élémentaires exprimant la rotation autour d'un des axes de coordonnées en fonction d'un 

angle unique, une matrice de rotation générique peut être obtenue en composant une 

séquence appropriée de trois rotations élémentaires tout en garantissant que deux 

rotations successives ne sont pas effectuées autour d'axes parallèles. Cela implique que 12 

ensembles distincts d'angles sont autorisés parmi les 27 combinaisons possibles. Chaque 

ensemble représente un triplet d'angles d'Euler. Dans ce qui suit, deux ensembles d'angles 

d'Euler sont analysés; à savoir, les angles de ZYZ et les angles ZYX (ou Roll-Pitch- Yaw en 

français, Roulis-Tangage-Lacet) [26-28, 31, 56, 58, 59]. 

(a)-  Angles d’Euler (ZYZ) 

La rotation décrite par les angles ZYZ est obtenu par composition des rotations 

élémentaires comme suit (figure II.11), 

o Rotation du repaire fixe de l'angle φ autour de l'axe z; cette rotation est décrite par 

la matrice rot (z, α) définie dans (II.10). 

o Rotation du repaire actuelle par l'angle ϑ autour de l'axe y’; cette rotation est 

décrite par la matrice rot (y’, β) définie dans (II.9). 

o Rotation du repaire actuelle par l'angle ϑ autour de l'axe z’’ par l'angle ψ autour de 

l'axe z; cette rotation est décrite par la matrice rot (z’’, γ) définie par (II.10). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II. 11. Transformation d’Euler ZYZ. 

L'orientation résultante du repaire finale est obtenue par la composition des rotations par 

rapport aux repaires courants, et elle peut être calculée par la poste multiplication des 

matrices de rotation élémentaires, 
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𝑹 = 𝑟𝑜𝑡 𝑧, 𝛼 . 𝑟𝑜𝑡 𝑦 ′ , 𝛽 . 𝑟𝑜𝑡 𝑧′′ , 𝛾 =

                                                               

𝐶𝛼𝐶𝛽𝐶𝛾 − 𝑆𝛼𝑆𝛾 −𝐶𝛼𝐶𝛽𝑆𝛾 − 𝑆𝜑𝐶𝛾 𝐶𝛼𝑆𝛽
𝑆𝛼𝐶𝛽𝐶𝛾 + 𝐶𝛼𝑆𝛾 −𝑆𝛼𝐶𝛽𝑆𝛾 + 𝐶𝜑𝐶𝛾 𝑆𝛼𝑆𝛽

−𝑆𝛽𝐶𝛾 𝑆𝛽𝑆𝛾 𝐶𝛽
 (II.19) 

La transformation inverse permet d’établir les angles d’Euler { partir des cosinus 

directeurs, et sous l’hypothèse 𝑟13 ≠ 0, 𝑟23 ≠ 0 [27], 

                                                                          𝑅 =  

𝑟11 𝑟12 𝑟13

𝑟21 𝑟22 𝑟23

𝑟31 𝑟32 𝑟33

   (II.20) 

o Pour 𝛽 ∈  0, 𝜋 , 

 𝛼 = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 𝑟23 , 𝑟13  

 𝛽 = 𝐴𝑡𝑎𝑛2   𝑟13
2 + 𝑟23

2 , 𝑟33       (II.21) 

 𝛾 = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 𝑟32 , −𝑟31  

o Pour 𝛽 ∈  −𝜋, 0  , une autre solution possible qui produit les mêmes effets, 

 𝛼 = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 −𝑟23 , − 𝑟13  

 𝛽 = 𝐴𝑡𝑎𝑛2  − 𝑟13
2 + 𝑟23

2 , −𝑟33  (II.22) 

 𝛾 = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 −𝑟32 , 𝑟31  

o Pour 𝑆𝛽 = 0, les solutions (II.21) et (II.22) dégénèrent et nous pouvons que 

déterminer la somme ou la différence entre α et γ, et ces rotations (α et γ) sont 

faites autours d’axes parallèles du repaire mobile, donnant la même contribution à 

la rotation. 

(b)- Angles roulis, tangage et lacet (RPY)  

Pour cette représentation est très utilisée par les anglo-saxons et donc par les industriels, 

portent les noms de roll, pitch et yaw en anglais. Il s’agit en fait d’angles d’Euler non 

classiques en cela que les rotations s’effectuent autour d’axes fixes. Les rotations 

successives, conformément à la figure II.12 sont rot (x, Y), rot (y, P) puis rot (z, R). Les 

angles γ, β, et α sont respectivement désignés sous les noms d’angles de roulis, tangage et 

lacet. Chaque nouvelle rotation étant effectuée par rapport à un axe du repère fixe ℛ, 

 

 

 

 

 

 

Figure II. 12. Transformation d’Euler XYZ. 

Y 

P 

R 
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𝑹 = 𝑟𝑜𝑡 𝑧, 𝑅 . 𝑟𝑜𝑡 𝑦, 𝑃 . 𝑟𝑜𝑡 𝑥, 𝑌 =  

𝐶𝑅𝐶𝑃 𝐶𝑅𝑆𝑃𝑆𝑌 − 𝑆𝑅𝐶𝑌 𝐶𝑅𝑆𝑃𝐶𝑌 + 𝑆𝑅𝑆𝑌
𝑆𝑅𝐶𝑃 𝑆𝑅𝑆𝑃𝑆𝑌 + 𝐶𝑅𝐶𝑌 𝑆𝑅𝑆𝑃𝐶𝑌 − 𝐶𝑅𝑆𝑌
−𝑆𝑃 𝐶𝑃𝑆𝑌 𝐶𝑃𝐶𝑌

  (II.23) 

Comme pour les angles d’Euler ZYZ, la solution inverse pour la matrice de rotation donnée 

[27], 

                                                           𝑹 =  

𝑟11 𝑟12 𝑟13

𝑟21 𝑟22 𝑟23

𝑟31 𝑟32 𝑟33

  (II.24) 

o Pour P ∈  −𝜋 2 , 𝜋 2  , 

 R = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 𝑟21 , 𝑟11  

 P = 𝐴𝑡𝑎𝑛2  −𝑟31 ,  𝑟32
2 + 𝑟33

2   (II.25) 

 Y = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 𝑟32 , −𝑟33  

o Pour P ∈  𝜋 2 , 3𝜋
2   autre solution possible, 

 R = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 −𝑟21 , −𝑟11  

 P = 𝐴𝑡𝑎𝑛2  −𝑟31 , − 𝑟32
2 + 𝑟33

2   (II.26) 

 Y = 𝐴𝑡𝑎𝑛2 −𝑟32 , −𝑟33  

o Pour 𝐶𝑃 = 0, les solutions (II.25) et (II.26) dégénèrent et nous ne pouvons que 

déterminer la somme ou la différence entre 𝑅 et Y. 

II.4. Modélisation géométrique 

Le calcul du modèle géométrique direct nécessite les matrices de transformations 

homogènes entres deux  repère liés chacun à deux articulations successives. 

La structure du robot est composée de n+1 corps notés  𝐶0…  𝐶n . Le corps   𝐶0 désigne la 

base du robot et le corps   𝐶n  désigne le corps qui porte l’organe terminal (voir figure II.13). 

L’articulation i, dont la variable articulaire est notée   𝑞𝑖 , connecte le corps   𝐶𝑖  au 

corps  𝐶𝑖−1. La méthode de description est fondée sur les règles et conventions suivantes 

[22, 37, 54, 57, 60, 73], 

1. Les corps sont supposés parfaitement rigides. Ils sont connectés par des 

articulations considérées comme idéales (pas de jeu mécanique, pas d'élasticité), 

soit rotoïdes, soit prismatiques. 

2. La méthode D-H donne n+1 référentiels, numérotés de 0 à n, pour un bras à n 

degrés de liberté. Le nième repère est solidaire du préhenseur, mais la méthode 

impose de le situer parfois à des endroits peu pratiques. On peut alors 
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éventuellement rajouter un repère supplémentaire, fixe par rapport à (On Xn Yn Zn), 

qui tienne compte des particularités du préhenseur. 

Les axes xi, yi, et zi sont définis de la façon suivante (voir figure II.14),  

o L'axe zi  se trouve dans l'axe de mouvement de l'articulation i, sauf le dernier, qui se 

trouve dans l'axe d'approche du préhenseur.  

o L'axe xi se trouve sur une normale commune à zi et à zi+1, pointant loin de ce dernier.  

o L'axe yi complète le système de coordonnées droit (produit vectoriel de zi par xi). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.13. Robot à structure ouverte simple. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.14. Système d’axe selon la méthode de Denavit et Hartenberg. 
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II.4.1. Paramètres de Denavit et Hartenberg modifiés  

Le passage du repère ℛ𝑖−1 au repère ℛ𝑖  s’exprime en fonction de quatre paramètres 

géométriques suivants (figure II.15) [22, 37, 54, 57, 73], 

o   𝛼𝑖−1 : angle entre les axes   𝑧𝑖−1 et  𝑧𝑖  correspondant à une rotation autour de 

  𝑥𝑖−1 ; 

o   𝑎𝑖−1 : distance entre   𝑧𝑖−1 et   𝑧𝑖   le long de  𝑥𝑖−1 ;  

o   𝜃𝑖  : angle entre les axes  𝑥𝑖−1et   𝑥𝑖  correspondant à une rotation autour de   𝑧𝑖  ; 

o   𝑑𝑖  : distance entre   𝑥𝑖−1 et   𝑥𝑖  le long de   𝑧𝑖  ; 

La figure II.16 représente la définition des paramètres de Denavit-Hartenberg modifiés.  

La variable articulaire qj (associée à la j ème articulation) est soit, 

-  θi si l’articulation est de type rotoïde (σi = 0) 

-  dj si l’articulation est de type prismatique (σi = 1) 

 On a donc,  

 qj = (1-σj) .θj + σj .dj  (II.27) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.15. Paramètres géométriques dans le cas d’une structure ouverte simple. 

 

 

 

 

ai-1 
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II.4.2. Construction des matrices de passage   

La matrice de transformation définissant le repère ℛ𝑖  dans le repère ℛ𝑖−1, selon [56],  est 

définie comme, 

𝑻𝑖−1
𝑖 =           𝑅𝑜𝑡 𝑥𝑖−1, 𝛼𝑖−1            𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠 𝑥𝑖−1, 𝑎𝑖−1         𝑅𝑜𝑡 𝑧𝑖 , 𝜃𝑖        𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑧𝑖 , 𝑑𝑖)          

              =  

1          0         0               0
0     𝐶𝛼𝑖−1   −𝑆𝛼𝑖−1     0
0    𝑆𝛼𝑖−1    𝐶𝛼𝑖−1         0
0        0           0                1

  

1   0     0   𝑎𝑖−1

0   1      0     0    
0    0     1      0    
0     0    0      1    

  

𝐶𝜃𝑖    −𝑆𝜃𝑖      0   0
𝑆𝜃𝑖      𝐶𝜃𝑖       0   0
0        0         1   0
0        0          0   1

  

1   0   0   0
0   1   0   0
0   0   1   𝑑𝑖
0   0   0   1

    (II.28)  

Avec, 

                                                        𝐶𝑥𝑖 = cos 𝑥𝑖 ,    𝑆𝑥𝑖 = sin(𝑥𝑖) (II.29) 

On trouve, 

𝑻𝑖−1
𝑖 =  

 𝐶𝜃𝑖             −𝑆𝜃𝑖              0               𝑎𝑖−1

𝐶𝛼𝑖−1𝑆𝜃𝑖      𝐶𝛼𝑖−1𝐶𝜃𝑖    −𝑆𝛼𝑖−1     −𝑑𝑖𝑆𝛼𝑖−1

𝑆𝛼𝑖−1𝑆𝜃𝑖      𝑆𝛼𝑖−1𝐶𝜃𝑖      𝐶𝛼𝑖−1         𝑑𝑖𝐶𝛼𝑖−1

0                 0                   0                 1

  (II.30) 

Qui prend la forme, 

                                                                   𝑻𝑖−1
𝑖 =  

     𝑹𝑖−1
𝑖          𝑷𝑖−1

𝑖

  01×3      1
   (II.31) 

Où 𝑹𝑖−1
𝑖  représente la rotation entre les repères  ℛ i−1 et ℛ i et 𝑷𝑖−1

𝑖  la translation entre ces 

mêmes repères. 

II.4.3. Modèle géométrique direct   

II.4.3.1. Définition   

Le modèle géométrique direct  (MGD) d’un bras manipulateur exprime la situation de son 

O.T en fonction de sa configuration articulaire. Autrement dit ses coordonnées 

opérationnelles en fonction de ses coordonnées articulaires [22, 37, 54, 56-58, 60, 61], 

     𝒇:ℳ →  𝒩
                    𝒒 ↦  𝑿 = 𝒇(𝒒)

 

Le calcul du MGD consiste donc à exprimer la position du point On+1 et l’orientation du 

repère ℛ n lié { l’O.T, en fonction de sa configuration articulaire. Il faut pour cela multiplier 

les matrices de passage homogènes successives reliant le repère  ℛ 0 lie au bâti au repère 

  ℛ n lie { l’O.T [22, 54, 56-58], 

                  𝑻0
𝑛  (𝒒)  =   𝑻𝟎

𝟏  𝑞1  𝑻𝟏
𝟐  𝑞2 𝑻𝟐

𝟑(𝑞3)𝑻𝟑
𝟒(𝑞4)… . 𝑻𝒌−𝟏

𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏
𝒏 (𝑞𝑛)    (II.32)                  
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                                                                      𝑻0
𝑛  (𝒒)  =  

     𝑹𝟎
𝒏         𝑷𝟎

𝒏

  𝟎𝟏×𝟑      1
  (II.33) 

Cela permet donc de connaître l’orientation de l’OT dans le repère de base 𝑹0
𝑛 , et la 

position  𝑷𝟎
𝒏 = [𝑃𝑋  𝑃𝑌  𝑃𝑍]𝑇   du point On (cordonnées opérationnelles). On note, 

                                                                                𝑹0
𝑛 =  

𝑟11 𝑟12 𝑟13

𝑟21 𝑟22 𝑟23

𝑟31 𝑟32 𝑟33

  (II.34) 

Il suffit alors de connaitre la première et troisième colonne de cette matrice pour définir de 

manière unique l’orientation du repère terminal. La position 𝑷𝑶𝑻 = [𝑋𝑂𝑇  𝑌𝑂𝑇  𝑍𝑂𝑇]𝑇  du 

point On+1 se déduit alors facilement, compte tenu des coordonnées [𝑎𝑛  0  𝑑𝑛+1]𝑇de On+1 

dans ℛ n, 

      𝑋𝑂𝑇 = 𝑃𝑋 + 𝑎𝑛𝑟11 + 𝑑𝑛+1𝑟13  

                                                                  𝑌𝑂𝑇 = 𝑃𝑌 + 𝑎𝑛𝑟21 + 𝑑𝑛+1𝑟23   (II.35) 

         𝑍𝑂𝑇 = 𝑃𝑍 + 𝑎𝑛𝑟31 + 𝑑𝑛+1𝑟33  

Alors que l’orientation du repère lié { l’organe terminal par rapport { celui lié { la base est 

donnée par le vecteur d’angles  𝛼    𝛽      𝛾 𝑇 . Ces Angles représentent les angles d’Euler ZYZ 

s’il s’agit d’un poignet sphérique, ou bien la représentation XYZ s’il s’agit d’un poignet 

anthropomorphe. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.16. Orientation du repère lié { l’organe Terminale suivant les angles d’Euler ZYZ. 
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Figure II. 17. Un manipulateur dans une cellule de travail avec les systèmes de repaires standards utilisés dans la 

modélisation de la cellule illustrée. 

Exemple de calcul du MGD d’un bras manipulateur de type anthropomorphe (3R), 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II. 18. Paramètres DH modifiés d’un manipulateur anthropomorphe (RRR). 

Articulation σi ai-1 αi-1 di qi 

1 0 0 0 0 θ1 

2 0 0 π/2 0 θ2 

3 0 a2 0 0 θ3 

4 0 a3 0 0 0 

                                   𝑇0
1 =  

𝐶1 −𝑆1 0 0
𝑆1 𝐶1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , 𝑇1
2 =  

𝐶2 −𝑆2 0 0
0 0 −1 0
𝑆2 𝐶2 1 0
0 0 0 1

  (II.36) 

a2 

a3 
    z0, z1 

y0, y1, z2 
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 z3 

   

 x4 

 y4 
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x3 
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 y2 
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                                 𝑇2
3 =  

𝐶3 −𝑆3 0 𝑎2

𝑆3 𝐶3 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

   𝑇3
4 =  

1 0 0 𝑎3

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

   (II.37) 

𝑇0
3 𝑞 = 𝑇0

1 𝜃1 𝑇1
2 𝜃2 𝑇2

3 𝜃3 =  

𝐶1𝐶23 −𝐶1𝑆23 𝑆1 𝐶1 𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 

𝑆1𝐶23 −𝑆1𝑆23 −𝐶1 𝑆1 𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 
𝑆23 𝐶23 0 𝑎2𝑆2 + 𝑎3𝑆23

0 0 0 1

  (II.38) 

Avec, 

𝑞 =  𝜃1 𝜃2 𝜃3 
𝑇 ,   𝐶𝑖 = cos 𝜃𝑖 ,  𝑆𝑖 = sin 𝜃𝑖 , 𝐶𝑖𝑗 = cos 𝜃𝑖 + 𝜃𝑗  ,  𝑆𝑖𝑗 = sin 𝜃𝑖 + 𝜃𝑗   

II.4.4. Modèle géométrique inverse 

Il s'agit de déterminer les coordonnées articulaires q permettant d'obtenir une situation 

désirée pour l'organe terminal et spécifiée par les coordonnées opérationnelles [22, 54, 

56- 58, 60, 61], 

𝒇−𝟏:ℳ →  𝒩

                    𝑿 ↦  𝒒 = 𝒇−𝟏(𝑿)
 

Il n'existe pas de méthode systématique d'inversion du modèle géométrique. Lorsqu'elle 

existe, la forme explicite, issue d'une inversion mathématique, qui donne toutes les 

solutions possibles au problème inverse (il y a rarement unicité de la solution) constitue le 

modèle géométrique inverse. Il existe un certain nombre de méthodes pour calculer le 

modèle géométrique inverse, notamment la méthode de Paul qui traite séparément chaque 

cas particulier et qui convient pour la plupart des robots industriels. 

Lorsque le modèle géométrique inverse n'existe pas, c'est-à-dire qu'il n'existe pas une 

forme explicite, on peut calculer une solution particulière du problème inverse par des 

procédures numériques, qui est une solution locale au sens où elle dépend des conditions 

initiales.  

II.4.4.1. Position du problème  

Soit 𝑇𝑓
𝐸𝑑  la matrice de transformation homogène représentant la situation désirée du 

repère outil ℛ E par rapport au repère atelier ℛ f. Dans le cas général, on peut exprimer 𝑇𝑓
𝐸𝑑  

sous la forme (figure II.19) [22, 54], 

                                                                                        𝑻𝒇
𝑬𝒅 = 𝒁𝑻𝟎

𝒏 𝒒 𝑬  (II.39) 
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o Z est la matrice de transformation définissant la situation du robot (repère ℛ 0) dans 

le repère atelier ; 

o  𝑇0
𝑛  est la matrice de transformation du repère terminal ℛ n dans le repère ℛ 0, 

fonction du vecteur des variables articulaires q ; 

o  E est la matrice de transformation définissant le repère outil ℛ E dans le repère 

terminal ℛ n.  

 

 

 

 

 

 

Figure II. 19. Transformations entre l'organe terminal et le repère atelier. 

Lorsque n ≥ 6, on peut écrire la relation suivante en regroupant dans le membre de droite 

tous les termes connus, 

 

                                                                          𝑻𝟎
𝒏 𝒒 = 𝒁−𝟏𝑻𝒇

𝑬𝒅𝑬−𝟏  (II.40) 

Lorsque n < 6, l'espace opérationnel du robot est de dimension inférieure à six. Il n'est pas 

possible de faire coïncider le repère outil ℛ E avec un repère ℛ E
d décrivant la tâche sauf 

lorsque les repères ℛ E et ℛ E
d sont conditionnés de façon bien particulière pour s'adapter 

au nombre insuffisant de degrés de liberté. Pratiquement, au lieu d'amener le repère ℛ E 

sur le repère ℛ E
d, on cherchera à faire coïncider entre eux des éléments géométriques liés 

à ces repères (points, droites). 

Dans le calcul du MGI, trois cas se présentent [22, 54],  

(a)- absence de solution lorsque la situation désirée est en dehors de la zone accessible 

du robot. Celle-ci est limitée par le nombre de degrés de liberté, les débattements 

articulaires et la dimension des segments ;  

(b)- infinité de solutions lorsque :  

- le robot est redondant vis-à-vis de la tâche ;  

- le robot se trouve dans certaines configurations singulières ;  
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 (c)-solutions en nombre fini, exprimées par un ensemble de vecteurs {q1, …, qr}. On dit 

qu'un robot manipulateur est résoluble lorsqu'il est possible de calculer toutes les 

configurations permettant d'atteindre une situation donnée. Aujourd'hui, tous les 

manipulateurs série ayant jusqu'à six degrés de liberté et qui ne sont pas 

redondants peuvent être considérés comme résolubles.  

II.4.4.2. Méthode de Paul  

Le M.G.I. est obtenu en résolvant l'équation matricielle suivante, 

                           𝑼𝟎 = 𝑻𝟎
𝟏  𝑞1  𝑻𝟏

𝟐  𝑞2 𝑻𝟐
𝟑(𝑞3)𝑻𝟑

𝟒(𝑞4)… . 𝑻𝒌−𝟏
𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏

𝒏 (𝑞𝑛)    (II.41) 

Soit  U0 la situation du repère ℛ n dans le repaire de base ℛ 0 (lié à l'organe terminal) décrit 

par [22, 28, 54, 59], 

                                                                     𝑼𝟎 =  

𝑟11

𝑟21
𝑟31

0

𝑟12

𝑟22
𝑟32

0

𝑟13

𝑟23
𝑟33

0

𝑃𝑋
𝑃𝑌
𝑃𝑍
1

  (II.42) 

La méthode de Paul permet la détermination de q1, puis  q2 et ainsi de suite jusqu'à  qn. Il 

s'agit de déplacer l'une après l'autre chacune des variables articulaires (q1, q2, ….qn) dans 

le membre de gauche de l'équation. Pour cela, on multiplie par 𝑻𝑗
𝑗−1

 (en prenant 

successivement j = 1,…..n) de part et d'autre dans l'équation. 

Considérons un robot à n d.d.l, et appliquons la méthode, 

o Pré-multiplions l'équation (II.41) par 𝑻1
0, soit, 

                       𝑻𝟏
𝟎  𝑞1 𝑼𝟎 =  𝑻𝟏

𝟐  𝑞2 𝑻𝟐
𝟑 𝑞3 𝑻𝟑

𝟒 𝑞4 … . 𝑻𝒌−𝟏
𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏

𝒏  𝑞𝑛 =  𝑼𝟏   (II.43) 

Les éléments situés dans le membre de gauche sont soient indépendants, soient 

fonctions de q1. Les éléments situés dans le membre de droite sont soient constants, 

soient fonctions de q2, ….qn.  Donc, on peut déduire q1de l'équation précédente. 

o Pré-multiplions l'équation précédente par 𝑻2
1 , soit, 

                           𝑻𝟐
𝟏  𝑞2 𝑼𝟏 =  𝑻𝟐

𝟑(𝑞3)𝑻𝟑
𝟒(𝑞4)… . 𝑻𝒌−𝟏

𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏
𝒏 (𝑞𝑛)    (II.44) 

Par conséquent, on peut déduire q2. 

Continuons cette procédure pour en déduire q3, ….q6. 

En résumé, on utilise les équations suivantes pour calculer les variables articulaires, 
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             𝑼𝟎 =   𝑻𝟎
𝟏  𝑞1  𝑻𝟏

𝟐  𝑞2 𝑻𝟐
𝟑(𝑞3)𝑻𝟑

𝟒(𝑞4)… . 𝑻𝒌−𝟏
𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏

𝒏 (𝑞𝑛)    

𝑻𝟏
𝟎  𝑞1 𝑼𝟎 =  𝑻𝟏

𝟐  𝑞2 𝑻𝟐
𝟑(𝑞3)𝑻𝟑

𝟒(𝑞4)… . 𝑻𝒌−𝟏
𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏

𝒏 (𝑞𝑛)    = 𝑼𝟏    

𝑻𝟐
𝟏  𝑞2 𝑼𝟏 = 𝑻𝟐

𝟑(𝑞3)𝑻𝟑
𝟒(𝑞4)… . 𝑻𝒌−𝟏

𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏
𝒏 (𝑞𝑛)    = 𝑼𝟑    

𝑇3
2  𝑞3 𝑼𝟐 =  𝑻𝟑

𝟒(𝑞4)… . 𝑻𝒌−𝟏
𝒌   𝑞𝑘 … . . 𝑻𝒏−𝟏

𝒏 (𝑞𝑛)    = 𝑼𝟑    

…………………………………………………… 

…………………………………………. 

𝑻𝒏−𝟏
𝒏−𝟐  𝑞𝑛−1 𝑼𝒏−𝟐 = 𝑻𝒏−𝟏

𝒏 (𝑞𝑛)    

L’exemple du MGI du manipulateur anthropomorphe déjà présenté est calculé, à partir de 

l’équation suivante, 

                                                           

𝑃𝑋
𝑃𝑌
𝑃𝑍
1

 = 𝑻𝟎
𝟏(𝑞1)𝑻𝟏

𝟐(𝑞2) 𝑻𝟐
𝟑(𝑞1)  

0
0
0
1

   (II.45) 

Multipliant les deux membres par  𝑻1
0 = 𝑻0

1−1
, nous obtenons le premier système 

d’équations, 

                                                                      

𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 = 𝑃𝑋𝐶1 + 𝑃𝑌𝑆1

𝑎2𝑆2 + 𝑎3𝑆23 = 𝑃𝑍
𝑃𝑋𝑆1 − 𝑃𝑌𝐶1 = 0

  (II.46) 

La résolution donne,  

tan 𝑞1 =
𝑃𝑌

𝑃𝑋
  

                                                                           
𝑞11 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝑃𝑌 , 𝑃𝑋        
𝑞12 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2(−𝑃𝑌, −𝑃𝑋)

  (II.47) 

𝐶3 =
 𝑃𝑋

2 + 𝑃𝑌
2 + 𝑃𝑍

2−𝑎2
2−𝑎3

2 
 2𝑎2𝑎3 
  

𝑆3
∓ = ∓ 1 − 𝐶3

2 

                                                                           
𝑞31 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2(𝑆3

−, 𝐶3)

𝑞32 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2(𝑆3
+, 𝐶3)

   (II.48) 

Multipliant, de nouveau, les deux membres de l’équation (II.45) par 𝑻2
1 = 𝑻1

2−1
, nous 

obtenons le système d’équations (II.50), 
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                                                               𝑻𝟐
𝟏(𝑞2) 𝑻𝟏

𝟎(𝑞1)  

𝑃𝑋
𝑃𝑌
𝑃𝑍
1

 = 𝑻𝟐
𝟑(𝑞3)  

0
0
0
1

  (II.49) 

                                                                

𝐶2 𝑃𝑋𝐶1 + 𝑃𝑌𝑆1 + 𝑃𝑍𝑆2 − 𝑎2 = 𝑎3𝐶3

−𝑆2 𝑃𝑋𝐶1 + 𝑃𝑌𝑆1 + 𝑃𝑍𝐶2 = 𝑎3𝑆3

𝑃𝑋𝑆1 − 𝑃𝑌𝐶1 = 0

  (II.50) 

Les deux premières équations peuvent être réécrites comme,

 

 
 
 

 
 cos 𝛾 − 𝑞2 =

𝑎2 + cos(𝑞3)

 𝛼2 + 𝛽2 

sin 𝛾 − 𝑞2 =          
sin(𝑞3)

 𝛼2 + 𝛽2 

  (II.51) 

Avec,  

 
𝛼 =  𝑃𝑋𝐶1 + 𝑃𝑌𝑆1 

𝛽 = 𝑃𝑍                      
  

tan 𝛾 =
𝑃𝑍

 𝑃𝑋𝐶1 + 𝑃𝑌𝑆1 
  

𝛾 =  
𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝑃𝑍 , 𝑃𝑋𝐶1 + 𝑃𝑌𝑆1        
𝐴𝑇𝐴𝑁2(−𝑃𝑍 , −𝑃𝑋𝐶1 − 𝑃𝑌𝑆1)

  

Alors la solution est donnée par le système suivant, 

                                                                      
𝑞21 = 𝛾 − 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝑆3, 𝑎2 + 𝐶3         

𝑞22 = 𝛾 − 𝐴𝑇𝐴𝑁2 −𝑆3, −𝑎2 − 𝐶3 
  (II.52) 

Les configurations articulaires possibles d’un manipulateur anthropomorphe compatibles 

avec une position donnée dans l’espace opérationnel, sont données par la figure suivante, 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II. 20. Configurations articulaires compatibles avec une position donnée. 

Configuration bras 

droit coude haut. 
Configuration bras 

droit coude bas. 

Configuration bras 

gauche coude haut. 

Configuration bras 

gauche coude bas. 
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II.5. Modélisation cinématique  

II.5.1. Modèle cinématique direct  

Le modèle cinématique direct d'un robot manipulateur décrit les vitesses des coordonnées 

opérationnelles en fonction des vitesses articulaires [22, 27, 54, 56, 59], 

                                                                                  𝑿 = 𝑱(𝒒)𝒒   (II.53) 

Où J(q) désigne la matrice jacobienne de dimension (mxn) du mécanisme, égale à ∂X/ ∂q et 

fonction de la configuration articulaire q. La même matrice jacobienne intervient dans le 

calcul du modèle différentiel direct qui donne les variations élémentaires dX des 

coordonnées opérationnelles en fonction des variations élémentaires des coordonnées 

articulaires dq, soit, 

                                                                                𝒅𝑿 = 𝑱(𝒒)𝒅𝒒 (II.54) 

II.5.1.1. Calcul directe de la matrice jacobienne  

Le calcul de la matrice jacobienne peut se faire en dérivant le MGD, X = f(q), à partir de la 

relation suivante, 

𝑑𝑿

𝑑𝑡
=
𝑑𝒇(𝒒)

𝑑𝑡
=
𝝏𝒇(𝒒)

𝝏𝒒
𝒒  

Où la matrice Jacobienne est donnée par la relation suivante, 

𝑱 𝒒 =
𝝏𝒇(𝒒)

𝝏𝒒
 

Et 𝒒  représente le vecteur des vitesses articulaires.  

Les éléments (i, j) de la matrice jacobienne J sont donnés par, 

𝐽𝑖𝑗 =
𝜕𝑓𝑖(𝑞)

𝜕𝑞𝑗
 

Cette méthode est facile à appliquer pour des robots à deux ou trois degrés de liberté. Le 

calcul de la matrice jacobienne cinématique présenté paragraphe suivant est plus pratique 

pour les robots ayant plus de trois degrés de liberté. 

II.5.1.2. Matrice jacobienne cinématique  

On peut obtenir la matrice jacobienne par une méthode de calcul direct, fondée sur la 

relation entre les vecteurs des vitesses de translation et de rotation Vn et ωn du repère ℛn, 

et les vitesses articulaires [22, 27], 

(II.55) 

 

 (II.56) 

 (II.57) 
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𝑽𝑛
𝝎𝑛

 = 𝑱𝑛𝒒  (II.58) 

On note Vn et ωn les vitesses de translation et de rotation du dernier corps Cn (voir figure 

II.14),  

II.5.1.3. Calcul du Jacobien cinématique  

Considérons la kème articulation d'une chaîne articulée. La vitesse  induit sur le repère 

terminal ℛn la vitesse de translation Vk, n et la vitesse de rotation ωk, n.  

On rappelle que ak est le vecteur unitaire porté par l'axe zk de l'articulation k, et on désigne 

par  Lk, n le vecteur d'origine Ok et d'extrémité On. Le paramètre σk  est égale à un pour une 

articulation rotoide et zéro sinon, et 𝜍𝑘   = 1 − 𝜍𝑘 . 

En appliquant le théorème de composition des vitesses, les vitesses de translation et de 

rotation du repère terminal s'écrivent [22, 27],  

                                                     
𝑉𝑛 =  𝑉𝑘,𝑛

𝑛
𝑘=1 =   𝜍𝑘𝒂𝑘 + 𝜍𝑘    𝒂𝑘 × 𝑳𝑘,𝑛  𝑞 𝑘

𝑛
𝑘=1

𝜔𝑛 =  𝜔𝑘,𝑛
𝑛
𝑘=1 =  𝜍𝑘   𝒂𝑘𝑞 𝑘

𝑛
𝑘=1

  (II.59) 

En mettant ce système sous forme matricielle et en l'identifiant à la relation (II.59), on 

déduit que, 

                                           𝑱𝑛 =  
𝜍1𝒂1 + 𝜍1  𝒂1 × 𝑳1,𝑛 … 𝜍𝑛𝒂𝑛 + 𝜍𝑛    𝒂𝑛 × 𝑳𝑛,𝑛 

𝜍1 𝒂1 … 𝜍𝑛   𝒂𝑛
    (II.60) 

En général, on exprime Vn et ωn soit dans le repère ℛn soit dans le repère ℛ0. La matrice 

jacobienne correspondante est notée Jn
n ou J0

n (Jacobienne de base) respectivement. Ces 

matrices peuvent aussi être calculées en utilisant une matrice Ji
n, i = 0, ..., n, grâce à la 

relation de transformation de la matrice jacobienne entre repères suivante, 

                                                                                𝑱𝑙
𝑛 =  

𝑹𝑙
𝑖 𝟎3×3

𝟎3×3 𝑹𝑙
𝑖  𝑱𝑖

𝑛  (II.61) 

Où Rk
i est la matrice d'orientation, de dimension (3x3), du repère ℛi exprimée dans le 

repère ℛk. 

II.5.1.4. Calcul de la matrice Jin  

En remarquant que le produit vectoriel akxLk, n peut se transformer en âk.Lk, n ; la kème 

colonne de Ji
n notée ji

n;k devient [22, 27], 

                                                             𝒋𝑖
𝑛 ,𝑘 =  

𝜍𝑘𝒂𝑖
𝑘 + 𝜍𝑘   𝑹𝑖

𝑘𝒂 𝑘
𝑘𝐿𝑘,𝑛

𝑘

𝜍𝑘   𝒂𝑖
𝑘

  (II.62) 
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Avec, 

 𝒂 =  𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧 𝑻        𝒂 =  

0 −𝑎𝑧   𝑎𝑦
 𝑎𝑧  0 −𝑎𝑥
−𝑎𝑦     𝑎𝑥  0

  

En développant cette expression, et en notant que ak
k = [0 0 1]T et que Lk

k,n = Pk
n , on 

obtient, 

                                                    𝒋𝑖
𝑛 ,𝑘 =  

𝜍𝑘𝒂𝑖
𝑘 + 𝜍𝑘    −𝑃𝑦𝑘

𝑛𝒔𝑖
𝑘 + 𝑃𝑥𝑘

𝑛𝒏𝑖
𝑘 

𝜍𝑘   𝒂𝑖
𝑘

  (II.63) 

Où Pxk
n et Pyk

n sont respectivement les composantes x et y du vecteur Pk
n. 

La kème colonne de Ji
n s'écrit également, 

                                                                         𝒋𝑖
𝑛,𝑘 =  

𝜍𝑘𝒂𝑖
𝑘 + 𝜍𝑘   𝒂 𝑖

𝑘 𝑷𝑖
𝑛 − 𝑷𝑖

𝑘 

𝜍 𝑘𝒂𝑖
𝑘

  (II.64) 

Lorsque i = 0, les éléments de la colonne k donnés par l’équation (II.64) s'obtiennent à 

partir de ceux de La matrice T0
k et du vecteur P0

n. On doit donc calculer les matrices T0
k, k = 

1, …, n. 

La résolubilité du MGI, c’est-a-dire l’existence d’un nombre fini de solutions est 

fondamentale en matière de conception. Pour une configuration articulaire q donnée, le 

rang r de la matrice jacobienne Ji
n, notée J dans la suite pour simplifier les notations, 

correspond au nombre de degrés de liberté du repère associé à l'organe terminal. Il définit 

la dimension de l'espace opérationnel accessible dans cette configuration. On appelle 

nombre de degrés de liberté M de l'espace opérationnel d'un robot, le rang maximal rmax 

que prend la matrice jacobienne dans toutes les configurations possibles. Deux cas sont à 

examiner [22, 26, 27, 59], 

o si M est égal au nombre de degrés de liberté N du robot (égal à n dans le cas des 

robots en chaîne simple ou à structure arborescente), le robot est non redondant : il 

possède juste le nombre d'articulations lui permettant de donner le nombre M de 

degrés de liberté à son organe terminal ; 

o si N>M, le robot est redondant d'ordre (N–M). Il dispose de plus d'articulations qu'il 

n'en faut pour donner le nombre M de degrés de liberté à son organe terminal. 

Pour certaines configurations articulaires, il se peut que le rang r soit inférieur à M : on dit 

que le robot possède une singularité d'ordre (M–r). Il perd alors localement la possibilité 

d'engendrer une vitesse le long ou autour de certaines directions. 
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o Lorsque la matrice J est carrée, les singularités d'ordre un sont solution de 
l’équation, 

                                                                  𝑑𝑒𝑡(𝑱) = 0  (II.65) 

o Dans le cas redondant N>M, elles sont données par, 

                                                                  𝑑𝑒𝑡(𝑱𝑱𝑻) = 0 (II.66) 

En résumé, le Jacobien (II.60)  peut être décomposé en vecteurs colonnes de dimensions 
3x1,  JP i et JOi 

                                                                             𝑱 =  
𝑱𝒑𝟏 ⋯ 𝑱𝒑𝒏
𝑱𝑶𝟏 ⋯ 𝑱𝑶𝒏

   (II.67) 

                            
𝑱𝒑𝒊
𝑱𝑶𝒊

 =  
 
𝒛𝒊−𝟏
𝟎
                                       𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑢𝑛𝑒 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒

 
𝒛𝒊−𝟏 ×  𝑷𝒆 − 𝑷𝒊−𝟏 

𝒛𝒊−𝟏
                   𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑢𝑛𝑒 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛 𝑟𝑜𝑡𝑜ï𝑑𝑒

  (II.68) 

                                                𝒛𝒊−𝟏 = 𝑹𝟎
𝟏 𝑞1 𝑹𝟏

𝟐 𝑞2 ……𝑹𝒊−𝟐
𝒊−𝟏 𝑞𝑖−1 𝒛𝟎 (II.69) 

𝒛𝟎 =  0 0 1 𝑇  

                                                    𝑷 𝒆 = 𝑻𝟎
𝟏 𝑞1 𝑻𝟏

𝟐 𝑞2 ……𝑻𝒏−𝟏
𝒏  𝑞𝑛 𝑷 𝟎 (II.70) 

𝑷 𝟎 =  0 0 0 1 𝑇 

Le vecteur Pe est donné par les trois premiers éléments de vecteur 𝑷 𝒆 

                                                      𝑷 𝒊−𝟏 = 𝑻𝟎
𝟏 𝑞1 𝑻𝟏

𝟐 𝑞2 ……𝑻𝒊−𝟐
𝒊−𝟏 𝑞𝑖−1 𝑷 𝟎 (II.71) 

Le vecteur Pi-1 est donné par les trois premiers éléments de vecteur 𝑷 𝒊−𝟏 

Pour le cas d’un manipulateur anthropomorphe, le Jacobien de base est calculé comme suit, 

𝑱 = 𝑱𝟎
𝟑 =  

𝒛𝟎 ×  𝑷𝟑 − 𝑷𝟎 𝒛𝟏 ×  𝑷𝟑 − 𝑷𝟏 𝒛𝟐 ×  𝑷𝟑 − 𝑷𝟐 
𝒛𝟎 𝒛𝟏 𝒛𝟐

  

𝑷𝟎 = 𝑷𝟏 =  
0
0
0
 ; 𝑷𝟐 =  

𝑎2𝐶1𝐶2

𝑎2𝑆1𝐶2

𝑎2𝑆2

 ; 𝑷𝟑 =  

𝐶1 𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 

𝑆1 𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 
𝑎2𝑆2 + 𝑎3𝑆23

  

𝒛𝟎 =  
0
0
1
 ; 𝒛𝟏 = 𝒛𝟐 =  

𝑆1

−𝐶1

0
  

Par conséquent,  le Jacobien de base est donné par l’expression présenté ci-dessous, 

𝑱 =

 
 
 
 
 
 
−𝑆1 𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 −𝐶1 𝑎2𝑆2 + 𝑎3𝑆23 −𝑎3𝐶1𝑆23

𝐶1 𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 −𝑆1 𝑎2𝑆2 + 𝑎3𝑆23 −𝑎3𝑆1𝑆23

0 𝑎2𝐶2 + 𝑎3𝐶23 𝑎3𝐶23

0 𝑆1 𝑆1

0 −𝐶1 −𝐶1

1 0 0  
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II.5.2. Modèle cinématique inverse 

L'objectif du modèle cinématique inverse est de calculer, à partir d'une configuration q 

donnée, les vitesses articulaires 𝒒  qui assurent au repère terminal une vitesse 

opérationnelle 𝐗  imposée. Cette définition est analogue à celle du modèle différentiel 

inverse : ce dernier permet de déterminer la différentielle articulaire dq correspondant à 

une différentielle des coordonnées opérationnelles dX spécifiée. Pour obtenir le modèle 

cinématique inverse, on inverse le modèle cinématique direct en résolvant un système 

d'équations linéaires. La mise en œuvre peut être faite de façon analytique ou numérique 

[22]. 

II.5.2.1. Modèle cinématique inverse dans le cas régulier 

Dans ce cas, la matrice jacobienne J est carrée d'ordre n et son déterminant est non nul. La 

méthode la plus générale consiste à calculer J-1, la matrice inverse de J, qui permet de 

déterminer les vitesses articulaires 𝒒  grâce à la relation, 

                                                                              𝒒 = 𝑱−1𝑿   (II.72) 

Lorsque la matrice J a la forme suivante, 

                                                                             𝑱 =  
𝐀 𝟎
𝐁 𝐂

   (II.73) 

Les matrices A et C étant carrées inversibles, il est facile de montrer que l'inverse de cette 

matrice s'écrit, 

                                                                  𝑱 =  𝐀−𝟏 𝟎
−𝐂−𝟏𝐁𝐀−𝟏      𝐂−𝟏

   (II.74) 

La résolution du problème se ramène donc à l'inversion, beaucoup plus simple, de deux 

matrices de dimension moindre. Lorsque le robot manipulateur possède six degrés de 

liberté et un poignet de type rotule, la forme générale de J est celle de la relation (II.73), A 

et C étant de dimension (3x3) [22]. 
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II.6. Modélisation dynamique 

Le modèle dynamique est la relation entre les couples (et/ou forces) appliqués aux 

actionneurs et les positions, vitesses et accélérations articulaires [22, 27, 28, 54, 59]. On 

représente le modèle dynamique par une relation de la forme [22, 54],  

                                                                             𝚪 = 𝒇 𝒒, 𝒒 , 𝒒 , 𝑭𝒆  (II.75) 

𝚪: Vecteur des couples/forces des actionneurs, selon que l'articulation est rotoïde ou 

prismatique. Dans la suite, on écrira tout simplement couples ; 

𝒒: Vecteur des positions articulaires ; 

𝒒 : Vecteur des vitesses articulaires ;  

𝒒 :Vecteur des accélérations articulaires;  

𝑭𝒆 : Vecteur représentant l'effort extérieur (forces et moments) qu'exerce le robot sur 

l'environnement. 

Parmi les applications du modèle dynamique, on peut citer : 

o la simulation, qui utilise le modèle dynamique direct ; 

o le dimensionnement des actionneurs;  

o l'identification des paramètres inertiels et des paramètres de frottement du robot;  

o La synthèse de lois de commande ; 

II.6.1. Formalisme de Lagrange 

Avec le formalisme de Lagrange, les équations du mouvement peuvent être dérivées d'une 

manière systématique, indépendamment de la référence de coordonnées.  

Une fois l’ensemble de variables qi, i = 1, . . . , n, appelées coordonnées généralisées, qui 

décrivent efficacement les déplacements des liaisons du manipulateur à n ddl sont choisis, 

le Lagrangien du système mécanique en fonction des coordonnées généralisées est donné 

par l'équation suivante [22, 27, 59, 60],  

                                                                                     𝐿 = 𝑇 − 𝑈 (II.76) 

Où T et U représentent l’énergie cinématique et potentiel respectivement du robot 

manipulateur considéré comme un système mécanique. 

Les équations de Lagrange sont définies comme suit, 
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𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 𝐹𝑒𝑖   𝑖 = 1,… . , 𝑛                                 (II. 77) 

 𝐹𝑒𝑖  dénote la force généralisée associées à la coordonnée généralisée 𝑞𝑖 , l’équation (II.74) 

peut être mise sous la forme compacte, 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝒒 
−
𝜕𝐿

𝜕𝒒
= 𝑭𝒆 

Pour les manipulateurs à chaîne cinématique ouverte, les coordonnées généralisées sont 

rassemblées dans le vecteur des variables articulaires q. Les contributions aux forces 

généralisées sont données par les forces non conservatives, à savoir, les couples générés 

par les actionneurs, les couples de frottement au niveau de chaque liaison, ainsi que les 

couples articulaires induits par les forces extérieures exercées sur l'effecteur au contact 

avec son environnement. 

II.6.1.1. Calcul de l’énergie cinétique 

Considérons un manipulateur avec n corps solides (segments). L’énergie cinétique totale 

est donnée par la somme des contributions relatives aux mouvements de chaque segment, 

ainsi que par les contributions relatives aux mouvements de chaque actionneur [22, 27, 

67].   

                                                                             𝑇 =   𝑇𝑙𝑖 + 𝑇𝑚 𝑖
 𝑛

𝑖=1  (II.79) 

Où 𝑇𝑙𝑖  est l’énergie cinétique du segment i, et 𝑇𝑚 𝑖
  l’énergie cinétique de l’actionneur de 

l’articulation i. 

                                                                             𝑇𝑙𝑖 =
1

2
∫
𝑉𝑙𝑖
𝒑 𝑖
∗𝑇𝒑 𝑖

∗𝜌𝑑𝑉 (II.80) 

Avec, 𝒑 𝑖
∗ dénote le vecteur de la vitesse linéaire du segment i, 𝜌 représente la densité de 

matière de l’élément de volume dV ; 𝑉𝑙𝑖  le volume du segment i. 

Considérons maintenant le vecteur de position 𝒑𝑖
∗de l’élément différentiel, et le vecteur de 

position du centre de masse du segment i exprimés dans le repaire de base, figure II.21, 

                                                                         𝒓𝒊 =  𝑟𝑖𝑥  𝑟𝑖𝑦  𝑟𝑖𝑧  
𝑇

= 𝒑𝒊
∗ − 𝒑𝒍𝒊 (II.81) 

 

 

 

(II.78) 
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Figure II.21. Description cinématique d’une articulation selon le formalisme de Lagrange. 

                                                                        𝒑𝒍𝒊 =
1

𝑚 𝑙𝑖

∫
𝑉𝑙𝑖
𝒑𝒊
∗𝜌𝑑𝑉 (II.82) 

Où 𝑚𝑙𝑖
 est la masse du segment. Par conséquence, la vitesse de l’élément différentiel peut 

être exprimée par, 

                                                               𝒑 𝑖
∗ = 𝒑 𝒍𝒊 + 𝝎𝒊 × 𝒓𝒊 = 𝒑 𝒍𝒊 + 𝝎 𝒊. 𝒓𝒊 (II.83) 

Avec, 

                                                 𝝎𝒊 =  𝜔𝑖𝑥  𝜔𝑖𝑦  𝜔𝑖𝑧 
𝑻

;     𝝎 𝒊 =  

0 −𝜔𝑖𝑧 𝜔𝑖𝑦

𝜔𝑖𝑧 0 −𝜔𝑖𝑥

−𝜔𝑖𝑦 𝜔𝑖𝑥 0
  (II.84) 

Où 𝒑 𝒍𝒊 est la vitesse linéaire du centre de masse, et 𝝎𝒊 la vitesse angulaire du segment.  

Par substitution de la formule de la vitesse (II.83) dans l’expression (II.80), l’énergie 

cinétique de chaque segment peut être vue comme la somme des contributions des termes 

[27], 

− Terme relative à la translation, 

                                                                         
1

2
∫
𝑉𝑙𝑖
𝒑 𝒍𝒊

𝑇𝒑 𝒍𝒊𝜌𝑑𝑉 =
1

2
𝑚𝑙𝑖

𝒑 𝒍𝒊
𝑇𝒑 𝒍𝒊 (II.85) 

− Terme mutuel, 

                                    2  
1

2
∫
𝑉𝑙𝑖
𝒑 𝒍𝒊

𝑇𝝎 𝒊. 𝒓𝒊𝜌𝑑𝑉 = 2  
1

2
𝒑 𝒍𝒊

𝑇𝝎 𝒊 ∫𝑉𝑙𝑖
 𝒑𝒊

∗ − 𝒑𝒍𝒊 𝜌𝑑𝑉 = 0 (II.86) 

Voir (II.79). 

− Terme rotationnel  

                                                            
1

2
 ∫
𝑉𝑙𝑖
𝒓𝒊
𝑻𝝎 𝒊

𝑻𝝎 𝒊. 𝒓𝒊𝜌𝑑𝑉 =
1

2
𝝎𝒊
𝑻   ∫

𝑉𝑙𝑖
𝒓 𝒊
𝑻𝒓 𝒊. 𝜌𝑑𝑉 𝝎𝒊 (II.87) 

En exploitant la propriété, 𝝎 𝒊. 𝒓𝒊 = −𝒓 𝒊. 𝝎𝒊, 
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                                                                               𝒓 𝒊 =  

0 −𝑟𝑖𝑧 𝑟𝑖𝑦
𝑟𝑖𝑧 0 −𝑟𝑖𝑥
−𝑟𝑖𝑦 𝑟𝑖𝑥 0

  (II.88) 

Donc, 

                                                                          
1

2
 ∫
𝑉𝑙𝑖
𝒓𝒊
𝑻𝝎 𝒊

𝑻𝝎 𝒊. 𝒓𝒊𝜌𝑑𝑉 =
1

2
𝝎𝒊
𝑻𝑰𝒍𝒊𝝎𝒊 (II.89) 

Avec 𝑰𝒍𝒊 la matrice symétrique d’inertie du segment i exprimée dans le repaire de base [22, 

27, 58, 67]. 

                                      𝑰𝒍𝒊 =  

∫ 𝑟𝑖𝑦
2 + 𝑟𝑖𝑧

2 𝜌𝑑𝑉 −∫𝑟𝑖𝑥𝑟𝑖𝑦𝜌𝑑𝑉 −∫ 𝑟𝑖𝑥𝑟𝑖𝑧𝜌𝑑𝑉

∗ ∫ 𝑟𝑖𝑥
2 + 𝑟𝑖𝑧

2 𝜌𝑑𝑉 −∫𝑟𝑖𝑦𝑟𝑖𝑧𝜌𝑑𝑉

∗ ∗ ∫ 𝑟𝑖𝑥
2 + 𝑟𝑖𝑦

2  𝜌𝑑𝑉

  (II.90) 

                                                                      𝑰𝒍𝒊 =  

𝐼𝑙1𝑥𝑥 −𝐼𝑙1𝑥𝑦 −𝐼𝑙1𝑥𝑧
∗ 𝐼𝑙1𝑦𝑦 −𝐼𝑙1𝑦𝑧
∗ ∗ 𝐼𝑙1𝑧𝑧

  (II.91) 

Notons que la position du segment i dépend de la configuration du manipulateur, donc la 

matrice d'inertie, lorsqu'elle est exprimée dans la référence de base, est dépendante de 

cette configuration. En plus, si la vitesse angulaire du segment est exprimée dans le repaire 

relatif au segment i (voir la configuration de Denavit-Hartenberg), elle est donnée par [27, 

67], 

                                                                                  𝝎𝒊
𝒊 = 𝑹𝟎

𝒊 𝑻𝝎𝒊 (II.92) 

Avec 𝑹𝟎
𝒊  la matrice de rotation du repaire de base vers le repaire relatif au segment i. Ce 

qui implique que dans le repaire relatif à ce segment, la matrice d’inertie est constante. Si 

𝑰𝒍𝒊
𝒊  dénote  cette matrice d’inertie constante, il facile de vérifier que, 

                                                                                𝑰𝒍𝒊 = 𝑹𝟎
𝒊 𝑰𝒍𝒊

𝒊 𝑹𝟎
𝒊 𝑻 (II.93) 

Enfin, l’énergie cinétique totale est obtenue en sommant les contributions des deux termes, 

de translation (II.85) et de rotation (II.89) [27, 67], 

                                                           𝑻𝒍𝒊 =
1

2
𝑚𝑙𝑖

𝒑 𝒍𝒊
𝑇𝒑 𝒍𝒊 +

1

2
𝝎𝒊
𝑻𝑹𝟎

𝒊 𝑰𝒍𝒊
𝒊 𝑹𝟎

𝒊 𝑻𝝎𝒊 (II.94) 

Il nécessaire d’exprimer cette énergie en fonction des coordonnées généralisées. Pour 

arriver à ça, exploitant maintenant les colonnes la matrice Jacobienne suivante exprimée 

dans le référentiel de base, 
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                                                                                   𝑱 𝒍𝒊 =  
𝑱𝑷

(𝒍𝒊)

𝑱𝑶
(𝒍𝒊)
  (II.95) 

                                                                    
𝒑 𝒍𝒊 = 𝒋𝑷𝟏

 𝒍𝒊 𝑞 1 + ⋯+ 𝒋𝑷𝒊
 𝒍𝒊 𝑞 𝑖 = 𝑱𝑷

(𝒍𝒊)𝒒 

𝝎𝒊 = 𝒋𝑶𝟏
 𝒍𝒊 𝑞 1 + ⋯+ 𝒋𝑶𝒊

 𝒍𝒊 𝑞 𝑖 = 𝑱𝑶
(𝒍𝒊)𝒒 

 (II.96) 

Avec, 

𝑱𝑷
(𝒍𝒊) =  𝒋𝑷𝟏

 𝒍𝒊  ⋯ 𝒋𝑷𝒊
 𝒍𝒊 𝟎 ⋯  𝟎 

𝑱𝑶
(𝒍𝒊) =  𝒋𝑶𝟏

 𝒍𝒊  ⋯ 𝒋𝑶𝒊
 𝒍𝒊 𝟎 ⋯  𝟎 

 

𝑱𝑷𝒋
(𝒍𝒊) =  

𝒛𝒋−𝟏                                  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠

𝒛𝒋−𝟏 ×  𝒑𝒍𝒊 − 𝒑𝒋−𝟏                   𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑟𝑜𝑡𝑜ï𝑑𝑒
  

𝑱𝑶𝒋
(𝒍𝒊) =  

𝟎                                     𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠
𝒛𝒋−𝟏                                           𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑟𝑜𝑡𝑜ï𝑑𝑒

  

Où 𝒑𝒋−𝟏 est l’origine du repaire lié au segment (i-1), et 𝒛𝒋−𝟏 est le vecteur unitaire dans le 

sens z de ce repaire. 

Alors, l’énergie cinétique globale du segment i (II.94) peut être exprimée en fonction des 

coordonnées articulaire comme suit [27], 

                                                𝑻𝒍𝒊 =
1

2
𝑚𝑙𝑖

𝒒 𝑻𝑱𝑷
(𝒍𝒊)𝑻𝑱𝑷

(𝒍𝒊)𝒒 +
1

2
𝒒 𝑻𝑱𝑶

(𝒍𝒊)𝑻𝑹𝟎
𝒊 𝑰𝒍𝒊

𝒊 𝑹𝟎
𝒊 𝑻𝑱𝑶

(𝒍𝒊)𝒒  (II.97) 

L'apport de l'énergie cinétique du moteur pour le segment i peut être calculé d'une 

manière analogue à celle du segment. Prenons le cas typique des moteurs électriques 

rotatifs (qui peuvent actionner à la fois les articulations rotoïdes ainsi que les articulations 

prismatiques au moyen de transmissions appropriées). On peut supposer que la 

contribution de la partie fixe (stator) est incluse dans celle du segment sur lequel le moteur 

est placé, donc la seule contribution à considérer est celle du rotor, 

 

 

 

 

 

 

Figure II.22. Description cinématique de l’actionneur selon le formalisme de Lagrange. 
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Sur la figure II.22, il faut remarquer que l’actionneur de l’articulation i est placé sur le 

segment i-1.  L’énergie cinétique du rotor i est donnée par l’expression [27, 67],  

                                                        𝑻𝒎𝒊
=

1

2
𝑚𝑚 𝑖

𝒑 𝒎𝒊

𝑇𝒑 𝒎𝒊
+

1

2
𝝎𝒎𝒊

𝑻 𝑰𝒎𝒊
𝝎𝒎𝒊

 (II.98) 

Avec, 𝑚𝑚 𝑖
 la masse du rotor, 𝒑 𝒎𝒊

 la vitesse linéaire du centre de masse du rotor, 𝑰𝒎𝒊
la 

matrice d’inertie du rotor relative { son centre de masse exprimée dans le repaire de base, 

et 𝝎𝒎𝒊
 la vitesse angulaire du rotor. 

Si on note 𝜗𝑚 𝑖
la position angulaire du rotor, et sous l’hypothèse d’une transmission rigide, 

on a, 

                                                                                 𝜗 𝑚 𝑖
= 𝑘𝑟𝑖𝑞 𝑖  (II.99) 

𝑘𝑟𝑖  représente le rapport de transmission. Alors, selon la loi de superposition des vitesses 

angulaires, la vitesse totale du rotor est, 

                                                                      𝝎𝒎𝒊
= 𝝎𝒊−𝟏 + 𝑘𝑟𝑖𝑞 𝑖𝒛𝒎𝒊

 (II.100) 

𝝎𝒊−𝟏 la vitesse angulaire du segment i-1, 𝒛𝒎𝒊
 le vecteur unitaire le long de l’axe du rotor 

exprimé  dans le repaire de base. 

Les expressions des vitesses linéaire et angulaire du rotor sont décrites comme suit, 

                                                                               𝒑 𝒎𝒊
= 𝑱𝑷

 𝒎𝒊 𝒒  (II.101) 

La matrice Jacobienne 𝑱𝑷
 𝒎𝒊 est définie par, 

𝑱𝑷
 𝒎𝒊 =  𝒋𝑷𝟏

 𝒎𝒊  ⋯ 𝒋𝑷,𝒊−𝟏
 𝒎𝒊  𝟎 ⋯𝟎  

𝒋𝑷𝒋
(𝒎𝒊) =  

𝒛𝒋−𝟏                                  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠

𝒛𝒋−𝟏 ×  𝒑𝒎𝒊
− 𝒑𝒋−𝟏                   𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑖𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑟𝑜𝑡𝑜ï𝑑𝑒

  

L’expression de la vitesse angulaire, 

                                                                                 𝝎𝒎𝒊
= 𝑱𝑶

 𝒎𝒊 𝒒  (II.102) 

𝑱𝑶
 𝒎𝒊 =  𝒋𝑶𝟏

 𝒎𝒊  ⋯ 𝒋𝑶,𝒊−𝟏
 𝒎𝒊  𝒋𝑶,𝒊

 𝒎𝒊 𝟎 ⋯𝟎  

𝑱𝑶𝒋
(𝒎𝒊) =  

𝒋𝑶𝒋
(𝒍𝒊)         𝑗 = 1,⋯ , 𝑖 − 1

𝑘𝑟𝑖𝒛𝒎𝒊
                      𝑗 = 𝑖

  

Alors, l’énergie cinétique totale du rotor i est donnée par l’expression [27], 

                                      𝑻𝒎𝒊
=

1

2
𝑚𝑚 𝑖

𝒒 𝑻𝑱𝑷
(𝒎𝒊)𝑻𝑱𝑷

(𝒎𝒊)𝒒 +
1

2
𝒒 𝑻𝑱𝑶

(𝒎𝒊)𝑻𝑹𝟎
𝒊−𝟏𝑰𝒎𝒊

𝒊−𝟏𝑹𝟎
𝒊−𝟏𝑻𝑱𝑶

(𝒎𝒊)𝒒  (II.103) 
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Avec, 𝑰𝒎𝒊

𝒊−𝟏 représente la matrice d’inertie constante exprimée dans le repaire lié au 

segment i-1.  𝑹𝟎
𝒊−𝟏 la matrice de rotation du repaire de base vers le repaire i-1. 

Finalement, l’énergie cinétique totale du segment i est donnée par la somme des 

contributions des énergies cinétique du segment et de l’actionneur. L’énergie cinétique 

globale du manipulateur est donnée par la forme quadratique suivante [27, 67], 

                                                         𝑻 =
1

2
𝒒 𝑻𝑩 𝒒 𝒒 =

1

2
  𝑏𝑖𝑗  𝒒 𝑞 𝑖𝑞 𝑗

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  (II.104) 

Avec, 

𝑩 𝒒 =   𝑚𝑙𝑖
𝑱𝑷

(𝒍𝒊)𝑻𝑱𝑷
(𝒍𝒊) + 𝑱𝑶

(𝒍𝒊)𝑻𝑹𝟎
𝒊 𝑰𝒍𝒊

𝒊 𝑹𝟎
𝒊 𝑻𝑱𝑶

(𝒍𝒊) + 𝑚𝑚 𝑖
𝑱𝑷

(𝒎𝒊)𝑻𝑱𝑷
(𝒎𝒊) + 𝑱𝑶

(𝒎𝒊)𝑻𝑹𝟎
𝒊−𝟏𝑰𝒎𝒊

𝒊−𝟏𝑹𝟎
𝒊−𝟏𝑻𝑱𝑶

(𝒎𝒊) 

𝑛

𝑖=1

 

Est la matrice d’inertie de dimensions (n×n) qui a les propriétés suivantes, 

o symétrique, 

o définie positive,  

o dépendante de la configuration du manipulateur, 

II.6.1.2. Calcul de l’énergie potentiel 

Comme pour l’énergie cinétique, l’énergie potentielle de pesanteur emmagasinée par le 

manipulateur est donnée par la somme de contributions relatives à chaque segment et à 

chaque rotor [22, 27, 67], 

                                                                   𝑈 =   𝑈𝑙𝑖 + 𝑈𝑚 𝑖
 𝑛

𝑖=1  (II.105) 

                                                       𝑈𝑙𝑖 = −∫
𝑉𝑙𝑖
𝒈𝟎
𝑻𝒑𝒊

∗𝜌𝑑𝑉 = −𝑚𝑙𝑖
𝒈𝟎
𝑻𝒑𝒍𝒊 (II.106) 

Avec, 𝒈𝟎 =  0 0 −𝑔 𝑇 le vecteur de l’accélération exprimée dans le repaire de base. 

De façon similaire l’énergie potentiel du rotor, 

                                                                       𝑈𝑚 𝑖
= −𝑚𝑚 𝑖

𝒈𝟎
𝑻𝒑𝒎𝒊

 (II.107) 

Alor, l’énergie potentielle totale du manipulateur est définie comme, 

                                                        𝑈 = −  𝑚𝑙𝑖
𝒈𝟎
𝑻𝒑𝒍𝒊 + 𝑚𝑚 𝑖

𝒈𝟎
𝑻𝒑𝒎𝒊

 𝑛
𝑖=1  (II.108) 

Qui implique que l’énergie potentiel est seulement la fonction du vecteur de coordonnées 

généralisées q, comme elle est fonction des centres de gravités 𝒑𝒍𝒊 et 𝒑𝒎𝒊
. 



Chapitre II. Modélisation des Manipulateurs Industriels 

     

   79 
 

II.6.1.3. Equations de mouvement 

Après le calcule des énergies cinétique et potentielle totales du robot manipulateur (II.104) 

et (II.108), le Lagrangien donné par l’expression (II.76) peut être réécrit comme, 

𝐿 𝒒, 𝒒  = 𝑇 𝒒, 𝒒  − 𝑈(𝒒) 

Prenons les dérivées nécessaires pour le calcule des équations de Lagrange (II.78), et 

remarquons que l’énergie potentielle ne dépend pas de 𝒒  , les équations de mouvement du 

système auront la forme [27, 67], 

                                                                         𝑩 𝒒 𝒒 + 𝒏 𝒒, 𝒒  = 𝝃 (II.109) 

Avec, 

𝒏 𝒒, 𝒒  = 𝑩  𝒒 𝒒 −
1

2
 
𝝏

𝝏𝒒
 𝒒 𝑻𝑩 𝒒 𝒒   

𝑇

+  
𝝏𝑼(𝒒)

𝝏𝒒
 

𝑇

 

Le détail de cette expression compacte sous forme indicielle nous donne, 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
 =

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝑇

𝜕𝑞 𝑖
 =  𝑏𝑖𝑗 (𝒒)𝑞 𝑗

𝑛

𝑗=1

+  
𝑑𝑏𝑖𝑗 (𝒒)

𝑑𝑡
𝑞 𝑗

𝑛

𝑗=1

=  𝑏𝑖𝑗 (𝒒)𝑞 𝑗

𝑛

𝑗=1

+   
𝜕𝑏𝑖𝑗 (𝒒)

𝜕𝑞𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑞 𝑘𝑞 𝑗  

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
=

1

2
  

𝜕𝑏𝑗𝑘 (𝒒)

𝜕𝑞𝑖

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑞 𝑘𝑞 𝑗  

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝑖
= −  𝑚𝑙𝑗

𝒈𝟎
𝑻
𝜕𝑝𝑙𝑗
𝜕𝑞𝑖

+ 𝑚𝑚 𝑗
𝒈𝟎
𝑻
𝜕𝑝𝑚 𝑗

𝜕𝑞𝑖
 

𝑛

𝑗=1

= −  𝑚𝑙𝑗
𝒈𝟎
𝑻𝒋

𝑷𝒊

 𝒍𝒋 (𝒒) + 𝑚𝑚 𝑗
𝒈𝟎
𝑻𝒋

𝑷𝒊

 𝒎𝒋 (𝒒) 

𝑛

𝑗=1

= 𝑔𝑖(𝒒) 

Enfin, les équations de mouvement sont données par le système d’équations différentielles 

mises sous la forme indicielle suivante [22, 27, 67], 

                         𝑏𝑖𝑗 (𝒒)𝑞 𝑗
𝑛
𝑗=1 +   𝑕𝑖𝑗𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑗=1  𝒒 𝑞 𝑘𝑞 𝑗 + 𝑔𝑖 𝒒 = 𝜉𝑖    𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 (II.111) 

Avec, 

𝑕𝑖𝑗𝑘 =
𝜕𝑏𝑖𝑗
𝜕𝑞𝑘

−
1

2

𝜕𝑏𝑗𝑘
𝜕𝑞𝑖

 

En ce qui concerne le vecteur des forces /couples non conservatives 𝝃, exerçant un travail 

au niveau des articulations du manipulateur sont données par, 

o Les couples produits par les actionneurs, et qui ont pour rôles d’actionner la 

structure mécanique 𝝉 (𝒏 × 𝟏). 

(II.112) 

 (II.110) 
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o Les couples résistants de frottement visqueux et du frottement statiques (ex. 

frottement de coulomb) données par, 

                                                        𝒇𝒗 = 𝑭𝒗𝒒 ,     𝒇𝒔 𝒒, 𝒒  = 𝑭𝒔𝒔𝒊𝒈𝒏(𝒒 ) (II.113) 

Avec, 𝑭𝒗 et 𝑭𝒔 sont deux matrices diagonales (n×n) incluant les coefficients  des 

frottements visqueux et statique. 

o Si l’effecteur du manipulateur est en contacte avec son environnement, une partie 

des couples produits par les actionneurs est utilisée pour compenser les couples 

induits au niveau des articulations par ce contacte. Ce couple est donné par, 

                                                                                𝑭𝑪 = 𝑱𝑻(𝒒)𝒉𝒆 (II.114) 

Avec, J la matrice jacobienne, et 𝒉𝒆 le vecteur des forces et des couples exercés par 

l’effecteur sur l’environnement.  

Alors, l’équation du mouvement (II.111) peut être réécrite sous la forme compacte 

suivante, qui représente le modèle dynamique dans l’espace articulaire [22, 27, 67], 

                         𝑩 𝒒 𝒒 + 𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 + 𝑭𝒗𝒒 + 𝑭𝒔𝒔𝒊𝒈𝒏 𝒒  + 𝒈(𝒒) = 𝝉 − 𝑱𝑻(𝒒)𝒉𝒆  (II.115) 

Avec, C une matrice (n×n), dont les éléments satisfassent l’équation, 

                                                        𝑐𝑖𝑗 𝑞 𝑗
𝑛
𝑗=1 =   𝑕𝑖𝑗𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑗=1 𝑞 𝑘𝑞 𝑗  (II.116) 

II.7. Modélisation du Manipulateur PUMA 560  

II.7.1. Présentation du robot PUMA 560  

Le robot PUMA 560 est un bras manipulateur à chaîne cinématique ouverte simple à 6 

articulations rotoïdes, de porteur anthropomorphe (3R) et de poignet sphérique (poignet à 

3 axes concourants) voire les figure II.23 et II.24. Disposant, ainsi, de 6 degrés de libertés 

(6 DOF) lui permettant, pourvu qu’il ne sort pas de son espace de travail, de positionner et 

d’orienter son organe terminal (3 degrés de liberté pour le positionnement, les 3 autres 

pour l’orientation) dans n’importe quelle configuration  dans l’espace tridimensionnel, où 

il est non redondant. Le terme PUMA signifie Programmable Universel Machine for 

Assembly [36, 43, 56, 62-64]. 
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Figure II.23. Vue générale du Robot UNIMATE PUMA 560. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.24. Manipulateur de bras anthropomorphe et poignet rotule. 
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La description de la géométrie du robot PUMA 560, ainsi que le placement des repères 

selon la notation de Denavit-Hartenberg sont indiqués sur la figure II.25, 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure. II.25. Description de la géométrie du robot PUMA 560 selon la notation de Denavit-Hartenberg. 

Les paramètres géométriques du robot PUMA 560  selon la notation de Denavit-

Hartenberg (D-H modifiés) sont donnés dans le tableau II.1 [64], 

Tableau II.1 : Paramètres géométriques du robot PUMA 560 (paramètres de D-H modifiés). 

En tenant compte des paramètres du  tableau II.1, et en utilisant la relation (II.30), on tire 

les matrices de transformation homogènes suivantes, 

i  σ 1i  (degrés) i  1ia  (mètres) id (mètres) 

1 0 0 1q  0 0 

2 0 -90 2q  0 0.2435 

3 0 0 3q  0.4318 - 0.0934 

4 0 90 𝑞4 - 0.0203 0.4331 

5 0 -90 𝑞5 0 0 

6 0 90 𝑞6 0 0 
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𝑇0
1 =  

𝐶1   − 𝑆1   0   0
 𝑆1     𝐶1    0   0 
0        0      1   0
0       0      0   1 

 ;  𝑇1
2 =  

𝐶2    − 𝑆2   0   0
  0          0       1  𝑑2

– 𝑆2   − 𝐶2   0    0
   0           0        0   1

  ; 𝑇2
3 =  

𝐶3   − 𝑆3   0   𝑎2

𝑆3     𝐶3    0     0 
   0      0      1    𝑑3

  0        0      0   1 

  

𝑇3
4 =  

𝐶4 −𝑆4 0 𝑎3

0 0 −1 −𝑑4

𝑆4 𝐶4 0 0
0 0 0 1

 ; 𝑇4
5 =  

𝐶5 −𝑆5 0 0
0 0 1 0
−𝑆5 −𝐶5 0 0

0 0 0 1

  ; 𝑇5
6 =  

𝐶6 −𝑆6 0 0
0 0 −1 0
𝑆6 𝐶6 1 0
0 0 0 1

  

II.7.2. Modèle géométrique direct 

Le modèle géométrique direct du robot manipulateur PUMA 560, est défini par la matrice 

de transformation homogène présentée ci-dessous, 

𝑻𝟎
𝟔 𝒒 =  

     𝑹𝟎
𝟔         𝑷𝟎

𝟔

  𝟎𝟏×𝟑      1
  

Où 𝑹𝟎
𝟔 et  𝑷𝟎

𝟔 représentent la matrice d’orientation et la position du repère lié { l’organe 

terminal, respectivement, par rapport au repère de la baseℛ0, 

𝑹0
6 =  

𝑟11 𝑟12 𝑟13

𝑟21 𝑟22 𝑟23

𝑟31 𝑟32 𝑟33

 ,               𝑷0
6 =  

𝑃𝑋
𝑃𝑌
𝑃𝑍

  

Les éléments 𝑟𝑖𝑗  ont pour expressions, 

𝑟11 = 𝐶1 𝐶23 𝐶4𝐶5𝐶6 − 𝑆4𝑆6 − 𝑆23𝑆5𝐶6 − 𝑆1 𝑆4𝐶5𝐶6 + 𝐶4𝑆6 

𝑟21 = 𝑆1 𝐶23 𝐶4𝐶5𝐶6 − 𝑆4𝑆6 − 𝑆23𝑆5𝐶6 + 𝐶1 𝑆4𝐶5𝐶6 + 𝐶4𝑆6 

𝑟31 = −𝑆23 𝐶4𝐶5𝐶6 − 𝑆4𝑆6 − 𝐶23𝑆5𝐶6                                             

 

𝑟12 = 𝐶1 −𝐶23 𝐶4𝐶5𝑆6 + 𝑆4𝐶6 + 𝑆23𝑆5𝑆6 − 𝑆1 −𝑆4𝐶5𝑆6 + 𝐶4𝐶6  

𝑟22 = 𝑆1 −𝐶23 𝐶4𝐶5𝑆6 + 𝑆4𝐶6 + 𝑆23𝑆5𝑆6 + 𝐶1 −𝑆4𝐶5𝑆6 + 𝐶4𝐶6 

𝑟32 = 𝑆23 𝐶4𝐶5𝑆6 + 𝑆4𝐶6 + 𝐶23𝑆5𝑆6                                                       

 (II.117) 

𝑟13 = 𝐶1 𝐶23𝐶4𝑆5 + 𝑆23𝐶5 − 𝑆1𝑆4𝑆5

𝑟23 = 𝑆1 𝐶23𝐶4𝑆5 + 𝑆23𝐶5 + 𝐶1𝑆4𝑆5

𝑟23 = −𝑆23𝐶4𝑆5 + 𝐶23𝐶5                      
 

𝑃𝑋 = 𝐶1 𝑎3𝐶23 + 𝑑4𝑆23 + 𝑎2𝐶2 −  𝑑2 + 𝑑3 𝑆1

𝑃𝑋 = 𝑆1 𝑎3𝐶23 + 𝑑4𝑆23 + 𝑎2𝐶2 +  𝑑2 + 𝑑3 𝐶1

𝑃𝑍 = −𝑎3𝑆23 + 𝑑4𝐶23 − 𝑎2𝑆2                                  
 (II.118) 
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II.7.3. Modèle géométrique inverse  

Le modèle géométrique inverse (MGI) permet de calculer les coordonnées articulaires 

correspondant { une situation donnée de l’organe terminal. Plus précisément, c’est la 

forme explicite, lorsqu’elle existe, qui donne toutes les solutions possibles dans l’espace 

articulaire (il y a rarement unicité de solution) { une situation donnée de l’effecteur dans 

l’espace opérationnel.  

Pour les trois premières articulations du porteur q1, q2 et q3, nous devons résoudre 

l'équation ci-dessous en utilisant la méthode de Paul, 

𝑷∗ = 𝑻𝟎
𝟔.  

0
0
0
1

  

Où, 𝑷∗ =  𝑃𝑋
∗ 𝑃𝑌

∗ 𝑃𝑍
∗ 1 Treprésente le vecteur de la position souhaitée. 

La résolution donne, 

𝑞1 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝑃𝑋
∗, 𝑃𝑌

∗ − 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝑑2 + 𝑑3 , ± 𝑃𝑋
∗2+𝑃𝑌

∗2 −  𝑑2 + 𝑑3 
2  (II.119) 

𝑞3 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝐾, ± 𝑎3
2+𝑑4

2 −𝐾2 − 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝑎3 , 𝑑4    (II.120) 

𝑞2 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝐾1 , 𝐾2 − 𝑞3 (II.121) 

Avec, 

 
  
 

  
 𝐾 =

𝑃𝑋
∗2+𝑃𝑌

∗2+𝑃𝑍
∗2−𝑎2

2−𝑎3
2−𝑑4

2− 𝑑2+𝑑3 
2

2𝑎2
               

𝐾1 =
 𝑑4 + 𝑎2𝑠3  𝑃𝑋

∗𝑐1 + 𝑃𝑌
∗𝑠1 − 𝑃𝑍

∗ 𝑎3 + 𝑎2𝑐3 

 𝑃𝑋
∗𝑐1 + 𝑃𝑌

∗𝑠1 
2 +  𝑃𝑍

∗ 2

𝐾2 =
 𝑎3 + 𝑎2𝑐3  𝑃𝑋

∗𝑐1 + 𝑃𝑌
∗𝑠1 + 𝑃𝑍

∗ 𝑑4 + 𝑎2𝑠3 

 𝑃𝑋
∗𝑐1 + 𝑃𝑌

∗𝑠1 
2 +  𝑃𝑍

∗ 2

  

Les trois dernières articulations q4, q5 et q6 peuvent être obtenus à partir des deux 

matrices de rotation  𝑹𝟑
𝟔, 𝑹𝟎

𝟑 et la matrice de l'orientation souhaitée R, en résolvant 

l'équation suivante par la méthode de Paul, 

 𝑹𝟑
𝟔 =  𝑹𝟎

𝟑 
𝑇
𝑹 

Avec, 

𝑹 =  

𝑟11
∗ 𝑟12

∗ 𝑟13
∗

𝑟21
∗ 𝑟22

∗ 𝑟23
∗

𝑟31
∗ 𝑟32

∗ 𝑟33
∗
 , 𝑹𝟎

𝟑 =  

𝐶1𝐶23 −𝐶1𝑆23 −𝑆1

𝑆1𝐶23 −𝑆1𝑆23 𝐶1

−𝑆23 −𝐶23 0
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𝑹𝟑
𝟔 =  

𝐶4𝐶5𝐶6 − 𝑆4𝑆6 −𝐶4𝐶5𝑆6 − 𝑆4𝐶6 𝐶4𝑆5

𝑆5𝐶6 −𝑆5𝑆6 −𝐶5

𝑆4𝐶5𝐶6 + 𝐶4𝑆6 −𝑆4𝐶5𝑆6 + 𝐶4𝐶6 𝑆4𝑆5

  

Par conséquent, si S5≠0, les variables articulaires sont données par,  

𝑞4 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝐾3, 𝐾4   (II.122) 

Avec, 

 
𝐾3 = 𝑐1𝑟23

∗ − 𝑠1𝑟13
∗                               

𝐾4 = 𝑐23𝑐1𝑟13
∗ + 𝑐23𝑠1𝑟23

∗ − 𝑠23𝑟33
∗
  , 

𝑞5 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝐾5 , 𝐾6  (II.123) 

Avec, 

 
𝐾5 = 𝑟13

∗  𝑐4𝑐23𝑐1 − 𝑠1𝑠4 + 𝑟23
∗  𝑐4𝑐23𝑠1 + 𝑠4𝑐1 − 𝑟33

∗ 𝑐4𝑠23                                  
𝐾6 = 𝑠23𝑐1𝑟13

∗ + 𝑠23𝑠1𝑟23
∗ + 𝑐23𝑟33

∗                                                                                 
  

𝑞6 = 𝐴𝑇𝐴𝑁2 𝐾7, 𝐾8  (II.124) 

Avec, 

 

𝐾7 = −𝑟11
∗  𝑠4𝑐23𝑐1 + 𝑠1𝑐4 + 𝑟21

∗  −𝑠4𝑐23𝑠1 + 𝑐4𝑐1 + 𝑟31
∗ 𝑠4𝑠23                                                     

𝐾8 = 𝑟11
∗  𝑐5 𝑐4𝑐23𝑐1 − 𝑠1𝑠4 − 𝑠5𝑠23𝑐1 − 𝑟31

∗  𝑐5𝑐4𝑠23 + 𝑠5𝑐23                                                    

+𝑟21
∗  𝑐5 𝑐4𝑐23𝑠1 + 𝑐1𝑠4 − 𝑠5𝑠23𝑠1                                                            

  

II.7.4. Modélisation Cinématique 

II.7.4.1. Calcul du Jacobien de base 

On choisi comme Jacobien de base, la jacobienne 𝑱0
6 définissant les vitesses opérationnelles 

du repère  ℛ6 dans le repère de la base ℛ0, tel que,  

                                                                                 𝑿 6 = 𝑱0
6(𝒒)𝒒  (II.125) 

Où  𝑿 6représente les vitesses opérationnelles réelles de l’organe terminal projetées dans le 

repère de la base définie par, 

                                                                                    𝑿 6 =  
𝑽6

𝝎6
  (II.126) 

Où  𝑽6 et  𝝎6 représente les vitesses de translation et de rotation de l’organe terminal dans 

le  repère de la base ℛ0. La matrice Jacobienne de base pour le cas  du manipulateur Puma 

560 est présentée dans l’Annexe A, 
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II.7.4.2. Vitesses et accélérations réelles de l’effecteur       

Le repère outil 𝑅𝐸  du robot est obtenu par une simple translation d’une distance 𝑑6 de 

l’origine  le  𝑶𝟔 long de l’axe  𝒁𝟔, qui est représenté par la matrice de transformation 

homogène, 

                                                                            𝑻𝟔
𝑬 =  𝑰𝟑 𝑷𝟔

𝑬

𝟎 1
  (II.127) 

Avec,  

                                                                          𝑷𝟔
𝑬 =  0 0 𝑑6 

𝑇 (II.128) 

La  matrice de transformation homogène représentant la situation du repère outil par 

rapport au repère de la base  est notée 𝑻𝟎
𝑬, tel que, 

                                                                               𝑻𝟎
𝑬 = 𝑻𝟎

𝟔𝑻𝟔
𝑬 (II.129) 

Soit 𝑽𝐸  et  𝝎𝐸  les vitesses de translation et de rotation réelles du repère ℛ𝐸  lié { l’effecteur 

par rapport au repère ℛ0; 

                                                                                 𝑿 𝐸 =  
𝑽𝐸
𝝎𝐸

  (II.130) 

Soit la jacobienne 𝑱0
𝐸  donnant les vitesses opérationnelles réelles de l’effecteur, 

                                                                                 𝑿 𝐸 = 𝑱0
𝐸(𝒒)𝒒  (II.131) 

On a, d’après la théorie des vitesses, 

                                                                          
𝑽𝐸 = 𝑽6 + 𝝎6 × 𝑷0

𝐸

𝝎𝐸 = 𝝎6                   
  (II.132) 

 Où 𝑷0
𝐸  est la projection de 𝑷6

𝐸  , donnée par (II.128), dans le repère de la base donné par, 

                                                                               𝑷0
𝐸 = 𝑹0

6𝑷6
𝐸 (II.133) 

                                                          
𝑽𝐸 = 𝑽6 − 𝑷0

𝐸 × 𝝎6 = 𝑽6 − 𝑷 × 𝝎6

𝝎𝐸 = 𝝎6                                                   
  (II.134) 

Où 𝑷  est la matrice antisymétrique du vecteur 𝑷0
𝐸 , donnée par, 

                                                              𝑷 = 𝑑6  

0 −𝑟33    𝑟23

   𝑟33 0 −𝑟13

−𝑟23     𝑟13 0
  (II.135) 

En mettant (II.134) sous la forme matricielle, 

                                                                       
𝑽𝐸
𝝎𝐸

 =  
𝑰𝟑 −𝑷 

𝟎 𝑰𝟑
  
𝑽6

𝝎6
  (II.136) 
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D’où, 

                                                                                𝑿 𝑬 = 𝑴𝑬𝑿 𝟔 (II.137) 

Avec, 

                                                                             𝑴𝑬 =  
𝑰𝟑 −𝑷 

𝟎 𝑰𝟑
  (II.138) 

En remplaçant 𝑿 𝟔 par son expression donnée par (II.125), on a, 

                                                                             𝑿 𝑬 = 𝑴𝑬𝑱0
6(𝒒)𝒒  (II.139) 

D’où, 

                                                                               𝑿 𝑬 = 𝑱0
𝐸(𝒒)𝒒  (II.140) 

Avec, 

                                                                           𝑱0
𝐸 𝒒 = 𝑴𝑬𝑱0

6(𝒒) (II.141) 

Les accélérations opérationnelles réelles de l’effecteur par rapport au repère ℛ0 sont 

obtenues en dérivant l’équation (II.139), on a, 

                                                                     𝑿 𝑬 = 𝑱0
𝐸 𝒒 𝒒 + 𝑱 0

𝐸 𝒒 𝒒  (II.142) 

Avec , 

𝑱 0
𝐸 =

𝑑𝑱0
𝐸 𝒒 

𝑑𝑡
 

En dérivant (II.141), on  trouve l’expression de 𝑱 0
𝐸  comme suit, 

                                                               𝑱 0
𝐸 𝒒 = 𝑴𝑬𝑱 0

6 𝒒 + 𝑴 𝑬𝑱0
6(𝒒) (II.144) 

 

 Avec, 

                                                                          𝑴 𝑬 =  𝟎𝟑 −𝑷  

𝟎𝟑 𝟎𝟑
   

Où, 

𝑷  = 𝑑6  

0 −𝑟 33    𝑟 23

   𝑟 33 0 −𝑟 13

−𝑟 23     𝑟 13 0
  

(II.143) 
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II.7.5. Modélisation Dynamique 

Le modèle dynamique d’un robot manipulateur est donné par l’ensemble d’équations de 

mouvement reliant les couples, les positions, les vitesses et les accélérations des 

articulations. Cette dynamique est caractérisée par un modèle mathématique d’équations 

différentielles du second ordre très non linéaires et fortement couplées. De plus, l’inclusion 

de la dynamique des actionneurs dans le modèle global augmente l’ordre et la complexité 

de ce système, ce qui complique la tache de commande. Dans cette section, nous allons 

présenter le modèle dynamique complet du manipulateur robotique Puma 560 dans 

l’espace libre (c.{.d. sans contact avec son environnement externe:  𝑭𝑪 = 𝑱𝑻 𝒒 𝒉𝒆 = 𝟎) 

selon [53, 63-66]. 

II.7.5.1. Modélisation dynamique de la structure mécanique articulée 

Le modèle dynamique régissant le comportement dynamique du bras Puma 560 utilisé 

dans ce travail, est celui proposé par [66]. Ainsi, on a,  

𝑩 𝒒 𝒒 + 𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 + 𝑭𝒗𝒒 + 𝑭𝒔𝒔𝒊𝒈𝒏 𝒒  + 𝒈 𝒒 = 𝝉 − 𝝉𝒅 

o 𝑩 𝒒 ∈ ℝ𝟔×𝟔 : La matrice d'inertie. 

o 𝑪 𝒒, 𝒒  ∈ ℝ6×6 : La matrice des forces centrifuges et de Coriolis. 

o 𝒈(𝒒) ∈ ℝ6×1 : Vecteur des forces ou des couples gravitationnelles. 

o 𝝉 ∈ ℝ6×1 : Vecteur des couples externe générées par les actionneurs. 

o 𝝉𝒅 ∈ ℝ6×1 : Vecteur des forces ou des couples de perturbation. 

o 𝑭𝒗 et 𝑭𝒔: Matrices diagonales des coefficients des frottements visqueux et statique. 

Pour le cas du bras manipulateur Puma 560, les matrices du modèle dynamique sont 

décrites dans l’Annexe B.  

II.7.5.2. Modélisation des actionneurs  

Les actionneurs du manipulateur Puma 560 sont des servomoteurs à courant continu à 

aimants permanents commandés par la tension des armatures. Les actionneurs sont reliés 

aux articulations à travers des engrenages mécaniques (Annexe C). La dynamique des 

moteurs à courant continu peut être représentée comme [63-66], 

                                             𝑳𝒂.
𝒅𝑰𝒂
𝒅𝒕

+ 𝑹𝒂. 𝑰𝒂 + 𝑲𝒆. 𝒒 𝒎 = 𝑽𝒂                                               (II. 145) 
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𝑰𝒂 ∈ ℝ6×1 : Vecteurs regroupant les courants de l’induit des actionneurs. 

𝑰𝒂 =  𝑖𝑎1, 𝑖𝑎2, … , 𝑖𝑎6 
𝑇  

𝑽𝒂 ∈ ℝ6×1: Les tensions d’alimentation (de commande) des actionneurs. 

𝑽𝒂 =  𝑉𝑎1 , 𝑉𝑎2, … ,  𝑉𝑎6 
𝑇 

𝑹𝒂 ∈ ℝ6×6 : Matrice diagonale regroupant les résistances d’induits des actionneurs. 

𝑹𝒂 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(𝑅𝑎1, 𝑅𝑎2, … , 𝑅𝑎6) 

𝑳𝒂 ∈ ℝ6×6 : Matrice des inductances d’induits des actionneurs. 

𝑳𝒂 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(𝐿𝑎1, 𝐿𝑎2, … , 𝐿𝑎6) 

𝑲𝒆 ∈ ℝ6×6 : Matrice diagonale regroupant les constantes des forces contre-électromotrice 

de chaque actionneur. 

𝑲𝒆 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(𝐾𝑒1, 𝐾𝑒2, … , 𝐾𝑒6) 

𝒒 𝒎 ∈ ℝ6×1 : La vitesse de rotation angulaire des actionneurs. 

𝒒 𝒎 = 𝑵. 𝒒  

Avec, 

𝑵 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(𝑁1, 𝑁2, … ,𝑁6)  

Matrice des rapports de transmission dans des engrenages des actionneurs. 

Les couples produits par les trois actionneurs sont donnés par l’expression matricielle : 

                                                                            𝝉 =  𝑵.𝑲𝑻. 𝑰𝒂 (II.146) 

𝑲𝑻 : La matrice diagonale des constantes des couples des actionneurs. 

𝑲𝑻 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(𝐾𝑇1, 𝐾𝑇2, … , 𝐾𝑇6) 

II.7.5.3. Mise du modèle sous forme d’une représentation d’état 

Le modèle complet du robot manipulateur donné par le système d’équation (II.115), 

(II.145) et (II.146) peut réécrit sous la forme d’une représentation d’état reliant les 

grandeurs d’entrée (tensions d’alimentation des actionneurs) aux grandeurs de sotie 

(déplacements angulaires des articulations), en définissant le vecteur d’état 𝑥 ∈ ℝ18×1 , 

𝑥 =  𝒒𝑇  𝒒 𝑇  𝑰𝑎
𝑇 𝑇                                                                                 

𝑥 =  

𝒒 

𝑩−𝟏 𝒒  −𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 − 𝑭𝒗𝒒 − 𝑭𝒔𝒔𝒊𝒈𝒏 𝒒  − 𝒈(𝒒) + 𝑩−𝟏 𝒒 . 𝝉

−𝑳𝒂
−𝟏. 𝑹𝒂. 𝑰𝒂 − 𝑳𝒂

−𝟏. 𝑲𝒆. 𝒒 𝒎

 +  

𝟎𝟔×𝟔

𝟎𝟔×𝟔

𝑳𝒂
−𝟏
 . 𝑽𝒂 (II.147) 
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Le modèle complet du manipulateur Puma 560 avec considération de la dynamique des 

actionneurs est d’ordre global n = 18. L’ordre élevé va compliquer la phase de synthèse des 

lois de commande. 

Afin de faciliter la tache de commande, nous proposons de simplifier le  modèle proposé en 

négligeant l’inductance de l’induit des actionneurs comme proposé dans [43], 

𝐿𝑎𝑖 , ≈ 0 

De l’équation (II.145), l’expression du courant devient, 

                                                                     𝑰𝒂 = 𝑹𝒂
−𝟏.  𝑽𝒂 −𝑲𝒆. 𝒒 𝒎  (II.148) 

De l’équation (II.146), l’expression du couple devient, 

                                                              𝝉 =  𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂
−𝟏.  𝑽𝒂 −𝑲𝒆. 𝒒 𝒎  (II.149) 

Enfin, l’équation dynamique simplifiée du robot manipulateur est obtenu en substituant 

l’expression (II.149) dans l’équation (II.115), 

𝑩 𝒒 𝒒 + 𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 + 𝑭𝒗𝒒 + 𝑭𝒔𝒔𝒊𝒈𝒏 𝒒  + 𝒈(𝒒) +  𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂
−𝟏. 𝑲𝒆. 𝒒 𝒎 =  𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂

−𝟏. 𝑽𝒂

 (II.150)         

Cette expression peut être mise sous la forme, 

                                                                   𝑩 𝒒 . 𝒒  + 𝒉 𝒒, 𝒒  =  𝑲. 𝑽𝒂 (II.151) 

Avec, 

 𝒉 𝒒, 𝒒  = 𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 + 𝑭𝒗𝒒 + 𝑭𝒔𝒔𝒊𝒈𝒏 𝒒  + 𝒈(𝒒) +  𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂
−𝟏. 𝑲𝒆. 𝒒 𝒎 

 𝑲 = 𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂
−𝟏 

Le modèle dynamique simplifié donné par l’équation (II.147) peut être simplifié sous la 

forme d’état, 

                                                                           
𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐺 𝑥 . 𝑈

𝑦 =  𝑥1, … , 𝑥6 
𝑇

  (II.152) 

                                                       𝑥𝑇 =  𝑥1,  𝑥2, … , 𝑥12   𝑇 =  𝒒𝑻 𝒒 𝑻 𝑇 (II.153) 

 𝑥: Le nouveau vecteur d’état de dimensions 12x1. 

                                                                  𝑈 =  𝑢1, … , 𝑢6 
𝑇 = 𝑽𝒂 (II.154) 

 𝑦: Les sorties à commander. 

𝑈 : Le vecteur de commande de dimensions 6x1  
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                                 𝐹 𝑥 =  𝑓1 𝑥 ,… , 𝑓12 𝑥  
𝑇 =  𝑥7, … , 𝑥12 , (−𝑩−𝟏(𝑥). 𝒉(𝑥))𝑇 𝑇 (II.155) 

𝐹 𝑥 : Vecteur de dimensions 12x1. 

                                                               𝐺 𝑥 =  𝟎6×6
𝑇   𝑩−1 𝑥 .𝑲 𝑇 𝑇  (II.156) 

 𝐺 𝑥 : Matrice de commande de dimensions 12x6. 

Le schéma bloc du modèle dynamique complet du robot manipulateur Puma 560 est 

présenté par la figure ci-dessous, 

 

Figure II.26. Schéma bloc du robot manipulateur dans l’espace opérationnel. 

II.8. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principes de base et les différents types de 

modélisation des robots manipulateurs. Dans le cadre des applications visées par ce 

travail, les modèles géométriques servent { calculer l’attitude (position et orientation) 

dans l’espace opérationnel, Les formalismes d’Euler-Lagrange nous a permet d’établir le 

système d’équations différentielles reliant les coordonnées articulaires aux forces et/ou 

couples  généralisés. Cette procédure nous permet de décrire la dynamique du robot PUMA 

560 dans l’espace tridimensionnel. Le modèle, ainsi obtenu, a permis de mettre en 

évidence la difficulté de commande de ce  genre de systèmes, étant donné les fortes non-

linéarités et le fort couplage des dynamique qui régissent leurs  fonctionnement.  
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Au cours de cette étude, nous avons remarqué que le comportement dynamique du robot 

manipulateur exige des trajectoires bien spécifiques (continue en position, en vitesse et en 

accélération), permettant ainsi le contrôle du robot avec des commandes lisses et 

physiquement  acceptables. Par conséquent, le prochain chapitre traite les principales 

techniques de  génération de mouvements souples (ou planification des trajectoires) 

rencontrés dans le domaine de la robotique.  
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III.1. Introduction 

En robotique, L'objectif de la planification des trajectoires est de générer les entrées de 

référence au système de contrôle du mouvement qui garantit que le manipulateur 

exécute les trajectoires planifiées correctement. L'utilisateur spécifie généralement un 

certain nombre de paramètres pour décrire la trajectoire souhaitée. La planification 

consiste à générer une séquence temporelle des valeurs atteintes par une fonction 

d'interpolation (typiquement un polynôme) de la trajectoire désirée. Ce chapitre 

présente certaines techniques de génération de trajectoires dans le cas où le point 

initial et final du chemin sont assignés (mouvement point à point). Tout d'abord, on 

considère le problème de la planification de la trajectoire dans l'espace articulaire, 

puis on décrit les concepts de base de la planification de la trajectoire dans l'espace 

opérationnel.  

III.2. Génération de mouvements 

La génération de mouvements pour un robot désigne la fonction de calcul des consignes 

désirées (articulaires ou cartésiennes) en fonction du temps afin de réaliser une tâche 

décrite par une trajectoire composée de positions successives de l’outil du robot 

(abusivement appelées points) et de contraintes cinématiques ou dynamiques. On peut 

distinguer les classes de mouvements suivants selon [27, 28, 43, 56, 59, 61, 68],  

o le mouvement entre deux points avec trajectoire libre entre les points ; 

o le mouvement entre deux points via des points intermédiaires, spécifiés notamment 

pour éviter les obstacles, avec trajectoire libre entre les points intermédiaires ; 

o le mouvement entre deux points avec trajectoire contrainte entre les points 

(trajectoire rectiligne par exemple) ; 

o le mouvement entre deux points via des points intermédiaires avec trajectoire 

contrainte entre les points intermédiaires ;  

Dans les deux premiers cas, la génération de mouvement peut se faire directement dans 

l'espace articulaire (voir figure III.1), dans les deux suivants, elle est décrite dans l'espace 

opérationnel (voir figure III.2). Le fondement mathématique de la génération de 

mouvements est le calcul d’une ou plusieurs fonctions d’interpolation qui construisent 

l'équation du mouvement à partir de contraintes spatiales et temporelles. La génération de 

mouvement dans l'espace articulaire présente plusieurs avantages [22], 

o elle nécessite moins de calculs en ligne, puisqu'il n'y a pas d'appel au modèle 

géométrique ou cinématique inverse ; 

o le mouvement n'est pas affecté par le passage sur les configurations singulières ; 
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o les contraintes de vitesses et de couples maximaux sont directement déduites des 

limites physiques des actionneurs. 

En contrepartie, la géométrie de la trajectoire de l'outil dans l'espace opérationnel est 

imprévisible. Ce type de mouvement est par conséquent approprié pour réaliser des 

déplacements rapides dans un espace dégagé. La génération de mouvement dans l'espace 

opérationnel permet de contrôler la géométrie de la trajectoire. En revanche [22], 

o elle implique la transformation en coordonnées articulaires de chaque point de la 

trajectoire ; 

o elle peut être mise en échec lorsque la trajectoire calculée passe par une position 

singulière, ou lorsque la trajectoire impose une reconfiguration du robot ; 

 

 

 

 

Figure III.1. Génération de mouvement dans l'espace articulaire [22]. 

 

 

 

 

Figure III.2. Génération de mouvement dans l'espace opérationnel [22]. 

(les exposants i, f et d désignent respectivement les positions initiales, finales et désirées) 

III.3. Mouvements entre deux points dans l’espace articulaire 

III.3.1. Trajectoires polynomiales 

Dans le cas le plus simple, un mouvement est défini par l'attribution aux instants initiale et 

finale t0 et t1, les conditions sur la position, la vitesse et l'accélération. D'un point de vue 

mathématique, le problème est alors de trouver la fonction, 

                                                               𝑞 = 𝑞 𝑡 ,                𝑡 ∈  𝑡0, 𝑡1  (III.1) 

Où les n + 1 coefficients ai sont déterminés de telle sorte que les contraintes initiales et 

finales sont satisfaites. Le degré n du polynôme dépend du nombre de conditions à satisfaire 
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et de la "finesse" souhaitée du mouvement résultant. Étant donné que le nombre de 

conditions aux limites est généralement pair, le degré n du polynôme est impair, à savoir 

trois, cinq, sept, et ainsi de suite. 

                                                          𝑞 𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑡

𝑛  (III.2) 

En général, outre les conditions initiales et finales sur la trajectoire, d'autres conditions 

peuvent être imposées aux dérivées temporelles de la trajectoire (vitesse, accélération, jerk, 

...) à des instants génériques tj ∈ [t0, t1]. En d'autres termes, on pourrait être intéressé par la 

détermination d'une fonction polynomiale q (t) dont la kième dérivée temporelle prend une 

valeur bien spécifiée à un instant donné tj, q(k) (tj). Mathématiquement, ces conditions 

peuvent être décrites comme [27, 28, 43, 56, 59, 61, 68], 

                                       𝑘! 𝑎𝑘 +  𝑘 + 1 ! 𝑎𝑘+1𝑡𝑗 + ⋯+
𝑛!

 𝑛−𝑘 !
𝑎𝑛𝑡𝑗

𝑛−𝑘 = 𝑞 𝑘 (𝑡𝑗 ) (III.3) 

Où, sous la forme matricielle, 

                                                                                    𝑴𝒂 = 𝒃 (III.4) 

Avec, M une matrice (n+1)×(n+1), b le vecteur des (n+1) conditions à satisfaire,                         

𝒂 =  𝑎0 𝑎1 …𝑎𝑛  
𝑇 le vecteurs des paramètres du polynôme à déterminer. 

(a)-Trajectoires  linéaires (à vitesse constante), 

                                                                          𝑞 𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1(𝑡 − 𝑡0) (III.5) 

Les paramètres a0 et a1, sont calculés comme la solution du système, 

                                 
𝑞 𝑡0 = 𝑞0 = 𝑎0                                

𝑞 𝑡1 = 𝑞1 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑡1 − 𝑡0       
 ,             

1 0
1 𝑇

  
𝑎0

𝑎1
 =  

𝑞0

𝑞1
  (III.6) 

Avec, 𝑇 = 𝑡1 − 𝑡0 

 

𝑎0 = 𝑞0          

       𝑎1 =
𝑞1 − 𝑞0

𝑡1 − 𝑡0

=
𝑕

𝑇

  

                                                                       𝑞  𝑡 =
𝑕

𝑇
= 𝑎1                                                (III. 7) 
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(b)-Trajectoires paraboliques (à accélération constante), 

Cette trajectoire est caractérisée avec une accélération à valeur absolue constante, et à 

signes opposés dans les phases d’accélération/décélération. Analytiquement, elle est 

composée de deux polynômes des deuxièmes degrés ; le premier pour la phase t0 à tf (le 

point de flexion), et le deuxième pour la phase tf à t1. 

Considérons le cas d’une trajectoire symétrique par rapport à sont point milieu défini par, 

𝑡𝑓 =
𝑡0 + 𝑡1

2
,    𝑞𝑓 = 𝑞 𝑡𝑓 =

𝑞0 + 𝑞1

2
 

Notons que dans ce cas, 

𝑇𝑎 = 𝑡𝑓 − 𝑡0 =
𝑇

2
;  𝑞𝑓 − 𝑞0 =

𝑕

2
 

Dans la première phase (phase d’accélération), la trajectoire est définie comme, 

                                                 𝑞𝑎 𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑡 − 𝑡0 + 𝑎2(𝑡 − 𝑡0)2, 𝑡 ∈  𝑡0, 𝑡𝑓  (III.8) 

Les paramètres a0, a1 et a2 sont déterminés à partir des conditions imposées à la trajectoire 

aux points q0, qf et la condition initiale de la vitesse v0. 

 

𝑞𝑎 𝑡0 = 𝑞0 = 𝑎0                                                        

𝑞𝑎 𝑡𝑓 = 𝑞𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑡𝑓 − 𝑡0 + 𝑎2(𝑡𝑓 − 𝑡0)2

𝑞 𝑎 𝑡0 = 𝑣0 = 𝑎1                                                       

  

On obtient, 

                                                 𝑎0 = 𝑞0;       𝑎1 = 𝑣0;       𝑎2 =
2

𝑇2
 𝑕 − 𝑣0𝑇                      (III. 9) 

Durant la deuxième phase (phase de décélération), la trajectoire est définie comme, 

                                    𝑞𝑏 𝑡 = 𝑎3 + 𝑎4 𝑡 − 𝑡𝑓 + 𝑎5(𝑡 − 𝑡𝑓)2, 𝑡 ∈  𝑡𝑓 , 𝑡1   (III.10) 

Si v1 est la vitesse imposée à l’instant finale t=t1, 

 

𝑞𝑏 𝑡𝑓 = 𝑞𝑓 = 𝑎3                                                                                  

𝑞𝑏 𝑡1 = 𝑞1 = 𝑎3 + 𝑎4 𝑡1−𝑡𝑓 + 𝑎5(𝑡1 − 𝑡𝑓)2                            

𝑞 𝑏 𝑡1 = 𝑣1 = 𝑎4 + 2𝑎5 𝑡1−𝑡𝑓                                                        

  

Alors,  

                      𝑎3 = 𝑞𝑓 =
𝑞0 + 𝑞1

2
;    𝑎4 = 2

𝑕

𝑇
− 𝑣1;      𝑎5 = 2

𝑕

𝑇2
 𝑣1𝑇 − 𝑕                    (III. 11)   
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L’expression globale de la trajectoire est donnée par, 

1. Phase d’accélération 𝑡 ∈  𝑡0, 𝑡𝑓  

                                                  

 
 
 

 
 𝑞𝑎 𝑡 = 𝑞0 + 𝑣0 𝑡 − 𝑡0 +

2

𝑇2
 𝑕 − 𝑣0𝑇 (𝑡 − 𝑡0)2

𝑞 𝑎 𝑡 = 𝑣0 +
4

𝑇2
 𝑕 − 𝑣0𝑇  𝑡 − 𝑡0                            

𝑞 𝑎 𝑡 =
4

𝑇2
 𝑕 − 𝑣0𝑇                                                          

     (III.12) 

2. Phase de décélération 𝑡 ∈  𝑡𝑓 , 𝑡1  

                                  

 
 
 

 
 𝑞𝑏 𝑡 = 𝑞𝑓 +  2

𝑕

𝑇
− 𝑣1  𝑡 − 𝑡𝑓 + 2

𝑕

𝑇2
 𝑣1𝑇 − 𝑕 (𝑡 − 𝑡𝑓)2

𝑞 𝑏 𝑡 = 2
𝑕

𝑇
− 𝑣1 + 4

𝑕

𝑇2
 𝑣1𝑇 − 𝑕  𝑡 − 𝑡𝑓                                 

𝑞 𝑏 𝑡 = 4
𝑕

𝑇2
 𝑣1𝑇 − 𝑕                                                                    

  (III.13) 

Notons que la vitesse au point d’inflexion atteint son maximum, 

𝑣𝑚𝑎𝑥 = 𝑞 𝑎 𝑡𝑓 = 2
𝑕

𝑇
− 𝑣0 

 Si v0=0, on remarque que la vitesse résultante à doublé par rapport au mouvement 

précédent à vitesse constante. Le jerk est toujours nul sauf au point d’inflexion, ou 

l’accélération change de signe, où il prend une valeur infinie. 

 Si v0≠ v1, le profile de vitesse est discontinu à l’instant t=tf. 

 (c)-Trajectoires cubiques (à jerk constant), 

Dans ce cas les positions et les vitesses sont imposées aux extrémités de la trajectoire, 

 
 

 
𝑞 𝑡0 = 𝑞0

𝑞 𝑡1 = 𝑞1

𝑞  𝑡0 = 𝑣0

𝑞  𝑡1 = 𝑣1

  

                             𝑞 𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑡 − 𝑡0 + 𝑎2(𝑡 − 𝑡0)2 + 𝑎3(𝑡 − 𝑡0)3, 𝑡 ∈  𝑡0, 𝑡1  (III.14) 

Les quatre paramètres sont données par, 

                                                              

 
 
 

 
 

𝑎0 = 𝑞0                             
𝑎1 = 𝑣0                             

𝑎2 =
3𝑕 −  2𝑣0 + 𝑣1 𝑇

𝑇2

𝑎3 =
−2𝑕 +  𝑣0 + 𝑣1 𝑇

𝑇3

           

                            (III. 15) 



Chapitre III. Techniques de Génération de Mouvements 

 

   99 
 

(a)  (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.3. Trajectoires paraboliques: (a)- v1=v0=0. (b)- v0> v1. 

 

(a)  (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III. 4. Trajectoires cubiques (à jerk constant): (a)- v1=v0=0. (b)- v0, v1<0. 
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III.3.2. Trajectoires trigonométriques  

Dans cette section, les expressions analytiques des trajectoires basées sur des fonctions 

trigonométriques seront décrites. Ces trajectoires présentent des dérivées non nulles pour 

n’importe quel ordre [28, 59, 68]. Cependant, ces dérivées peuvent être discontinues au 

instants t0 et t1.  

(a)-Trajectoires harmoniques, 

Un mouvement harmonique est caractérisé par un profil d’accélération proportionnel au 

profil de position, avec un signe opposé. La description mathématique du mouvement 

harmonique peut êtres déduite graphiquement de la figure ci-dessous, 

 

 

 

 

Figure III. 5. Construction géométrique du mouvement harmonique. 

Dans le cas général, la trajectoire harmonique est définie comme [68], 

                                             𝑞 𝑡 =
𝑕

2
 1 − 𝑐𝑜𝑠

𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
 + 𝑞0                                      (III. 16) 

Avec, 𝑕 = 𝑞1 − 𝑞0 et 𝑇 = 𝑡1 − 𝑡0, d’où,                             

                                                            

 
  
 

  
 𝑞  𝑡 =

𝜋𝑕

2𝑇
𝑠𝑖𝑛

𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
          

𝑞  𝑡 =
𝜋2𝑕

2𝑇2
𝑐𝑜𝑠

𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
        

𝑞(3) 𝑡 = −
𝜋3𝑕

2𝑇3
𝑠𝑖𝑛

𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇

                                (III. 17) 

(b)- Mouvements cycloïdales, 

Le mouvement harmonique présente une accélération discontinue, figure III.8b, et donc un 

jerk infini aux instants t0 et t1. Cette discontinuité peut engendrer des effets indésirables.  

Pour surmonter cet inconvénient, un profile d’accélération continu peut être obtenu avec 

une trajectoire cycloïdale, décrite par un cercle de circonférence h roulant le long d’une 

droite, figure III.6 [68]. 
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Figure III.6. Construction géométrique du mouvement cycloïdale. 

𝑞 𝑡 =  𝑞1 − 𝑞0  
𝑡 − 𝑡0

𝑡1 − 𝑡0
−

1

2𝜋
𝑠𝑖𝑛

2𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑡1 − 𝑡0
 + 𝑞0 

                                          = 𝑕  
𝑡 − 𝑡0

𝑇
−

1

2𝜋
𝑠𝑖𝑛

2𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
 + 𝑞0                                  (III. 18) 

D’où, 

 
  
 

  
 𝑞  𝑡 =

𝜋

𝑇
 1 − 𝑐𝑜𝑠

2𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
           

𝑞  𝑡 =
2𝜋𝑕

𝑇2
𝑠𝑖𝑛

2𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
                  

𝑞(3) 𝑡 = −
4𝜋2𝑕

2𝑇3
𝑐𝑜𝑠

2𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
     

  

(c)- Trajectoires elliptiques, 

Comme pour le cas d’une trajectoire harmonique, une trajectoire elliptique est obtenue par 

la projection d’un point se déplaçant sur une ellipse, sur le petit rayon [68], 

 

 

 

 

Figure III.7. Construction géométrique du mouvement elliptique. 

                                       𝑞 𝑡 =
𝑕

2

 

 1 −
𝑐𝑜𝑠

𝜋 𝑡 − 𝑡0 
𝑇

 1 − 𝛼 𝑠𝑖𝑛2 𝜋 𝑡 − 𝑡0 
𝑇  

 + 𝑞0                           (III. 19) 

Avec 𝛼 =
𝑛2−1

𝑛2
, n est le rapport entre le rayon majeur et mineur de l’ellipse. 

Il est clair que le mouvement harmonique est obtenu en mettant n=1. 
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𝑞  𝑡 =

𝜋𝑕

2𝑇

𝑠𝑖𝑛
𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇

𝑛2   1 − 𝛼 𝑠𝑖𝑛2 𝜋 𝑡 − 𝑡0 
𝑇

 
3

                                 

𝑞  𝑡 =
𝜋2𝑕

2𝑇2
𝑐𝑜𝑠  

𝜋 𝑡 − 𝑡0 

𝑇
 

1 + 2 𝛼 𝑠𝑖𝑛2 𝜋 𝑡 − 𝑡0 
𝑇

𝑛2   1 − 𝛼 𝑠𝑖𝑛2 𝜋 𝑡 − 𝑡0 
𝑇  

5

                         (III. 20) 

(a) (b) (c) 

 

Figure III.8. Trajectoires trigonométriques: (a)- harmoniques. (b)- cycloïdales. (c)-elliptiques. 

III.3.3. Composition des trajectoires élémentaires (Mouvements à sept 

segments) 

La figure III. 9 montre une série de sept segments, chacun lié à un mouvement élémentaire. 

Nous souhaitons que 𝑞(𝑡) soit de classe C2 sur [T0, Tf], et donc 𝑞 (𝑡) de classe C1 et 𝑞 (𝑡) de 

classe C0 sur le même intervalle. Ceci afin de garantir un lissage minimum de la courbe de 

position aux instants de commutation. En chacun de ces points de commutation, ceci se 

traduit par des contraintes égalités entre les limites à gauche et à droite des positions, 

vitesses et accélérations [68-70]. 

Les trois phases d’accélération (de durée Ta), de vitesse constante, de durée (Tv) et de 

décélération (de durée Td)  sont divisées en sept segments, 

1. Mouvement à jerk maximal sur [T0, Tj1] de durée Tj1 

2. Mouvement à accélération maximale sur [Tj1, Td-Tj1] de durée Ta1 

P
o

sitio
n

 
V

itesse 
A

ccélératio
n

 
Jerk

 

Temps Temps Temps 

P
o

sitio
n

 
V

itesse 
A

ccélératio
n

 



Chapitre III. Techniques de Génération de Mouvements 

 

   103 
 

3. Mouvement à jerk minimal sur [Td-Tj1, Ta] de durée Tj1 

4. Mouvement à vitesse maximale sur [Ta, Ta+Tv] de durée Tv 

5. Mouvement à jerk minimal sur [T-Td, T-Td+Tj2] de durée Tj2 

6. Mouvement à accélération minimale sur [T-Td+Tj2, T-Tj2] de durée Ta2 

7. Mouvement à jerk maximal sur [T-Tj2, T] de durée Tj2 

La durée totale de la trajectoire T, 

                                                                            T=Ta+Tv+Td (III.21) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.9. Trajectoires à sept segments. 

Supposons que, 

jmin = −jmax ,        amin = −amax ,         vmin = −vmax  

Où jmin et jmax  sont respectivement les valeurs minimales et maximales du jerk. Avec ces 

conditions, il est préférable de construire la trajectoire qui atteint ces valeurs limites du jerk, 

d’accélération et de vitesse tout en minimisant la durée totale T de la trajectoire. 

Considérons le cas 𝑞1 > 𝑞0, et supposons les conditions aux limites, 

𝑞  𝑡0 = v0,        𝑞  𝑡1 = v1

𝑞  𝑡0 = 0,          𝑞  𝑡1 = 0
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Etant donné les valeurs maximales du jerk, d’accélération, de vitesse, et le déplacement 

désiré   𝑕 = 𝑞1 − 𝑞0, la trajectoire est donnée par les expressions (III.35)-(III.37). Cependant, 

on doit s’assurer que la trajectoire est réalisable pour les contraintes fixées. Par exemple le 

cas ou le déplacement désiré h est inférieur par rapport à la différence de vitesses v0 et v1, il 

se peut qu’il n’est pas possible de faire varier la vitesse (sous les contraintes imposées) en 

accomplissant le déplacement h. pour cette raison définissons l’intervalle, 

                                             𝑇𝑗
∗ = 𝑚𝑖𝑛  

 v1 − v0 

jmax

,
amax

jmax
                                                 (III. 22)  

Si  𝑇𝑗
∗ =

amax

jmax
,  l’accélération atteint son maximum, et un segment à jerk nul peut exister. 

Donc, la trajectoire est réalisable si, 

                                  𝑞1 − 𝑞0 >

 
 

 𝑇𝑗
∗ v0 + v1                                 𝑆𝑖   𝑇𝑗

∗ <
amax

jmax

 

1

2
 v0 + v1  𝑇𝑗

∗ +
 v1 − v0 

amax
  𝑆𝑖   𝑇𝑗

∗ =
amax

jmax

             (III. 23)   

Si cette inégalité est vraie, il est possible de calculer les paramètres de la trajectoire. Dans ce 

cas, définissons la valeur maximale atteinte par la vitesse durant le mouvement, 

                                                                   vlim = max 𝑞 (𝑡)  (III.24) 

Il existe de cas, 

o Cas 1 : vlim = vmax  

o Cas 2 : vlim < vmax  

Dans le deuxième cas, qui ne peut se vérifie qu’après le calcul des paramètres de la 

trajectoire, la vitesse maximale n’est pas atteinte, et il n’ya que les phases d’accélération et 

de décélération (pas de segment à vitesse constante). 

Dans ces deux cas, il est possible que l’accélération maximale (positive ou négative) ne soit 

pas atteinte.  

 Cas 1 : 𝐯𝐥𝐢𝐦 = 𝐯𝐦𝐚𝐱 

Pour vérifier si les accélérations maximales et minimales (amin = −amax ) sont atteintes, 

considérons les conditions suivantes, 

o Si  vmax − v0 jmax < amax
2 ,        amax   n’est pas atteinte (III.25) 

o Si  vmax − v1 jmax < amax
2 ,        amin   n’est pas atteinte (III.26) 
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Donc, si (III.25) est vérifiée, les intervalles des segments d’accélération peuvent être calculés 
comme, 

                                        𝑇𝑗1 =  
vmax − v0

jmax

,              𝑇𝑎 = 2𝑇𝑗1                                           (III. 27) 

Sinon, 

                                               𝑇𝑗1 =
amax

jmax

,              𝑇𝑎 = 𝑇𝑗1 +
vmax − v0

amax

                            (III. 28) 

Si (III.26) est vérifiée, les intervalles des segments d’accélération peuvent être calculés 
comme, 

                                          𝑇𝑗2 =  
vmax − v1

jmax

,              𝑇𝑑 = 2𝑇𝑗2                                          (III. 29) 

Sinon, 

                                                  𝑇𝑗2 =
amax

jmax

,              𝑇𝑑 = 𝑇𝑗2 +
vmax − v1

amax

                          (III. 30)  

Finalement, il est possible de déterminer la durée du segment à vitesse constante, 

                            𝑇𝑣 =
𝑞1 − 𝑞0

vmax

−
𝑇𝑎
2
 1 +

v0

vmax
 −

𝑇𝑑
2
 1 +

v1

vmax
                                  (III. 31) 

Si Tv>0, la vitesse maximale est atteinte, et les valeurs calculées par les expressions (III.27)-

(III.31) sont utilisées pour calculer la trajectoire. 

Si Tv<0, cela indique que la vitesse limite vlim est inférieur à la vitesse maximale, et donc le 

deuxième cas doit être considéré. 

 Cas 2 : 𝐯𝐥𝐢𝐦 < 𝐯𝐦𝐚𝐱 

Dans ce cas le segment à vitesse constante n’existe pas (Tv=0). Les durées d’accélération et 

de décélération sont facilement calculées quand les accélérations maximales/minimales 

sont atteintes, 

                                                                 𝑇𝑗1 = 𝑇𝑗2 = 𝑇𝑗 =
amax

jmax

                                           (III. 32a) 

Et, 

                            𝑇𝑎 =

amax
2

jmax
− 2v0 +  ∆

2amax

, 𝑇𝑑 =

amax
2

jmax
− 2v1 +  ∆

2amax

                          (III. 32b) 

Avec, 

                  ∆=
amax

4

jmax
2

+ 2 v0
2+v1

2 + amax  4 𝑞1 − 𝑞0 − 2
amax

jmax

 v0 + v1              (III. 33) 
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Si 𝑇𝑎 < 2𝑇𝑗  ou 𝑇𝑑 < 2𝑇𝑗  , l’accélération maximale (minimale) ne sera pas atteinte sur au 

moins un segment, et donc il n’est pas possible d’utiliser les équations (III.32a) et (III.32b).  

Dans ce cas, il très difficile de déterminer les paramètres de la trajectoire. Une solution sous 

optimale est obtenue en diminuant amax = 𝛾amax  (0 < 𝛾 < 1) et en calculant les durées des 

segments de nouveau avec (III.32 a) et (III.32 b), jusqu’à les conditions 𝑇𝑎 > 2𝑇𝑗  et 𝑇𝑑 > 2𝑇𝑗  

soient satisfaites. 

Il faut souligner que lors des calculs récursifs, il se peut que 𝑇𝑎  ou 𝑇𝑑  devient négative. Dans 

ce cas, seulement une phase de décélération ou d’accélération existe. 

o Si 𝑇𝑎 < 0, donc v0 > v1 la phase d’accélération n’existe pas, alors 𝑇𝑎  est mise à 0. 

                                                    𝑇𝑑 = 2
𝑞1 − 𝑞0

v0 + v1

                                                              (III. 34a) 

                     𝑇𝑗2 =
jmax  𝑞1 − 𝑞0 −  jmax  jmax  𝑞1 − 𝑞0 

2 +  v0 + v1 
2 v1 − v0  

jmax  v1 + v0 
     (III. 34b) 

o Si 𝑇𝑑 < 0, donc v1 > v0 la phase de décélération n’existe pas, alors 𝑇𝑑  est mise à 0. 

                                                    𝑇𝑎 = 2
𝑞1 − 𝑞0

v0 + v1

                                                             (III. 35a) 

   𝑇𝑗1 =
jmax  𝑞1 − 𝑞0 −  jmax  jmax  𝑞1 − 𝑞0 

2 +  v0 + v1 
2 v1 − v0  

jmax  v1 + v0 
        (III. 35b) 

Après avoir calculé la durée de chaque segment, il possible de calculer les valeurs 

maximales/minimales de l’accélération et de la vitesse, 

                                                     alim a
= jmax 𝑇𝑗1, alim d

= jmax 𝑇𝑗2  (III.36) 

                                         vlim = v0 +  𝑇𝑎 − 𝑇𝑗1 alim a
= v1 −  𝑇𝑑 − 𝑇𝑗2 alim d

  (III.37) 

L’expression de la trajectoire pour chaque segment est définie comme [68, 69], 

1. Phase d’accélération 𝒕 ∈   𝟎,  𝑻𝒂  

(a)- Mouvement à jerk constant 𝑡 ∈  0, 𝑇𝑗   

 
 
 

 
 𝑞 𝑡 = 𝑞0 + v0𝑡 + jmax

𝑡3

6

𝑞  𝑡 = v0 + jmax
𝑡2

2
           

𝑞  𝑡 = jmax 𝑡                       

𝑞 3  𝑡 = jmax                    

  (III.38a) 
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 (b)-Mouvement à accélération constante 𝑡 ∈  𝑇𝑗 , 𝑇𝑎 − 𝑇𝑗   

 
 
 

 
 𝑞 𝑡 = 𝑞0 + v0𝑡 +

alim a

6
 3𝑡2 − 3𝑇𝑗1𝑡 + 𝑇𝑗1

2  

𝑞  𝑡 = v0 + alim a
 𝑡 −

𝑇𝑗1

2
                               

𝑞  𝑡 = jmax 𝑇𝑗1 = alim a
                                      

𝑞 3  𝑡 = 0                                                            

  (III.38b) 

 (c)-Mouvement à  jerk constant 𝑡 ∈   𝑇𝑎 − 𝑇𝑗 ,  𝑇𝑎   

 
 
 

 
 𝑞 𝑡 = 𝑞0 +  vlim + v0 

𝑇𝑎

2
− vlim  𝑇𝑎 − 𝑡 − jmin

 𝑇𝑎−𝑡 
3

6
     

𝑞  𝑡 = vlim + jmin
 𝑇𝑎−𝑡 

2

2
                                                             

𝑞  𝑡 = −jmin  𝑇𝑎 − 𝑡                                                                     

𝑞 3  𝑡 = jmin = −jmax                                                                 

  (III.38c) 

2. Mouvement à vitesse constante 𝒕 ∈   𝑻𝒂,  𝑻𝒂 + 𝑻𝒗  

 
 
 

 
 𝑞 𝑡 = 𝑞0 +  vlim + v0 

𝑇𝑎

2
+ vlim  𝑇𝑎 − 𝑡        

𝑞  𝑡 = vlim                                                                 

𝑞  𝑡 = 0                                                                     

𝑞 3  𝑡 = 0                                                                

  (III.39) 

3. Phase de décélération 𝒕 ∈  𝑻 − 𝑻𝒅, 𝑻  

(a)-Mouvement à jerk constant 𝑡 ∈   𝑇 − 𝑇𝑑 , 𝑇 − 𝑇𝑑 + 𝑇𝑗   

 
 
 

 
 𝑞 𝑡 = 𝑞1 −  vlim + v1 

𝑇𝑑

2
+ vlim  𝑡 − 𝑇 + 𝑇𝑑 − jmax

 𝑡−𝑇+𝑇𝑑  
3

6
        

𝑞  𝑡 = vlim − jmax
 𝑡−𝑇+𝑇𝑑  

2

2
                                                                         

𝑞  𝑡 = −jmax  𝑡 − 𝑇 + 𝑇𝑑                                                                              

𝑞 3  𝑡 = jmi n = −jmax                                                                                   

  (III.40a) 

 (b)-Mouvement à accélération constante 𝑡 ∈  𝑇 − 𝑇𝑑 + 𝑇𝑗 , 𝑇 − 𝑇𝑗    

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝑞 𝑡 = 𝑞1 −  vlim + v1 

𝑇𝑑
2

+ vlim  𝑡 − 𝑇 + 𝑇𝑑 +                                                                                        

+
alim d

6
 3 𝑡 − 𝑇 + 𝑇𝑑 

2 − 3𝑇𝑗2 𝑡 − 𝑇 + 𝑇𝑑 + 𝑇𝑗2
2                                                                                         

𝑞  𝑡 = vlim + alim d
 𝑡 − 𝑇 + 𝑇𝑑 −

𝑇𝑗2

2
                                                                                (III. 40b)       

𝑞  𝑡 = −jmax 𝑇𝑗2 = alim d
                                                                                                                                        

𝑞 3  𝑡 = 0                                                                                                                                                                 

  

 

 



Chapitre III. Techniques de Génération de Mouvements 

 

   108 
 

 (c)-Mouvement à jerk constant 𝑡 ∈  𝑇 − 𝑇𝑗 , 𝑇  

 
  
 

  
 𝑞 𝑡 = 𝑞1 − v1 𝑇 − 𝑡 − jmax

 𝑇 − 𝑡 3

6

𝑞  𝑡 = v1 + jmax

 𝑇 − 𝑡 2

2
                       

𝑞  𝑡 = −jmax  𝑇 − 𝑡                                 

𝑞 3  𝑡 = jmax                                            

                                                                           (III. 40c) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III. 10. Algorithme de calcul de la trajectoire à sept segments [68]. 
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III.4. Génération de mouvement dans l'espace opérationnel 

Pour certaines applications, il est nécessaire de contrôler la trajectoire de l'organe terminal 

au cours du temps par une loi horaire. 

III.4.1. Définition de la trajectoire 

La trajectoire de l'organe terminal (position et orientation) peut être décrite à l'aide d'un arc 

paramétré s(u) dans l'espace opérationnel, s(u) étant de classe C2 et défini de [0; 1] dans ℛ3. 

Afin de déterminer la loi horaire de l'organe terminal, on utilise l'abscisse curviligne et un 

profil de vitesse. L'abscisse curviligne de P(u) est définie par [27, 68], 

                                                            𝑠 𝑢 =   
𝑑𝑷

𝑑𝑢
 𝑑𝑢

𝑢

0

                                                  (III. 41) 

On souhaite généralement imposer une vitesse tangentielle constante v sur cette trajectoire, 

soit, 

                                              
𝑑𝑠

𝑑𝑡
 𝑢 = 𝑣 𝑢 =

𝑑

𝑑𝑡
  

𝑑𝑷

𝑑𝑢
 𝑑𝑢

𝑢

0

                                      (III. 42) 

III.4.2. Définition d’une trajectoire par les primitives de mouvement 

(a)- Mouvements rectilignes 

Pour une trajectoire rectiligne entre une position initiale 𝑷0 et une position finale 𝑷1, on a 

[27, 28, 59, 68], 

                                                                 𝑷 𝑢 = 𝑷0 +  𝑷1 − 𝑷0 𝑢  (III.43) 

Si on souhaite imposer une vitesse v constante sur cette trajectoire, le temps de parcours est 

T, alors, 

                                                                    𝑣 =
 𝑷1 − 𝑷0 

𝑇
                                                (III. 44) 

Et donc, 

                                                            𝑢 𝑡 =
𝑡

𝑇
=

𝑣

 𝑷1 − 𝑷0 
𝑡                                         (III. 45) 

La loi horaire dans l'espace opérationnel s'écrit au final, 

                                                      𝑷 𝑡 = 𝑷0 +
 𝑷1 − 𝑷0 

 𝑷1 − 𝑷0 
𝑣𝑡                                          (III. 46) 
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(b)- Mouvements circulaires 

Un autre mouvement typique, est le mouvement à travers un arc circulaire à partir d’un 

point P0 avec un centre situé sur un axe défini par le vecteur unitaire z1 est un point 

générique d [27, 68] (Voir figure III.11). 

Définissant d’abord le vecteur r, 

                                                                             𝒓 = 𝑷0 − 𝒅 (III.47) 

Le centre de mouvement o1 est défini comme, 

                                                                       𝒐1 = 𝒅 +  𝒓𝑻𝒛1 𝒛1 (III.48) 

Par conséquent le rayon du mouvement est donné par, 

                                                                       𝜌 =  𝑷0 − 𝒐1  (III.49) 

La représentation paramétrique de l’arc circulaire dans le repaire ℛ1 , 

                                                           𝑷1 𝑢 =  

𝜌 cos 𝑢
𝜌 sin 𝑢

0
 , 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝜃 (III.50) 

Cet arc est défini dans le repaire de base ℛ0 par l’expression, 

                                                                          𝑷1 𝑢 = 𝒐1 + 𝑹𝑷1(𝑢) (III.51) 

Avec R est la matrice de rotation du repaire ℛ1 dans le repaire ℛ0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III. 11. Mouvement à travers un arc circulaire. 
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III.4.3. Orientation de l’organe terminal 

L’orientation de l’organe terminal est généralement exprimée par une matrice de rotation 

composée de trois vecteurs orthonormés définissant l’orientation de l’organe terminal par 

rapport au repaire de base. 

                                                                           𝑹 =  𝒏 𝒔 𝒂   (III.52) 

Par conséquent, pour définir l’orientation de l’O.T à chaque position de la trajectoire désirée, 

une matrice de rotation 𝑹𝒌 doit être spécifiée à chaque point 𝒑𝒌 est une technique 

d’interpolation est utilisée entre ces points [27, 28, 59, 68]. 

(a)- Cas ou la position et l’orientation de l’organe terminal sont indépendantes 

Etant donné deux bases avec des origines communes, il est toujours possible de trouver un 

vecteur w, ou le repaire final peut être obtenu par le moyen d’une rotation v autour de l’axe 

w. 

Supposons que la base initiale ℛ0 est donnée par la matrice de rotation R0 dans le repaire de 

base ; et la finale ℛ𝐹  est donnée par la matrice de rotation R1 dans le repaire de base. La 

matrice décrivant cette transformation [27, 28, 59, 68], 

 

                                                              𝑹0
1 = 𝑹0

𝑇𝑹1 =  

𝑟11 𝑟12 𝑟13

𝑟21 𝑟22 𝑟23

𝑟31 𝑟32 𝑟33

  (III.53) 

                                                       𝒘 =
1

2 sin𝜃𝑡
 

𝑟32 − 𝑟23

𝑟13 − 𝑟31

𝑟21 − 𝑟12

 =  

𝑤𝑥

𝑤𝑦

𝑤𝑧

                               (III. 54) 

Avec, 

                                                          𝜃𝑡 =  
𝑟11 + 𝑟22 + 𝑟33 − 1

2
                                     (III. 55) 

Le mouvement de l’O.T de ℛ0 à ℛ𝐹  est défini comme, 

                                                                                𝑹 𝑡 = 𝑹0𝑹𝑡 𝜃(𝑡)  (III.56) 

Où 𝑹𝑡 𝜃(𝑡)  est une matrice dépendante du temps, 

𝑹𝑡 0 = 𝐼, 𝑹𝑡 𝜃𝑡 = 𝑹0
1  
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𝑹𝑡 𝜃  est définie comme, 

𝑹𝑡 𝜃 =  

𝑤𝑥
2 1 − 𝐶𝜃 + 𝐶𝜃 𝑤𝑥𝑤𝑦 1 − 𝐶𝜃 − 𝑤𝑧𝑆𝜃 𝑤𝑥𝑤𝑧 1 − 𝐶𝜃 + 𝑤𝑦𝑆𝜃

𝑤𝑥𝑤𝑦 1 − 𝐶𝜃 + 𝑤𝑧𝑆𝜃 𝑤𝑦
2 1 − 𝐶𝜃 + 𝐶𝜃 𝑤𝑦𝑤𝑧 1 − 𝐶𝜃 − 𝑤𝑥𝑆𝜃

𝑤𝑥𝑤𝑧 1 − 𝐶𝜃 − 𝑤𝑦𝑆𝜃 𝑤𝑦𝑤𝑧 1 − 𝐶𝜃 + 𝑤𝑥𝑆𝜃 𝑤𝑧
2 1 − 𝐶𝜃 + 𝐶𝜃

  (III.57) 

A ce point, l’orientation de l’O.T de ℛ0 à ℛ𝐹ne dépend que de θ, qu’il faut l’assigner la loi de 

mouvement θ(t).  

(b)- Cas ou la position et l’orientation de l’organe terminal sont couplées 

Dans beaucoup d’applications, la position et l’orientation dans l’espace opérationnel sont 

couplées. Dans ce cas, la technique  utilisée consiste à utilisé l’orientation de la trajectoire à 

un point donné pour orienter l’O.T. 

Supposons que la loi de la trajectoire est exprimée en fonction de la coordonnée curviligne s, 

Γ: 𝑠 ↦ 𝑷 𝑠    𝑠 ∈  0, 𝑙  

Il est possible de déterminer directement la base (base de Frenet) de cette trajectoire, 

définie par les trois vecteurs unitaires [27, 68], 

 Le vecteur tangent et 

 La Normale en 

 La bi normale eb 

 

   

 

 

 

Figure III.12. Définition du repaire de Frenet sur une courbe donnée sous forme paramétrique. 

Les vecteurs de cette base sont définis comme, 

                               𝒆𝒕 =
𝑑𝑷

𝑑𝑠
;     𝒆𝒏 =

1

 
𝑑2𝑷
𝑑𝑠2  

𝑑2𝑷

𝑑𝑠2
;      𝒆𝒃 = 𝒆𝒕 × 𝒆𝒏                                   (III. 58) 



Chapitre III. Techniques de Génération de Mouvements 

 

   113 
 

III.4.4. Exemple de modélisation d’une trajectoire conique 

Le mouvement de la pointe du robot consiste à suivre une courbe, bornée par deux points, 

sur la surface d’un cône, tout en restant perpendiculaire à cette surface comme indiqué sur 

les figures III.13 et III.14. Cette trajectoire a été présentée dans la référence [44]. 

Le cône est défini par sa hauteur H, le rayon de sa base R et son centre OC, tel que, 

                                                                     𝑶𝐶 =  𝑥𝐶  𝑦𝐶  𝑧𝐶 
𝑇 (III.59) 

 

X

Y

Z





h

2R

r

H

Pointe du bras

PUMA 560

Trajectoire

 

P



 

Figure III.13.  Exemple d’une trajectoire conique. 
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𝑍𝐸  

𝐻 

𝑢 

𝑅 

𝑃 = 𝑂𝐸  

𝑋𝐸  𝑌𝐸  

𝜃  ∆  

𝛽 = 𝜋/2 

𝑍 

Pointe de l’O.T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.14.   Plan de coupe. 

(a)-Equations de positionnement 

La position du point P est repérée  par le système d’équations suivant, 

                                                                     

𝑃𝑋 = 𝑋𝐶 + 𝑟cos 𝜑
𝑃𝑌 = 𝑌𝐶 + 𝑟sin 𝜑 
𝑃𝑍 = 𝑍𝐶 + 𝑢          

  (III.60) 

Avec, 

                                                                   
𝑡𝑔𝜃 =

𝑅

𝐻
=

𝑟

𝐻 − 𝑢

𝑟 =  𝐻 − 𝑢 
𝑅

𝐻

                                                    (III. 61) 

(b)-Equations d’angles d’Euler correspondant à l’orientation  

La pointe du bras doit être parallèle à l’axe fixe Z  au point P comme indiqué sur la figure 

II.14. Le point P se trouve sur le plan de coupe repéré par l’angle 𝜑 comme indiqué sur les 

figures III.13 et III.14, alors, l’angle 𝛼 = 𝜑 . Pour qu’on ait 𝒁𝑬 // 𝒁 , la condition sur l’angle 𝛽, 

est alors : 𝛽 = 𝜋
2  . De plus, l’angle 𝛾 peut être quelconque.    

D’où l’orientation avec les angles d’Euler selon la représentation ZYZ est, 

                                                             

𝛼 = 𝜑                        

𝛽 = 𝜋
2                      

𝛾  𝑞𝑢𝑒𝑙𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒         

                                                     (III. 62) 
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(d)-Génération de la trajectoire conique désirée 

On choisit de générer u pour l’obtention de la trajectoire désirée. En appliquant la loi du 

mouvement à sept segments défini par la section III.3.3 sur la variable u considérée comme 

variable indépendante, on aura, 

                                         𝑢 3  𝑡 =

 
 
 

 
 

jmax       si   0 ≤ 𝑡 ≤ Tj1                         

−jmax      si  Td − Tj1 ≤ 𝑡 ≤ Ta                 

−jmax   si  T − Td ≤ 𝑡 ≤  T − Td + Tj2 

jmax       si T − Tj2 ≤ 𝑡 ≤  T               
  0         sinon                                         

  (III.63) 

Par conséquent, les variables 𝜑 et r sont définies comme, 

                                                              
𝜑 𝑡 = 𝑘1𝑢 𝑡 + 𝑘2 

𝑟 𝑡 =  𝐻 − 𝑢(𝑡) 
𝑅

𝐻

                                                      (III. 64) 

Avec,  

 
 

 𝑘1 =
𝜑𝑓−𝜑𝑖

𝑢𝑓−𝑢𝑖
         

𝑘2 =
𝑢𝑓𝜑𝑖−𝑢𝑖𝜑𝑓

𝑢𝑓−𝑢𝑖

  

Où les indices i et f désignent les valeurs initiales et finales. 

Pour les données considérées dans ce travail, les résultats de simulation de la trajectoire 

conique sont illustrés par les figures ci-dessous, 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.15. Evolution temporelle de la variable u(t) et ses dérivées. 
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Figure III.16. Evolution temporelle des projections de la trajectoire conique sur les axes x, y et z. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.17. Evolution de la trajectoire conique dans l’espace tridimensionnel. 
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Figure III.18. Evolution temporelle des angles de l’orientation désirée du poignet 𝛼, 𝛽 et 𝛾 selon la représentation ZYZ 

d’Euler. 

III.5. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs méthodes de génération de trajectoires 

couramment utilisées en robotique. Nous avons commencé par des trajectoires de l’espace 

articulaire reliant deux points. Différents modèles ont été étudiés, à savoir les modèles 

polynomiaux, qui sont implémentés dans la plupart des contrôleurs industriels, et les 

modèles trigonométriques. La méthode de base que nous avons présenté, définit une spline 

de sept segments cubiques en dimension un, elle s’étend facilement à plusieurs dimensions 

et à différentes conditions de mouvement. Nous avons ensuite abordé le problème de la 

génération de trajectoire point à point dans l'espace opérationnel pour le cas des 

trajectoires rectilignes et circulaires, où nous avons montré que les mêmes générateurs de 

trajectoires, détaillés pour les variables articulaires, peuvent être appliqués pour ces 

mouvements en considérant la représentation temporelle du paramètre u. Les manœuvres 

de rotation du poignet nécessitent des chemins de rotation. Un chemin de rotation peut être 

mathématiquement défini comme un trajet cartésien en utilisant les matrices de rotation et 

la formule de Rodriguez pour le cas où la position et l’orientation de l’O.T sont 

indépendantes, ou la formule de Frenet s’ils sont couplés. 

A la fin du chapitre, nous avons présenté l’exemple de modélisation d’une trajectoire 

circulaire en forme conique. Cette trajectoire sera prise comme trajectoire de référence pour 

les lois de commandes qui seront développées dans le prochain chapitre. 
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IV.1. Introduction 

La commande avancée des robots manipulateurs a été largement étudiée par des chercheurs 
universitaires et industriels depuis le début des années 1970.  

Dans ce chapitre, on propose d’étudier quelques techniques robustes pour la commande en 
mouvement (commande dans l’espace libre) des manipulateurs robotiques rigides. La 
commande en contact avec l'environnement extérieur (commande dans l’espace contraint), 
comme par exemple le cas de la commande en effort, ne sera pas traitée dans ce travail. Les 
actionneurs sont supposés être des moteurs électriques. De plus, même si le frottement est la 
source dominante d'erreurs dans certains cas, par exemple, à basse vitesse, les méthodes de 
commande spécialement conçues pour traiter le frottement ne seront pas couvertes. 

Le problème de la commande d’un robot manipulateur peut être formulé comme la 

détermination de l’évolution des forces généralisées (forces ou couples) que les actionneurs 

doivent exercer pour garantir l’exécution de la tâche tout en satisfaisant certains critères de 

performance. Différentes techniques sont utilisées pour la commande des bras 

manipulateurs. La conception mécanique du bras manipulateur a une influence sur le choix 

du schéma de commande. Un robot manipulateur est une structure mécanique complexe 

dont les inerties par rapport aux axes des articulations varient non seulement en fonction de 

la charge mais aussi en fonction de la configuration, des vitesses et des accélérations [69]. 

La plupart des robots utilisent des servomoteurs électriques comme actionneurs. Dans le 

cas de servomoteurs ayant de faibles rapports de réduction, ce sont les servomoteurs qui 

doivent compenser les effets des variations des forces d’inertie et de gravité. Dans le cas de 

servomoteurs avec de forts rapports de réduction, l’inertie vue par les moteurs varie 

beaucoup moins et il est alors possible de modéliser le robot par un système linéaire qui 

permet de découpler les articulations. Cette technique de commande est communément 

appelée commande articulation par articulation ou commande mono axe [27, 31, 43, 69, 72]. 

Le passage à une approche de commande multi variable ou encore appelée la commande 

multiaxes devient nécessaire en raison des limites de la commande mono axe à répondre à 

des performances très exigeantes dans le cas de systèmes fortement non linéaires et 

couplés, tels que les robots poly-articulés. En réalité, l’approche commande mono axe est 

très pénalisante car elle ne prend pas en compte la variabilité de l’inertie ainsi que les effets 

de couplage dans le calcul de la commande. Par ailleurs, l’approche multiaxes devient 

indispensable lors de l’utilisation d’une motorisation directe ou d’une motorisation { faible 

rapport de réduction qui permettent d’obtenir des rendements plus importants mais 

accentuent les effets de couplage [27, 31]. 
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Indépendamment du type de la structure mécanique du manipulateur, il convient de 

remarquer que les spécifications de la tâche (mouvements et forces de l'effecteur) sont 

généralement données dans l'espace opérationnel, alors que les actions de commande 

(forces généralisées générées par les actionneurs) sont effectuées dans l'espace articulaire. 

Ce fait conduit naturellement à considérer deux types généraux de systèmes de commande, 

à savoir, un schéma de commande dans l'espace articulaire (figure IV.1) et un schéma de 

commande dans l'espace opérationnel (figure IV.2). Dans les deux schémas, la structure de 

contrôle est réalisée en boucles fermées, pour exploiter les bonnes caractéristiques fournies 

par le retour d'informations, c'est-à-dire, la robustesse face aux incertitudes de 

modélisation, et la réduction des effets des perturbations. 

Le problème de commande dans l'espace articulaire est divisé en deux sous-problèmes. Tout 

d'abord, la cinématique inverse du manipulateur est résolue pour transformer les exigences 

de mouvement Xd de l'espace opérationnel en le mouvement correspondant qd de l'espace 

articulaire. Ensuite, un schéma de commande dans l'espace articulaire est conçu pour 

permettre au mouvement réel q de suivre les entrées de référence qd. Cependant, cette 

solution présente l'inconvénient de ne pas pouvoir influencer directement les variables 

spatiales opérationnelles Xe, qui sont contrôlées en boucle ouverte à travers la structure 

mécanique du manipulateur. Il est alors clair que toute incertitude sur cette structure (ex. 

tolérance de construction, jeu d'engrenage, élasticité…etc.) ou toute imprécision dans la 

connaissance de la pose de l'effecteur final par rapport à un objet à manipuler entraîne une 

perte de précision sur les variables de l'espace opérationnel X. 

 

 

 

 

   

 

Figure IV.1. Schéma général de la commande dans l’espace articulaire. 

La commande dans l'espace opérationnel suit une approche globale nécessitant une plus 

grande complexité algorithmique; car la cinématique inverse est maintenant intégrée dans 

la boucle de commande. Son avantage conceptuel concerne la possibilité d'agir directement 

sur les variables de l'espace opérationnel. Cependant, Ceci n'est qu'un avantage potentiel, 

car la mesure des variables spatiales opérationnelles est souvent n’est pas effectuée 
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directement, mais par l'évaluation des fonctions cinématiques directes à partir des variables 

articulaires mesurées. 

 

 

 

 

 

Figure IV.2. Schéma général de la commande dans l’espace opérationnel. 

Dans ce chapitre, nous allons développer des lois de commande multi-variables dans 

l’espace articulaire par l’utilisation de plusieurs techniques comme, 

1. Commande PD avec et sans compensation de gravité. 

2. Commande linéarisante entrées sorties classique par placement de pôles. 

3. Commande linéarisante robuste (RNFLC). 

4. Commande par rejet actif de perturbation avec observateur d’état étendu (ADRC). 

5. Commande par modes de glissement (SMC) 

6. Commande adaptative neuronale par modes de glissement (ANN SMC). 

Finalement, nous concluons ce chapitre par une analyse comparative entre les différentes 

techniques de commande robustes proposées (ADRC), (RNFLC), (SMC) et (ANN SMC). 

IV.2. Commande par articulation 

Dans les chaînes de motorisation des bras de robots manipulateurs, il est d’usage de 

recourir à des réducteurs à fort rapport de réduction tels que les roue-vis sans fin, les vis à 

billes et les harmonic drives. En effet, ces derniers permettent de transformer une entrée 

côté moteur caractérisée par un faible couple et une vitesse élevée à une sortie appliquée 

sur l’axe du robot de couple élevé et de vitesse faible. A l’inverse d’une motorisation directe, 

cette approche permet de réduire les effets liés { la variabilité de l’inertie et les effets de 

couplage, ce qui facilite en conséquence l’asservissement du système. Toutefois, cette 

approche accentue les effets liés aux frottements et en général conduit à des chaînes de 

motorisation de faible rendement. 
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En analysant, l’équation dynamique du mouvement d’un robot (Chapitre II-6.1.3), on note 

qu’elle peut être réécrite comme l’association de l’équation dynamique de la structure 

mécanique articulée, et l’équation dynamique des actionneurs électriques, comme suit, 

                                           

𝑱𝒎𝒒 𝒎 + 𝑭𝒎𝒒 𝒎 = 𝝉𝒎 −𝑵−𝟏𝝉         

𝑩′ 𝒒 𝒒 + 𝑪′ 𝒒, 𝒒  𝒒 + +𝒈′ 𝒒 = 𝝉

𝝉𝒎 ≈ 𝑲𝑻. 𝑹𝒂
−𝟏 𝑽𝒂 −𝑲𝒆. 𝒒 𝒎     

  (IV.1) 

En exprimant cette équation du côté moteur  𝒒𝒎 = 𝑵𝒒 , on obtient [27, 31, 43, 72], 

          𝑱𝒎 + 𝑵−1𝑩′ 𝒒 𝑵−1 𝒒 𝒎 +  𝑭𝒎 + 𝑵−1𝑪′ 𝒒, 𝒒  𝑵−1 𝒒 𝒎 +    𝑵−𝟏𝒈′(𝒒) = 𝝉𝒎 (IV.2) 

Avec, 

o 𝑱𝒎 = 𝒅𝒊𝒂𝒈 𝐽𝑚1, 𝐽𝑚2, … , 𝐽𝑚𝑛  , La matrice inertie des moteurs ;  

o 𝑭𝒎 = 𝒅𝒊𝒂𝒈 𝑓𝑚1, 𝑓𝑚2, … , 𝑓𝑚𝑛  , La matrice des coefficients de frottement visqueux des 

moteurs;  

La dernière équation peut être mise sous la forme indicielle suivante, 

                𝐽𝑚𝑘 +
1

𝑁𝑘𝑘
2 𝐵′𝑘𝑘 (𝒒) 𝑞𝑚𝑘 +  𝑓𝑚𝑘 +

𝐾𝑇𝑘𝑘𝐾𝑒𝑘𝑘
𝑅𝑘𝑘

 𝑞 𝑚𝑘 =
𝐾𝑇𝑘𝑘
𝑅𝑘𝑘

𝑉𝑎𝑘 − 𝑑𝑘               (IV. 3) 

Avec,  

𝑑𝑘 =
1

𝑁𝑘𝑘
  𝑐𝑖𝑗𝑘 𝑞 𝑖𝑞 𝑗

𝑖,𝑗

+ 𝑔𝑘  

Cette expression nous confirme que lors de l’utilisation des rapports de réduction élevés  

(Nkk >> 1)  dans la chaîne de motorisation, l’effet de dynamique et de couplage entre axes 

devient négligeable. En conséquence, l’utilisation d’une approche de commande mono axe 

(mono variable), où on commande chaque articulation (axe) indépendamment des autres,   

est tout à fait justifiée dans ce cas [27, 31, 43, 72].   Le manipulateur global est considéré 

comme une série de sous-systèmes (axes) linéaires découplés, figure IV.4. C’est pourquoi 

qu’on nomme cette technique de commande en anglais « Independent joint control ».   
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Le schéma d’une articulation (un axe) robotique est donné par la figure ci-dessous, 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.3.  Schéma simplifié d’une articulation (un axe) robotique rigide. 

 

 

 

 

 

Figure IV.4.  Schéma bloc de l’articulation robotique considérée. 

À ce stade, la commande en mouvement du manipulateur peut être assurée en appliquant la 

théorie des systèmes linéaires mono variables. L’effet de l’interaction résiduelle avec les 

autres articulations (l’entrée d) est, généralement, considérée comme une entrée de 

perturbation. 

Dans le contexte de cette thèse, nous considérons uniquement l’utilisation de lois de 

commande multi axes. 

IV.3. Techniques de commandes multi variables  

Dans la section précédente, nous avons discuté la commande du manipulateur comme étant 

une série de sous-systèmes simples à entrées / sorties uniques. Les effets de couplage entre 

les articulations ont été considérés comme des perturbations pour les systèmes individuels. 

En réalité, les équations dynamiques d'un robot manipulateur forment un système 

complexe, non linéaire et multi variable. Donc, dans le reste de ce chapitre, nous traitons le 

problème de commande des robots manipulateurs dans le cadre d'un contrôle non linéaire 

et multi variable. Cette approche nous permet de fournir une analyse plus rigoureuse de la 

performance des systèmes de commande, et nous permet également de concevoir des lois 

𝜏𝑚  
𝜏 

𝑞𝑚  

𝑁 

𝑓𝑚  

𝐽𝑚  
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de contrôle non linéaire robustes qui garantissent la stabilité et le suivi des trajectoires 

arbitraires. 

Nous avons montré, dans le chapitre précédent,  que les équations de mouvement d’un 

manipulateur rigide à n-segments, en l’absence des forces de contact avec l’environnement 

extérieur, et en négligeant la dynamique des actionneurs électrique à courant continu, et la 

dynamique de la friction statique (difficile à modéliser avec précision) ; peut être  décrite 

par le modèle dynamique du second ordre donné ci-dessous, 

                                                      𝑩 𝒒 . 𝒒  + 𝒉 𝒒, 𝒒  =  𝑲. 𝑽𝒂 (IV.4) 

Avec, 

                          
𝒉 𝒒, 𝒒  = 𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 + 𝒈 𝒒 +  𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂

−𝟏. 𝑲𝒆. 𝑵. 𝒒                

𝑲 = 𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂
−𝟏                                                                                 

  (IV.5) 

IV.3.1. Commande P.I.D 

Le schéma de base de cette technique est donné par la figure IV.5a. La loi de commande est 

définie selon [27, 31, 74, 75] par l’expression suivante,  

                                                                          𝒖 = 𝑲𝑷𝒆 − 𝑲𝑫𝒒  (IV.6) 

Avec,  

o 𝒆 = 𝒒𝒅 − 𝒒, l’erreur de poursuite entre le déplacement articulaire désiré et le 

déplacement articulaire réel.  

o 𝑲𝑷, 𝑲𝑫, sont deux matrices diagonales (définies positives) des gains proportionnels 

et dérivés respectivement. 

Tout d’abord, montrons que dans le cas d’absence  du vecteur de gravité dans le modèle 

dynamique du manipulateur (IV.7), la loi PD (IV.6) assure la poursuite asymptotique du 

déplacement désiré.  

Pour atteindre cet objectif, remarquons  que le modèle dynamique du manipulateur rigide 

considéré (IV.4), peut être réécrit sous la forme suivante, 

                                                         𝑩 𝒒 𝒒  + 𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 + 𝑭𝒒 + 𝒈 𝒒 =  𝒖 (IV.7) 

Avec, 

 
𝑭 = 𝑭𝒗 +  𝑵.𝑲𝑻. 𝑹𝒂

−𝟏. 𝑲𝒆. 𝑵                              
𝒖 = 𝑲.𝑽𝒂                                                                
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Ensuite, considérons la fonction candidate de Lyapunov suivante définie selon [27, 31, 74], 

                                                                   𝑉 = 𝒒 𝑻𝑩 𝒒 𝒒 /2 + 𝒆𝑻𝑲𝑷𝒆/2 (IV.8) 

La dérivation de cette fonction par rapport au temps, en supposant 𝒒𝑑  constant, nous donne, 

                                                         𝑉 = 𝒒 𝑻𝑩 𝒒 𝒒 + 𝒒 𝑻𝑩  𝒒 𝒒 /2 − 𝒒 𝑻𝑲𝑷𝒆 (IV.9) 

Remplaçons le terme 𝑩 𝒒 𝒒  par sa valeur { partir de l’équation (IV.7) dans (IV.9), nous 

aurons, 

                                          𝑉 = 𝒒 𝑻 𝑩  𝒒 − 𝟐𝑪(𝒒, 𝒒 ) 𝒒 − 𝒒 𝑻𝑭𝒒 + 𝒒 𝑻 𝒖 − 𝑲𝑷𝒆   (IV.10) 

Le premier terme du deuxième membre est nul comme 𝑵 = 𝑩  𝒒 − 𝟐𝑪 𝒒, 𝒒   est une 

matrice antisymétrique [43, 75] (Voir Annexe B) ; le second terme est défini négatif, alors le 

choix de la loi de commande PD donnée par l’expression (IV.6) nous donne, 

                                                                              𝑉 = −𝒒 𝑻 𝑲𝑫 + 𝑭 𝒒 ≤ 0 (IV.11) 

L’équation précédente montre que la fonction de Lyapunov candidate V est décroissante 

tant que 𝒒 ≠ 𝟎 pour n’importe quelle trajectoire. Il est clair que le système atteint un point 

d’équilibre. Pour trouver ce point notons que 𝑉 = 0 seulement pour 𝒒 = 𝟎. 

Etant donné que la dynamique du système sans terme de gravité g(q)=0, et sous l’effet de la 

loi de commande PD (IV.6), est donnée par l’équation ci-dessous, 

                                                     𝑩 𝒒 𝒒 + 𝑪 𝒒, 𝒒  𝒒 + 𝑭𝒒 = 𝑲𝑷𝒆 − 𝑲𝑫𝒒  (IV.12) 

Au point d’équilibre  𝒒 = 𝟎, 𝒒 = 𝟎 , nous aurons la condition suivante, 

                                                                                 𝑲𝑷𝒆 = 𝟎 (IV.13) 

Par conséquent, 

                                                                           𝒆 = 𝒒𝒅 − 𝒒 = 𝟎 (IV.14) 

La preuve, montrée précédemment, montre rigoureusement que tout les point d’équilibres 

du manipulateur le long de la trajectoire désirée sont globalement et asymptotiquement 

stables sous la loi de commande PD quelque soit le choix des matrices des gains KP et KD tant 

qu’elles sont définies positives. 

Dans le cas ou le terme de gravité g(q) est présent dans le modèle dynamique du 

manipulateur (IV.7), l’équation (IV.10) devient, 

                                                        𝑉 = −𝒒 𝑻𝑭𝒒 + 𝒒 𝑻 𝒖 − 𝒈 𝒒 − 𝑲𝑷𝒆  (IV.15) 
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En supposant que le système est stable en boucle fermée, chaque configuration articulaire 

atteinte par le manipulateur satisfait,  

                                                                           𝑲𝑷 𝒒𝒅 − 𝒒 = 𝒈(𝒒) (IV.16) 

L’interprétation physique de ce résultat, est que  pour une configuration donnée, 

l’actionneur doit toujours assurer, { l’équilibre, un couple non nulle pour compenser l’effet 

des couples de la gravité. Pour diminuer cette erreur statique, il faut augmenter le gain 

proportionnel KP. 

Pour éliminer cette erreur statique, on peut juste modifier la loi de commande PD (IV.6) 

comme présenté dans [27, 31, 74-76], 

                                                                            𝒖 = 𝑲𝑷𝒆 + 𝑲𝑫𝒒 + 𝒈(𝒒) (IV.17) 

Cette commande modifiée permet de compenser les effets des termes gravitationnels. La 

convergence peut être facilement démontrée en procédant de façon similaire à celle déjà 

présentée pour la loi P.D sans compensation de gravité. Cependant, cette loi nécessite une 

implémentation à base de microprocesseur pour pouvoir calculer le terme de gravitation 

g(q) à chaque instant à partir des équations de Lagrange. Dans le cas ou ces termes de 

gravitation sont inconnues, cette loi ne peut être implémentée. 

 (b) (a) 

 

Figure IV.5. Schéma de la commande P.D :   (a)-sans compensation de gravité. 
                                                                                           (b)- avec compensation de la gravité.  

L’application de la loi de commande P.D sans compensation de gravité au modèle nominal 

du manipulateur PUMA 560 (sans perturbation et sans incertitudes sur le modèle), nous a 

permet d’obtenir, en simulation, les résultats présentés ci-dessous. La trajectoire conique, 

présentée à la fin du chapitre précédent, est choisie comme trajectoire de référence. 

𝐪𝐝 𝐌𝐚𝐧𝐢𝐩𝐮𝐥𝐚𝐭𝐞𝐮𝐫 
𝐪  

𝐪 

𝐌𝐚𝐧𝐢𝐩𝐮𝐥𝐚𝐭𝐞𝐮𝐫 

𝒈(. ) 

𝑲𝑫 

𝑲𝑷 
𝐪𝐝 

𝐪  

𝐪 

𝑲𝑫 

𝑲𝑷 
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Figure IV.6a. Commande PD : Grandeurs de référence et grandeurs réelles dans l’espace opérationnel. 

 

Figure IV.6b. Commande PD : Evolution temporelle des variables articulaires. 

 

Figure IV.6c. Commande PD : Erreurs de poursuite dans l’espace opérationnel. 
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Figure IV.6d. Commande PD : Evolution temporelle des entrées de commande pour chaque articulation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.6e. Commande PD : Trajectoire de référence et trajectoire réelle dans l’espace tridimensionnel. 

Les résultats de simulation montrent que la loi de commande P.D sans compensation de la 

gravité, appliquée pour la commande du modèle nominal, sans considération des effets des 

perturbations, donne des résultats assez satisfaisants. Cependant, on remarque clairement 

l’écart statique de poursuite suivant la direction z, notamment sur la figure IV.6e. Cet écart 

permanent  est dû { l’effet de la gravité, comme expliqué précédemment. Afin d’éliminer cet 

imprécision, il faut prendre en compte le vecteur de gravité du modèle dans la loi de 

commande comme exprimé dans la loi (IV.17). 
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IV.3.2. Commande par la dynamique inverse 

Considérons toujours l’équation dynamique d’un manipulateur rigide à n-segments,  

                                                                𝑩 𝒒 𝒒 + 𝒉 𝒒, 𝒒  = 𝒖 (IV.18) 

Avec, 

𝒖 = 𝑲.𝑽𝒂 

L’idée de cette technique de commande est de chercher un bouclage non linéaire, 

                                                                     𝒖 = 𝒇(𝒒, 𝒒 , 𝒕) (IV.19) 

Lorsque ce bouclage non linéaire est remplacé dans  le modèle (IV.18), on aura un système 

linéaire en boucle fermée. Dans le cas général d’un système non linéaire quelconque, cette 

méthode est difficile, voir impossible, à appliquer. Cependant, pour le cas du manipulateur 

rigide régit par l’équation dynamique (IV.18), la solution est simple.  

Pour atteindre cet objectif, considérons la loi de commande suivante, définie selon les 

références [27, 31, 43, 75, 76], 

                                                           𝒖 = 𝑩 𝒒 𝒗 + 𝒉 𝒒, 𝒒   (IV.20) 

Comme la matrice d’inertie B est inversible (voir l’Annexe B), le remplacement de cette loi 

de commande dans le modèle (IV.18) nous mène au système bouclé régit par l’équation ci-

dessous, 

                                                                               𝒒 = 𝒗 (IV.21) 

Le terme v désigne la nouvelle entrée de commande. L’équation (IV.21) est connue sous le 

nom du système à double intégrateur comme elle représente une série de n systèmes 

linéaires,  mono variables parfaitement découplés, et modélisés avec des intégrateurs 

doubles. La loi (IV.20) est appelée la commande par dynamique inverse.    

Comme vi, les éléments du vecteur v, sont utilisés pour la commande des systèmes linéaires 

du second ordre. Le choix le plus simple, selon [27, 31, 43, 75, 76], est de mettre,  

                                                                         𝒗 = −𝑲𝑷𝒒 − 𝑲𝑫𝒒 + 𝒓 (IV.22) 

Avec,  

o 𝑲𝑷, 𝑲𝑫  sont deux matrices diagonales des gains de position et de vitesse 

respectivement. 
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Par conséquent, l’équation dynamique du système (IV.18) exprimée en boucle fermée 

devient donnée par l’expression suivante, 

                                                                           𝒒 + 𝑲𝑫𝒒 + 𝑲𝑷𝒒 = 𝒓 (IV.23) 

Pour une trajectoire donnée 𝒒𝒅 𝒕 ,  𝒒 𝒅 𝒕 , 𝒒 𝒅(𝒕) , et si on choisi l’entrée de référence r(t) 

comme donné ci-dessous, 

                                                            𝒓 𝒕 = 𝒒 𝒅(𝒕) + 𝑲𝑫𝒒 𝒅(𝒕) + 𝑲𝑷𝒒𝒅(𝒕) (IV.24) 

La dynamique de l’erreur de poursuite satisfait l’équation, 

                                                                 𝒆  𝒕 + 𝑲𝑫𝒆  𝒕 + 𝑲𝑷𝒆 𝒕 = 𝟎  (IV.25) 

Un choix simple des gains 𝑲𝑷, 𝑲𝑫 peut être défini comme donné dans [31], 

𝑲𝑷 = 𝐷𝑖𝑎𝑔 𝜔1
2, … . . , 𝜔𝑛

2     
𝑲𝑫 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(2𝜔1, … . . ,2𝜔𝑛)

 

Ce qui résulte en un système complètement découplé en boucle fermée, avec une dynamique 

linéaire du second ordre à amortissement critique et une fréquence naturelle 𝜔𝑖  pour 

chaque articulation. La fréquence naturelle détermine la vitesse de réponse de l’articulation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.7. Schéma de la commande par dynamique inverse ou par couple calculé. 

IV.3.3. Commande linéarisante entrées/sorties 

Cette approche peut être vue comme la généralisation du concept de la commande par 

dynamique inverse utilisée pour les manipulateurs à transmissions rigides. L’idée de cette 

technique est de concevoir une loi de commande par un retour d’état non linéaire comme 

une boucle interne chargée de la linéarisation exacte du système non linéaire après avoir 

effectuer un changement de coordonnées convenable dans l’espace d’état. Ensuite, une 

deuxième boucle externe peut être élaborée dans le système des nouvelles coordonnées afin 

𝐪𝐝 
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de satisfaire les spécifications désirées en boucle fermée (ex. les performances de poursuite, 

le rejet des perturbations…etc.) [31, 43, 77-81]. 

Soit le système non linéaire carré (même nombre d’entrées sorties) suivant, 

                                                         
𝑥 = 𝑓 𝑥 +  𝑔𝑖 𝑥 𝑢𝑖

𝑝
𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑕𝑖 𝑥      𝑖 = 1, … , 𝑝
                                  (IV.26) 

Avec  𝑥 ∈ ℝ𝑛   le vecteur d’état 𝑥 =  𝑥1 𝑥2 ⋯𝑥𝑛  
𝑇 . 

 𝑢 =  𝑢1 𝑢2 …𝑢𝑝 
𝑇
∈ ℝ𝑝   Le vecteur de commande. 

𝑦 =  𝑦1 𝑦2 …𝑦𝑝 
𝑇
∈ ℝ𝑝    Le vecteur de sortie du système. 

 𝑓 𝑥 ∈ ℝ𝑛  et 𝑔𝑖 𝑥 ∈ ℝ𝑛    des   champs   de   vecteurs  lisses,  et  𝑕𝑖(𝑥)  est  une  fonction 

lisse. 

IV.4.3.1. Le degré relatif du système 

Soit la sortie yi du système (IV.26). La sortie est  dite  de  degré  relatif   𝑟𝑖   au  voisinage d’un 

point 𝑥 si [77-81, 84], 

𝐿𝑔𝐿𝑓
𝑖 𝑕𝑖 𝑥 = 0        pour  0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 − 2 

𝐿𝑔𝐿𝑓
𝑟−1𝑕𝑖 𝑥 ≠ 0                                        

Où  𝐿𝑓𝑕𝑖(𝑥) est la dérivée de Lie de 𝑕(𝑥) selon le champ de vecteur 𝑓(𝑥). Les propriétés de la 

dérivée de Lie sont présentées ci-dessous, 

1.   𝐿𝑓𝑕 𝑥 =
𝜕𝑕𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
 . 𝑓 𝑥 =   

𝜕𝑕𝑖(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
. 𝑓𝑗 (𝑥)

𝑛

𝑗=1

 

2.   𝐿𝑓
𝑘𝑕𝑖 𝑥 = 𝐿𝑓  𝐿𝑓

𝑘−1𝑕𝑖 𝑥                                     

3.   𝐿𝑓
0𝑕𝑖 𝑥 = 𝑕𝑖 𝑥                                                     

4.   𝐿𝑔𝑗𝐿𝑓
𝑘𝑕𝑖 𝑥 = 𝐿𝑔𝑗  𝐿𝑓

𝑘𝑕𝑖 𝑥                               

Le  degré  relatif d’un système non  linéaire, 𝑟𝑖 , représente  le  nombre  de fois qu’il faut 

dériver la sortie afin de faire apparaître explicitement au moins une entrée de commande. 

Le  degré  relatif  total du système  𝑟 =  𝑟𝑖
𝑝
𝑖=1   doit être inférieur ou égale { l’ordre du 

système 𝑛 (𝑟 ≤ 𝑛). 
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IV.4.3.2. Bouclage linéarisant 

Supposons que r=n, alors toutes les dynamiques du système acceptent une linéarisation 

exacte par le moyen d’un retour d’état non linéaire. Le problème  consiste  à  trouver  une  

relation  entre  l’entrée  et  la sortie, en dérivant chaque sortie jusqu’au moins une entrée 

apparaisse [31, 77, 78, 81, 84], 

                                          𝑦𝑖
(𝑟𝑖) = 𝐿𝑓

𝑟𝑖𝑕𝑖 𝑥 +  𝐿𝑔𝑗𝐿𝑓
𝑟𝑖−1𝑕𝑖(𝑥)𝑢𝑗

𝑝
𝑗=1                          (IV.27) 

Où    𝐿𝑔𝑗𝐿𝑓
𝑖𝑖𝑕𝑖 𝑥 = 0 pour 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 2  ∀𝑗 ∈  1, … , 𝑝  

La loi de commande 𝑢 qui permet de linéariser la relation entre  l’entrée et la sortie, est 

obtenue en mettant l’expression (IV.27) sous forme matricielle, 

                                                                 𝑦1
𝑟1 …𝑦𝑝

𝑟𝑝  
𝑇

= 𝐴 𝑥 + 𝐸 𝑥 𝑢                              (IV.28)                     

Avec,  

𝐴 𝑥 =  

𝐿𝑓
𝑟1𝑕1(𝑥)

⋮

𝐿
𝑓

𝑟𝑝𝑕𝑝(𝑥)
            𝐸 𝑥 =

 
 
 
 
 𝐿𝑔1

𝐿𝑓
𝑟1−1

𝑕1(𝑥) 𝐿𝑔2
𝐿𝑓
𝑟1−1

𝑕1(𝑥) … 𝐿𝑔𝑝𝐿𝑓
𝑟1−1

𝑕1(𝑥)

𝐿𝑔1
𝐿𝑓
𝑟2−1

𝑕2(𝑥) 𝐿𝑔2
𝐿𝑓
𝑟2−1

𝑕2(𝑥) … 𝐿𝑔𝑝𝐿𝑓
𝑟2−1

𝑕2(𝑥)

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝐿𝑔1
𝐿
𝑓

𝑟𝑝−1
𝑕𝑝(𝑥) 𝐿𝑔2

𝐿
𝑓

𝑟𝑝−1
𝑕𝑝(𝑥) … 𝐿𝑔𝑝𝐿𝑓

𝑟𝑝−1
𝑕𝑝(𝑥) 

 
 
 
 

 

𝐸 𝑥  est appelée la matrice de découplage du système.  

Si on suppose que 𝐸 𝑥  n’est pas singulière, la loi de commande linéarisante est donnée par 

l’expression ci-dessous selon [31, 77, 78, 81, 84], 

                                                           𝑢 = 𝐸(𝑥)−1 −𝐴 𝑥 + 𝑣                                  (IV.29) 

La  linéarisation  n’est possible que si 𝐸 𝑥  est inversible. Remplaçant (IV.29) dans (IV.28)  

le système équivalent devient linéaire et totalement découplé de la forme, 

                                                        𝑦1
(𝑟1)

 … 𝑦𝑝
(𝑟𝑝 )

 
𝑇

=  𝑣1  … 𝑣𝑝 
𝑇

                           (IV.30) 

Ce  qui  nous  permet  de  lui imposer n’importe  quelle  dynamique stable par le nouveau 

vecteur d’entrée   𝑣 =  𝑣1  … 𝑣𝑝  
𝑇

. 
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IV.4.3.3. Mise sous forme canonique 

Si le système (III.23) est de la forme canonique suivante, 

                                                                          

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑥 1 = 𝑥2                                                         
⋮                                                

𝑥 𝑟1−1 = 𝑥𝑟1                                                                                      

𝑥 𝑟1
= 𝑓1 𝑥 +  𝑔1𝑗  𝑥 𝑢𝑗

𝑝
𝑗=1                       

𝑥 𝑟1+1 = 𝑥𝑟1+2                                               

⋮                                            
𝑥 𝑟1+𝑟2−1 = 𝑥𝑟1+𝑟2                                                                     

𝑥 𝑟1+𝑟2
= 𝑓2 𝑥 +  𝑔2𝑗  𝑥 𝑢𝑗         

𝑝
𝑗=1

⋮                               
⋮                   

𝑥 𝑟 = 𝑓𝑟 𝑥 +  𝑔𝑝𝑗  𝑥 𝑢𝑗
𝑝
𝑗=1

            

           

  (IV.31) 

Avec, 

                                      𝑥 =  𝑦1 , 𝑦 1 , … , 𝑦1
(𝑟1−1)

, 𝑦2 , 𝑦 2 , … , 𝑦2
(𝑟2−1)

, …… , 𝑦𝑝 , 𝑦 𝑝 , … , 𝑦𝑝
(𝑟𝑝−1)

 
𝑇

 (IV.32) 

Le retour d’état (IV.29), seul, permet une linéarisation exacte du système (IV. 31). 

Si  le système (IV.27) n’est pas de la forme (IV.31), il faut envisager le changement de 

variables suivant dans l’espace d’état, avant de pouvoir appliquer le bouclage linéarisant 

(IV.29) [31, 77, 78], 

                                                                                 𝑧 = 𝑇(𝑥) (IV.33) 

Avec, 

𝑧 =  𝑧1 …z𝑟1
 𝑧𝑟1+1

…𝑧𝑛  
𝑇

;    𝑇(𝑥) =  𝑇1 𝑥 ,…𝑇𝑟1
 𝑥 , 𝑇𝑟1+1

 𝑥 ,… , 𝑇𝑛(𝑥) 
𝑇

 

Et, 

                                       

𝑇1(𝑥)
⋮
⋮

𝑇𝑛(𝑥)

 =

 
 
 
 
  𝑕1 𝑥 ,  𝐿𝑓𝑕1 𝑥 ,… , 𝐿𝑓

𝑟1−1
𝑕1(𝑥) 

𝑇

⋮
⋮

 𝑕𝑝 𝑥 ,  𝐿𝑓𝑕𝑝 𝑥 ,… , 𝐿
𝑓

𝑟𝑝−1
𝑕𝑝(𝑥) 

𝑇

 
 
 
 
 

                         (IV.34) 

Qui permet de transformer le système (IV.27), sous la nouvelle forme canonique suivante, 

                                                            

 
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑧 1 = 𝑧2                                                  

⋮                                            
𝑧 𝑟1−1 = 𝑧𝑟1

                                           

𝑧 𝑟1
= 𝐿𝑓

𝑟1𝑕1 +  𝐿𝑔𝑗𝐿𝑓
𝑟1−1

𝑕1𝑢𝑗
𝑝
𝑗=1     

𝑧 𝑟1+1 = 𝑧𝑟1+2                                      

⋮                                        
⋮                                        

𝑧 𝑛 = 𝐿
𝑓

𝑟𝑝𝑕𝑝 +  𝐿𝑔𝑗𝐿𝑓
𝑟𝑝−1

𝑕𝑝𝑢𝑗
𝑝
𝑗=1

  (IV.35) 
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Avec l’équation de sortie, 

                                                                                   

 
 
 

 
 
𝑦1 = 𝑧1                   
 𝑦2 = 𝑧𝑟1+1              

 ⋮                   
⋮                  

   𝑦𝑝 = 𝑧𝑟1+⋯+𝑟𝑝−1+1

  (IV.36) 

Pour le cas du manipulateur rigide, le modèle dynamique par (IV.18) peut être facilement 

mis sous la forme canonique (IV.27) selon [31, 43, 71, 81], 

                                           
𝑥 1 = 𝑥2                                                                                

𝑥 2 = −𝑩(𝑥1)−1𝒉 𝑥1, 𝑥2 + 𝑩(𝑥1)−1𝑢                        
𝑦 = 𝑥1                                                                                 

   (IV.37) 

Avec, 𝑥1 = 𝒒, 𝑥2 = 𝒒 ,   

Dans ce cas le bouclage linéarisant est facilement obtenu à partir de (IV.29), en remarquant 

selon [81] que, 

𝐴 𝑥 = −𝑩(𝑥1)−1𝒉 𝑥1, 𝑥2 ,    𝐸 𝑥 = 𝑩(𝑥1)−1 

                                                                  𝑢 = 𝑩 𝑥1 𝑣 + 𝒉 𝑥1, 𝑥2   (IV.38) 

Remplaçons (IV.38) dans (IV.37), nous aurons, 

                                                                                            
𝑥 1 = 𝑥2 
𝑥 2 = 𝑣  

  (IV.39) 

L’équation (IV.39) représente un ensemble de n système linéaires du deuxième ordre de la 

forme [81], 

                                                                               
𝑥 1𝑖 = 𝑥2𝑖                           
𝑥 2𝑖 = 𝑣𝑖     𝑖 = 1,⋯ , 𝑛   

  (IV.40) 

Comparons les lois de commande (IV.20) et (IV.38), nous pouvons clairement remarquer 

que pour le cas des manipulateurs rigides, la commande linéarisante et la commande par 

dynamique inverse sont identiques [27, 31, 43]. 

 

 

 

 

 

Figure IV.8. Principe de la commande par linéarisation exacte pour manipulateurs à transmissions rigides. 

𝐯 𝐁(𝐪) 𝐮 

𝐡(𝐪, 𝐪 ) 

𝐪 

𝐪  

𝐪 𝐪  𝐯 
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Pour le cas des manipulateurs à transmissions flexibles, considérons l’articulation flexible de 

la figure ci-dessous, 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.9. Exemple d’une articulation robotique à transmissions flexible. 

Où, 

o M : Masse du segment de l’articulation. 

o I : Moment d’inertie du segment autour de l’axe de rotation. 

o J: Moment d’inertie de l’arbre de l’actionneur  

o k: Coefficient de raideur en torsion du système transmission. 

o u : Couple de l’actionneur. 

o q1 : Position angulaire du segment de l’articulation.    

o q2 : Position angulaire de l’arbre de l’actionneur.    

o L : Distance entre l’axe de rotation et le centre de masse du segment 

L’équation dynamique de l’articulation est donnée par le système suivant selon [31, 124, 

131], 

                                                    
𝐼𝑞 + 𝑀𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + 𝑘 𝑞1 − 𝑞2 = 0                          

𝐽𝑞 2 + 𝑘 𝑞1 − 𝑞2 = 𝑢
  (IV.41) 

Le système (IV.41) peut être mis sous la forme d’état ci-dessous, 

                                                    

 
  
 

  
 
𝑥 1 = 𝑥2                                                     

𝑥 2 = −
𝑀𝑔𝐿

𝐼
sin 𝑥1 −

𝑘

𝐼
  𝑥1 − 𝑥3   

𝑥 3 = 𝑥4                                                    

𝑥 4 =
𝑘

𝐽
  𝑥1 − 𝑥3 +

1

𝐽
𝑢                      

𝑦 = 𝑥1                                                   

                         (IV. 42) 

Avec, 

 
𝑥1 = 𝑞1, 𝑥2 = 𝑞 1 
𝑥3 = 𝑞2, 𝑥4 = 𝑞 2
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Ce système et de la forme (IV.27), où, 

𝑓 𝑥 =

 
 
 
 
 
 

𝑥2

−
𝑀𝑔𝐿

𝐼
sin 𝑥1 −

𝑘

𝐼
  𝑥1 − 𝑥3 

𝑥4

𝑘

𝐽
  𝑥1 − 𝑥3  

 
 
 
 
 

;  𝑔 𝑥 =

 
 
 
 
 

0
0
0
1

𝐽
 
 
 
 
 
 

  

En remarquant, à partir des équations (IV.41), que la dérivée quatrième de la sortie 𝑦(4) 

contient explicitement le terme de commande ; nous concluons, facilement, que le degré 

relatif du système r=4. Comme r=n, le système admet une linéarisation exacte.  

Comme ce système n’est pas de la forme canonique (IV.31), la transformation suivante peut 

le ramener sous cette forme, 

                                   

 
  
 

  
 
𝑧1 = 𝑇1 𝑥 = 𝑥1                                                                  

𝑧2 = 𝑇2 𝑥 = 𝐿𝑓𝑇1 = 𝑥2                                                   

𝑧3 = 𝑇3 𝑥 = 𝐿𝑓𝑇2 = −
𝑀𝑔𝐿

𝐼
sin 𝑥1 −

𝑘

𝐼
 𝑥1 − 𝑥3 

𝑧4 = 𝑇4 𝑥 = 𝐿𝑓𝑇3 = −
𝑀𝑔𝐿

𝐼
cos 𝑥1 −

𝑘

𝐼
 𝑥2 − 𝑥4 

             (IV. 43) 

Enfin le bouclage linéarisant donné par (IV.29), est défini comme suit pour ce système mono 

variable, 

                                𝑢 =
1

𝐿𝑔𝑇4 𝑥 
 𝑣 − 𝐿𝑓𝑇4 𝑥  = 𝛽 𝑥 𝑣 + 𝛼 𝑥                                   (IV. 44) 

Avec, 

𝛽 𝑥 =
𝐼𝐽

𝑘
 

𝛼 𝑥 =
𝑀𝑔𝐿𝐽

𝑘
sin 𝑥1  𝑥2

2 +
𝑀𝑔𝐿

𝐼
cos 𝑥1 +

𝑘

𝐼
 +

𝑘

𝐼
 𝑥1 − 𝑥3  

𝑘

𝐼
+
𝑘

𝐽
+
𝑀𝑔𝐿

𝐼
cos 𝑥1   

Par conséquent, le modèle du système dans le nouveau système de coordonnées est donné 

par, 

                                                                         

𝑧 1 = 𝑧2                                                     
𝑧 2 = 𝑧3                                                    
𝑧 3 = 𝑧4                                                    
𝑧 4 = 𝑣                                                     

  (IV.45) 

Les résultats de simulation obtenus lors de l’application de la commande linéarisante de 

pour le modèle nominal du manipulateur PUMA 560 sont présentés par les figures 

suivantes, 
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Figure IV.10a. Commande Linéarisante : Grandeurs de référence et grandeurs réelles dans l’espace opérationnel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.10b. Commande Linéarisante : Erreurs de poursuite dans l’espace opérationnel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.10c. Commande Linéarisante : Entrées de commande pour chaque articulation. 
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Figure IV.10e. Commande Linéarisante: Trajectoire de référence et trajectoire réelle dans l’espace tridimensionnel. 

Les résultats  de simulation confirment l’efficacité de cette technique de commande, où on 

remarque sur la figure IV. 10b  que les erreurs de suivi tendent vers zéro. Cependant, 

comme cette loi est appliquée sur le model nominal du manipulateur, on doit s’assurer de la 

robustesse de la stabilité et des performances de poursuite de cette méthode en 

introduisant des incertitudes paramétriques et des entrée de perturbation dans le model 

nominal. Les résultats de l’essai de robustesse sont discutés dans la section suivante. 

IV.4.3.4. Teste de Robustesse 

Afin de vérifier la robustesse de la loi de commande linéarisante, on propose d’introduire 

des incertitudes paramétriques dans le modèle nominal (IV.18) du manipulateur et des 

couples de perturbations au niveau de chaque articulation. Par conséquent, le model 

perturbé sera défini par la suite du travail comme suit, 

 
∆𝑩 = 𝑩  𝒒 − 𝑩 𝒒 =  𝟎. 𝟏𝑩  𝒒                           𝟏𝟎% 𝒅𝒆 𝑩  𝒒                

∆𝒉 = 𝒉  𝒒, 𝒒  − 𝒉 𝒒, 𝒒  = 𝟎. 𝟏𝒉  𝒒, 𝒒                 𝟏𝟎% 𝒅𝒆 𝒉  𝒒, 𝒒            

  

Où 𝑩  𝒒 , 𝒉  𝒒, 𝒒   représentent les valeurs nominales de B et  𝒉 𝒒, 𝒒  . 

Les couples de perturbation sont définis selon [65, 120] comme, 

  𝜏𝑖 𝑡 = 7.5 𝑠𝑖𝑛 4.3575𝑡 + 3.5. 𝑠𝑖𝑛 9.825 + 3.5 𝑠𝑖𝑛 2.7075 − 4.5 
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Les résultats de simulation pour le modèle perturbé sont présents ci-dessous, 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

Figure IV.11a. Commande Linéarisante : Grandeurs de référence et grandeurs réelles après l’introduction des 
incertitudes paramétriques et des couples de perturbation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.11b. Commande Linéarisante : Erreurs de poursuite dans l’espace opérationnel pour le modèle perturbé. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.11e. Commande Linéarisante: Effets des perturbations sur les performances de poursuite dans l’espace 
tridimensionnel. 

Y(m) 
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Il est clair que les performances du suivi ont été beaucoup dégradées, et le système en 

boucle fermée risque même de diverger si les incertitudes et les perturbations deviennent 

un peu plus importantes, le même constat est vrai pour le cas de la commande P.D. Ce 

résultat était attendu dès le départ, car les lois de commande linéarisante et P.D ne sont pas 

connus comme des lois de commande à caractère fortement robustes. C’est pour cette raison 

qu’on proposera d’étudier, par la suite, certaines lois à caractère fortement robuste.  

IV.4. Commandes multi variables robustes 

IV.4.1. Commande linéarisante robuste 

L’approche de la commande linéarisante entrées/sorties nécessite la connaissance exacte du 

modèle du système pour pouvoir compenser ses non linéarités. Dans le cas d’une 

implémentation pratique, il faut prendre en considération les différentes sources 

d’incertitudes comme les erreurs de modélisation, les variations inconnues des charges 

manipulées, et les erreurs de calcul. Considérons de nouveau le modèle du manipulateur 

rigide (IV.18), 

                                                                       𝑩 𝒒 𝒒 + 𝒉 𝒒, 𝒒  = 𝒖  (IV.46) 

En tenant compte de l’incertitude sur le modèle du système, on peut exprimer la loi de 

commande non linéaire (IV.20) comme suit [27, 43, 31, 82, 83], 

                                                                       𝒖 = 𝑩  𝒒 𝒗 + 𝒉  𝒒, 𝒒    (IV.47) 

Où 𝑩  𝒒 , 𝒉  𝒒, 𝒒   représentent les valeurs nominales de B, h. L’incertitude ou l’erreur du 

modèle est représentée par, 

                                                                   
∆𝑩 = 𝑩  𝒒 − 𝑩 𝒒        

∆𝒉 = 𝒉  𝒒, 𝒒  − 𝒉 𝒒, 𝒒  
  (IV.48) 

A partir des équations (IV.46) et (IV.7), on trouve,  

𝑩 𝒗 + 𝒉 = 𝑩𝒒 + 𝒉 

On peut l’exprimer de la façon suivante, 

                                                             
𝒒 = 𝑩−𝟏𝑩 𝒗 + 𝑩−𝟏∆𝒉                      

 = 𝒗 +  𝑩−𝟏𝑩 − 𝑰 𝒗 + 𝑩−𝟏∆𝒉
 (IV.49) 

Nous définissons les grandeurs ci-dessous comme dans [27, 31, 43, 82, 83], 

                                                                      
𝑬 =  𝑩−𝟏𝑩 − 𝑰 

𝜼 = 𝑬𝒗 + 𝑩−𝟏∆𝒉
    (IV.50) 
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Si nous remplaçons (IV.50) dans (IV.49), nous obtenons l’équation du système linéarisé avec 

la prise en compte des erreurs du modèle, 

                                                                        𝒒 = 𝒗 + 𝜼(𝒗, 𝒒, 𝒒 ) (IV.51) 

IV.4.1.1. Conception de la loi de commande de la boucle externe 

Il ya plusieurs méthodes pour assurer la robustesse de la commande linéarisante. Nous 

allons traiter l’approche connue sous la théorie  de la stabilité garantie des systèmes 

uncertains, basé sur la théorie de Lyapunov (Lyapunov second method). Dans cette 

approche, la loi de commande v de la boucle externe est définie comme dans [27, 31, 43, 82, 

83], 

                                            𝒗 = 𝒒 𝒅 𝑡 + 𝑲𝑫 𝒒 𝒅 − 𝒒  + 𝑲𝑷 𝒒𝒅 − 𝒒 + Δ𝒗 (IV.52) 

Ce qui donne la dynamique de poursuite ci-dessous, 

                                         𝒒 𝒅 𝑡 − 𝒒  + 𝑲𝑫 𝒒 𝒅 − 𝒒  + 𝑲𝑷 𝒒𝒅 − 𝒒 + Δ𝒗 + 𝜼 = 𝟎 (IV.53) 

Cette dynamique peut être mise sous la forme d’état suivante, 

                                                                𝑒 = 𝐴𝑒 + 𝐵 Δ𝒗 + 𝜼  (IV.54) 

Avec, 

𝐴 =  
𝟎 𝑰

−𝑲𝑷 −𝑲𝑫
 , 𝐵 =  

𝟎
𝑰
 , 𝑒 =  

𝒒𝒅 − 𝒒
𝒒 𝒅 − 𝒒   

Le terme de commande  Δv est un terme additionnel  conçu spécialement pour compenser 

l’effet déstabilisateur de l’incertitude η. L’idée est de calculer une borne supérieur scalaire 

𝜌 𝑒, 𝑡  de la norme Euclidienne de η [27, 31, 43, 82, 83], 

                                                                                 𝜼 ≤ 𝜌 𝑒, 𝑡  (IV.55) 

La substitution de la loi (IV.52) dans l’expression de η (IV.50) donne, 

                                                  𝜼 = 𝑬∆𝒗 + 𝑬 𝒒 𝒅 𝑡 + 𝑲𝑫𝒆 + 𝑲𝑷𝒆 + 𝑩−𝟏∆𝒉  (IV.56) 

Supposons que cette borne 𝜌 𝑒, 𝑡  est de la forme donnée par [31], 

                                                          𝜼 ≤ 𝛼 ∆𝒗 + 𝛾1 𝑒 + 𝛾2 𝑒 
2 + 𝛾3  (IV.57) 

Avec, 

𝛼 =  𝑬 =  𝑩−𝟏𝑩 − 𝑰  

Les constantes 𝛾𝑖  sont positives, et supposons de plus, 

                                                                                  ∆𝒗 ≤ 𝜌 𝑒, 𝑡  (IV.58) 
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Par conséquent, nous aurons la condition suivante, 

                                             𝜼 ≤ 𝛼𝜌 𝑒, 𝑡 + 𝛾1 𝑒 + 𝛾2 𝑒 
2 + 𝛾3 = 𝜌 𝑒, 𝑡  (IV.59) 

Finalement, à partir de (IV.59) la borne 𝜌 𝑒, 𝑡  est définie comme, 

                                                     𝜌 𝑒, 𝑡 =
1

1 − 𝛼
 𝛾1 𝑒 + 𝛾2 𝑒 

2 + 𝛾3                           (IV. 60)     

Comme 𝑲𝑷 et 𝑲𝑫 sont choisis pour que la matrice A soit une matrice de Hurwitz, choisissons 

les deux matrices définies positives P > 0 et Q > 0 tel que la matrice P est la solution 

symétrique satisfaisant l’équation de Lyapunov suivante, 

                                                                           𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 = −𝑄 (IV.61) 

La loi de commande ∆𝒗 est définie comme [27, 31, 43, 82, 83], 

                                  ∆𝒗 =  
−𝜌 𝑒, 𝑡 

𝐵𝑇𝑃𝑒

 𝐵𝑇𝑃𝑒 
,      𝑠𝑖  𝐵𝑇𝑃𝑒 ≠ 0

0,                                  𝑠𝑖  𝐵𝑇𝑃𝑒 = 0

                                (IV. 62) 

Cette loi assure que la fonction de Lyapunov V décrite ci-dessous est décroissante [27, 31], 

                                                                                 𝑉 = 𝑒𝑇𝑃𝑒 (IV.63) 

Pour démontrer que 𝑉 ≤ 0 calculons cette dérivée, 

                                                              𝑉 = −𝑒𝑇𝑄𝑒 + 2𝑒𝑇𝑃𝐵 Δ𝒗 + 𝜼  (IV.64) 

Pour simplifier cette expression, posons 𝑤 = 𝐵𝑇𝑃𝑒  et considérons le deuxième terme du 

second membre de l’expression ci-dessus, 𝑤𝑇 Δ𝒗 + 𝜼 . Si 𝑤 = 0 ce terme disparaisse 

et  𝑉 ≤ 0.  

Si 𝑤 ≠ 0, 

                                                                       Δ𝒗 = −𝜌
𝑤

 𝑤 
                                                  (IV. 65) 

Le second terme de (IV.65) devient selon l’inégalité de Cauchy-Schwarz,  

                                    
𝑤𝑇  −𝜌

𝑤

 𝑤 
+ 𝜼 ≤ −𝜌 𝑤 +  𝑤  𝜼   

                                  =  𝑤 (−𝜌 +  𝜼 ) ≤ 0
                                 (IV. 66)  

Comme  𝜼 ≤ 𝜌 𝑒, 𝑡 .  

Par conséquent, 

                                                                            𝑉 < −𝑒𝑇𝑄𝑒 (IV.67) 
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Ainsi, nous avons démontré que la loi de commande (IV.62) assure la convergence des 

trajectoires du système ver les trajectoires désirées malgré la présence de la perturbation 𝜼. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.12. Schéma de la commande linéarisante robuste (RNFLC). 

Les résultats de simulation obtenus pour cette technique de commande sont donnés par les 

figures ci-dessous, 

 

Figure IV.13a. Commande Linéarisante Robuste : Grandeurs de référence et grandeurs réelles dans l’espace 
opérationnel. 
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Figure IV.13b. Commande Linéarisante Robuste: Erreurs de poursuite dans l’espace opérationnel pour le modèle 

perturbé. 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
Figure IV.13c. Commande Linéarisante Robuste: Un zoom sur les erreurs de poursuite.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure IV.13d. Commande Linéarisante Robuste: Entrées de commande pour chaque articulation. 
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Figure IV.13e. Commande Linéarisante Robuste: zoom sur les entrées de commande. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.13f. Commande Linéarisante Robuste: Trajectoire de référence et trajectoire réelle dans l’espace 
tridimensionnel. 
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boucle de commande en excitant les dynamiques de hautes fréquences négligées lors de la 

modélisation. Cet inconvénient est très connu dans le domaine de l’automatique sous le nom 

de la réticence ou le chattering en anglais.  

IV.4.2. Commande par rejet actif de perturbation ADRC 

Parmi les lois de contrôle robuste qui existent, on trouve la commande  par rejet actif de 

perturbation connue sous l'abréviation en anglais ADRC (Active Disturbance Rejection 

Control). 

L’ADRC a été d'abord proposée par J. Han dans les années 1990s [85, 86] et encore simplifié 

et explicitée par Z. Gao dans [87, 88]. L’idée de cette approche, relativement récente, 

consiste à considérer les non linéarités et les perturbations du système comme un état 

supplémentaire estimé et compensé à chaque instant (en temps réel) en utilisant un 

observateur à état étendu (ESO). La compensation dynamique réduit le système 

approximativement à un simple intégrateur double qui peut être facilement contrôlé en 

utilisant une loi de commande linéaire [81, 85, 93]. En raison de sa robustesse et de fort 

rejet de perturbation,  L’ADRC a été appliquée avec succès dans de nombreux domaines [81, 

85, 86, 93]. 

Afin d’expliquer cette technique de commande, considérons le système mono variables 

d’ordre deux décrit par l’équation suivante [87, 88, 89, 92, 93], 

                                                                     𝑦  = 𝑓 𝑦, 𝑦 , 𝑤 + 𝑏𝑢  (IV.68) 

Où f (.) représente la dynamique du modèle et de la perturbation, w est une entrée de 

perturbation inconnue, u est l’entrée de commande, et y est la sortie mesurée. On suppose 

que la valeur du paramètre b est connue. Le système (IV.68) est ensuite modifié comme suit, 

                                                                                  

𝑥 1 = 𝑥2           
𝑥 2 = 𝑥3 + 𝑏𝑢

𝑥 3 = 𝑓  .         

  (IV.69) 

Où,  𝑥1 = 𝑦, 𝑥2 = 𝑦 , 𝑥3 = 𝑓(𝑦, 𝑦 , 𝑤) . La fonction f est traitée comme un état augmenté. Ici f et 

𝑓  sont inconnus. En considérant 𝑓 𝑦, 𝑦 , 𝑤 comme un état, on peut maintenant l’estimer en 

utilisant un estimateur (observateur) d’état. Les auteurs dans [81, 89, 90, 91, 92, 93] ont 

proposé l’observateur non linéaire suivant pour le système (IV.69), 

                                                                   
𝑥  = 𝐴. 𝑥 + 𝐵. 𝑢 + 𝐿. 𝑓𝑎𝑙 𝑒, 𝛼𝑖 , 𝛿 

𝑦 = 𝐶. 𝑥                                              
  (IV.70) 
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Où, 

                𝐴 =  
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , 𝐵 =  
0
𝑏
0
 , 𝐶 =  1 0 0 , 𝐿 =  

𝐿1

𝐿2

𝐿3

    

L’erreur de l’observateur est  𝑒 =  𝑦 − 𝑥 1. 

 𝑓𝑎𝑙 𝑒, 𝛼𝑖 , 𝛿  est définie comme une fonction exponentielle de gain modifié, 

                                𝑓𝑎𝑙(𝑒, 𝛼𝑖 , 𝛿) 𝑖=1,2,3 =  
 𝑒 𝛼𝑖 . 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑒 ,   𝑠𝑖  𝑒 > 𝛿

𝑒

𝛿1−𝛼𝑖
,                   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 

                           (IV. 71) 

Si on choisi 0 < 𝛼𝑖 <  1 , 𝑓𝑎𝑙(𝑒, 𝛼𝑖 , 𝛿) représente un gain élevé lorsque l’erreur d’observation 

est faible. La valeur 𝛿 > 0 petite est utilisée pour limiter le gain au voisinage de l’origine. 

Ainsi, l’observateur réduit { l’ensemble d’équations d’état suivantes, est désigné sous le nom 

d’un observateur { état étendu (Extended state observer ESO), 

                                                                   

𝑥  1 = 𝑥 2 + 𝐿1𝑓𝑎𝑙 𝑒, 𝛼1, 𝛿            

𝑥  2 = 𝑥 3 + 𝐿2𝑓𝑎𝑙 𝑒, 𝛼2, 𝛿 + 𝑏𝑢

𝑥  3 = 𝐿3𝑓𝑎𝑙 𝑒, 𝛼2, 𝛿                    

  (IV.72) 

Notons que si l’erreur est petite  𝑒 ≤ 𝛿 < 1 , l’observateur ESO devient un observateur 

linéaire (de Luenberger), 

                                                                            

𝑥  1 = 𝑥 2 + 𝛽1𝑒           

𝑥  2 = 𝑥 3 + 𝛽2𝑒 + 𝑏𝑒

𝑥  3 = 𝛽3𝑒                  

  (IV.73) 

Avec, 

𝛽𝑖 =
𝐿𝑖

𝛿1−𝛼𝑖
 

Les paramètres 𝛽𝑖  sont généralement choisis comme dans [81, 90, 91, 92, 93], 

                                                               𝑠3 + 𝛽1𝑠
2 + 𝛽2𝑠 + 𝛽3 =  𝑠 + 𝜔0 

3 (IV.74) 

ω0 est la bande passante de l’observateur, et s est l’opérateur de Laplace.  

En utilisant la méthode de placement de pôles donnée par l’équation (IV.74), pour le 

cas |𝑒|  ≤  𝛿  (c.à.d. observateur linéaire), les gains de l’observateur peuvent être évalués 

comme suit, 
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𝐿1

𝛿1−𝛼1
= 3𝜔0 

𝐿2

𝛿1−𝛼2
= 3𝜔0

2 

𝐿3

𝛿1−𝛼3
= 𝜔0

3 

La commande active de rejet de perturbation ADRC, est alors définie comme une méthode 

de commande où la valeur de 𝑓(𝑦, 𝑦 , 𝑤)   est estimée en temps réel et compensée par 

l’utilisation du signal de commande u.  

Comme 𝑥 3 →  𝑓 , il est utilisé pour éliminer activement la fonction f par l’application de la 

commande,  

                                                                             𝑢 =  (𝑢0 − 𝑥 3)/𝑏 (IV.75) 

Cette expression réduit le système (IV.68) à, 

                                                                            𝑦  =  (𝑓 − 𝑥 3) + 𝑢0   (IV.76) 

Quand 𝑥 3 →  𝑓, 

                                                                                      𝑦  ≈ 𝑢0 (IV.77) 

Le système réduit (IV.77) est de type intégrateur double de gain unité, ce qui permet 

l’utilisation de la loi de commande linéaire suivante, 

                                           𝑢0  = 𝑦 𝑟𝑒𝑓 + 2𝜁𝜔𝑛𝑒 + 𝜔𝑛
2𝑒 = 𝑦 𝑟𝑒𝑓 + 𝐾𝐷𝑒 + 𝐾𝑝𝑒 (IV.78) 

Où 𝑦𝑑  est le signal de référence. Les gains de l’observateur 𝐿𝑖  et les gains du correcteur 

linéaire peuvent être calculés par un placement de pôle adéquat. La figure IV.14 montre la 

configuration de l’ADRC. 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.14. Schéma global de la commande ADRC. 
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L’application de la loi de commande (IV.78) pour le système (IV.77) nous donne la 

dynamique de poursuite en boucle fermée [89, 93],  

                                                                           𝑒 + 2𝜁𝜔𝑛  𝑒 + 𝜔𝑛
2 𝑒 = 0 (IV.79) 

ω𝑛  , 𝜁 sont respectivement la bande passante et l’amortissement du système en boucle 

fermée. La bande passante de l’observateur 𝜔0est choisie généralement comme, 

𝜔0 = (3~5)𝜔𝑛  

IV.4.2.1. Application de l’ADRC pour la commande du manipulateur Puma 560 

Remarquons que le modèle (IV.51) du manipulateur linéarisé par la loi de commande 

(IV.47), peut être réécrit comme une série de sous systèmes découplés du deuxième ordre 

comme indiqué ci-dessous [81, 93], 

                                                                   𝑞 𝑖 = 𝜂𝑖 𝑣, 𝑞, 𝑞  + 𝑣𝑖     𝑖 = 1,… , 𝑛 (IV.80) 

Alors, ils sont de la forme (IV.68), où, 

                                                                            

𝑥𝑖1  = 𝑞𝑖
𝑥𝑖2  = 𝑞 𝑖

 𝑥𝑖3  = 𝑓(. ) = 𝜂𝑖 𝑣, 𝑞, 𝑞  

𝑏 = 1

  (IV.81) 

Par conséquent, la loi de commande ADRC peut être facilement élaborée pour chaque 

articulation. Pour notre manipulateur, les résultats sont donnés par les figures suivantes, 

 

Figure IV.15a. Commande ADRC: Grandeurs de référence et grandeurs réelles dans l’espace opérationnel. 
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Figure IV.15b. Commande ADRC: Erreurs de poursuite dans l’espace opérationnel pour le modèle perturbé. 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

Figure IV.15c. Commande ADRC: Zoom sur les erreurs de poursuite. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.15d. Commande ADRC: Entrées de commande pour chaque articulation. 
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Figure IV.15e. Commande ADRC: Zoom sur les entrées de commande. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.15f. Commande ADRC: Trajectoire de référence et trajectoire réelle dans l’espace tridimensionnel. 

Le remplacement du contrôleur de la boucle externe de commande de la loi linéarisante 

robuste RNFLC par un contrôleur à rejet actif de perturbation ADRC, n’a pas eu juste comme 

effet d’augmenté considérablement la robustesse des performances de suivi, les figures IV. 

15c montre  des erreurs de poursuite beaucoup plus faibles que celles de la RNFLC avec des 

erreurs de positionnement moins de 0.1 mm et 0.02degré pour l’orientation ;  mais en plus, 

il a parfaitement éliminé le phénomène de réticence « chattering», où la figure IV. 15d 

montre des signaux de commande beaucoup plus lisses avec des amplitudes moins 

importantes, ce qui va sûrement améliorer l’efficacité énergétique du système asservi.  
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IV.4.3. Commande par mode de glissement 

La commande par mode de glissement a connu un grand succès depuis plusieurs années, 

cela est dû { la simplicité de sa mise en œuvre est sa robustesse vis-à-vis des perturbations 

et des variations paramétriques. Elle consiste { amener la trajectoire d’état du système 

commandé vers la surface de glissement et de la faire commuter { l’aide d’une logique de 

commutation appropriée autour de celle-ci jusqu’au point d’équilibre (origine du plan de 

phase) [96, 97]. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.16. Schéma de la commande par mode de glissement. 

La conception de la loi de commande peut être effectuée en trois étapes [96, 97], 

o Le choix de la surface de glissement.  

o L’établissement des conditions de convergence. 

o La détermination de la loi de commande. 

IV.4.3.1. Surface de glissement 

Afin de concevoir la loi de commande par mode de glissement, considérons le système non 

linéaire de la forme (IV.82) selon [61, 95, 99, 100], 

                                                              𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝑔 𝑥, 𝑡 . 𝑢 (IV.82) 

𝑢𝑖 𝑥, 𝑡 =  
𝑢𝑖

+ 𝑥, 𝑡   𝑠𝑖  𝑠𝑖 𝑥, 𝑡 > 0 

𝑢𝑖
− 𝑥, 𝑡   𝑠𝑖  𝑠𝑖 𝑥, 𝑡 < 0

 ,   𝑢 ∈ 𝑅𝑚  

Avec, 

o  𝑠𝑖 𝑥, 𝑡 :  Est la i ème composante de la fonction de commutation (surface de 

glissement)  vectorielle 𝑠(𝑥, 𝑡). 

o 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : Le vecteur d’état. 
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o 𝑢 ∈ 𝑅𝑚  : Les entrées de commande. 

o 𝑦 ∈ 𝑅𝑝 : Les sorties à commander. 

o 𝑟𝑖 : Le degré relatif de la sortie 𝑦𝑖 . 

o 𝑓 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑅𝑛 , 𝑔 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑅𝑛×𝑚  : Deux fonctions non linéaires. 

La surface de glissement est une fonction scalaire telle que la variable à commander glisse 

sur cette surface et tend vers l’origine du plan de phase en régime permanent. Ainsi, cette 

surface définie le comportement dynamique désirée du système en boucle fermée (système 

à commander plus la loi de commande). Dans la littérature, nous trouvons différentes 

formes des surfaces de glissement, ou chaque type de surfaces présente de meilleures 

performances pour une application donnée [94, 95,  96, 97]. Dans notre cas,  nous nous 

intéresserons à un choix particulier  qui est linéaire par rapport aux variables à commander  

(positions angulaires des deux articulations) [22, 94], 

                                                               𝑠𝑖 𝑥, 𝑡 =  
𝑑

𝑑𝑡
+ 𝜆𝑖 

𝑟𝑖−1

. 𝑒𝑖                                     (IV. 83) 

Où, 

o 𝑒𝑖 : Erreur entre la variable à commander et sa grandeur de référence  𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑟𝑒𝑓 𝑖 . 

o 𝜆𝑖 : Constante positive. 

o 𝑟𝑖 : Degré relatif de la sortie à commander par rapport { l’entrée de commande (le 

nombre de fois qu’il faut dériver la sortie { commander pour faire apparaitre au moins 

un terme de commande). 

Alors, 

𝑠 𝑥, 𝑡 =  𝑠1 𝑥, 𝑡 , 𝑠2 𝑥, 𝑡 ,⋯ , 𝑠𝑚(𝑥, 𝑡) 𝑇 

IV.4.3.2. Condition de convergence 

La condition de convergence permet au système de converger vers la surface de glissement 

et d’y rester indépendamment de la perturbation. Il s’agit alors de formuler une fonction 

scalaire positive 𝑉(𝑥, 𝑡) > 0 pour les variables d’états du système qui est définie par la 

fonction de Lyapounov suivante, 

                                                                   𝑉 𝑥, 𝑡 =
1

2
𝑠 𝑥, 𝑡 𝑇 . 𝑠 𝑥, 𝑡  (IV.84) 

L’idée est de choisir la loi de commande pour faire décroitre cette fonction afin de garantir 

l’attraction de la variable à commander vers sa valeur de référence. Pour que la fonction de 
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Lyapounov décroisse, il suffit de s’assurer que sa dérivée soit négative. Ceci est vérifié par la 

condition suivante [61, 94-97, 100], 

                                                                                     𝑠𝑇𝑠 < 0  (IV.85) 

Cette condition (IV.85), est appelée condition de glissement. 

IV.4.3.3. Calcul de la loi de commande 

La structure d’un contrôleur comporte deux composantes, une première concernant la 

linéarisation exacte et une deuxième stabilisante. Cette dernière est très importante dans la 

technique de commande par mode de glissement, car elle est utilisée pour éliminer les effets 

d’imprécision du modèle et de rejeter les perturbations extérieures. La loi de commande est 

définie par [22, 94-99], 

                                                                        𝑢 𝑡 = 𝑢𝑒𝑞  𝑡 + 𝑢𝑛(𝑡) (IV.86) 

o 𝑢𝑒𝑞 : Correspond à la composante équivalente. 

o 𝑢𝑛 : Correspond à la composante non linéaire discontinue. 

La composante équivalente sert à maintenir la variable à commander sur la surface de 

glissement 𝑠 𝑥, 𝑡 = 0. La commande équivalente est déduite en considérant que la de la 

surface de glissement est nulle 𝑠  𝑥, 𝑡 = 0. Elle peut être interprétée comme étant un retour 

d’état particulier jouant le rôle d’un signal de commande appliqué sur le système { 

commander Elle peut être aussi interprétée autrement comme étant une valeur moyenne 

que prend la commande lors de la commutation rapide entre les valeurs 𝑢𝑚𝑎𝑥  et 𝑢𝑚𝑖𝑛  [22, 

61, 94-100]. 

                                                        𝑠  𝑥, 𝑡 =
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕𝑠

𝜕𝑡
= 0                                              (IV. 87) 

En remplaçant (IV.82) et (IV.83) dans (IV.87), nous trouvons, 

𝑠  𝑥, 𝑡 =
𝜕𝑠

𝜕𝑥
 𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝑔 𝑥, 𝑡 . 𝑢 +

𝜕𝑠

𝜕𝑡
 

                                         𝑠  𝑥 = 0 ⟹ 𝑢𝑒𝑞 = − 𝐺𝑔 −1  
𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ 𝐺𝑓 𝑥                          (IV. 88) 

Avec, 

𝐺 =
𝜕𝑠

𝜕𝑥
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Pour que la commande équivalente puisse prendre une valeur finie, il faut que : 𝐺. 𝑔 𝑥, 𝑡  

soit inversible. 

La trajectoire d’état en mode de glissement est obtenue par la substitution de 𝑢𝑒𝑞  dans 

l’équation (IV.82) on obtient, 

                                        𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝑔 𝑥, 𝑡  𝐺𝑔 −1  
𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ 𝐺𝑓 𝑥                           (IV. 89) 

IV.4.3.4. Robustesse des modes glissants vis-à-vis des perturbations 

Considérons le système perturbé suivant selon [95, 99, 100], 

                                                              𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝑔 𝑥, 𝑡 . 𝑢 + 𝑝(𝑥, 𝑡)  (IV.90) 

Où p représente l’effet des incertitudes paramétriques sur le modèle ou des perturbations 

externes.  

Le régime glissant sur s, du système perturbé (IV.90), est invariant vis-à-vis de p, si et 

seulement si le vecteur de perturbation p vérifie la condition suivante [95, 99, 100], 

                                                                  𝑝 ∈  𝑉𝑒𝑐𝑡 {𝑔(𝑥, 𝑡)}  (IV.91) 

Avec, Vect l’espace engendré par la base g(x, t). 

La condition (IV.91) est appelée condition de recouvrement ou « matching condition ». 

Remarque, Pour une convergence en temps fini vers la surface de glissement, la condition 

d’attractivité (IV.85) qui ne garantit qu’une convergence asymptotique vers la surface de 

glissement, est remplacée par une condition plus fine dite de η-attractivité [95, 99, 100] 

donnée par, 

                                                                      𝑠𝑇𝑠 < −𝜂 𝑠  (IV.92) 

Dans ce cas on peut assurer que la surface s(x, t) = 0 va être rejointe en un temps fini 𝑡𝑓 tel 

que,  

                                                              𝑡𝑓  <  
𝑠(𝑡 = 0)

𝜂
                                                         (IV. 93) 
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IV.4.3.5. Phénomène de réticence 

La forme la plus simple que peut prendre la loi de commande 𝑢𝑛  afin de satisfaire la 

condition d’attractivité (IV.92) est celle d’un relais [61, 94, 95, 99, 100], 

                                                                        𝑢𝑛 = −𝑘. 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)  (IV.94) 

La fonction sign est définie comme suit, 

                                                                 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠 =  
+1 𝑠𝑖 𝑠 > 0 
0  𝑠𝑖 𝑠 = 0
−1 𝑠𝑖 𝑠 < 0

  (IV.95) 

𝑘 : Constante positive qui représente le gain de la commande discontinue 𝑢𝑛 . 

Du point de vue de la synthèse de commande, on procède généralement au choix de la 

surface de commutation s(x, t) = 0 en fixant le plus souvent la dynamique de glissement, puis 

on en déduit une commande discontinue un(x, t) du type (IV.94) qui rend cette surface 

attractive et assure ainsi l’apparition du mode de glissement. Ce mode de glissement idéal 

est illustré par la figure IV.17. Un mode de glissement idéal correspond à une commande qui 

commute à une fréquence infinie, or il n’existe aucun organe de commande pouvant réaliser 

cette opération. 

Malgré les différents avantages de la commande par modes de glissement, son utilisation a 

été entravée par un inconvénient majeur qu’on appelle réticence, broutement ou encore 

« chattering » en Anglais (Figure IV.18). La réticence est une conséquence naturelle du 

comportement dynamique réel de l’ensemble actionneur-système à commander. Elle est à 

l’origine des commutations persistantes de la commande qui peuvent provoquer une 

détérioration anticipée de l’organe de commande, ou exciter les dynamiques de hautes 

fréquences non considérées dans la modélisation, ce qui peut mener jusqu’{ la 

déstabilisation du système bouclé. Dans la littérature, on trouve plusieurs méthodes pour 

limiter ce phénomène. L’approche la plus simple, dite approche de couches limites, consiste 

à remplacer la fonction signe par une fonction plus lisse [94, 99,  100]. 
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                             Figure IV.17. Mode de glissement idéal.                  Figure IV.18. Mode de glissement avec réticence. 

Parmi les fonctions utilisées, on trouve la fonction saturation définie comme dans [94, 99,100], 

                                                      𝑠𝑎𝑡  𝑠 𝜙  =  
𝑠
𝜙          𝑠𝑖  𝑠 ≤ 𝜙 

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠   𝑠𝑖  𝑠 > 𝜙
  (IV.96) 

IV.4.3.6. Modes glissants d’ordre supérieurs 

Le principe de la commande par modes glissants d’ordre supérieur, consiste { contraindre le 

système à évoluer sur une surface de glissement déterminée par [22, 99, 100, 101], 

𝑠 = 𝑠 = 𝑠 = ⋯ = 𝑠(𝑟−1) = 0, 

 𝑟 étant l’ordre de la commande, avec 𝑠(𝑖) la ième dérivée de la fonction s par rapport au 

temps. Outre la conservation des propriétés de robustesse, cette approche permet de 

réduire le phénomène de réticence et d’obtenir de meilleures performances.  

En d’autres termes, si nous avons une période d’échantillonnage 𝛿, la précision sera de 

l’ordre de 𝑂(𝛿2 ) , alors qu’elle ne serait que de l’ordre de 𝑂(𝛿 ) pour le premier ordre. 

Dans la littérature nous trouvons deux types de modes glissants d’ordre r idéaux et réels, 

dont les définitions sont les suivantes d’après [99, 100], 

Définition 1,  La trajectoire (𝑡, 𝑥(𝑡)) ayant pour condition initiale (0, 𝑥0) est une trajectoire 

à modes glissants idéaux d’ordre 𝑟 par rapport à la surface 𝑠 =  0, s’il existe 𝑡 1 >  0 tel 

que  ∀𝑡 ≥  𝑡1 , les égalités suivantes soient vérifiées 

𝑠 𝑡, 𝑥 𝑡  =  𝑠  𝑡, 𝑥 𝑡  =. . . 𝑠 𝑟−1  𝑡, 𝑥 𝑡  =  0. La notion de modes glissants idéaux n’a pour 

but que d’exprimer une solution théorique, mathématiquement possible mais irréalisable 

pratiquement (à cause des imperfections et limitations physiques des organes de 

commutation). Elle permet d’atteindre de façon plus lisse la surface de contrainte. Ceci est 

généralement lié à un phénomène d’intégration des discontinuités de la commande.  
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Définition 2,  Une commande par modes glissants réels sur s = 0 est dite d’ordre 𝑟 >  0 par 

rapport à une fonction à valeur réelle 𝛾 (𝜖), tels que 𝜖 →  0 ⇒  𝛾 (𝜖)  →  0, si pour n’importe 

quel ensemble compact appartenant au domaine de définition, il existe 𝑡 1 >  0 tel que et une 

constante 𝐶 >  0 telle que  ∀𝑡 ≥  𝑡1 l’inégalité suivante soit vérifiée : 

|𝑠 (𝑡, 𝑥 (𝑡, 𝜖))|  ≤  𝐶 |𝛾(𝜖)|𝑟  . 

La notion de modes glissants réels permet d’exprimer la dépendance de l’algorithme { 

modes glissants par rapport aux imperfections physiques du système réel (retard d’un 

actionneur, échantillonnage de la mesure, gain non infini de la fonction signe en zéro, etc....). 

Cet aspect est très important pour les systèmes { structure variable quand il s’agit de passer 

à une application réelle. 

IV.4.3.7. Commande du manipulateur Puma 560 par modes glissants d’ordre un  

Pour notre étude, nous n’aborderons que la commande par modes de glissement d’ordre un 

ou classique. Pour cela, considérons de nouveau le modèle (IV.7), 

 

𝑥 1 = 𝑥2                                                                                             

𝑥 2 = −𝐵(𝑥1)−1 𝐶 𝑥1, 𝑥2 𝑥2 + 𝐹𝑥2 + 𝑔 𝑥1  + 𝐵(𝑥1)−1𝑢
𝑦 = 𝑥1                                                                                                

  

Avec, 

𝑥1 = 𝒒, 𝑥2 = 𝒒 , 

Par conséquent, les fonctions 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥  sont définies comme, 

𝑓 𝑥 = −𝐵(𝑥1)−1 𝐶 𝑥1, 𝑥2 𝑥2 + 𝐹𝑥2 + 𝑔 𝑥1  , 𝑔 𝑥 = 𝐵(𝑥1)−1 

Remarquons que le degré relatif de la sortie à commander 𝑥1 est égal à 2, 

                                                                 𝑦(2) = 𝑥1
(2) = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 𝑢  (IV.97) 

La surface de glissement est définie comme, 

                                                            𝑠 𝑥 =  𝑥 1 − 𝑥 1𝑑 + 𝜆 𝑥1 − 𝑥1𝑑  (IV.98) 

Avec, 

𝜆 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(𝜆1,⋯ , 𝜆𝑛) 

Finalement, la commande par modes de glissement définie comme [22, 99, 100], 

𝑢 = 𝐵(𝑥1) 𝐵 𝑥1 
−1 𝐶 𝑥1, 𝑥2 𝑥2 + 𝐹𝑥2 + 𝑔 𝑥1  + 𝑞 𝑑 𝑡 − 𝜆𝑒  𝑡 − 𝐾. 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆 𝑥 )  
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La commande équivalente est définie par l’expression ci-dessous, 

     
 𝑢𝑒𝑞 = 𝐶 𝑥1, 𝑥2 𝑥2 + 𝐹𝑥2 + 𝑔 𝑥1 + 𝐵 𝑥1  𝑞 𝑑 𝑡 − 𝜆𝑒  𝑡                

        = 𝐵 𝑥1  𝑞 𝑑 𝑡 − 𝜆𝑒  𝑡  + 𝑕 𝑥1, 𝑥2                                                
 (IV.99) 

La commande non linéaire discontinue est donnée par, 

                                            𝑢𝑑𝑖𝑠𝑐 = −𝐵 𝑥1 . 𝐾. 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆 𝑥 ) (IV.100) 

Les résultats obtenus par modes glissement d’ordre un (méthode conventionnelle) sont 

illustrés par les figures ci-dessous,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.19a. Commande par modes de glissement conventionnels: Grandeurs de référence et grandeurs réelles. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.19b. Commande Modes de glissement conventionnels : Erreurs de poursuite dans l’espace opérationnel 
pour le modèle perturbé. 
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Figure IV.19c. Commande Modes de glissement conventionnels : Zoom sur les erreurs de poursuite. 

 

 

 

Figure IV.19d. Commande Mode de glissement conventionnel: Entrées de commande pour chaque articulation. 
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Figure IV.19e. Commande Mode de glissement conventionnel: Trajectoire de référence et trajectoire réelle dans 
l’espace tridimensionnel. 

Les résultats de simulation montrent le caractère robuste de la commande par modes de 

glissement avec des performances de suivi proches à celles obtenues avec la loi ADRC, où on 

remarque sur la figure IV.19c que les erreurs de positionnement en régime permanent sont 

inférieures 0.2 mm et les erreurs d’orientation inférieures à 0.15 degré. Cependant, comme 

pour le cas de la loi RNFLC, la figure IV. 19d montre des signaux de commande qui 

contiennent des fréquences très élevées avec des amplitudes importantes, ce qui va 

sûrement engendrer les effets nuisibles du phénomène de réticence dans la boucle 

d’asservissement, et diminuera l’efficacité énergétique de ce contrôleur. 

IV.4.4. Commande adaptative neuronale par modes de glissement  

Comme nous l’avons déj{ vu, la commande par mode de glissement conventionnelle 

présente certains inconvénients structurels importants qui limitent sa mise en œuvre dans 

des applications pratiques. Le premier inconvénient réside dans le phénomène de réticence, 

dû au terme de commande discontinu qui peut exciter les dynamiques à hautes fréquences, 

négligées lors de la phase de modélisation, ce qui peut  provoquer des effets nocifs sur le 

système contrôlé (usure du mécanisme et actionneurs dans les systèmes mécaniques…etc. 

voir l’instabilité du système en boucle fermée) [104, 105, 106]. Le second inconvénient est 

du à la difficulté de calcul de la commande équivalente lorsque la modélisation du système 

est très difficile, ou lorsque le système est soumis à une large gamme de variations de 
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paramètres, ou de perturbations externes [103, 107]. Les solutions les plus couramment 

utilisées pour la réduction du phénomène de réticence sont l'approche de la couche limite 

(Boundary Layer), où une approximation continue du terme de contrôle discontinu est 

utilisée { la place de la fonction de signe { l’intérieur d’une zone autour de la surface de 

glissement, cette zone est appelée la couche limite. Cependant, la largeur de cette couche 

produit une relation inverse entre les performances de commande et l'élimination du 

chattering. La deuxième approche proposée est la commande par modes glissants d'ordres 

supérieurs; Malheureusement, la conception de la commande nécessite une procédure de 

calcul complexe [107, 119]. 

Ces dernières années, les outils de l’intelligence artificielle (IA), telles que les réseaux 

neuronaux artificiels, et les systèmes de logique floue, ont été appliquées avec succès pour 

surmonter les problèmes pratiques rencontrés dans la mise en œuvre des contrôleurs par 

mode de glissement [102, 103, 107-118]. Dans l'application des contrôleurs par mode de 

glissement basés sur les réseaux de neurones artificiels pour surmonter les inconvénients 

de la méthode conventionnelle, peu d'idées principales ont été considérées. La première 

tente à exploiter les capacités d'apprentissage de réseaux de neurones pour estimer en 

temps réel la loi de commande équivalentes ou les imprécisions du modèle [102, 103, 107, 

112, 113], le rôle du réseau neuronal est alors de compenser les termes non linéaires et les 

effets des perturbations; si ce terme de compensation est suffisamment précis, la commande 

discontinue, responsable du phénomène de réticence, tend vers à zéro. La deuxième idée 

cherche à déterminer en temps réel le gain de la commande de corrective (discontinue)  

adéquat, juste nécessaire pour éliminer les effets de perturbations, afin de réduire 

l'amplitude du chattering [114, 115, 116, 117, 118]. 

Parmi les différentes approches trouvées dans la littérature, dans cette thèse, on 

s'intéressera à l'approche développé par Y. Yildiz et al. Dans la référence [112]. Ce choix se 

justifie par la simplicité de la conception et la facilité d'implémentation pratique de cet 

algorithme de commande basé sur des bases mathématiques solides. De plus, le système en 

boucle fermée peut atteindre une très bonne robustesse tout en éliminant les effets 

nuisibles du phénomène de réticence. La conception de la loi de commande est divisée en 

deux phases. Premièrement, la forme du classique de la commande par mode de glissement 

est ajustée afin d’avoir un terme de contrôle correctif continu et lisse, en utilisant le 

théorème de stabilité de Lyapunov; où la dérivée temporelle de la fonction candidate de 

Lyapunov a été présélectionnée pour satisfaire une certaine forme quadratique particulière. 
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Deuxièmement, un réseau neurones linéaires (ADALINE) adaptatif est développé afin 

d’estimer en temps réel la commande équivalent au voisinage de la surface de glissement 

par le moyen d’un mécanisme auto-ajustement approprié. 

IV.4.4.1. Synthèse de la loi de commande 

Considérons le système non linéaire régi par le modèle d'état de la forme suivante [112, 

120],  

                                                              
𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝐵 𝑥 𝑢 + 𝑑(𝑥, 𝑡)

𝑦 =  𝑦1, … , 𝑦𝑚   
𝑇

  (IV.101) 

Où, 

o 𝑦 ∈  ℝ𝑚  désigne le vecteur de sortie. 

o 𝑥 =  𝑦1, 𝑦 1, ⋯ , 𝑦1
 𝑟1−1 

, … , 𝑦𝑚 , 𝑦 𝑚 , ⋯ , 𝑦𝑚
 𝑟𝑚−1 

  𝑇 ∈  ℝ𝑛  le vecteur d'état, avec  𝑟𝑖
𝑚
𝑖=1 = 𝑛 

est le degré relatif du système. 

o 𝑓(𝑥) ∈  ℝ𝑛  est une fonction supposée inconnue (ou partiellement connue), continue et 

bornée. 

o 𝐵 𝑥 ∈  ℝ𝑛×𝑚  est la matrice de commande dont les éléments sont continus et bornés 

et 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵(𝑥))  =  𝑚. 

o 𝑑 𝑥, 𝑡 ∈  ℝ𝑛est le vecteur de perturbation inconnu est supposé borné. 

Les deux fonctions 𝑓 𝑥  et 𝑑 𝑥, 𝑡   sont supposées satisfaire à la condition de recouvrement 

(IV.91) et tous leurs composants sont supposées bornés   𝑓𝑖(𝑥) ≤  𝑀𝑖  et  𝑑𝑖(𝑥, 𝑡) ≤  𝑁𝑖 . 

Si on suppose que 𝑦𝑑 =  𝑦1𝑑 , … , 𝑦𝑚𝑑   
𝑇représente le vecteur des trajectoires désirées, 

l'objectif de la loi de commande est d'éliminer l'erreur de poursuite définie comme, 

                                 𝑒𝑡 =  𝑒𝑡1
, 𝑒 𝑡1

,⋯ , 𝑒𝑡1

 𝑟1−1 
, … , 𝑒𝑡𝑚 , 𝑒 𝑡𝑚 , ⋯ , 𝑒𝑡𝑚

 𝑟𝑚−1 
  𝑇 = 𝑥𝑑 − 𝑥 (IV.102) 

Où, 

𝑒𝑡𝑖 = 𝑦𝑖𝑑 − 𝑦𝑖  

𝑥𝑑 =  𝑦1𝑑 , 𝑦 1𝑑 , ⋯ , 𝑦1𝑑
 𝑟1−1 

, … , 𝑦𝑚𝑑 , 𝑦 𝑚𝑑 , ⋯ , 𝑦𝑚𝑑
 𝑟𝑚−1 

  𝑇 

Pour le système (IV.101), nous définissons l’ensemble des surfaces de glissement dans 

l'espace d’erreur comme suit, 

                                      𝜎 =  

𝜎1
𝜎2

⋮
𝜎𝑚

 =

 
 
 
 
 𝑒1

 𝑟1−1 
+ 𝛼11𝑒1

 𝑟1−2 
+ ⋯+ 𝛼1  𝑟1−1 𝑒1

𝑒2
 𝑟2−1 

+ 𝛼21𝑒2
 𝑟2−2 

+ ⋯+ 𝛼2  𝑟2−1 𝑒2

⋮

𝑒𝑚
 𝑟𝑚−1 

+ 𝛼𝑚1𝑒𝑚
 𝑟𝑚−2 

+ ⋯+ 𝛼𝑚  𝑟𝑚−1 𝑒𝑚  
 
 
 
 

 (IV.103) 
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Par conséquent l’équation de la surface de glissement est donnée par, 

                                                                                       𝜎 = 𝐺. 𝑒𝑡 = 0 (IV.104) 

Avec, 𝐺 ∈  ℝ𝑚×𝑛  et les racines des équations caractéristiques des équations 

différentielles, 𝑒𝑖
 𝑟𝑖−1 

+ 𝛼𝑖1𝑒𝑖
 𝑟𝑖−2 

+ ⋯+ 𝛼𝑖 𝑟𝑖−1 𝑒𝑖 = 0,  sont supposées réelles négatives.  

Afin d’éliminer le phénomène de réticence, choisissons la fonction de Lyapunov candidate 

suivante, 

                                                                                         𝑉 =
1

2
𝜎𝑇𝜎 (IV.105) 

Pour rendre la dérivée temporelle de cette fonction de Lyapunov définie négative et satisfait 

à une certaine forme présélectionnée, nous devrons trouver l'entrée de contrôle adéquate.  

Pour atteindre cet objectif, écrivons la dérivée temporelle de cette fonction sous forme d’une 

fonction définie négative de la forme, 

                                                                                  𝑉 = −𝜎𝑇𝐷𝜎 (IV.106) 

Où, 𝐷 ∈  ℝm×m  est une matrice symétrique définie positive afin satisfaire la condition de 

passivité  de Lyapunov. 

En prenant la dérivée temporelle de la fonction (IV.105) et en la remplaçant dans 

l’expression (IV.106), nous arrivons à la condition suivante, 

                                                                              𝜎𝑇 𝜎 + 𝐷𝜎 = 0 (IV.107) 

Pour σ ≠ 0, la loi de commande doit satisfaire { l’équation ci-dessous, 

                                      𝜎 + 𝐷𝜎 =  𝐺 𝑥 𝑑 − 𝑓 𝑥 − 𝐵 𝑥 𝑢 − 𝑑 𝑥, 𝑡  + 𝐷𝜎 =    0 (IV.108) 

Enfin, la loi de commande qui vérifie la condition précédente est donnée par l'expression 

suivante [112, 120], 

                                       𝑢 = − 𝐺𝐵 −1 𝐺 𝑓 + 𝑑 − 𝑥 𝑑 − 𝐷𝜎 = 𝑢𝑒𝑞 +  𝐺𝐵 −1𝐷𝜎 (IV.109) 

Il est clair que la loi de commande ne contient pas un terme discontinu. Par conséquent, le 

phénomène de réticence est parfaitement éliminé. Cependant, la commande équivalente ne 

peut être jamais calculée avec exactitude puisque f et d ne sont jamais connus avec 

exactitude, de plus elles ne sont pas mesurables. Par conséquent, on propose d’estimer cette 
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commande équivalente à l'aide du réseau de neurones linéaire et adaptatif (ADALINE) 

présenté par la figure ci-dessous [112, 120], 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.20. Structure ADALINE du réseau de neurones proposé pour estimé la commande équivalente. 

                                                              𝑢𝑖 =  𝑒𝑡𝑗𝑤𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 + 1𝑤𝑖0, 𝑖 = 1,⋯ ,𝑚 (IV.110) 

Où,  𝑒𝑡𝑗  est la jième ligne de 𝑒𝑡 , et les wij sont les poids du réseau. 

Le mécanisme d'adaptation est développé de manière à trouver le réseau de neurones 

linéaire qui minimise la fonction de coût quadratique (III.107), afin de satisfaire la condition 

(III.103) déterminée à partir du critère de stabilité de Lyapunov [112, 120], 

                                                𝐸 =
1

2
 𝜎 +  𝐷𝜎 𝑇 𝜎 +  𝐷𝜎                                                   (IV. 111) 

En raison de la simplicité de la structure du réseau de neurones sélectionné, la procédure 

d'apprentissage en ligne peut être facilement calculée à l'aide de l'algorithme d’optimisation 

de rétro-propagation du gradient. Il était prouvé dans [112], que la fonction de coût choisie 

ne possède pas de minimums locaux par rapport aux paramètres du contrôleur (les poids du 

réseau). Alors sous les conditions citées ci-dessous (IV.110) et (IV.111), le choix des 

paramètres du réseau assure que le minimum global sera atteint, et les conditions de 

glissement seront vérifiées.   

                             𝑤 𝑖𝑗 = −𝜂
𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑖𝑗
= −𝜂

𝜕𝐸

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑤𝑖𝑗

= 𝜂 𝜎 +  𝐷𝜎 𝑇𝐺𝐵𝑖 𝑥 𝑒𝑡𝑗                       (IV. 112) 

Où,  𝐵𝑖(𝑥) est la ième colonne de la matrice 𝐵(𝑥). 

Pour les biais 𝑤𝑖0, la mise à jour des poids sont calculés en utilisant la même procédure, 



Chapitre IV. Commande du Modèle de Robot  Manipulateur Puma 560 à 6 d.d.l 

   167 
 

                                                  𝑤 𝑖0 = −𝜂
𝜕𝐸

𝜕𝑤𝑖0

= 𝜂 𝜎 +  𝐷𝜎 𝑇𝐺𝐵𝑖 𝑥                               (IV. 113) 

Notons que la synthèse de la loi de commande ne nécessite pas la connaissance des vecteurs 

f et d. Ainsi, du point de vue commande, ils peuvent être considérés comme des fonctions 

inconnues satisfaisant à certaines conditions particulières mentionnées ci-dessus. 

IV.4.4.2. Problème des minimums locaux 

Un des problèmes majeurs des algorithmes d’optimisation par rétro-propagation est la 

sensibilité aux minimums locaux, où le système ne peut pas atteindre le minimum global en 

convergeant vers certain minimum local. L’étude de la forme de la fonction de coût (IV.111), 

montre que les minimums locaux n'existent pas pour la formulation choisie dans l'espace 

des paramètres du contrôleur. 

Si la dérivée seconde d'une fonction par rapport à une variable ne change pas de signe, Alors 

la fonction ne change pas de courbure, ce qui signifie que cette fonction n'a pas de 

minimums locaux pour cette variable. Prenons la dérivée seconde de la fonction de coût 

(IV.111) par rapport aux poids wij, 

   
𝜕2𝐸

𝜕𝑤𝑖𝑗
2 = −𝜂  

𝜕 𝜎 +  𝐷𝜎 𝑇

𝜕𝑤𝑖𝑗
 𝐺𝐵𝑖 𝑥 𝑒𝑡𝑗 = −𝜂  

𝜕 𝜎 +  𝐷𝜎 𝑇

𝜕𝑢𝑖
 
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑤𝑖𝑗

 𝐺𝐵𝑖 𝑥 𝑒𝑡𝑗         (IV. 114) 

Substituant (IV.104) et (IV.110) dans (IV.114), nous trouvons, 

                                             
𝜕2𝐸

𝜕𝑤𝑖𝑗
2 = −𝜂  

𝜕 𝐺𝑥 𝑑 − 𝐺𝑥  𝑇

𝜕𝑢𝑖
  𝐺𝐵𝑖 𝑥 𝑒𝑡𝑗

2                                 (IV. 115) 

Le remplacement (IV.101) dans (IV.115) donne,         

                         
𝜕2𝐸

𝜕𝑤𝑖𝑗
2 = 𝜂  

𝜕 𝑓(𝑥)𝑇𝐺𝑇 + 𝑢𝑇𝐵(𝑥)𝑇𝐺𝑇 + 𝑑𝑇𝐺𝑇 

𝜕𝑢𝑖
  𝐺𝐵𝑖 𝑥 𝑒𝑡𝑗

2                 (IV. 116) 

Prenant la dérivée par rapport à 𝑢𝑖 , 

                            
𝜕2𝐸

𝜕𝑤𝑖𝑗
2 = 𝜂𝐵𝑖(𝑥)𝑇𝐺𝑇𝐺𝐵𝑖 𝑥 𝑒𝑡𝑗

2 = 𝜂 𝐺𝐵𝑖 𝑥  2
2𝑒𝑡𝑗

2 > 0                          (IV. 117) 

De façon similaire pour les biais, on démontre, 

                                    
𝜕2𝐸

𝜕𝑤𝑖0
2 = 𝜂𝐵𝑖(𝑥)𝑇𝐺𝑇𝐺𝐵𝑖 𝑥 = 𝜂 𝐺𝐵𝑖 𝑥  2

2 > 0                            (IV. 118) 
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Par conséquent, pour la fonction de coût choisie il n’existe pas de minimums locaux par 

rapport aux poids du réseau de neurones choisi. 

IV.4.4.3. Etude de la stabilité 

Choisissons la fonction de Lyapunov suivante qui est la même que la fonction du coût 

(IV.111), 

                                                                        𝑉 =
1

2
 𝜎 +  𝐷𝜎 𝑇 𝜎 +  𝐷𝜎                                  (IV. 119) 

Il est claire que,  𝑉 > 0  pour  𝜎 +  𝐷𝜎 ≠ 0,  et 𝑉 = 0 pour 𝜎 +  𝐷𝜎 = 0. La dérivation 

temporelle de V donne, 

                                                     𝑉 = −  
𝜕𝑉

𝜕𝑤𝑖𝑗

 
𝜕𝑤𝑖𝑗

𝜕𝑡

𝑛

𝑗=0

𝑚

𝑖=1
+ 𝑔 𝛾 𝛾                              (IV. 120) 

Avec 𝑔(𝛾) représente la dérivée de V par rapport aux autres variables que les paramètres du 

contrôleur. 

Remarquant que  𝑤 𝑖𝑗 = −𝜂
𝜕𝐸

𝜕𝑤 𝑖𝑗
 de (IV.112), et 𝑉 = 𝐸, l’expression (IV.120) devient, 

                                                       𝑉 = −𝜂   
𝜕𝑉

𝜕𝑤𝑖𝑗
 

2

 
𝑛

𝑗=0

𝑚

𝑖=1
+ 𝑔 𝛾 𝛾                            (IV. 121) 

 Il est clair  que pour le système soit stable, il faut que le gain d’adaptation soit suffisamment 

grand pour assurer que la dérivée de Lyapunov soit négative. Cette condition peut avoir des 

effets nocifs pour des applications réels.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.21. Schéma de la commande adaptative par modes de glissement neuronales proposée. 
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Les résultats de simulation, obtenus en appliquant cet algorithme de commande pour le 

manipulateur Puma 560 proposé dans cette thèse,  sont illustrés par les figures suivantes, 

 
 

Figure IV.22a. Commande par mode de glissement neuronal: Grandeurs de référence et grandeurs réelles dans 
l’espace opérationnel. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.22b. Commande par mode de glissement neuronal: Erreurs de poursuite dans l’espace opérationnel pour le 

modèle perturbé. 
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Figure IV.22c. Commande par mode de glissement neuronal: Zoom sur  les erreurs de poursuite. 

 
Figure IV.22d. Commande adaptative par mode de glissement neuronal: Entrées de commande pour chaque 

articulation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.22e. Commande adaptative par mode de glissement neuronal: Trajectoire de référence et trajectoire réelle 

dans l’espace tridimensionnel. 
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Les résultats de simulation pour cette loi de commande, montrent une très bonne 

robustesse, avec des performances de suivi très élevées et proches de celles obtenus avec 

l’ADRC, et la loi SMC. La figure IV. 22c montre  des erreurs de poursuite très faibles qui sont 

inférieures à 0.25mm pour le positionnement, et inférieures 0.05 degré pour l’orientation.  

De plus, la figure IV. 22d montre des signaux de commande qui ne contiennent pas des 

fréquences élevées avec des amplitudes relativement faibles, ce qui implique une bonne 

efficacité énergétique de la boucle d’asservissement.  

IV.5. Application des algorithmes proposés pour une trajectoire de 

référence en forme de papillon 

Afin de pouvoir mener une étude comparative plus objective entre les différentes stratégies 

de commande, on propose une deuxième trajectoire de référence plus fine dans le plan x-y. 

Cette trajectoire introduite dans [65] et qui a la forme d’un papillon (butterfly trajectory) est 

définie comme, 

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝑥𝑑 = 0.02 𝑐𝑜𝑠 𝑡  𝑒𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 2𝑐𝑜𝑠 4𝑡 − 𝑠𝑖𝑛5  

𝑡

12
  + 0.35    

𝑦𝑑 = 0.02 𝑠𝑖𝑛 𝑡  𝑒𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 2𝑐𝑜𝑠 4𝑡 − 𝑠𝑖𝑛5  
𝑡

12
  + 0.2      

𝑧𝑑 = 0                                                                                                      

𝛼𝑑 = Atan2 𝑦𝑑 , 𝑥𝑑                                                                               

𝛽𝑑 = 175°                                                                                               

𝛾𝑑 = 0°                                                                                                    

  

 
Figure IV.23. Evolution temporelle des positions réelles et désirées. 
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Figure IV.24. Erreurs de poursuite pour les positions spatiales de l’organe terminal. 

 

Figure IV.25. Evolution temporelle des angles d’orientation réels et désirés de l’organe terminal. 

 
Figure IV.26. Zoom sur les erreurs de poursuite des angles d’orientation. 

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-6

-3

0

3

6
x 10

-4

temps(sec)

E
-X

(m
)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-6

-3

0

3

6
x 10

-4

temps(sec)

E
-Y

(m
)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-5

-2.5
0

2.5
5

7.5
10

x 10
-4

temps(sec)

E
-Z

(m
)

 

 

RNFLC

ADRC

SMC

ANN SMC

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

20

40

temps(sec)

A
lp

h
a

(d
e

g
)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

100

200

temps(sec)

B
e
ta

(d
e

g
)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-20

-10

0

10

temps(sec)

G
a
m

m
a

(d
e
g

)

 

 

reference

RNFLC

ADRC

SMC

ANN SMC

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-0.5

-0.25

0

0.25

temps(sec)

E
-B

e
ta

(d
e

g
)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

temps(sec)

E
-G

a
m

m
a
(d

e
g
)

 

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-2.5

-2

-1.5
-1

-0.5

0
0.5

temps(sec)

E
-A

lp
h
a

(d
e
g

)

RNFLC

ADRC

SMC

ANN SMC



Chapitre IV. Commande du Modèle de Robot  Manipulateur Puma 560 à 6 d.d.l 

   173 
 

 
Figure IV.27. Evolution temporelle des entrées de commande pour les  articulations du porteur. 

 
Figure IV.28. Evolution temporelle des entrées de commande pour les articulations du poignet. 

 
Figure IV.29. Trajectoire de référence et trajectoire réelle dans l’espace opérationnel. 
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Les résultats des simulations, obtenus pour la deuxième trajectoire de référence, confirment 

la forte robustesse des algorithmes de commande développées au cours de cette thèse vis-à-

vis des erreurs du modèle et des couples de perturbation. Cependant, les figures IV.23, IV.24, 

IV.25 et IV.26 montrent qu’alors que les lois de commande RNFLC, SMC, et l’ADRC ont 

presque conservé leurs qualités de suivi; les qualités de suivi de la commande NN_SMC se 

sont sensiblement diminuées, malgré qu’elle converge beaucoup plus rapidement que les 

autres lois. Au cours des simulations, nous avons remarqué que pour que la loi de 

commande adaptative neuronale par modes glissants garde de bonnes performances de 

suivi, nous étions obligés de réajusté ces paramètres (Matrice D, et coefficient 

d’apprentissage η) chaque fois que les conditions de la simulation change (ex. changement 

de la trajectoire de référence). Cet inconvénient est peut être l’un des points de faiblesse  de 

cette technique proposée dans cette thèse. 

En ce qui concerne les entrées de commande, représentées par les figures IV.27, et IV.28, les 

lois de commande RNFLC et SMC présentent des fréquences très élevées avec des 

amplitudes beaucoup plus fortes que l’ADRC et l’ANN_SMC ; ces entrées peuvent avoir des 

effets nocifs sur la boucle d’asservissement, comme expliqué dans les sections précédentes, 

ainsi qu’ils vont nécessairement diminuer l’efficacité énergétique du système de contrôle. 

Pour les lois ADRC et ANN_SMC, les entrées sont plus lisses et d’amplitudes beaucoup plus 

faibles, ce qui les rendent plus préférables pour les applications pratiques, où ils peuvent 

atteindre des résultats très satisfaisants avec une consommation d’énergie plus faible, ce qui 

implique une bonne efficacité énergétique. 

IV.6. Analyse comparative des résultats des simulations 

Pour illustrer l’efficacité de chaque loi pour la commande du modèle perturbé, c.-à-d. soumis 

aux effets des couples de perturbation et aux effets des incertitudes paramétriques, nous 

allons se baser sur les deux critères de l’intégrale de l’erreur absolue, ainsi que l’énergie 

totale nécessaire pour chaque loi afin de pouvoir mesurer les performances de suivi et 

l’efficacité énergétique de chaque technique de commande. Une loi est dite énergétiquement 

efficace d’autant que l’énergie nécessaire { la commande est faible. 

Le critère de l’intégrale de l’erreur absolue (IAE : Integral of Absolute Error), qui peut être 

vu comme une mesure de l’erreur moyenne de poursuite, est défini comme suit, 

                                                              𝐼𝐴𝐸 =   𝑒 𝑡  𝑑𝑡
𝑇

0

                                                     (IV. 122) 

Où T est le temps de simulation. 
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L’énergie totale de commande est définie par, 

                                                      𝐽 =  𝑢 𝑡 𝑇𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

                                                      (IV. 123) 

Les résultats ainsi obtenus pour chaque trajectoire sont données par les tableaux ci-dessous, 

Tableau IV.1. Critères de comparaison entre les différentes techniques pour la première trajectoire. 

Tableau IV.2. Critères de comparaison entre les différentes techniques pour la deuxième trajectoire. 

Afin de simplifier ces résultats et rendre l’analyse des données plus simples, on propose de 

prendre la loi PD comme référence de comparaison. Les performances de suivi calculées en 

pourcent, ainsi que les rapports  d’énergies de commande pour chaque trajectoire sont 

présentées dans les tableaux suivants, 

Commande (IAE_commande/IAE_pid)  x100     (%) (J_commande/J_pid) x100  (%) 

rnflc 67     95 65 33 63 29 483 

adrc 37     30 39 13 42 19 70 

smc 27   30 27 11 28 12 991 

ann_smc 15     11 12 09 11 03 130 

Tableau IV.3. Critères de comparaison relatifs entre les différentes techniques pour la première trajectoire. 

 

 Performances de suivi Energie de 
commande 

Commande ex ey ez eα eβ eγ J 

IAE_pid 0.3667     0.2746  1.5948    0.5301 2.7154     0.8874 2.9026x 103 

IAE_ rnflc 0.2457     0.2615     1.0374    0.1737     1.7122     0.2595 14.029x 103 

IAE_adrc 0.1346     0.0832     0.6285    0.0712     1.1421 0.1710 2.0439x 103 

IAE_smc 0.1008    0.0818     0.4384    0.0562     0.7592     0.1083 28.758x 103 

IAE_ann_smc 0.0532     0.0298     0.1865    0.0489     0.3028     0.0256 3.7613x 103 

 Performances de suivi Energie de 
commande 

Commande ex ey ez eα eβ eγ J 

IAE_pid 0.3575 0.4455 0.6956 14.190 2.5645 13.539 2.7168x 103 

IAE_ rnflc 0.1772 0.0742 0.5284 2.9365 5.4396 1.9730 12.496x 103 

IAE_adrc 0.1283 0.0223 0.2746 0.6197 1.3166 0.4017 2.2951x 103 

IAE_smc 0.0765 0.0202 0.2176 1.0019 1.6987 0.7342 20.606x 103 

IAE_ann_smc 0.0145 0.0151 0.1464 0.9353 1.1404 0.8777 3.1468x 103 
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Commande (IAE_commande/IAE_pid)  x100     (%) (J_commande/J_pid) x100  (%) 

rnflc 50 17 76 21 212 15 460 

adrc 36 05 40 04 51 03 84 

smc 21 05 31 07 66 05 758 

ann_smc 04 03 21 07 44 06 116 

Tableau IV.4. Critères de comparaison relatifs entre les différentes techniques pour la deuxième trajectoire. 

Les résultats ainsi simplifiés sont représentés sur les figures ci-dessous, 

 
Figure IV.30. Comparaison entre les différentes techniques de commande proposées du point de vue performance de 

suivi pour chaque d.d.l. 

 

Figure IV.31. Energie de commande pour chaque technique et pour chaque trajectoire par rapport à la loi P.D. 
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D’après la figure IV. 30, on remarque que malgré la qualité du suivi diffère d’un degré de 

liberté à un autre pour chaque loi de commande, il est clair, globalement, que la meilleur 

performance de poursuite  selon l’indice de l’intégrale de l’erreur de poursuite absolue est 

assurée par les lois de commande { rejet actif de perturbation (l’ADRC), la commande par 

modes de glissement conventionnelle (SMC), et par la loi de commande adaptative 

neuronale par modes de glissement (ANN_SMC). 

D’après l’indice de performance de l’énergie de commande, figure IV. 31, on remarque que 

les lois de commande ADRC et ANN_SMC consomment beaucoup moins d’énergie, par 

rapport aux autres lois robustes proposées dans cette thèse, pour assurer les qualités du 

suivi  requises;  donc elles sont énergétiquement plus efficaces. 

Par conséquent, selon les indices de performance choisis, nous concluons que le meilleur 

compromis est assuré par les lois ADRC et ANN_SMC. De plus, ces lois ne présentent pas des 

signaux de commande de hautes fréquences, ce qui favorise la possibilité de l’implantation 

pratique de ces deux techniques. 

IV.7. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de commande du modèle à 6 d.d.l du robot 

manipulateur PUMA 560 par différentes lois de commande: commande PD, commande par 

retour d’état non linéaire, commande linéarisante robuste RNFLC, commande active de rejet 

de perturbation ADRC, commande par modes de glissement conventionnelle SMC, et la 

commande adaptative neuronale par modes de glissement ANN SMC. A la fin du chapitre, 

nous avons établi les résultats de comparaison, en simulation numérique, pour les quatre 

lois  de commande robuste RNFLC, ADRC, SMC et ANN SMC pour deux trajectoires désirées 

différentes de l’organe terminal du robot. 

La technique de commande RNFLC utilise la deuxième méthode de Lyapunov et un retour 

d’état additionnel qui fournit un terme supplémentaire Δv pour surmonter les effets de 

l’incertitude et des perturbations. La base de la commande ADRC est l’observateur { état 

étendu ESO. L’estimation et la compensation du changement des paramètres du 

manipulateur et les variations de perturbation sont mises en application par l’ESO. En 

utilisant l’ESO, le découplage complet de modèle est obtenu. L’avantage principal de la 

méthode proposée est que les caractéristiques de la boucle fermée du manipulateur ne 

dépendent pas du modèle mathématique exact du système. 
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La commande par mode de glissement SMC a connu un grand succès depuis plusieurs 

années, cela est dû à la simplicité de sa mise en œuvre est sa robustesse vis-à-vis des 

perturbations et des variations paramétriques. Elle consiste { amener la trajectoire d’état du 

système commandé vers la surface de glissement et de la faire commuter { l’aide d’une 

logique de commutation appropriée autour de celle-ci jusqu’au point d’équilibre. Cependant, 

la commande par modes de glissement conventionnelle présente certains inconvénients 

structurels importants qui limitent sa mise en œuvre dans des applications pratiques.  

Ces dernières années, les réseaux neuronaux artificiels, et les systèmes de logique floue ont 

été largement appliquées avec succès pour surmonter les problèmes pratiques rencontrés 

dans la mise en œuvre des contrôleurs par modes de glissement conventionnels. Dans ce 

chapitre, nous avons présenté un algorithme de conception d’une loi de commande 

adaptative neuronale par modes de glissement ANN SMC ; ou la forme classique de la 

commande SMC est ajustée afin d’avoir un terme de contrôle correctif continu et lisse pour 

éliminer le phénomène de réticence, le réseau neurones linéaires adaptatif (ADALINE) est 

développé afin d’estimer en temps réel la commande équivalent au voisinage de la surface 

de glissement par le moyen d’un mécanisme d’auto-ajustement approprié. 

On peut conclure que les quatre algorithmes de commandes proposées produisent des 

performances dynamiques satisfaisantes et robustes vis à vis des incertitudes de 

modélisation et de la perturbation externe dans les diverses conditions de fonctionnement. 

Même pour de fortes entrées de perturbation, et selon les critères de comparaison choisis, 

les lois de commande ADRC et ANN SMC proposées montrent un meilleur suivi avec les 

conditions de performance prescrites pour une efficacité énergétique nettement supérieur à 

celle des autres techniques. Nous avons montré l’efficacité de chaque commande par 

rapport à la loi P.D en se basant sur les critères de l’intégrale de l’erreur absolue, ainsi que 

l’énergie totale nécessaire pour chaque loi de commande.  
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Les travaux, présentés dans cette thèse, traitent principalement de la modélisation et de la 

commande des robots manipulateurs industriels à chaine cinématique ouverte de type 

anthropomorphe avec une application sur le manipulateur PUMA 560 à six degrés de liberté. 

Nos contributions  ont porté essentiellement sur les deux aspects suivants : 

- modélisation détaillée du robot manipulateur PUMA 560 à six degrés de liberté ; 

- développement de nouvelles stratégies de commande robustes pour ce type de 

robots manipulateurs. 

En ce qui concerne la modélisation, un modèle dynamique complet a été développé pour le 

manipulateur industriel PUMA 560 possédant 6 d.d.l. L'effort de modélisation, basé 

essentiellement sur les équations de mouvement d'Euler-Lagrange, a conduit au 

développement d'un modèle non linéaire du troisième ordre. La méthode d'Euler-Lagrange 

a permis de modéliser le manipulateur comme un ensemble d'équations différentielles de 

second ordre où les entrées sont les couples de chaque articulation alors que les sorties  

sont les positions, les vitesses et les accélérations des articulations du  robot. Étant donné 

que les seules entrées du PUMA 560 sont les tensions nécessaires à la commande des 

moteurs à courant continu, il était nécessaire d'inclure la dynamique de ces moteurs pour 

obtenir le modèle de robot le plus complet possible. La prise en compte de la dynamique des 

actionneurs a conduit à un modèle dynamique de troisième ordre avec des entrées en 

tension et des sorties en positions, vitesses et accélérations. Comme  la plus part des 

commandes sont réalisées dans l’espace articulaire, alors qu’il est plus pratique d’établir des 

lois de commande dans l’espace de la tâche pour manipuler réellement et directement des 

objets dans cet espace, il était plus que nécessaire d’aborder le problème de la modélisation 

géométrique des manipulateurs industriels. 

Le modèle mathématique obtenu présente  un caractère très non linéaire avec un fort 

couplage entre les degrés de liberté,  aussi il peut être soumis à de larges variations 

paramétriques et de fortes perturbations externes, de ce fait  nous étions obligés d’utiliser 

des techniques de commande non linéaire robustes. Quatre techniques de commandes 

différentes sont proposées:  
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- commande linéarisante robuste RNFLC,  

- commande active de rejet de perturbation ADRC, 

-  commande par mode de glissement SMC, 

-  et la commande adaptative neuronale par mode de glissement ANN SMC et pour 

deux trajectoires désirées différentes.  

La technique de commande RNFLC utilise la deuxième méthode de Lyapunov et un retour 

d’état additionnel qui fournit un terme supplémentaire Δv pour surmonter les effets de 

l’incertitude et des perturbations. La base de la commande (ADRC) est l’observateur à état 

étendu ESO. L’estimation et la compensation du changement des paramètres du 

manipulateur et des variations de perturbation, considérés comme un état supplémentaire, 

sont obtenues par l’ESO. Le découplage complet du manipulateur est ainsi réalisé. 

L’avantage principal de la méthode proposée est que les caractéristiques de la boucle fermée 

du robot ne dépendent pas du modèle mathématique exact du système.  

La caractéristique principale de la commande par modes glissants est sa structure variable 

avec commutation sous certaines conditions prédéfinies lors de la synthèse de part et 

d’autre d’une surface choisie a priori, appelée surface de glissement. Le système commandé 

est dit alors en régime glissant et sa dynamique devient insensible aux variations 

paramétriques, aux erreurs de modélisation, et à certaines perturbations externes. La mise 

en œuvre d’une telle commande est relativement simple. En effet, elle ne nécessite pas une 

représentation exacte du processus, ce qui est un avantage considérable. Cependant, 

l’utilisation de cette approche a longtemps été limitée par les vibrations résiduelles en 

hautes fréquences qui se manifestent sur les grandeurs asservies et les variables de 

commande. Ce phénomène est appelé réticence.  

Ces dernières années, les réseaux neuronaux artificiels, et les systèmes de logique floue ont 

été largement appliquées avec succès pour palier les problèmes pratiques rencontrés dans 

la mise en œuvre des contrôleurs par modes de glissements conventionnel. Dans cette thèse, 

nous avons présenté un algorithme de conception d’une loi de commande adaptative 

neuronale par modes de glissement ANN SMC ; ou la forme classique de la commande SMC 

est ajustée afin d’avoir un terme de contrôle correctif continu et lisse pour éliminer le 

phénomène de réticence, le réseau neurones linéaires adaptatif (ADALINE) est développé 

afin d’estimer en temps réel la commande équivalent au voisinage de la surface de 

glissement par le moyen d’un mécanisme auto-ajustement approprié. 



Conclusion Générale 

181 
 

Les résultats, obtenus en simulation, montrent clairement que les quatre algorithmes de 

commande proposées dans cette thèse sont capables de produire des performances 

dynamiques très satisfaisantes et robustes vis à vis des incertitudes de modélisation et de la 

perturbation externe dans diverses conditions de fonctionnement.  

Ces travaux de recherche présentés dans cette thèse ont donné lieu à trois communications 

dans des conférences internationales  [60, 81, 129], et trois publications dans des revues 

scientifiques internationales [93, 101, 120]. 

Les perspectives de notre travail concernent essentiellement:   

o L’implantation  pratique des algorithmes de commande proposés  afin de tester 

leurs validités. 

o Applications des  commandes proposées, si possible, pour des manipulateurs 

flexibles : flexibilité d’articulation ou de segment. 

o Commande directe dans l’espace opérationnel cartésien. 

o Développement des lois de commande robustes dans l’espace contraint comme :  

 La commande en Compliance. 

 La commande hybride Position/Force 
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Annexe A 

 

Matrice Jacobienne de base du manipulateur 

PUMA 560 

 

Les colonnes de la matrice jacobienne de base 𝑱0
6 = 𝑱 définissant les vitesses opérationnelles 

du repère  ℛ6 dans le repère de la base ℛ0, sont données ci-dessous, 

Colonne N=°1 

𝐽11 = − 𝑎3𝐶23 + 𝑑4𝑆23 + 𝑎2𝐶2 𝑆1 −  𝑑2 + 𝑑3 𝐶1      

𝐽21 =  𝑎3𝐶23 + 𝑑4𝑆23 + 𝑎2𝐶2 𝐶1 −  𝑑2 + 𝑑3 𝑆1         
𝐽31 = 0                                                                                     
𝐽41 = 0                                                                                     
𝐽51 = 0                                                                                     
𝐽61 = 1                                                                                    

 

Colonne N=°2 

𝐽12 = −𝑎3𝐶1𝑆23 + 𝑑4𝐶1𝐶23 − 𝑎2𝐶1𝑆2        
𝐽22 = −𝑎3𝑆1𝑆23 + 𝑑4𝑆1𝐶23 − 𝑎2𝑆1𝑆2         

𝐽32 = − 𝑎3𝐶23 + 𝑑4𝑆23 + 𝑎2𝐶2                   
                   

𝐽42 = −𝑆1                                                                               
𝐽52 = 𝐶1                                                                                  
𝐽62 = 0                                                                                    

 

Colonne N=°3 

𝐽13 = 𝑑4𝐶1𝐶23 − 𝑎3𝐶1𝑆23                
𝐽23 = 𝑑4𝑆1𝐶23 − 𝑎3𝑆1𝑆23                 
𝐽33 = −𝑑4𝑆23 − 𝑎3𝐶23                      

                                      

𝐽43 = −𝑆1                                                                                  
𝐽53 = 𝐶1                                                                                     
𝐽63 = 0                                                                                       
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Colonne N=°4 

𝐽14 = 0                                                    
𝐽24 = 0                                                    
𝐽34 = 0                                                    

                                     

𝐽44 = 𝐶1𝑆23                                                                                  
𝐽54 = 𝑆1𝑆23                                                                                  
𝐽64 = 𝐶23                                                                                      

 

Colonne N=°5 

𝐽15 = 0                                                                
𝐽25 = 0                                                               
𝐽35 = 0                                                               

   

𝐽45 = −𝐶1𝐶23𝑆4 − 𝑆1𝐶4                                    
𝐽55 = −𝑆1𝐶23𝑆4 + 𝐶1𝐶4                                    
𝐽65 = 𝑆23  𝑆4                                                         

 

Colonne N=°6 

𝐽16 = 0                                     
𝐽26 = 0                                    
𝐽36 = 0                                    

                           

𝐽46 = 𝐶1 𝐶23𝐶4𝑆5 + 𝑆23𝐶5 − 𝑆1𝑆4𝑆5         

𝐽56 = 𝑆1 𝐶23𝐶4𝑆5 + 𝑆23𝐶5 + 𝐶1𝑆4𝑆5         
𝐽66 = −𝑆23𝐶4𝑆5 + 𝐶23𝐶5                                
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Annexe B 

 

Modèle Dynamique du Robot PUMA 560 

 

Les matrices du modèle dynamique du bras manipulateur PUMA 560, utilisées dans ce 

travail, sont celles proposé par [66]. 
 

B.1 Matrice d’inertie 𝐁 𝐪 ∈ ℝ𝟔×𝟔 

B11=2.7+(1.38*c2
2+0.3*s23

2+0.744*c2*s23) 

B12=0.69*s2-0.134*c23+0.0238*c2 

B13=-0.134*c23-0.00397*s23 

B22=6.79+0.744s3 

B23=0. 333+0.372*s3-0.011*c3 

B33=1.16 

B34=-0.00125*s4*s5 

B35=0.00125*c4*c5 

B44=0.2 

B55=0.18 

B66=0.19 

En tenant compte de la symétrie de la matrice d’inertie, le reste des éléments sont définis 

comme, 

B21=B12 ; B31=B13 ; B41=B14 ; B51=B15 ; B61=B16 ; B32=B23 ; B42=B24 ; B52=B25 ; B62=B26 ; B43=B34 ; 

B53=B35 ; B63=B36 ; B54=B45 ; B64=B46 ; B65=B56 

Le reste des éléments de la matrice d’inertie sont nuls. 
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B.2 La matrice des forces centrifuges et de Coriolis 𝐂 𝐪, 𝐪  ∈ ℝ𝟔×𝟔 

C11=-1.38*c1*s1*q 1+0.5*(q 2 + q 3)*(0.6*s23*c23-0.744*s2*s23+0.744*c2*c23) 

C12=0.5*q 1*(0.6*s23*c23-0.744*s2*s23+0.744*c2*c23)+ 

+0.5*q 2*(1.38*c2+0.268*s23-0.0476*s2)+0.5*q 3*(0.268*s23-0.00397*c23) 

C13=0.5*q 1*(0.6*s23*c23+0.744*c2*c23)+0.5*q 2*(0.268*s23-0.00397*c23)+ 

+0.5*q 3(0.268*s23-0.00794*c23) 

C21=0.5*q 1*(-0.6*s23*c23+0.744*s2*s23-0.744*c2*c23)+0.199*q 3*c23 

C22=0.372*q 3*c3 

C23=0.00199*q 1*c23+0.372*q 2*c3+0.5*q 3*(0.744*c3+0.022*s3) 

C31=0.5*q 1*(-0.6*s23*c33+0.744*s2*s23-0.744*c2*c23)+0.00199*q 3*c33 

C32=0.372*q 3*c3 

C33=0.00199*q 1*c23+0.372*q 2*c3+0.5*q 3*(0.744*c3+0.022*s3) 

Le reste des éléments de la matrice sont nuls. 

B.3 Le vecteur de gravité 𝐠(𝐪) ∈ ℝ𝟔×𝟏 

g1=g6=0 

g2=-37.196*c2-8.445*s23+1.023*s2 

g3=-8.445*s23+0.25*c23-0.0282*(c23*c4*s5+s23*c5) 

g4=0.028*s23*s4*s5 

g5=-0.028*(c23*s5+s23*c4*c5) 

B.4 Le vecteur de frottement 𝐅(𝐪, 𝐪 ) ∈ ℝ𝟔×𝟏 

Les couples de frottements sont modélisés par la fonction non linéaire ci-dessous selon [53], 

𝐅 𝐪  = 𝐅𝐯𝐪 + 𝐅𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 𝐪   

Avec, 

Fsi
=  

0   if q i = 0 

Fsi

+ if q i > 0

Fsi

− if q i < 0
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Tableau B.1.  Paramètres mesurés des couples de frottement du Robot PUMA 560-référencés par rapport aux 

moteurs- selon [53]. 

B.5. Propriétés des matrices des matrices du modèle dynamique. 

Les matrices du modèles dynamique sont dotées des propriétés suivantes [31, 43, 75], 

1. Matrice d’Inertie 𝑩(𝒒) 

P.1.  𝑩(𝒒) est une matrice symétrique est définie positive. 

P.2.  𝜇1𝑰 ≤ 𝑩 𝒒 ≤ 𝜇2𝑰  avec (𝜇1 > 0, 𝜇2 > 0)  

P.3.  𝑏1 ≤  𝑩(𝒒) ≤ 𝑏2 

P.4.  La matrice 𝑩−1 𝒒  existe, et elle est définie positive.  

2. Matrice des forces Centrifuges/Coriolis 𝑪(𝒒, 𝒒 )  

P5.  La matrice  𝑩  𝒒 − 2𝑪(𝒒, 𝒒 )  est antisymétrique : 

𝒙𝑇 𝑩  𝒒 − 2𝑪(𝒒, 𝒒 ) 𝒙 = 0          ∀ 𝒙, 𝒒, 𝒒  

3. Vecteur de la gravité 𝒈(𝒒) 

P6.   𝒈(𝒒) ≤ 𝑔𝑏  

4. Vecteur de frottement 𝐅 𝐪   

𝐅 𝐪  = 𝐅𝐯𝐪 + 𝐅𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 𝐪   

P7.   𝐅𝐯𝐪 + 𝐅𝐬𝐬𝐢𝐠𝐧 𝐪   ≤ 𝑓 𝐪  + 𝑘  𝑎𝑣𝑒𝑐 (𝑓, 𝑘 constantes positives) 

 

 

 

Articulation Fv i
 Fsi

+ Fsi

− 

1 1.480x10-3 0.435 0.395 

2 0.817x10-3 0.126 70.9x10-3 

3 1.380x10-3 0.105 0.132 

4 71.2x10-6 11.2x10-3 16.9x10-3 

5 82.6x10-6 9.20x10-3 14.5x10-3 

6 36.7x10-6 9.30x10-3 10.5x10-3 
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Annexe C 

 

Paramètres des Actionneurs du Robot PUMA 560 

 

Les paramètres des actionneurs du Robot PUMA 560, selon [65], sont présentés dans le 

tableau  ci-dessous, 

 

 
 

 
Tableau C.1.  Paramètres des actionneurs du Robot PUMA 560. 

Actionneur R L Ke KT N 

1 1.6 0.0048 0.19 0.2611 62.55 

2 1.6 0.0048 0.19 0.2611 107.81 

3 1.6 0.0048 0.19 0.2611 53.15 

4 3.9 0.0039 0.12 0.0988 76.04 

5 3.9 0.0039 0.12 0.0988 71.92 

6 3.9 0.0039 0.12 0.0988 76.65 
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Annexe D 

 

Butées du Robot PUMA 560 

 

Les butées du Robot PUMA 560 selon [56] sont données par le tableau  ci-dessous, 
 

Articulation qmin (degrés) qmax (degrés) 

1q  -170 170 

2q  -225 45 

3q  -70 255 

4q  -135 135 

5q  -100 100 

6q  -180 180 

 
    Tableau D.1.  Butées du Robot PUMA 560. 
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Annexe E 

 

Paramètres des Contrôleurs Robustes Proposés   

 
Commande RNFLC 
 
 

Articulation 𝐾𝑃  𝐾𝐷  

1 1000 500 

2 1000 700 

3 1000 800 

4 1000 400 

5 1000 400 

6 1000 400 

 

𝛼 = 0.25, 𝑄 = 10 ∗ 𝑰12 , 𝛾1 = 200, 𝛾2 = 100, 𝛾3 = 100, 
 

Commande ADRC 
 

 

Articulation 𝐾𝑃  𝐾𝐷  
ESO 

𝐿1 𝐿2 𝐿3 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛿 

1 1000 500 47.5 2.4x103 4x104 0.5 0.5 0.5 0.1 

2 1000 700 47.5 2.4x103 4x104 0.5 0.5 0.5 0.1 

3 1000 800 47.5 2.4x103 4x104 0.5 0.5 0.5 0.1 

4 1000 400 47.5 2.4x103 4x104 0.5 0.5 0.5 0.1 

5 1000 400 47.5 2.4x103 4x104 0.5 0.5 0.5 0.1 

6 1000 400 47.5 2.4x103 4x104 0.5 0.5 0.5 0.1 

 

 
 
 
 
 
 



Annexes 
 

200 
 

 
Commande SMC 
 

 

Articulation numéro  i 
𝑆𝑖 = 𝑒 𝑖 + 𝜆𝑖𝑒𝑖  

𝐾𝑖  
𝜆𝑖  

1 2 50 

2 2 50 

3 2 50 

4 2 50 

5 2 50 

6 2 50 

 

Commande NN_SMC 

 

Articulation numéro  i 
𝜎𝑖 = 𝛼𝑖1𝑒 𝑖 + 𝛼𝑖2𝑒𝑖  

𝛼𝑖1 𝛼𝑖2 

1 1 5 

2 1 5 

3 1 5 

4 1 5 

5 1 5 

6 1 5 

 

𝜂 = 2 × 10−5, 𝐷 = 104 ∗ 𝑰6 
 


