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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié des poutres de Timoshenko laminéés com-

posées de trois structures à glissement interfacial et à mémoires infinies qui

réagissent sur le déplacement transversal et l’angle de rotation. Nous prouvons

l’existence de la solution et son unicité en utilisant la théorie des semi-groupes

et nous prouvons la stabilité en utilisant la méthode énergétique, qui repose

sur la construction d’une fonction équivalente à la fonction énergie appelée

fonction de Lyapunov.

Mots clés : Structure Viscoélastique ; Glissement Interfacial ; Semi-groupes ;

La Stabilité ; Fonctionnelle de Lyapunov.

Abstract

In this work, we have studied the stationary position of three structures with

interfacial sliding and effective infinite memories on the transverse displace-

ment and the angle of rotation, We prove the existence of the solution and its

uniqueness using the theory of semi-groups, We prove the stability using the

multiplier method, which relies on the construction of a function equivalent

to the energy function called the Lyapunov function.

Keywords : Viscoelastic Structure ; Interfacial Slip ; Semigroups ; Stability ;

Lyapunov Functional.
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Introduction

Les structures connues sous le nom de poutre laminée sont constituées de deux couches

identiques d’épaisseur uniforme, qui est modélisée comme des poutres de Timoshenko. Un

adhésif de faible épaisseur vient coller les deux couches et crée une force de récupération

qui est proportionnelle à la quantité de glissement et produit un amortissemnt capable de

renvoyer le système à son état d’équilibre, tel qu’il est utilisé dans de nombreux domaines

scientifiques[9].

On a trois équations de modélisation du mouvement pour ce système et ont été dérivées de

la théorie de Timoshenko. La troisième équation est couplée à la première et à la deuxième

équations et elle décrivent la dynamique du glissement, comme suit :
ρ1ϕtt + k(u− ϕx)x = 0

ρ2(υ − u)tt − b(υ − u)xx − k(u− ϕx) = 0

ρ2υtt − bυxx + 3k(u− ϕx) + 4δυ + 4γυt = 0

(1)

Où (x, t) ∈ (0.1)×<+ , ϕ = ϕ(x, t) est le déplacement transversal, u = u(x, t) réprésente

l’angle de rotation et υ = υ(x, t) est proportionnel à la quantité de glissement le long de

l’interface, ρ1, ρ2, k, b, δ et γ sont des constantes positives.

Ces dernières années ces structures ont fait l’objet de plusieurs études dans la litérature pour

rétablir une bonne posture et stabilité en ajoutant certains types de contrôles (bordure ou

intérieur), Les auteurs de [14] prouvent la stabilité exponentielle pour des conditions aux

limites Dirichlet-Newman homogènes et mixtes, et deux contrôles aux limites à x = 1.

A conditon que les vitesses de propagation des ondes dans les deux premières équations

soient différentes

√
k

ρ1

6=

√
b

ρ2

(2)
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Introduction

Il a été montré que l’amortissement de frottement 4γυt dans la troisième équation est suf-

fisamment fort pour stabiliser asymptotiquement les structures, mais n’est pas capable de

stabiliser significativement les structures. (instabilité exponentielle), le même résultat est

également prouvé pour x = 0 et x = 1, en supposant certaines conditions sur les paramétres

([14] [13] )

Il a également été prouvé que la stabilité exponentielle reste constante si les éléments de

contrôle aux limites sont remplacés par un amortissement par frottement, en travaillant sur

la première équation, En l’absence de contraintes sur les paramétres, la stabilité exponen-

tielle est maintenue si les deux premières équations sont inhibées par l’amortissement par

frottement. Quant à la stabilité polynomiale, elle est maintenue sous trois conditions aux

limites dynamiques supplémentaires, il s’agit de la stabilité des poutres laminées à conduc-

tivité thermique de type Cattanea’s ou Fourier .[11][12].

La stabilité est discuter dans le cas d’un amortissement viscoélastique qui agit sur l’angle de

rotation effectif sans recourir au contrôle aux frontières, elle est représentée par des termes

à mémoire finie sous forme de convolution sur [0.t] [9][13], Et sous certaines restrictions im-

posées sur les paramètres, la stabilité exponentielle a été prouvée [9]

Dans [6], certains résultats de stabilité exponentielle et polynomiale sous certaines contraintes

sur les paramétres γ = 0 et avec mémoire infinie et dans ce mémoire, on va étudier le système

(1) avec deux mémoires infinies.

On considère trois chapitre, le premier chapitre est un rappel de quelques définitions et

quelques inégalités utiles pour notre travail, le deuxième chapitre est la position du problème

et l’étude de l’existence et l’unicité de la solution, le troisème chapitre étudie la stabilité du

système.
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Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous donnons la définitions de quelques espaces de Hilbert et quelques

inégalités dans ces espaces. Aussi, nous donnons brièvement, des définitions et quelques

lemmes qu’on utilisera ultérieurement.

1.1 Espace de Hilbert

Soit Ω un intervalle de <,

Définition 1.1. [2] On définit l’espace :

L1(Ω) = {f mesurable sur Ω telle que
∫

Ω

|f |dΩ < +∞}

Définition 1.2. [2] On définit l’espace de Hilbert :

L2(Ω) = {f mesurable sur Ω telle que
∫

Ω

|f |2dΩ < +∞}

Définition 1.3. [2]

On définit les espaces de Hilbert :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) telle que u′ ∈ L2(Ω)}

H1
0 (Ω) = {u ∈ L2(Ω) telle que u′ ∈ L2(Ω) et u\∂Ω = 0}

H2(Ω) = {u ∈ H1(Ω) telle que u′′ ∈ L2(Ω)}

1



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2 Quelques inégalités utiles[2]

1.2.1 Inégalité de Poincaré

Soit Ω un domaine borné de <, alors il existe une constante positive c (dépend de Ω )telle

que :

‖u‖H1(Ω) ≤ c‖u′‖L2(Ω),∀u ∈ H1
0 (Ω).

1.2.2 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant
1

p
+

1

q
= 1 alors :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω)× Lq(Ω)),∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

p

∫
Ω

|fp|dx+
1

qε
q
p

∫
Ω

|gq|dx.

Si p = q = 2 on a :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω))2,∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

2

∫
Ω

|f 2|dx+
1

2ε

∫
Ω

|g2|dx.

1.2.3 Inégalité de Hölder

Soient f et g deux fonctions respectivement dans Lp(Ω), Lq(Ω), avec
1

p
+

1

q
= 1.

Alors ,le produit fg est dans L1(Ω) et∫
Ω

|fg|dx ≤
(∫

Ω

|f |2dx)
1
p (

∫
Ω

|g|2dx)
1
q

Remarque 1.2.1

L’inégalité de Cauchys-Chwartz est un cas particulier de l’inégalité de Holder dans le cas

p = q = 2.

1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.1 Théorème de Fubini[16]

Soit ∆ = [a, b]× [c, d](a < b, c < d) un rectangle fermé du plan <2

et f : ∆ −→ < une fonction continue , alors f est intégrable sur ∆ et on a :

∫ ∫
∆

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y)dy

]
dx =

∫ d

c

[∫ b

a

f(x, y)dx

]
dy.

2



1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.2 Théorème de Hille-Yosida[2]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

u0 ∈ D(A) il existe une fonctionnnelle u ∈ C1([0,+∞[;H)∩([0,+∞[;D(A)) unique tel que :
du

dt
+ Au = 0 sur [0,+∞[,

u(0) = u0 (donnée initiale).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣ = Au(t) ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

1.3.3 Théorème de Lax-Milgram

Définition 1.4. [2] Soit a : E × E → < une forme bilinéaire, on dit que :

• a est continue sur E s’il existe une constante ca telle que

∀x, y ∈ E, |a(x, y)| ≤ ca||x||E||y||E

• a est cœrcive s’il existe une constante αa telle que

∀x ∈ E αa||x||2E ≤ a(x, x)

• a est symétrique si

∀y ∈ E a(y, x) = a(x, y)

Théorème 1.1. [2] Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour

tout f ∈ H ′, il existe u unique tel que :

a(u, v) = (f, v) v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u minimise la fonctionnelle J : H → < définie par

J(v) =
1

2
a(u, v)− (f, v)

pour tout v de H.
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Chapitre 2
Position du problème et sa régularité

Dans ce chapitre, on définit le problème, puis on utilise la théorie des semi-groupes pour

prouver l’existence et l’unicité de la solution de ce problème.

2.1 Position du problème

On considère le système des poutres de Timoshenko laminées avec glissement interfacial

et mémoires infinies suivant :
ρ1ϕtt + k(u− ϕx)x +

∫ ∞
0

g1(s)ϕxx(t− s)ds = 0

ρ2(υ − u)tt − b(υ − u)xx − k(u− ϕx) +

∫ ∞
0

g2(s)(υ(t− s)− u(t− s))xxds = 0

ρ2υtt − bυxx + 3k(u− ϕx) + 4δυ + 4γυt = 0

(2.1)

avec les conditions aux limites

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = u(0, t) = ux(1, t) = υ(0, t) = υx(1, t) = 0 (2.2)

et les données initiales

 (ϕ(x,−t), u(x,−t), υ(x,−t)) = (ϕ0(x, t), u0(x, t), υ0(x, t)),

(ϕt(x, 0), ut(x, 0), υt(x, 0)) = (ϕ1(x), u1(x), υ1(x)),
(2.3)

On considére les hypothéses suivantes :

(H1) On suppose que la fonction gi : <+ → <+, i = 1, 2 est dérivable, non croissante et

intégrable sur R telle qu’il existe une constante positive k0 satisfaisant, pour tout

(ϕ, ψ,w) ∈ H1
0 (0, 1)×H1

∗ (0, 1)×H1
∗ (0, 1)

4



2.1 Position du problème

k0(||ϕx||2 + ||ψx||2 + ||wx||2) ≤ 3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3(b− g0
2)||ψx||2

+b||υx||2 + 4δ||υ||2 − 3g0
1||ϕx||2

(2.4)

De plus, supposons qu’il existe deux constantes positives β1 et β2 telles que

− βigi(s) ≤ g′i(s), s ∈ <+, i = 1, 2 (2.5)

(H2) On suppose que g0
1 > 0, g0

2 > 0 et qu’il existe deux constantes positives α1 et α2

et une fonction strictement convexe croissante G : <+ −→ <+ de class C1(<+) ∩ C2(0,∞)

vérifiant :

G(0) = G′(0) et lim
t−→∞

G′(t) =∞ (2.6)

tel que, pour i=1, 2

g′i(s) ≤ −αigi(s), s ∈ <+ (2.7)

ou ∫ ∞
0

gi(s)

G−1(−g′i(s))
ds+ sup

s∈<+

gi(s)

G−1(−g′i(s))
<∞ (2.8)

On introduit la variable ψ = υ − u, et comme dans [4], on considère les variables η et z et

leur données initiales par

η(x, t, s) = ϕ(x, t)− ϕ(x, t− s), x ∈ (0, 1), s, t ∈ <+,

η0(x, s) = ϕ0(x, 0)− ϕ0(x, 0), x ∈ (0, 1), s, t ∈ <+,

z(x, t, s) = ψ(x, t)− ψ(x, t− s), x ∈ (0, 1), s, t ∈ <+,

z0(x, s) = υ0(x, 0)− u0(x, 0)− (υ0(x, s)− u0(x, s)), x ∈ (0, 1), s, t ∈ <+.

Donc le système(2.1) devient
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ − υ)x + g0

1ϕxx −
∫ ∞

0

g1(s)ηxx(t− s)ds = 0

ρ2ψtt − (b− g0
2)ψxx + k(ϕx + ψ − υ)−

∫ ∞
0

g2(s)zxxds = 0

ρ2υtt − bυxx − 3k(ϕx + ψ − υ) + 4δυ + 4γυt = 0

(2.9)

où

g0
i =

∫ ∞
0

gi(s)ds, i = 1, 2

5



Chapitre 2. Position du problème et sa régularité

avec les conditions aux limites

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψx(1, t) = υ(0, t) = υx(1, t) = 0, t ∈ <+. (2.10)

Les fonctionnels η et z satisfaisant



ηt(x, t, s) + ηs(x, t, s)− ϕt(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), s, t > 0,

zt(x, t, s) + zs(x, t, s)− ψt(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), s, t > 0,

η(x, 0, s) = η0(x, s), z(x, 0, s) = z0(x, s), x ∈ (0, 1), s ∈ <+,

η(x, t, 0) = z(x, t, 0) = zx(1, t, s) = 0, x ∈ (0, 1), s, t ∈ <+.

(2.11)

2.2 L’existence et l’unicité de La solution

En utilisant la théorie des semi-groupes, on donne un résultats d’existence et d’unicité

pour le système (2.9).

Soient 
ϕt = ϕ̃, ψt = ψ̃, υt = υ̃,

U = (ϕ, ϕ̃, ψ,̃ψ, υ, υ̃, η, z),

U0 = (ϕ0, ϕ1, υ0 − u0, υ1 − u1, υ0, υ1, η0, z0).

(2.12)

Alors, le système peut être réécrit comme suit : Ut −AU = 0, t > 0,

U(0) = U0,
(2.13)

où l’opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est défini par :

AU =



ϕ̃

− k

ρ1

(ϕx + ψ − υ)− g0
1

ρ1

ϕxx +
1

ρ1

∫ ∞
0

g1(s)ηxxds

ψ̃

1

ρ2

[(b− g0
2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ)] +

1

ρ2

∫ ∞
0

g2(s)zxxds

υ̃
1

ρ2

[bυxx + 3k(ϕx + ψ − υ)− 4δυ − 4γυ̃]

−ηs + ϕ̃

−zs + ψ̃


6



2.2 L’existence et l’unicité de La solution

Considérons l’espace standard L2(0, 1), son produit scalaire classique 〈., .〉 et sa norme

‖‖. On considère aussi les espaces de Hilbert suivants

Lgi = {υ : <+ → H̃i,

∫ ∞
0

gi(s)‖υx‖2ds <∞},

associé au produit scalaire

〈ω, ω̃〉Lgi
=

∫ ∞
0

gi(s)〈ωx(s), ω̃x(s)〉ds,

tel que

H̃1 = H1
0(0, 1), H̃2 = H1

∗(0, 1)

et

H1
∗(0, 1) = {h ∈ H1(0, 1) : h(0) = 0},

H l’espace d’énergie est donné par

H = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)× [H1

∗ (0, 1)× L2(0, 1)]2 × Lg1 × Lg2 ,

pour tout

U1 = (ϕ1, ϕ̃1, ψ1, ψ̃1, υ1, υ̃1, η1, z1), U2 = (ϕ2, ϕ̃2, ψ2, ψ̃2, υ2, υ̃2, η2, z2) ∈ H,

le produit intérieur défini par :

〈U1, U2〉H = 3k〈(ϕ1x + ψ1 − υ1), (ϕ2x + ψ2 − υ2)〉+ 3(b− g0
2)〈ψ1x, ψ1x〉

−3g0
1〈ϕ1x, ϕ2x〉+ b〈υ1x, υ2x〉+ 4δ〈υ1, υ2〉+ 3ρ1〈ϕ̃1, ϕ̃2〉

+3ρ2〈ψ̃1, ψ̃2〉+ ρ2〈υ̃1, υ̃2〉+ 3〈η1, η2〉lg1 + 3〈z1, z2〉Lg2

(2.14)

Le domaine de A est donné par :

D(A) = {U ∈ H, AU ∈ H, ψx(1) = υx(1) = η(x, 0) = z(x, 0) = zx(1, s) = 0} .

où D(A) est dense dans H.

Ainsi nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théorème 2.1. Supposons que (H1) est vérifie. Alors, pour tout U0 ∈ D(A), le système

(2.13) admet une unique solution U vérifiant

U ∈ C(R+ : H)

Si U0 ∈ D(A), Alors U satisfait

U ∈ C1 (R+;D(A)) ∩ C (R+;D(A))

7



Chapitre 2. Position du problème et sa régularité

Preuve. Pour obtenir le résultat ci-dessus, on va prouver que A est un opérateur mono-

tone maximal. C’est à dire A est dissipatif et I − A est surjectif.

� A dissipatif : En utilisant l’équation.(2.13), on obtient :

 Ut = AU t > 0,

U(0) = U0

où l’opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est défini par :

AU =



ϕ̃

− k

ρ1

(ϕx + ψ − υ)− g0
1

ρ1

ϕxx +
1

ρ1

∫ ∞
0

g1(s)ηxxds

ψ̃

1

ρ2

[(b− g0
2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ)] +

1

ρ2

∫ ∞
0

g2(s)zxxds

υ̃
1

ρ2

[bυxx + 3k(ϕx + ψ − υ)− 4δυ − 4γυ̃]

−ηs + ϕ̃

−zs + ψ̃



, u =



ϕ

ϕ̃

ψ

ψ̃

υ

υ̃

η

z



.

〈AU,U〉H = 3k

∫ 1

0

(ϕ̃x + ψ̃ − υ̃)(ϕx + ψ − υ)dx+ 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψ̃xψxdx− 3g0
1

∫ 1

0

ϕ̃xϕxdx

+ b

∫ 1

0

υ̃xυxdx+ 4δ

∫ 1

0

υ̃υ + 3

∫ 1

0

(k(ϕx + ψ − υ)x − g0
1ϕxx +

∫ ∞
0

g1(s)ηxxds)ϕ̃dx

+ 3

∫ 1

0

((b− g0
2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ) +

∫ ∞
0

g2(s)zxxds)ψ̃dx+

∫ 1

0

(bυxx + 3k(ϕx + ψ − υ)

− 4δυ − 4γυ̃)υ̃dx+ 3

∫ 1

0

(−ηs + ϕ̃)ηdx+ 3

∫ 1

0

(−zs + ψ̃)zdx

〈AU,U〉H = 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + υ)t(ϕx + ψ − υ)dx+ 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψtxψxdx

− 3g0
1

∫ 1

0

ϕtxϕxdx+ b

∫ 1

0

υtxυxdx+ 4δ

∫ 1

0

υtυdx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)xϕtdx

− 3g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕtdx+ 3

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g1(s)ηxxdsdx+ 3(b− g2)

∫ 1

0

ψxxψtdx

− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ψtdx+ 3

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g2(s)zxxdsdx+ b

∫ 1

0

υxxυtdx

+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)υtdx− 4δ

∫ 1

0

υυtdx− 4γ

∫ 1

0

υ2
t dx+ 3

∫ 1

0

(−ηs + ϕt)ηdx

+ 3

∫ 1

0

(−zs + ψt)zdx

(2.15)
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2.2 L’existence et l’unicité de La solution

Grâce à la formule d’intégration par partie et les conditions au bord, on trouve

〈AU,U〉H = 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)t(ϕx + ψ − υ)dx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)t(ϕx + ψ − υ)dx

−3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψxxψtdx+ 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψxxψtdx+ 3g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕtdx

−3g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕtdx− b
∫ 1

0

υxxυtdx+ b

∫ 1

0

υxxυtdx+ 4δ

∫ 1

0

υυtdx− 4δ

∫ 1

0

υυtdx

−4γ

∫ 1

0

υ2
t dx− 3

∫ ∞
0

g1(s)

∫ 1

0

ηtxηxdxds+ 3

∫ ∞
0

g′1(s)||ηx||2ds+ 3

∫ ∞
0

g1(s)

∫ 1

0

ηtxηxdxds

+ 3

∫ ∞
0

g2(s)

∫ 1

0

ztxzxdxds+ 3

∫ ∞
0

g′2(s)||zx||2ds− 3

∫ ∞
0

g2(s)

∫ 1

0

zxztxdxds (2.16)

Après la simplification, on trouve

〈AU,U〉H = −4γ||υt||2 +
1

2

∫ ∞
0

g′1(s)||ηx||2ds+
1

2

∫ ∞
0

g′2(s)||zx||2ds ≤ 0. (2.17)

par conséquent , l’opérateur A est dissipatif.

�L’opérateur (I −A)est surjectif : pour tout F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8)T ∈ H, on

montre qu’il existe U ∈ D(A)tel que

(I −A)U = F. (2.18)

Ceci s’écrit en termes de composants, comme suit

ϕ− ϕ̃ = f1 ∈ H1
0 (0, 1)

ϕ̃− k

ρ1

(ϕx + ψ − υ)x −
g0

1

ρ1

ϕxx +
1

ρ1

∫ ∞
0

g1(s)ηxxds = f2 ∈ Lg1

ψ − ψ̃ = f3 ∈ L2(0, 1)

ψ̃ − 1

ρ2

[
(b− g0

2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ)
]

+
1

ρ2

∫ ∞
0

g2(s)zxxds = f4 ∈ Lg2

υ − υ̃ = f5 ∈ H1
∗ (0, 1)

υ̃ − 1

ρ2

[bυx + 3k(ϕx + ψ − υ)− 4δυ − 4γυ̃] = f6 ∈ L2(0, 1)

η + ηs − ϕ̃ = f7 ∈ H1
∗ (0, 1)

z + zs − ψ̃ = f8 ∈ L2(0, 1)

(2.19)
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Chapitre 2. Position du problème et sa régularité

premièrement, les première, troisième et cinquième équation de (2.19) sont équivalentes à :

ϕ̃ = ϕ− f1 , ψ̃ = ψ − f3 et υ̃ = υ − f5 (2.20)

deuxièment, à partir de (2.19), nous voyons que les deux dernières équations de (2.19) se

réduisent à

ηs + η = ϕ+ f7 − f1 et zs + z = ψ + f8 − f3 (2.21)

En intégrant par rapport à s et notant que η et z doivent satisfaire η(0) = z(0) = 0, On a

η(s) = (1− exp(−s))(ϕ− f1) +

∫ s

0

exp(τ − s)f7(τ)dτ

et

z(s) = (1− exp(−s))(ψ − f3) +

∫ s

0

exp(τ − s)f8(τ)dτ

(2.22)

Troisièment, en utilisant (2.20) et (2.22) nous trouvons que les deuxièmes, quatrièmes ét

sixième équations de (2.19), sont réduits à



ρ1ϕ− k(ϕx + ψ − υ)x + g̃1ϕxx = ρ1(f1 + f2)

+

∫ ∞
0

g1(s)((1− exp(−s))f1 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f7(τ)dτ)xxds

ρ2ψ − (b− g̃2)ψxx + k(ϕx + ψ − υ) = ρ2(f3 + f4)

+

∫ ∞
0

g2(s)((1− exp(−s))f3 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f8(τ)dτ)xxds

(ρ2 + 4γ + 4δ)υ − bυxx − 3k(ϕx + ψ − υ) = (ρ2 + 4γ)f5 + ρ2f6

(2.23)

où

g̃i =

∫ ∞
0

exp(−s)gi(s)ds , i = 1, 2

ρ1ϕ− k(ϕx + ψ − υ)x + g̃1ϕxx = h1 ∈ H1
0 (0, 1) (2.24)

ρ2ψ − (b− g̃2)ψxx + k(ϕx + ψ − υ) = h2 ∈ H1
∗ (0, 1) (2.25)

(ρ2 + 4γ + 4δ)υ − bυxx − 3k(ϕx + ψ − υ) = h3 ∈ H1
∗ (0, 1) (2.26)

On pose

h1 = ρ1(f1 + f2) +

∫ ∞
0

g1(s)((1− exp(−s))f1 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f7(τ)dτ)xxds

h2 = ρ2(f3 + f4) +

∫ ∞
0

g2(s)((1− exp(−s))f3 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f8(τ)dτ)xxds

h3 = (ρ2 + 4γ)f5 + ρ2f6

10



2.2 L’existence et l’unicité de La solution

On définit l’espace W = H1
0 (0, 1)×H1

∗ (0, 1)×H1
∗ (0, 1)

En multipliant les équations (2.24) ,(2.25) et (2.26) par des fonctions ϕ1 ∈ H1
0 (0, 1),

ψ1 ∈ H1
∗ (0, 1), υ1 ∈ H1

∗ (0, 1) réspectivement puis intégrant par parties sur [0, 1] on obtient

3ρ1

∫ 1

0

ϕ1ϕdx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)xϕ1dx+ 3g̃1

∫ 1

0

ϕxxϕ1dx = 3

∫ 1

0

ϕ1h1dx

3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx− 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψxxψ1dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ψ1dx = 3

∫ 1

0

ψ1h2dx

(ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υυ1dx− b
∫ 1

0

υxxυ1dx− 3k

∫ 1

0

ϕx + ψ − υ)υ1dx =

∫ 1

0

h3υ1dx

Ce qui implique

3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ϕ1xdx− 3g̃1

∫ 1

0

ϕxϕ1xdx = 3

∫ 1

0

h1ϕ1dx

3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψxψ1xdx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ψ1dx = 3

∫ 1

0

h2ψ1dx

(ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υυ1dx+ b

∫ 1

0

υxυ1xdx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)υ1dx =

∫ 1

0

h3υ1dx

additionnons les trois équation on obtient

3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)(ϕ1x + ψ1 − υ1)dx− 3g̃1

∫ 1

0

ϕxϕ1xdx+ 3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx

+3(b−g̃2)

∫ 1

0

ψxψ1xdx+(ρ2+4γ+4δ)

∫ 1

0

υυ1dx+b

∫ 1

0

υxυ1xdx =

∫ 1

0

(3h1ϕ1+3h2ψ1+h3υ1)dx

Pour u = (ϕ, ψ, υ) et u1 = (ϕ1, ψ1, υ1) on définit sur W une forme bilinéair a(., .) est

une forme linéaire l(.) par

a(u, u1) = 3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)(ϕ1x + ψ1 − υ1)dx− 3g̃1

∫ 1

0

ϕxϕ1xdx

+ 3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψxψ1xdx+ (ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υυ1dx+ b

∫ 1

0

υxυ1xdx

l(u1) =

∫ 1

0

(3h1ϕ1 + 3h2ψ1 + h3υ1)dx

11



Chapitre 2. Position du problème et sa régularité

0n applique le théoréme de Lax-Milgram, sur l’espace W pour la forme bilinéaire a(u, u1)

et la forme linéaire l(u1)

1- Continuité de a(.,.)

|a(u, u1)| = |3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx + 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)(ϕ1x + ψ1 − υ1)dx − 3g̃1

∫ 1

0

ϕxϕ1xdx +

3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψxψ1xdx+ (ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υυ1dx+ b

∫ 1

0

υxυ1xdx|

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Shwartz on obtient

|a(u, u1)| ≤ 3ρ1||ϕ||L2||ϕ1||L2 + 3k||ϕx + ψ − υ||L2||ϕ1x + ψ1 − υ1||L2

− 3g̃1||ϕx||L2||ϕ1x||L2 + 3ρ2||ψ||L2||ψ1||L2 + 3(b− g̃2)||ψx||L2||ψ1x||L2

+ (ρ2 + 4γ + 4δ)||υ||L2||υ1||L2 + b||υx||L2 ||υ1x||L2

Alors, nous prouvons facilement prouver que :

|a((ϕ, ψ, υ), (ϕ1, ψ1, υ1))| ≤ C1||(ϕ, ψ, υ||W )||(ϕ1, ψ1, υ1||W )

Donc a(u,u1) est continue

2- Coercivité de a(., .)

|a(u, u)| = 3ρ1

∫ 1

0

ϕ2dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)2dx− 3g̃1

∫ 1

0

ϕ2
xdx+ 3ρ2

∫ 1

0

ψ2dx

+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψ2
xdx+ (ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υ2dx+ b

∫ 1

0

υ2
xdx

a((ϕ, ψ, υ), (ϕ, ψ, υ)) > C2||(ϕ, ψ, υ)||2W

Où

C2 = min {3ρ1, 3k, 3g̃1, 3ρ2, 3(b− g̃2), (ρ2 + 4γ + 4δ), b}

Donc a(u,u) est coercive

3 - Continuité de l
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2.2 L’existence et l’unicité de La solution

|l(ϕ1, ψ1, υ1))| = |3
∫ 1

0

h1ϕ1dx+ 3

∫ 1

0

h2ψ1dx+

∫ 1

0

h3υ1dx|

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ 3||h1||L2 ||ϕ1||L2 + 3||h2||L2 ||ψ1||L2 + ||h3||L2 ||υ1||L2

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ max(3||h1||L2 , 3||h2||L2 , ||h3||L2)(||ϕ1||L2 + ||ψ1||L2 + ||υ1||L2)

Où

C3 = max(3||h1||L2 , 3||h2||L2 , ||h3||L2)

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ C3(||ϕ1||H1
0

+ ||ψ1||H1
∗ + ||υ1||H1

∗ )

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ C3||(ϕ1, ψ1, υ1)||W , C3 > 0

|l(u1)| ≤ C3||u1||W

Donc l(.) est continue

a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur W , et l(.) est linéaire et continue sur W .

Alors d’après le théorème de Lax-Miligram, il existe une solution unique

(ϕ, ψ, υ) ∈ W = H1
0 (0, 1)×H1

∗ (0, 1)×H1
∗ (0, 1) telle que

a(u, u1) = l(u1), ∀u1 ∈ W

On voit que, si (2.23) admet une solution satisfaisant la régularité requise dans D(A),

alors (2.20) implique que ϕ̃, ψ̃ et υ̃ existe et satisfait la régularité requise dans D(A).

Maintenant on va démontrer que η et z existent et satifait ηs, η ∈ Lg1 et zs, z ∈ Lg2.

D’aprés (2.19), on remarque qu’il suffit de prouver que η ∈ Lg1 et z ∈ Lg2 : nous avons

s −→ (1− exp(−s))(ϕ− f1) ∈ Lg1 et s −→ (1− exp(−s))(ψ − f3) ∈ Lg2

parce que ϕ, f1 ∈ H1
0 (0.1) et ψ, f3 ∈ H1

∗ (0.1) d’autre part , En utilisant le théorème de fubini

et l’inégalité de Holder, on trouve :∫ 1

0

∫ ∞
0

g1(s)|(
∫ s

0

exp(τ − s)f7(τ)dτ)x|2dsdx

13



Chapitre 2. Position du problème et sa régularité

≤
∫ ∞

0

exp(−2s)g1(s)(

∫ s

0

exp(τ)dτ)

∫ s

0

exp(τ)||f7x(τ)||2dτds

≤
∫ ∞

0

exp(−s)(1− exp(−s))g1(s)

∫ s

0

exp(τ)||f7x(τ)||2dτds

≤
∫ ∞

0

exp(−s)g1(s)

∫ s

0

exp(τ)||f7x(τ)||2dτds

≤
∫ ∞

0

exp(τ)||f7x(τ)||2
∫ ∞
τ

exp(−s)g1(s)dsdτ

≤
∫ ∞

0

exp(τ)g1(τ)||f7x(τ)||2
∫ ∞
τ

exp(−s)dsdτ

≤
∫ ∞

0

g1(τ)||f7x(τ)||2dτ

≤ ||f7||2Lg1 <∞

s −→
∫ s

0

exp(τ − s)f7(τ)dτ ∈ Lg1 .

De même on obtient

s −→
∫ s

0

exp(τ − s)f8(τ)dτ ∈ Lg2 .

Donc

η ∈ Lg1 et z ∈ Lg2

Finalement, ∃(ϕ, ϕ̃, ψ, ψ̃, υ, υ̃, η, z)T ∈ D(A) qui vérifie AU = F pour tout F ∈ H

Donc l’operateur I − A est surjectif

I − A est surjectif et A est dissipatif . Alors par le théoréme de Hille-Yosida ([2]) nous

obtenons le résultat du théorème 2.1.
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Chapitre 3
Etude de la stabilité

Pour l’étude de la stabilité du système (2.9), on va utiliser la méthode énergétique qui se

base sur la construction d’une fonction équivalente à l’énergie et qu’on appelle fonctionlle de

Lyapunov.

3.1 L’énergie du Système

Lemme 3.1

L‘énergie définie par

E(t) =
1

2
(3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3(b− g0

2)||ψx||2 − 3g0
1||ϕx||2 + b||υx||2 + 4δ||υ||2)

+
1

2
(3ρ1||ϕt||2 + 3ρ||υt||2 + 3

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2)ds) (3.1)

satisfait

E ′(t) = −4γ||υt||2 +
1

2

∫ ∞
0

(g′1(s)||ηx||2 + g′2(s)||zx||2)ds ≤ 0 (3.2)

Preuve 3.1

Multipliant la première équation du système (2.9) par 3ϕt et intégrant sur(0.1)

3ρ1

∫ 1

0

ϕttϕtdx−3k

∫ 1

0

(ϕx+ψ−υ)xϕtdx+g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕtdx−3

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g1(s)ηxx(t−s)dsdx = 0 (1)

Multipliant la deuxième équation du système (2.9) par 3ψt et intégrant sur(0.1)

3ρ2

∫ 1

0

ψttψtdx−3(b−g0
2)

∫ 1

0

ψxxψtdx+3k

∫ 1

0

(ϕx+ψ−υ)ψtdx−3

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g2(s)zxxdsdx = 0 (2)
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Multipliant la troisième équation du système (2.9) par υt et intégrant sur(0.1)

ρ2

∫ 1

0

υttυtdx− b
∫ 1

0

υxxυtdx− 3k

∫ 1

0

(ϕx +ψ−υ)υtdx+ 4δ

∫ 1

0

υυtdx+ 4γ

∫ 1

0

υ2
t = 0 (3)

la somme de (1), (2) et (3) nous donne :

3ρ1

∫ 1

0

ϕttϕt − 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)x + g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕt − 3

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g1(s)ηxx(t− s)ds

+3ρ2

∫ 1

0

ψttψtdx− 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψxxψtdx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ψtdx

-3
∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g2(s)zxxdsdx+ ρ2

∫ 1

0

υttυtdx− b
∫ 1

0

υxxυtdx

-3k
∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)υtdx+ 4δ

∫ 1

0

υυtdx+ 4γ

∫ 1

0

υ2
t dx = 0

on a ∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)xϕtdx = −
∫ 1

0

ϕtx(ϕx + ψ − υ)dx

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g1(s)ηxxdsdx = −1

2

d

dt

∫ 1

0

∫ ∞
0

g1(s)η2
x(s)dsdx−

∫ 1

0

∫ ∞
0

g′1(s)η2
x(s)dsdx

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g2(s)zxxdsdx = −1

2

d

dt

∫ 1

0

∫ ∞
0

g2(s)z2
xdsdx+

∫ 1

0

∫ ∞
0

g′2(s)z2
xdsdx

En utilisant l’intégration par partie et les propriétes de dérivations, on trouve :

3

2
ρ1
d

dt

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

3

2
k
d

dt

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)2dx− 3

2
g0

1

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
xdx+

3

2

d

dt

∫ 1

0

∫ ∞
0

g1(s)η2
xdsdx

−3

∫ 1

0

∫ ∞
0

g′1(s)η2
xdsdx+

3

2
ρ2
d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

3

2
(b− g0

2)
d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx

+
3

2

d

dt

∫ 1

0

∫ ∞
0

g2(s)z2
xdsdx− 3

∫ 1

0

∫ ∞
0

g′2(s)z2
xdsdx+

1

2
ρ2
d

dt

∫ 1

0

υ2
t dx

+
b

2

d

dt

∫ 1

0

υ2
xdx+

1

2

d

dt
4δ

∫ 1

0

υ2 + 4γ

∫ 1

0

υ2
t dx = 0

1

2

d

dt

[
3ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx+ k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)2dx− 3g0
1

∫ 1

0

ϕ2
xdx
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3.2 Les fonctionnelles de La fonction de Lyapaunov

+3

∫ 1

0

∫ ∞
0

g1(s)η2
xdsdx+ 3ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ (b− g0

2)

∫ 1

0

ψ2
xdx

+3

∫ 1

0

∫ ∞
0

g2(s)z2
xdsdx+ ρ2

∫ 1

0

υ2
t dx+ b

∫ 1

0

υ2
xdx+ 4δ

∫ 1

0

υ2
t dx ]

= −4γ

∫ 1

0

υ2
t dx+ 3

∫ 1

0

(∫ ∞
0

g′1(s)η2
xds+

∫ ∞
0

g′2(s)z2
xds

)
dx

d

dt

1

2

[
3ρ1||ϕt||2 + k||(ϕx + ψ − υ)||2 − 3g0

1||ϕx||2

+3ρ2‖|ψ2
t ||+ 3(b− g0

2)||ψx||2 + 3

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2ds)

+ρ2||υt||2 + b||υx||2 + 4δ||υt||2 ]

= −4γ

∫ 1

0

υ2
t + 3

∫ ∞
0

(g′1(s)||ηx||2ds+ g′2(s)||zx||2ds).

Donc E ′(t) = −4γ

∫ 1

0

υ2
t + 3

∫ ∞
0

(g′1(s)||ηx||2ds+ g′2(s)||zx||2ds)

Et comme g1 et g2 sont deux fonctions décroissantes. Alors g′1 < 0 et g′2 < 0 et nous

avons aussi γ > 0 donc E ′(t) ≤ 0.

Ainsi l’énergie est décroissante et le système est dissipatif.

3.2 Les fonctionnelles de La fonction de Lyapaunov

Nous considérons les données suivantes :

∂t

∫ ∞
0

g1(s)ηds = ∂t

∫ t

−∞
(ϕ(t)− ϕ(s))ds

=
∫ t

−∞
g′1(t−s)(ϕ(t)−ϕ(s))ds+

(∫ t

−∞
g1(t− s)ds

)
ϕt

C’est

∂t

∫ ∞
0

g1(s)ηds =

∫ ∞
0

g′1(s)ηds+ g0
1ϕt (3.3)
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

de même, nous avons

∂t

∫ ∞
0

g2(s)zds =

∫ ∞
0

g′2(s)zds+ g0
2ψt (3.4)

Utilisant les inégalités de Young et de Hölder. Alors pour tout λ > 0, il existe Cλ > 0 tel

que, pour tout υ ∈ L2(0, 1) et η̂ ∈ {η, ηx} dans le cas i = 1, et η̂ ∈ {z, zx} dans le cas i = 2,

on obtient les inégalités suivantes :

|
∫ 1

0

υ

∫ ∞
0

gi(s)η̃dsdx| ≤ λ||υ||2 + Cλ

∫ ∞
0

gi(s)||η̃||2ds (3.5)

|
∫ 1

0

υ

∫ ∞
0

g′i(s)η̃dsdx| ≤ λ||υ||2 − Cλ
∫ ∞

0

g′i(s)||η̃||2ds (3.6)

Lemme 3.3

La dérivée de la fonctionnelle

I1(t) = −3ρ1

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g1(s)ηdsdx (3.7)

Satisfait, pour toute δ0 > 0, Cδ0 > 0 l’estimation suivante :

I ′1(t) ≤ −3ρ1(g0
1 − δ0)||ϕt||2 + δ0(||ϕx||2 + ||ϕx + ψ − υ||2) + Cδ0

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds (3.8)

Preuve 3.3

d

dt
(I1(t)) =

d

dt

(
−3ρ1

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g1(s)ηdsdx

)

= −3ρ1

(∫ 1

0

ϕtt

∫ ∞
0

g1(s)ηdsdx

)
− 3ρ1

∫ 1

0

ϕt∂t

(∫ ∞
0

g1(s)ηds

)
dx

En utilisant la première équation du système(2.9)

ϕtt =
1

ρ1

(k(ϕx + ψ − υ)x − g0
1ϕxx + (

∫ ∞
0

g1(s)ηxxdsdx),

en intégrant par partie et en prenant les condition aux limites et la relation (3.3), on trouve

I ′1(t) = −3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)x

∫ ∞
0

g1(s)ηdsdx+ 3g0
1

∫ 1

0

ϕxx

∫ ∞
0

g1(s)ηdsdx

− 3

∫ 1

0

(

∫ ∞
0

g1(s)ηxxds

∫ ∞
0

g1(s)ηds)dx− 3ρ1

∫ 1

0

ϕt∂t(

∫ ∞
0

g1(s)ηds)dx
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3.2 Les fonctionnelles de La fonction de Lyapaunov

I ′1(t) = 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)

∫ ∞
0

g1(s)ηxdsdx− 3g0
1

∫ 1

0

ϕx

∫ ∞
0

g(s)ηxdsdx

+ 3

∫ 1

0

(

∫ ∞
0

g1(s)ηxds)
2dx− 3ρ1

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g′1(s)ηdsdx− 3ρ1g
0
2

∫ 1

0

ϕ2
tdx

donc

I ′1(t) = −3ρ1g
0
1||ϕt||2 + 3||

∫ ∞
0

g1(s)ηxds||2 − 3ρ1

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g′1(s)ηdsdx

+3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)

∫ ∞
0

g1(s)ηxdsdx− 3g0
1

∫ 1

0

ϕx

∫ ∞
0

g1(s)ηxdsdx

appliquer (3.5), (3.6) aux trois derniers termes de I ′1(t)∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g′1(s)ηdsdx ≤ λ||ϕt||2 − Cλ
∫ ∞

0

g′1(s)||η||2ds

∫ 1

0

ϕx

∫ ∞
0

g1(s)ηxdsdx ≤ λ||ϕx||2 + Cλ

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)

∫ ∞
0

g1(s)ηxdsdx ≤ λ||(ϕx + ψ − υ)||2 + Cλ

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds

Et en utilisant l’inégalité de poincaré pour η et l’inégalité de Hölder pour estimer son second

terme, et (2.5) pour estimer −g′1 par β1g1, on obtient (3.8).

Lemme 3.4

La dérivée de la fonctionnelle

I2(t) = −3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx (3.9)

Satisfait, pour toute δ0 > 0, Cδ0 > 0 l’estimation suivante :

I ′2(t) ≤ −3ρ2(g0
2−δ0)||ψt||2+δ0(||ψx||2+||ϕx||2+||ϕx+ψ−υ||2)+Cδ0

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds (3.10)

Preuve 3.4

d

dt
(I2(t)) =

d

dt
(−3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx)

En utilisant la deuxième équation du système (2.9) et la relation(3.4)

I ′2(t) = −3ρ2

∫ 1

0

ψtt

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx− 3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g′2(s)zdsdx− 3ρ2g
0
2

∫ 1

0

ψ2
t dx
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ψtt =
1

ρ2

[
(b− g0

2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ) +

∫ ∞
0

g2(s)zxxds

]

I ′2(t) = −3

∫ 1

0

((b− g0
2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ) +

∫ ∞
0

g2(s)zxxdsdx)(

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx)

− 3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g′2(s)zdsdx− 3ρ2g
0
2

∫ 1

0

ψ2
t dx

I ′2(t) = −3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψxx

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ + υ)

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx

− 3

∫ 1

0

∫ ∞
0

g2(s)zxxds

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx− 3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g′2(s)zdsdx− 3ρ2g
0
2

∫ 1

0

ψ2
t dx

En utilisant l’intégration par partie :

I ′2(t) = 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψx

∫ ∞
0

g2(s)zxdsdx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)

∫ ∞
0

g(s)zdsdx

+3

∫ 1

0

(g2(s)zxds)
2dx− 3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g′2(s)zdsdx− 3ρ2g
0
2

∫ 1

0

ψ2
t dx

Alors

I ′2(t) = 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψx

∫ ∞
0

g2(s)zxdsdx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx

+||
∫ ∞

0

g2(s)zxds||2 − 3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g′2(s)zdsdx− 3ρ2g
0
2||ψt||2

de même, appliquant (3.5) (3.6), on obtient (3.10)

Lemme 3.5

La dérivéee de la fonctionnelle

I3(t) =

∫ 1

0

(3ρ1ϕϕt + 3ρ2ψψt + ρ2υυt)dx (3.11)

Satisfait, pour tout δ0 > 0, Cδ0 > 0 l’éstimation suivante

I ′3(t) ≤ −3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3(g0
1 + δ0)||ϕx||2

−(b− g0
2 − δ0)||ψx||2 − (b− δ0)||υx||2 − 4δ||υ||2 + 3ρ2||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2

+Cδ0 ||υt||2 + Cδ0

∫ ∞
0

(g1(s)ηx||2 + g2(s)x||zx||2)ds

(3.12)
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Preuve 3.5

d

dt
(I3(t)) =

d

dt
(

∫ 1

0

(3ρ1ϕϕt + 3ρ2ψψt + ρ2υυt)dx

I ′3(t) = 3ρ1

∫ 1

0

ϕϕtdx+ 3ρ1

∫ 1

0

ϕϕttdx+ 3ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx

+ 3ρ2

∫ 1

0

ψψttdx+ ρ2

∫ 1

0

υ2
t dx+ ρ2

∫ 1

0

υυttdx

I ′3(t) = 3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2 + ρ2||υt||2 − 3k

∫ 1

0

ϕx(ϕx + ψ − υ)dx+ 3g0
1||ϕx||2

− 3

∫ 1

0

ϕx

∫ ∞
0

g1(s)ηxdsdx− 3(b− g0
2)||ψx||2 + 3k

∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ − υ)dx

− 3

∫ 1

0

ψx

∫ ∞
0

g2(s)zxdsdx− b||υx||2 + 3k

∫ 1

0

υ(ϕx + ψ − υ)dx+ 4δ||υ||2 + 4γ

∫ 1

0

υυtdx

I ′3(t) = −3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3g0
1||ϕx||2 − 3(b− g0

2)||ψx||2 − b||υx||2 + 4δ||υ||2

+ ρ2||υt||2 + 3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2 − 4γ

∫ 1

0

υυtdx− 3

∫ 1

0

ϕx

∫ ∞
0

g1(s)ηxdxds

− 3

∫ 1

0

ψx

∫ ∞
0

g2(s)zxdsdx

Appliquant les inégalités de Young et de Poincaré et r (3.5) pour estimer les trois der-

nières intégrales de cette égalité

De l’inégalité de Young on arrive à∫ 1

0

|υυt|dx ≤
ε

2

∫ 1

0

|υ|2dx+
1

2ε

∫ 1

0

|υt|2dx (∗) ,

de l’inégalté de Poincaré on a

∫ 1

0

|υ|2dx ≤ Cρ

∫ 1

0

|υx|2dx

donc la relation (∗) devient :

∫ 1

0

|υυt|dx ≤
ε

2
Cρ

∫ 1

0

|υx|2dx+
1

2ε

∫ 1

0

|υt|2dx.

Et ainsi nous obtenons

I ′3(t) ≤ −3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3(g0
1 − λ)||ϕx||2 − 3(b− g0

2 + λ)||ψx||2 − (b− 2γεCρ)||υx||2

−4δ||υ||2 + 3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2 + (ρ2 +
2γ

ε
)||υt||2 − 3Cλ

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2ds,

telles que δ0 = −λ ou δ0 = 2γεCρ, Cδ0 = ρ2 +
2γ

ε
ou Cδ0 = −3Cλ.
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C’est à dire

I ′3(t) ≤ −3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3(g0
1 − λ)||ϕx||2 − 3(b− g0

2 + λ)||ψx||2 − 4δ||υ||2 + 3ρ1||ϕt||2

+3ρ2||ψt||2 + Cδ0||υt||2 − (b− δ0)||υx||2 + Cδ0

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2)ds

3.3 Résultat de Stabilité

Le résultat principal de ce mémoire est donné par :

Théorème 3.1. Supposons que (H1) et (H2) sont vraies. Soit U0 ∈ H, tel que, pour tout

i = 1, 2, (2.7) est vraie.

ou

sup
t∈<+

∫ ∞
t

gi(s)

G−1(g′i(s))
||f0x(., s− t)||2ds <∞, où f0 = ϕ0 si i = 1, et f0 = υ0 − u0 si i=2.

Alors ils existent deux constantes positives C1 et C2 telles que la solution U de (2.13) satisfait

E(t) ≤ C2G
−1
1 (C1t), t ∈ <+, (3.13)

où

G1 =

∫ 1

s

1

G0(τ)
dτ et G0(s) =

 s si (2.7) et vraie pour tout i == 1, 2

sG′(s) sinon.

Preuve du théorème 3.1

Lemme 3.6

Soit la fonctionnelle F définie par

F (t) = I1(t) + I2(t) + I3(t)

satisfait : 1)

F ′(t) ≤ −E(t) + C||υt||2 + C

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds+ C

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds (3.14)

2) il existe une constante positive µ0 tel que

-µ0E ≤ F ≤ µ0E. (3.15)
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Preuve 3.6

1) En ajoutant (3.9), (3.11) et (3.13) et en utilisant la définition de E nous avons :

F ′(t) = −3ρ1g
0
1||ϕt||2 + 3ρ1δ0||ϕt||2 + δ0||ϕx||2 + δ0||ϕx + ψ − υ||2 +Cδ0

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds

− 3ρ2g
0
2||ψt||2 + 3ρ2δ0||ψt||2 + δ0||ψx||2 + δ0||ϕx + ψ − υ||2 + Cδ0

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds

− 3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3g0
1||ϕx||2 + 3δ0||ϕx||2 − 3(b− g0

2)||ψx||2 + 3δ0||ψx||2 − b||υx||2

+ δ0||υx||2− 4δ||υ||2 + 3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2 +Cδ0||υt||2 +Cδ0

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2ds)

F ′(t) = −(3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3(b− g0
2)||ψx||2 − 3g0

1||ϕx||2 + b||υx||2 + 4δ||υ||2)

+ δ0(2||ϕx + ψ − υ||2 + 4||ϕx||2 + 4||ψx||2 + ||υx||2 + 3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2)

+ 3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2 + Cδ0||υt||2 + Cδ0

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2)ds

vaonposeCδ0 = 3 et on a pose Cδ0 = ρ2 + Cδ0

F ′(t) = −(3k||ϕx + ψ − υ||2 + 3(b− g0
2)||ψx||2 − 3g0

1||ϕx||2 + b||υx||2 + 4δ||υ||2)

+ 3ρ1||ϕt||+ 3ρ2||ψt||+ ρ2||υt||2 + Cδ0

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2)ds

+ δ0(2||ϕx + ψ − υ||2 + 4||ϕx||2 + 4||ψx||2 + ||υx||2 + 3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2)

+ Cδ0||υt||2 + Cδ0

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2)ds

donc

F ′(t) ≤ −2E(t) + δ0(2||ϕx + ψ − υ||2 + 4||ϕx||2 + 4||ψx||2 + ||υx||2

+3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2) + Cδ0 ||υt||2 + Cδ0

∫ ∞
0

(g1(s)||ηx||2 + g2(s)||zx||2)ds

2)

F (t) = I1(t) + I2(t) + I3(t)

|F (t)| = |I1(t) + I2(t) + I3(t)|

|F (t)| ≤ |I1(t)|+ |I2(t)|+ |I3(t)|

23



Chapitre 3. Etude de la stabilité

Substituant les valeurs de I1, I2, I3

|F (t)| ≤ | − 3ρ1

∫ 1

0

ϕt

∫ ∞
0

g1(s)ηdsdx|+ | − 3ρ2

∫ 1

0

ψt

∫ ∞
0

g2(s)zdsdx|

+|
∫ 1

0

(3ρ1ϕϕt + 3ρ2ψψt + ρ2υυt)dx|

|F (t)| ≤ 3ρ1

∫ 1

0

|ϕt
∫ ∞

0

g1(s)ηds|dx+ 3ρ2

∫ 1

0

|ψt
∫ ∞

0

g2(s)zds|dx

+3ρ1

∫ 1

0

|ϕϕt|dx+ 3ρ2

∫ 1

0

|ψψt|dx+ ρ2

∫ 1

0

|υυt|dx

à partir des inégalités de Young et de Poincaré et de la relation (2.4)

|F (t)| ≤ 3ρ1ε

2
||ϕt||2 +

3ρ1Cρ
2ε

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds+
3ρ2ε

2
||ψt||2 +

3ρ2

2ε
Cρ

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds

+
3ρ1

2
||ϕx||2 +

3ρ2

2
||ψx||2 +

ρ2

2
||υx||2 +

1

2
(3ρ1||ϕt||2 + 3ρ2||ψt||2 + ρ2||υt||2)

F (t) ≤ µ0E(t)

pour certains µ0 > 0, Donc F(t) et E(t) sont équivalentes

Lemme 3.7

Soit la fonctionnelle L définit comme suit

L(t) = E(t) + εF (t)

et satisfait

1) Il existe une constante positive ε telle que la fonctionnelle L satisfait

L(t) ≤ −εE(t) + C

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds+ C

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds. (3.16)

2) Il existent deux constantes positives µ1, µ2 telles que

µ1E ≤ L ≤µ2E. (3.17)
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3.3 Résultat de Stabilité

Preuve 3.7

1)

L′(t) = E ′(t) + εF ′(t)

|L′(t)| ≤ | − 4γ||υt||2 +
1

2

∫ ∞
0

(g′1(s)||ηx||2 + g′2(s)||zx||2)ds

+ ε(−E(t) + C||υ||2 + C

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds+ C

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds)|

comme g1 et g2 sont deux fonctions non croissantes on obtient

L′(t) ≤ −εE(t) + (εC − 4γ)||υt||2 + εC

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds+ εC

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds

puis pour

εC − 4γ < 0

donc

0<ε <
4γ

C
(3.18)

2) On a

(1− εµ0)E ≤ L ≤ (1 + εµ0)E.

donc pour

0 <ε <
1

µ0
(3.19)

Prenant µ1 = 1− εµ0 et µ2 = 1 + εµ0

Et choisissant

0 < ε < min

{
4γ

C
,

1

µ0

}
donc L et E sont equivalentes

Lemme 3.8

Il existent deux constantes positives d1 et d2 telles que, pour tout ε0, on a les inégalités-

suivantes suivantes :

G0(ε0E(t))

ε0E(t)

∫ ∞
0

g1(s)||ηx||2ds ≤ −d1E
′(t) + d1G0(ε0E(t)) (3.20)

et
G0(ε0E(t))

ε0E(t)

∫ ∞
0

g2(s)||zx||2ds ≤ −d2E
′(t) + d2G0(ε0E(t)). (3.21)
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

Nous sommes maintenant prêts à prouver le résultat de la stabilité (3.13).

Multipliant (3.16) par
G0(ε0E)

ε0E
et combinant (3.20) et (3.21), on trouve, pour

c0 = d1 + d2

G0(ε0E(t))

ε0E(t)
L′(t) + c0CE

′(t) ≤ −
(
ε

ε0

− c0C

)
G0(ε0E(t)). (3.22)

Nous définissons notre fonctionnelle de Lyapunov R par

R = τ0

(
G0(ε0E)

ε0E
L+ c0CE

)
(3.23)

Où τ0 est une constante positive qui sera choisie plus tard.

comme E est non croissante et G est convexe, alors
G0(ε0E)

ε0E
est non croissante, et donc

(3.22) et (3.23) conduisent à

R′(t) ≤ −τ0

(
ε

ε0

− c0C

)
G0(ε0E(t)). (3.24)

De plus, en rappelant que
G0(ε0E)

ε0E
est non croissante, et en utilisant (3.19), on obtient

τ0c0CE ≤ R ≤ τ0

[
(1 + εµ0)

G0(ε0E(0))

ε0E(0)
+ c0C

]
E(t). (3.25)

En choisissant 0 < ε0 <
ε

c0C
, on déduit de (3.24) et (3.25) que R est équivalent à E et

vérifie

R′(t) ≤ −τ0CG0(ε0E(t)). (3.26)

Ainsi, pour τ0 > 0 tel que

R ≤ ε0E et R(0) ≤ 1,

on obtient, pour C1 = τ0C,

R′(t) ≤ −C1G0(R(t)). (3.27)

Alors (3.27) implique que (G1(R))′ ≥ c1, où G1 est défini par

G1 =

∫ 1

s

1

G0(τ)
dτ et G0(s) =

 s si (2.7) et vrai pour tout i = 1 : 2

sG′(s) sinon.
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3.3 Résultat de Stabilité

Ainsi, une intégration directe donne

G1(R(t)) ≥ C1t+G1(R(0)). (3.28)

Comme R(0) ≤ 1 et G1 est décroissante, on obtient G1(R(t)) ≥ C1t ce qui implique que

R(t) ≤ G−1
1 (C1t).

Enfin, à partir de l’équivalence entre R(t) et E(t), le résultat (3.13) s’ensuit et la preuve du

théoréme (3.1) est complète.

Remarque 3.1. L’hypothèse (2.7) montre que gi(s) converge exponentiellement vers 0 à

l’infini. Alors si cette hypothèse est vérifié on aura une convergence exponentielle du système

c’est à dire

E(t) ≤ C2e
−C1t, t ∈ <+, (3.29)

Cependant, l’hypothése (2.7) permet à s −→ gi(s)d’avoir un taux de decroissance à l’in-

finu arbitraiment proche de
1

s
. En effet par exemple, pour gi(s) = di(1 + s)−qi avec di > 0 et

qi > 1, l’hypothése (2.8) est satisfaite avec G(s) = sr, pour tout r > max

{
q1 + 1

q1 − 1
,
q2 + 1

q2 − 1

}
.

Et alors(3.13) implique

E(t) ≤ C2(t+ 1)

−1

r − 1 , t ∈ <+.

En général, le taux de décroissance de E dépend du taux de décroissance de gi qui a le taux

de décroissance le plus faible.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié l’unicité, l’existence et la stabilité des poutres laminée

de Timoshenko avec glissement interfacial et mémoires infinies. Sous certaines conditions sur

les fonctions gi i = 1, 2 on est arrivé à une stabilité générale.
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