ol oty Jlh et 313

sversité 20 Aout 1955 de Skikde
UiV T\ SsS ¢« 1955 sl 20 dayg
Faculté des Sciences Unhr:sz'tﬁ 20 Aclit 55 J_‘aj\ P I (N
DePartement de Mathématiques /\N“ e “

Sty N oo

N°: U.S/F.S/D.M/2022/2023.
Faculté des Sciences
Département de Mathématiques

Mémoire

Présenté en vue de I’obtention du diplome de
Master en Mathématiques

Existence et stabilité des poutres de Timoshenko laminées

avec glissement interfacial et mémoires infinies

Option: Analyse Numérique Des Equations Aux Dérivées Partielles
Par :

BOUZABIA Hanane

Encadrée par: GHENNAM Karima M.C.B U. SKIKDA
Devant le jury:
Président: SACI Fateh M.C.B U. SKIKDA

Examinatrice: FOUGHALI Fouzia M.C.B U. SKIKDA

Année : 2022/2023




Semevclemntert

Tout d’abord, je remercie Dieu Tout-Puissant qui m’a aidé et m’a inspiré avec
détermination et force pour continuer ma carriére universitaire .

Je remercie mes chers parents pour leurs efforts et leur soutien constant pour
moi dans tous les petits et grands .

Un grand merci a la superviseure de ce travail Dr, Ghennam Karima, pour ses
efforts pour me guider e au cours de cette étude.

Je tiens également a remercier les membres du jury pour leur jugement et leur
appréciation de ce travail, car leur participation est pour moi un grand honneur.

En fin, je remercie tous ceux qui m’ont aidé de prés ou de loin, dans la
compréhension de ce travail.




Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié des poutres de Timoshenko laminéés com-
posées de trois structures a glissement interfacial et & mémoires infinies qui
réagissent sur le déplacement transversal et I’angle de rotation. Nous prouvons
P’existence de la solution et son unicité en utilisant la théorie des semi-groupes
et nous prouvons la stabilité en utilisant la méthode énergétique, qui repose
sur la construction d’une fonction équivalente a la fonction énergie appelée

fonction de Lyapunov.

Mots clés : Structure Viscoélastique; Glissement Interfacial ; Semi-groupes;

La Stabilité ; Fonctionnelle de Lyapunov.

Abstract

In this work, we have studied the stationary position of three structures with
interfacial sliding and effective infinite memories on the transverse displace-
ment and the angle of rotation, We prove the existence of the solution and its
uniqueness using the theory of semi-groups, We prove the stability using the
multiplier method, which relies on the construction of a function equivalent

to the energy function called the Lyapunov function.

Keywords : Viscoelastic Structure; Interfacial Slip; Semigroups; Stability ;

Lyapunov Functional.
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Introduction

Les structures connues sous le nom de poutre laminée sont constituées de deux couches
identiques d’épaisseur uniforme, qui est modélisée comme des poutres de Timoshenko. Un
adhésif de faible épaisseur vient coller les deux couches et crée une force de récupération
qui est proportionnelle a la quantité de glissement et produit un amortissemnt capable de
renvoyer le systéme a son état d’équilibre, tel qu’il est utilisé dans de nombreux domaines
scientifiques|9].

On a trois équations de modélisation du mouvement pour ce systéme et ont été dérivées de
la théorie de Timoshenko. La troisiéme équation est couplée a la premiére et a la deuxiéme

équations et elle décrivent la dynamique du glissement, comme suit :

p1ps + k(u — ¢z)e =0

p2(V = )y — bV = U)gy — k(u — @g) =0 (1)

P2V — bUze + 3k(u — @) + 40v 4+ 4yv, =0

Ou (x,t) € (0.1) x Ry , ¢ = p(z,t) est le déplacement transversal, u = u(x,t) réprésente

I'angle de rotation et v = wv(x,t) est proportionnel a la quantité de glissement le long de
I'interface, py, p2, k, b, 0 et v sont des constantes positives.
Ces derniéres années ces structures ont fait I’'objet de plusieurs études dans la litérature pour
rétablir une bonne posture et stabilité en ajoutant certains types de controles (bordure ou
intérieur), Les auteurs de [14| prouvent la stabilité exponentielle pour des conditions aux
limites Dirichlet-Newman homogénes et mixtes, et deux controles aux limites & x = 1.

A conditon que les vitesses de propagation des ondes dans les deux premiéres équations

e o
P1 P2
6

soient différentes



Introduction

Il a été montré que 'amortissement de frottement 4yv, dans la troisiéme équation est suf-
fisamment fort pour stabiliser asymptotiquement les structures, mais n’est pas capable de
stabiliser significativement les structures. (instabilité exponentielle), le méme résultat est
également prouvé pour x = 0 et x = 1, en supposant certaines conditions sur les paramétres
(LA s])

Il a également été prouvé que la stabilité exponentielle reste constante si les éléments de
controle aux limites sont remplacés par un amortissement par frottement, en travaillant sur
la premiere équation, En I’absence de contraintes sur les paramétres, la stabilité exponen-
tielle est maintenue si les deux premiéres équations sont inhibées par I’amortissement par
frottement. Quant a la stabilité polynomiale, elle est maintenue sous trois conditions aux
limites dynamiques supplémentaires, il s’agit de la stabilité des poutres laminées & conduc-
tivité thermique de type Cattanea’s ou Fourier .[11][12].

La stabilité est discuter dans le cas d’'un amortissement viscoélastique qui agit sur 'angle de
rotation effectif sans recourir au controle aux frontiéres, elle est représentée par des termes
a mémoire finie sous forme de convolution sur [0.¢] [9][13], Et sous certaines restrictions im-
posées sur les parameétres, la stabilité exponentielle a été prouvée [J]

Dans [0], certains résultats de stabilité exponentielle et polynomiale sous certaines contraintes
sur les paramétres v = 0 et avec mémoire infinie et dans ce mémoire, on va étudier le systéme
(1) avec deux mémoires infinies.

On considére trois chapitre, le premier chapitre est un rappel de quelques définitions et
quelques inégalités utiles pour notre travail, le deuxiéme chapitre est la position du probléme
et I’étude de I'existence et 1'unicité de la solution, le troiséme chapitre étudie la stabilité du

systéme.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous donnons la définitions de quelques espaces de Hilbert et quelques
inégalités dans ces espaces. Aussi, nous donnons briévement, des définitions et quelques

lemmes qu’on utilisera ultérieurement.

1.1 Espace de Hilbert

Soit  un intervalle de R,

Définition 1.1. /2] On définit I’espace

LY(Q) = {f mesurable sur Q telle que /Q | f1dQY < 400}
Définition 1.2. /2] On définit 'espace de Hilbert :

L*(Q) = {f mesurable sur Q) telle que /Q | f]?dQ < 400}

Définition 1.3. /7/
On définit les espaces de Hilbert :

HY(Q) ={ue L*(Q) telle que u' € L*(Q)}

Hy(Q) = {uc L*(Q) telle que u € L*(Q) et u\gg =0}

H*(Q)={uec H(Q) telle que u" € L*(Q)}



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2  Quelques inégalités utiles|2]

1.2.1 Inégalité de Poincaré

Soit Q un domaine borné de R, alors il existe une constante positive ¢ (dépend de 2 )telle
que :

|l 1) < c||u'||Lz(Q),‘v’u = H&(Q).

1.2.2 Inégalité de Young

1 1
Soient p et q deux réels vérifiant — + — =1 alors :

q
P q E P
(S, 9) € (I7(Q) x L4(Q), Ve > o,/9|fg|das < p/Qlf dz +

Sip=qgq=2ona:

1
. / g°)de.
ger Jo

W(f.0) € W@PYe >0, [ (fgldn < 5 [ |Plda+ 5 [ |l

1.2.3 Inégalité de Holder

1 1
Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP(QY), LY(Q), avec — + — = 1.

p q
Alors ,le produit fg est dans L'(Q) et

[ falda < ( JNUECRIATREE

Remarque 1.2.1

Linégalité de Cauchys-Chwartz est un cas particulier de l’inégalité de Holder dans le cas

p=q=2.

1.3 Quelques théorémes utiles

1.3.1 Théoréme de Fubini[16]

Soit A = [a,b] x [¢,d](a < b,c < d) un rectangle fermé du plan R*

et [ A — R une fonction continue , alors f est intégrable sur A et on a :

//Af(x,y)dxdy = /ab {/Cdf(:v,y)dy] dx = /Cd [/abf(m,y)dx] dy.

2



1.3 Quelques théorémes utiles

1.3.2 Théoréme de Hille-Yosida|2]

Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout
uy € D(A) il existe une fonctionnnelle u € C*([0, +oo[; H)N ([0, +oo[; D(A)) unique tel que :

d
d_QtL +Au=0 sur [0,+o0],

u(0) =uy  (donnée initiale).

De plus on a

d
u(t)] < |uo| et d—?(t)‘:Au(t)§|Auo| vt > 0.

1.3.3 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.4. /2] Soita: E x E — R une forme bilinéaire, on dit que :

e a est continue sur I s’il existe une constante c, telle que
Ve,y € B, a(z,y)| < callzllellylle
e a est cercive s’il existe une constante o, telle que
Ve € B agllz||; < alz, )

® a est symétrique st

Vye £ a(y,x) = a(z,y)

Théoréme 1.1. /2] Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour

tout f € H , il existe u unique tel que :
a(u,v) = (f,v) veH.
De plus, si a est symétrique, alors u minimise la fonctionnelle J : H — R définie par
1
J(w) = a(u,0) ~ (£0)

pour tout v de H.



Chapitre 2

Position du probleme et sa régularité

Dans ce chapitre, on définit le probleme, puis on utilise la théorie des semi-groupes pour

prouver [’existence et ['unicité de la solution de ce probleme.

2.1 Position du probléme

On considere le systeme des poutres de Timoshenko laminées avec glissement interfacial

et mémoires infinies suivant :

p1pu + k(u— o)z + / 91(8)ue(t —s)ds =0
0 (o)
p2(U =)y — b(U — )z — k(U — 0s) + / g2(s)(v(t —s) —u(t — 5))geds =0 (2.1)
0
P2V — bV, + Sk(u - ()0:13) +4dv + 477)1‘/ =0

avec les conditions aux limites

©(0,t) = p(1,t) = u(0,t) = u,(1,t) = v(0,t) = v,(1,t) =0 (2.2)
et les données initiales
(90(1:’ _t)7 U(ZL‘, _t)v U(I7 _t)) = (900('%7 t)v UO(ZL’, t)? UU(‘TJ t))?

(@t(x’ 0)7 Ut<£L', 0)7 Ut(x7 O)) = (901(5U)> ul(x)7 Ul(x))v

On considére les hypothéses suivantes :

(2.3)

(Hy) On suppose que la fonction g; : Ry — Ry, i = 1,2 est dérivable, non croissante et

intégrable sur R telle qu’il existe une constante positive ky satisfaisant, pour tout

(¢, 0, w) € Hy(0,1) x HX(0,1) x H}(0,1)

4



2.1 Position du probléme

kol[lal* + [l + |[wal|?) < 3kl + 1 — vl|> + 3(b — g3) [

2 2 0 2 (2:4)
+bl|ve]]* + 40][v]]” — 3g7 ] .|
De plus, supposons qu’il existe deux constantes positives 31 et Py telles que
— Bigi(s) < gi(s), seRy, i=12 (2.5)

(Hy) On suppose que ¢ > 0, g9 > 0 et qu’il eviste deur constantes positives oy et o
et une fonction strictement conveze croissante G : Ry — R, de class C*(R;) N C?(0, 00)

vérifiant :

G(0) = G'(0) et tliﬂmoo G'(t) = o0 (2.6)
tel que, pour i=1,2
gi(s) < —a;gi(s), s € Ry (2.7)
) o al)
| o e iy < 28)

On introduit la variable ¢ = v — u, et comme dans [/], on considére les variables n et z et
leur données initiales par

.

n(x,t,s) =p(x,t) —pz,t—s), x€(0,1),steR,,
Mz, s) = @o(x,0) —o(r,0),  z€(0,1),51€R,
2(x,t,8) = YP(x,t) —P(x,t —s), z€(0,1),st€eR,,
20(x,8) = vo(x,0) — up(x,0) — (vo(x,s) —up(z,s)), z€(0,1),s,teR,.

\

Donc le systeme(2.1) devient

prges — k(e + 1 — 0)s + gpun — / G1(8)1as (t — $)ds = 0
)

pat — (b — g2)a + k(o + ¥ — /0 2(5) 2adls = 0 (2.9)

P2V — bUgy — 3]{7(9035 4+ — U) + 40v 4+ 4yv, =0

ol



Chapitre 2. Position du probléme et sa régularité

avec les conditions auzx limites
©(0,t) = p(1,t) = ¥(0,t) = ¥ (1,1) = v(0,t) = v, (1,1) =0, teR,. (2.10)

Les fonctionnels n et z satisfaisant

ne(x,t,8) + ns(x,t,8) — p(x,t) =0, x € (0,1),st>0,
zi(x,t,s) + z5(x, t, s) — Pz, t) =0, z € (0,1),st>0, (2.11)
n(x,0,s) =no(x,s),z(z,0,s) = z(z, s), z € (0,1),s € Ry,

\ n(x,t,0) = z(x,t,0) = z,(1,¢,8) =0, x € (0,1),s,teR,.

2.2 L’existence et I'unicité de La solution

En utilisant la théorie des semi-groupes, on donne un résultats d’existence et d’unicité

pour le systeme (2.9).

Soient
Yt =P, wtzi/;, vy =0,
U=(¢,6,¢70,0,0,1,2), (2.12)
Uo = (o, ¢1, V0 — g, U1 — U1, Vo, V1, Mo, 20)-

Alors, le systeme peut étre réécrit comme suit :

Ut - AU - O, t > O,
U(0) = U,

(2.13)

ou Uopérateur A : D(A) C H — H est défini par :

2
k gy 1 [~
__(901’_’_77/}_'0) - _1@:81"’__/ 91(3)77x:cd8
P1 ,01~ P1 Jo
(3
10— ) — b+ 0= 0]+ [ 520
—I[(b— oz — - —v — 8)2ppds
AU — 2 99 P 2 Jo g2
)
1
p—[bvm—i-?)k(gox%—w—v)—451}—476]
2
_775+95
_Zs_'_l;

6



2.2 L’existence et ’unicité de La solution

Considérons Uespace standard L*(0,1), son produit scalaire classique {.,.) et sa norme

Ill. On considére aussi les espaces de Hilbert suivants

o0

Ly ={v: Ry = Hi, [ gi(s)|va]?ds < o0},
0
associé au produit scalaire

(w, D)L, = /000 Gi(s) (W (8), 0 (8))ds,
tel que
Hy = H(0,1), Hy = HL(0,1)
et
H1(0,1) = {h € H'(0,1) : h(0) = 0},

H [’espace d’énergie est donné par
H = Hy(0,1) x L*(0,1) x [H}(0,1) x L*(0,1)]* x Ly, X Lg,,

pour tout

Ul = (‘Pla951,¢171/;1>U17617771721)7U2 = (@2;%52>¢2;1;277)27@2;772;22) € %7

le produit intérieur défini par :
(U, Us)y = 3k((010 + 91 — v1), (p2z + 02 — v2)) + 3(b — g9) (Y1, Y1)
—39% (P10, P20} + b{V12, Vag) + 46 (1, va) + 31 (1, Po) (2.14)
+3p2(0n, P) + pa{1, Ba) + 31, m2) g1 + 3(21, 22) Ly
Le domaine de A est donné par :
D(A) ={U € H,AU € H,.(1) = v,(1) =n(x,0) = 2(x,0) = 2,(1,s) = 0}.

ot D(A) est dense dans H.

Ainsi nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 2.1. Supposons que (Hy) est vérifie. Alors, pour tout Uy € D(A), le systeme

(2.13) admet une unique solution U vérifiant
UeC(Ry:H)
Si Uy € D(A), Alors U satisfait
UeC(Ry; D(A)NC(Ry; D(A))

7



Chapitre 2. Position du probléme et sa régularité

Preuve. Pour obtenir le résultat ci-dessus, on va prouver que A est un opérateur mono-
tone maximal. C’est a dire A est dissipatif et [ — A est surjectif.

¢ A dissipatif : En utilisant [’équation.(2.13), on obtient :

Ut - AU t > 0,
U(0) = Uy
ot lopérateur A : D(A) C H — H est défini par :

%
0o ¥
k q 1/
—— (@2 + — V)= Pz + — S a:xds p
pl(so Y —v) oo | g1(s)n 5
(0 (0
1 1 [ -
—[(b— ¢Nhye — k(g + 10 —v —|——/ S)Zpads
AU = pQ[( 92 )V (e + 1 — )] ) 92(s) . (0
o v
1 R -
2
. n
_775+90
~ z
_Zs+w

1

1 1
(AU, U)y = Bk:/ (e + 0 —0)(pp + 0 —0)dz +3(b—¢3) | Uutbedr — 395)/ Gppda
0 0 0

1 1 1 0o
+ b/ VyUpdr + 45/ ov + 3/ k(e + 10 —0)g — ¢V + / 91(8)Nzzds)pdx
0 0 0 0
1 e’} 1
+3 / (b= g0)bas — k(o + 1 — ) + / 02(5) 200l + / (boss + k(o + 16— v)
0 0 0

1 1
— 46v — 4v0)vdx + 3/ (—ns + @)ndx + 3/ (—zs +¥)zdz
0 0

1 1

1
-390 | Qrepedr + b/ Ve Updx + 40 vtvda: + 3k/ (pz + 1 — V) pppdx

0
1

0

|
o
=)
=

No

Yerprdx + 3/ @t/ g1(s nmdsdx +3(b—go / Yy pdx
- 3k/ (90$ + ¢ - U)@Z}tdl' + 3/ ¢t/ 92 Zzzdex + b/ Uxxvtdx
0 0

1 1 1
+ 3k/ (e + 0 —v)vdx — 45/ vupdr — 47/ vidr + 3/ (—ns + @u)ndx
0 0 0

[y

=o

+3 [ (—zs+¢y)zde
(2.15

~—o



2.2 L’existence et ’unicité de La solution

Grace a la formule d’intégration par partie et les conditions au bord, on trouve
1 1
<NIWHZ%/X%+¢—UM%+¢—UMW*%/(%+¢—@M%+¢—WM
0 0

1 1 1
—%ww$/¢mMM+aww$/¢mWW+aﬁ/wm%w
0 0 0

1 1 1 1 1
—3g§J / Oerprdr — b/ Vg UpdT + b/ Vg Uedx + 45/ vugdr — 45/ v dr
0 0 0 0 0

1 [e’e) 1 [e'e] fe’e) 1
—47/ U?dx — 3/ gl(s)/ NigNedrds +3/ gi(s)||nx||2ds + 3/ gl(s)/ NigNedrds
0 0 0 0 0 0

00 1 oo oo 1
+ 3/ 92(3)/ ZipZpdads + 3/ 95(8)||2.]|?ds — 3/ 92(8)/ 2y Zppdads (2.16)
0 0 0 0 0

Apres la simplification, on trouve

1 [ 1 [
(AU = =tllodP+ 5 [ dholinalPds +5 [ alldPas <o (217)

par conséquent , l'opérateur A est dissipatif.

¢ Lopérateur (I — A)est surjectif : pour tout F = (f1, fa, f3, f1, [5, fes [fr, fg)T € H, on

montre qu’il existe U € D(A)tel que
(I - AU =F. (2.18)

Ceci s’écrit en termes de composants, comme suit

p

o —¢=f1 € Hy0,1)
_k q? 1 [
= —(Pat = V)e = =Que+ — [ G1(8)Neads = f2 € Ly,
fil 1 P1Jo
O —1 = fy€ L*(0,1)
~ 1 1 0
— — (b= Nhyy — k(0w + 1 — v +—/ $)Zzeds = f4 € Ly,
P P [( QQW (90 (0 )} 0 Jo 92() fa g (2.19)
v—10=fs€ H(0,1)
1
D — P [bv, 4 3k(y + b — v) — 46v — 4yD] = fs € L*(0,1)
2
n+ns—@=freHN0,1)
24z, — b = fs € L*(0,1)

\



Chapitre 2. Position du probléme et sa régularité

premiérement, les premiére, troisieéme et cinquieme équation de (2.19) sont équivalentes a :

p=¢p—fi , b=v—f; et V=v—f (2.20)

deuziement, a partir de (2.19), nous voyons que les deux derniéres équations de (2.19) se

réduisent a
Nns+n=p+fr—fi et zs+z=v+ fs— f3 (2.21)

En intégrant par rapport a s et notant que n et z doivent satisfaire n(0) = z(0) =0, On a

n(s) = (1 — exp(—9))(p — f1) + / Cexp(r — ) fo(r)dr
et (2.22)
2(5) = (1 — exp(—8))(e — f3) + / exp(r — ) fu(r)dr

Troisiément, en utilisant (2.20) et (2.22) nous trouvons que les deuziémes, quatriémes ét

sizieme équations de (2.19), sont réduits a

P11y — k:((,% + ¢ - U):v +§190:vx - pl(fl + f2)

(e}

T / " () (1 — exp(—s)fi + / exp(r — 8) fr(r)dr)ads
P2t — (b — G2)Vss + k(0p + ¢ —v) = pa(fs + f1) (2.23)

+ / " ga(s)((1 — exp(—s))fs + / exp(r — ) fo(r)dr)auds

L (P2 + 47 +46)v — buge — 3k(pe + 9 —v) = (p2 +47) f5 + p2fe

o
i= [ epl-sads -T2
P10 = k(@ + U = 0)a + §192a = h1 € Hy(0,1) (2.24)
pat) — (b= G2)Vaw + k(0x + 10 —v) = hy € H,(0,1) (2.25)
(p2 + 4y + 46)v — bugy — 3k(0x + ¢ —v) = hg € H;(0,1) (2.26)
On pose

hi = pi(f1+ fo) + /000 91(8)((1 —exp(—s))f1 + /000 exp(T — 8) f7(7)d7 )z ds

ha = palfs + f1) + / " ga(5)(1 — exp(—9))fs + / T oxp(7 — 8) fo(7)dT)audls
hs = (p2 +47) f5 + p2fe
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2.2 L’existence et ’unicité de La solution

On définit Uespace W = Hy(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1)

En multipliant les équations (2.24) ,(2.25) et (2.26) par des fonctions p; € Hy(0,1),
Y € HX(0,1), vi € HY(0,1) réspectivement puis intégrant par parties sur [0,1] on obtient

1 1 1 1
3p1 / prpdr — Sk/ (e + 9 —V)gprdr + 3G / Przprdr = 3/ p1hidz
0 0 0 0

1 1 1 1
2 [ dnde =30 - ) [ verndo+ 3k [ (on+ 0= o)inde =3 [ vnhads
0 0 0 0
1 1 1 1
(pa + 47 + 40) / v dr — b/ Vg U1dT — 3k;/ Or + U —v)urdr = / hsvidx
0 0 0 0

Ce qui implique

1

1 1 1
3p1 / oprdr — 3/<:/ (pz + 19 — v)p1de — 3 / OrP1.dr = 3/ hipidx
0 0 0 0

1 1 1 1
32 /O indz + 3(b— o) /0 tbrada + 3k /O (o + 0 — O)brde = 3 /0 hotbrda

1

1 1 1
(pa + 4y + 40) / vurdr + b/ VyU1,dT — Bk/ (pz + 1 —v)vrde = / hsvidx
0 0 0 0

additionnons les trois équation on obtient

1 1 1 1
3p1 / pprdr + 3kf/ (2 + ¢ —0)(p1z + Y1 — v1)dz — 30 / Pz P12dT 4 3p2 / P da
0 0 0 0

1 1 1 1
+3(b—§2)/ lpxwlxdx+(p2+4fy+45)/ led:c—i-b/ vxledx:/ (3h1p1+3hot)1+hsvy )dx
0 0 0 0

Pour u = (p,,v) et uy = (¢1,%1,v1) on définit sur W une forme bilinéair a(.,.) est

une forme linéaire l(.) par

1

1 1
a(u,wr) = 31 / ponda + 3k / (0 + 1 — 0) (1 + 1 — v1)d — 36 / orprad
0 0 0

1 1 1 i
+ 3p9 / viprde + 3(b — Go) / Up1.dx + (py + 47y + 40) / vurdr + b/ VpU1,dT
0 0 0 0

1
() = / (3haor + 3hothy + hyvn)da
0

11



Chapitre 2. Position du probléme et sa régularité

On applique le théoréme de Laz-Milgram, sur l’espace W pour la forme bilinéaire a(u, u,)

et la forme linéaire [(u,)
1- Continuité de a(.,.)

1 1 1
la(u, up)| = |3p1/ pordr + Sk/ (pz + 0 —0)(p1z + V1 — v1)dx — 3§1/ O P12dT +
0 0 0

1 1 1 1
32 / iprdx + 3(b — o) / Uypth1.dx + (py + 4y + 40) / vurdr + b/ Vg U1, d]
0 0 0 0

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Shwartz on obtient

la(u, u1)| < 3pil|el|Loller|z, + 3K[|0e + ¢ — V]|, |01 + 101 — U],
= 301ll@zllrall012llL, + 32l Lol W1l Ly + 3(0 = G2)||al| L, |[¥12]| L,
+ (p2 + 4y + 46)[|v|[ L, ||v1 |y + bl|v] Lo ||V1a] |,

Alors, nous prouvons facilement prouver que :

|a((, 9, 0), (1,91, 00) < (s &, vl w01, 0, 01w

Donc a(u,uy) est continue

2- Coercivité de af.,.)

1

la(u, u)| = 3p1/ oidx + Bk/

1 0 0 1 1

+3(b— g2) / Yrdr + (p2 + 4y + 45)/ vidr + b/ vidx
0 0 0

1

1 1
(ot v—vfido =33 [ ot 3p [ o
0 0

a((gp, wa U)a (907 ¢7 U)) Z CZH(SD, 1/}7 U)le/V
Ou
Cy = min {3p1, 3k, 341, 3p2, 3(b — Ga), (p2 + 4y + 40),b}

Donc a(u,u) est coercive

3 - Continuité de l
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2.2 L’existence et ’unicité de La solution

1 1 1
\l(gpl,wl,’ul)ﬂ = |3/ h1901d$+3/ hglpldl"i‘/ thldxl

0 0 0
L(p1, 1, v1)| < Bl[hallrallenlles + 3llh2l|Lal[¥1] ], + [1Rs|| L. [[v1]] L,
|L(p1, 1, v1)| < max(3[|ha ]|y, 3|[h2ll Ly, [[Ral o) (ol Lo + [[Un]les + [[v1]]L.)

Ou
C3 = max(3||h1||L,, 3[|h2|| L, [|P3]] 2,)

[H(pr, s 00)| < Cs(llnl g + [l [z + [lor][z)

|Z(Q01,'17Z)1,'U1)| §C3||(§017¢17U1)||W7 03>0
|{(ur)| < Cslfun|lw
Donc [(.) est continue

a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur W, et I(.) est linéaire et continue sur W.
Alors d’apres le théoréeme de Lax-Miligram, il existe une solution unique

(p,,v) € W = Hy(0,1) x H}(0,1) x H(0,1) telle que

a(u,uy) = l(uy), Yuy € W

On wvoit que, si (2.23) admet une solution satisfaisant la régularité requise dans D(A),

alors (2.20) implique que p, v et U existe et satisfait la régularité requise dans D(A).
Maintenant on va démontrer que n et z existent et satifait ns, 1 € Ly et 25,2 € Lgo.

D’aprés (2.19), on remarque qu’il suffit de prouver que n € Lyy et z € Lyo : nous avons
s — (1= exp(=8))(p — f1) € Ly et s —> (1— exp(=s)) () — f3) € Ly
parce que o, fi € Hy(0.1) et 1, fs € H(0.1) d’autre part , En utilisant le théoréme de fubini
et linégalité de Holder, on trouve :
1 oo s
/0 /0 gl(s)|(/0 exp(T — 8) f7(7)d7),|*dsdx

13



Chapitre 2. Position du probléme et sa régularité

< [ exvt29m() [ exp(rin) [ exp(r)l ool Paras
< [ expl=s)1 — exp(=s)an(s) [ expr)fra(r) s
< [ expl=siants) [ el fra(r)|Paras
< [ el [ em-ss)isis
< [ el [ expl-spasar
< [ a@lfurlPar

< IfrllZg < o0

s — / exp(T — s) f7(T)dT € Ly,.
0
De méme on obtient

s — /8 exp(T — s) fs(7)dT € Ly,.
0

Donc

neLly, e z€lL,,

Finalement, 3(yp, G, 0,0, 0,n, 2)T € D(A) qui vérifie AU = F pour tout F € H
Donc Doperateur I — A est surjectif
I — A est surjectif et A est dissipatif . Alors par le théoréme de Hille-Yosida ([?]) nous

obtenons le résultat du théoréme 2.1.
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Chapitre 3

Etude de la stabilité

Pour l’étude de la stabilité du systeme (2.9), on va utiliser la méthode énergétique qui se
base sur la construction d’une fonction équivalente a l’énergie et qu’on appelle fonctionlle de

Lyapunov.

3.1 L’énergie du Systéme

Lemme 3.1

L‘énergie définie par

1
E(t) = 53kll¢e + ¢ = vll” +3(b = ga)l[all” = 360 [lipal[” + bllwz|[* + 40]v]*)
1 o0
+ 5ol [* + 3plln]* + 3/0 (91(8)|Ina1” + g2(8)]22]1*)ds) (3.1)
satisfait
1 o
E'(t) = —4|lui|* + 5/ (g1 (3)Inal[* + g5()|22]1*)ds < 0 (3.2)
0

Preuve 3.1

Multipliant la premiére équation du systéme (2.9) par 3, et intégrant sur(0.1)

1

1 1 1 ')
3p1/ gpttgotd:v—?)k:/ (goﬁ—w—v)xgotd:m—g?/ gomgotdx—S/ gpt/ 91(8)Nzz(t—5)dsdz = 0
0 0 0 0 0

Multipliant la deuxieme équation du systeme (2.9) par 31y et intégrant sur(0.1)

1
0

1 1 1 o0
J— J— 0 —_— —_ =
3p2/0 Uy dr—3(b 92)/0 wmwtdx—i-?)k/ (petv—v)hde 3/0 wt/o G2(8) zppdsdx =0
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

Multipliant la troisieme équation du systéme (2.9) par v, et intégrant sur(0.1)

1 1 1 1 1
02 / ViU dT — b/ VgpUpdx — 3k / (e + 19 —v)vdr+ 45/ vudx + 4 / v =0 (3)
0 0 0 0 0

la somme de (1),(2) et (3) nous donne :

1 1 1 1 ()
3p1/ ot — 3/<:/ (P + ¢ — V) +g?/ PraPt — 3/ sot/ 91(8)Nea(t — 5)ds
0 0 0 0 0

1 1 1

1 00 1 1
- / ¢t/ 92(8) 2z dsdx + ;02/ Uy Updr — b/ Ve Urdx
0 0 0 0

1

1 1
_Bk/ (pz + ¢ —v)vda + 45/ vudx + 47/ vidr =0
0 0

0

on a

1 1
/ (e + ¢ —v)pprdr = — / V(9 + 9 —v)dx
0 0

1 0
/@t/ g1(s )nmdsdx——§£/ / g1(s 7795 deiU—// 91 77x s)dsdx
0 0
1 0
/ ¢t/ 92(3)2md8d1‘_———/ / ga2(s 2dsdx+/ / go(s stdx
0 0 2dt

En utilisant ["intégration par partie et les propriétes de dérivations, on trouve :

3 d (! 3.d [* 3 ,d
° 2da + Sk et —v)dr — 2 o n2dsd
2p1dt/ v o (‘p +o—v)de gldt +2dt// g1 (s)ndsdz

—3/0 /0 g, (s)n2dsdx + 2p2%/ wfdx—l— (b— g9 dt/ Vidx
/ / g2(s)22dsdx — 3 / / gs( 2dsdm+ SP2 d / 2dx
th 2 dt

bd

- 2 — 4 =
+2dt dx+2dt6/v+'y/ 2dr =0

1d ! ! !
S {3/)1/ gpdx+k/(90z+w—v)2da:—3g‘f/ prdx
0 0
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3.2 Les fonctionnelles de La fonction de Lyapaunov

1 e’ 1 1
43 / / g1(s)Pdsdz + 3p, / e+ (b— ¢2) / YRde
0 0 0 0

1 0 1 1 1
+3/ / g2(8)22dsdx + po / vide + b/ vide + 45/ vide ]
o Jo 0 0 0

1 1 ) o]
= —47/ vidr + 3/ </ g, (s)nds —|—/ gé(s)zﬁds) dx
0 o \Jo 0

d1

=2 Borllad P + Hi(ee + 9 = o)l = 360l

+3pall[71] + 3(0 — g2)l[ea] I + 3/0 (g1(8)lme]1* + ga(s) ||z | *ds)

+pal[or]|* + bl[va||* + 40][ve[*]

1 [e'e)
4y / 43 / (6,(5) ImelPds + gi(s)] s 1%ds).

1 00
Donc E'(t) = —47/0 vi + 3/0 (91(8)[1na][Pds + g5(s)| |2 *ds)

Et comme g1 et gy sont deux fonctions décroissantes. Alors g; < 0 et gy < 0 et nous
avons aussiy > 0 donc E'(t) < 0.

Ainsi Uénergie est décroissante et le systéme est dissipatif.

3.2 Les fonctionnelles de La fonction de Lyapaunov

Nous considérons les données suitvantes :

o [ ateims = [ (ot~ otsis

/t i (t=s)(o(t)—p(s))ds+ (/t gl(t—s)ds) P

—00 —00

(Cest
O / g1(s)nds = / g1 (s)nds + giep (3.3)
0 0
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

de méme, nous avons

(9t/0 gg(s)zds:/o gh(s)zds + g3, (3.4)

Utilisant les inégalités de Young et de Holder. Alors pour tout X\ > 0, il existe C'\ > 0 tel
que, pour tout v € L*(0,1) et /) € {n,n,} dans le casi =1, et ) € {z, 2.} dans le casi =2,

on obtient les inégalités suivantes :

1 e’ [e's)
| / v / gi(s)idsdz| < N[ol? + C» / a(s)llilPds (3.5)
0 0 0

1 o) o]
I/ v/ gi(s)dsdz| < Av]|* - CA/ g:(s)|17l*ds (3.6)
0 0 0

Lemme 3.3

La dérivée de la fonctionnelle

L(t) = —3p /0 1 o /0 " g (s)ndsda (3.7)

Satisfait, pour toute o9 > 0, Cs, > 0 l'estimation suivante :
L(t) < =3p1(g7 — o)l el * + So(llal* + [lw + 10 — v[|?) + Cs, / gi(s)|n:|Pds ~ (3.8)
0

Preuve 3.3

%(Il(t)) = % (—3p1 /01 @1 /OOO gl(S)Udsdx>

1 o] 1 o]
= —3p ( / Pu / gl(S)Hdsdx> —3p / 010 ( / 91(8)77d8> dx
0 0 0 0

En utilisant la premiére équation du systéme(2.9)

1 o
Pt = E(k(‘»pz + 1 —v), — g(l)SDx:v + (/ 91(8)Needsdr),
0

en intégrant par partie et en prenant les condition aux limites et la relation (3.3), on trouve

1 [es) 1 [e’s)
I(t) = —Bk/ (o +1 — v)x/ g1(s)ndsdx + 39?/ gom/ g1(s)ndsdx
0 0 0 0

=3 [ ([ o [ ooz o1 [ e [ onsmisias
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3.2 Les fonctionnelles de La fonction de Lyapaunov

1
I;(¢) :Bkr/ (%—H/J—U)/ g1(s)ndsdz — 3g1/ gpx/ s)ngdsdz
0

1 ')
+3/ (/ 91(8)n.ds) dx—3p1/ sot/ g1 (s ndsdx—Smgz/ prda
0 0 0

donc

[e'e) 1 [e'e)
1(t) = —3pglldl + 3] / 01(s)meds] 2 — 3p, / o / ¢, (s)ndsda
0 0 0

1 ') 1 fo'e)
+3k / (Y + ¢ —v) / 91(8)nzdsdz — 3g7 / D / g1(s)nzdsdx
0 0 0 0

appliquer (3.5), (3.6) auz trois derniers termes de I (t)

1 [e's) e’
/ o / g (syndsdz < N|gil? — C / g.(5)lInl[%ds
0 0 0

1 e’ 00
/ o / g(s)nedsdz < N[gal? + Co / 01(5)|Ime Pds
0 0 0

1 o) e’
/mw—v)/ gl(S)desde>\|\(901+¢—U)|\2+CA/ 01(5) 12| Pds
0 0 0

Et en utilisant [inégalité de poincaré pour n et [inégalité de Holder pour estimer son second

terme, et (2.5) pour estimer —g; par 3191, on obtient (3.8).

Lemme 3.4

La dérivée de la fonctionnelle

2(t) = —3p2/0 wt/o g2(8)zdsdx (3.9)

Satisfait, pour toute 69 > 0, Cs, > 0 'estimation suivante :

L(t) < —302(93—50)H¢t|!2+50(H%\|2+|I%H2+H%+w—vll2)+@so/ 92(8)l|z:|[*ds (3.10)
0

Preuve 3.4
4 ey = (-3 /1w | noyzasey
i 2 ey P2 ; t . g2

En utilisant la deuzieme équation du systéme (2.9) et la relation(3.4)

1 0o 1 0o 1
3(t) = —3p2 / Uu / g2(s)zdsdr — 3ps / Ui / ga(s)zdsdx — 3pagh / yida
0 0 0 0 0
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

Yy = p2 [(b 92)Vze — k(pe + 1 —v) +/0 92(3)Zmd5}

e}

I(t) = 3 / (0= )0 — K+ 0= 0) + [ galo)zaadn) /Ooog2<s>zdsdx>

0
—3p2 / (o / gh(s)zdsdx — 3pagy / bide

() = —3(b — 92/%/ ga(s zdsdx+3k/(%+¢+v)/oo o(s)zdsdx

—3// ga(s zmds/ ga(s zdsdx—?)pg/ 1/),5/ go(s zdsdx—3pgg2/ Yidx
0

En utilisant ["intégration par partie :
1 e’} 1 00
I(t) =3(b— gg)/ ¢$/ g2(8)zzdsdx + Sk’/ (pz + 9 — U)/ g¢s)zdsdx
0 0 0 0

1 1 % 1
+3/ (92(8)2.ds)*dz — 3p2/ ¢t/ go(8)zdsdr — 3pggg/ Yidx
0 0 0 0
Alors
1 oo 1 00
L(t) =3(b—¢9) / %/ g2(s)zzdsdx + 3l<:/ (pz +1¢ —0) / g2(s)zdsdx
0 0 0 0

[e'e) 1 o)
1 / ga(5)zads]|? — 3p, / " / gh(s)zdsdz — 3pagdl|4]
0 0 0

de méme, appliquant (3.5) (3.6), on obtient (3.10)

Lemme 3.5

La dérivéee de la fonctionnelle

1
I3(t) = / (Bp1pr + 3pathy + pavvy)d (3.11)
0

Satisfait, pour tout 6o > 0, Cs, > 0 l’éstimation suivante

I4(8) < —3K|lpa 4+ — v]I2 + 360 + 60) |l
(b= g8 — So) Il — (b — o)l [uall? — 60l + Bpallrl > + BpallnlP (3.12)
G lurlP? + Ca, / (91(5)m 1P + g2(5)allze )l
0
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3.2 Les fonctionnelles de La fonction de Lyapaunov

Preuve 3.5

d d, (!
G0) = 5| Govpen+ 30000+ prvi)a

1 1 1
Ii(t) = 3p; / ppidr + 3p; / epudr +3py | Yidx
0 0 0

1 1 1
~+ 3p2 Vyudx + po / de:z: + po / VUsdT
0 0

0

I5(t) = 3pullel[* + 3pal [l * + pollvel* — 3k‘/ o + ¥ — v)dz + 397 |
0

1 00 1
=3 [ o [ onlondsds = 30— @)lleal + 3k [ 0lp+ v - v)da

0 0 0

1 % 1 1
—3/ wm/ gg(s)zxdsdx—b|\vx|\2+3k/ U((px+w—v)dx+45|lvl|2+4’y/ vuydx

0 0 0 0

I3() = =3kllew + ¢ — vl + 3gllall’ = 3(b = )|l = bllua|[* + 4]0

T palldl? + 31l il + 3pallinl 2 — 4y / vvdz — 3 / o / g1(s)nadads

0 0
—3/ wm/ g2(8)zpdsdx

Appliquant les inégalités de Young et de Poincaré et r (3.5) pour estimer les trois der-
nieres intégrales de cette égalité

De linégalité de Young on arrive a

1 . 1 1
/ lvvg|de < —/ |v|?dx + —/ v |2 da
0 2 Jo 2e Jo

de linégalté de Poincaré on a

—~
*
~—

1 1
/ \'U|2dx < Cp/ \vx\zd:r;
0 0
donc la relation (x) devient :

1 c 1 ) 1 1 )
de < =C 2| “d — dzx.
/0 lvvy|de < 5 p/o |Ug | x+28/0 |vg|“da

Et ainsi nous obtenons

Ly(t) < =3K|la + 1 — vl* +3(g1 = Mllwal|* = 3(0 — g5 + Mllvol]* = (b — 272C))| v
2 o0
=40 [v[[* + 3pull el |* + Bpal [l * + (o2 + — )H’Utll2 363/0 g1()mel|* + g2(5) 120 *ds,

2
telles que 6g = —\ ou 0y = 2veC,, Cs0 = p2 + il ou Cs, = —3C).
€
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

C’est a dire

Iy(t) < =3klls + v — vl|* + 3(g) = Mllwal[* = 3(b — g + Ml — 48] [v[[* + 3p1 ]|l
+3a][e]|* + Cio |02 [* — (b—5o)||v:c||2+050/0 (gL(8)Inall* + g2(s)[]2:]1*)ds

3.3 Reésultat de Stabilité

Le résultat principal de ce mémoire est donné par :

Théoréme 3.1. Supposons que (H,) et (Hy) sont vraies. Soit Uy € H, tel que, pour tout
i =1,2,(2.7) est vraie.

ou
oo

sup _oils)
teny Jr G7Hgi(s))
Alors ils existent deuz constantes positives Cy et Cy telles que la solution U de (2.13) satisfait

| fou (-, s — 1)||?ds < o0, ow fo=wo sii=1, et fo =vy— ug st i=2.

E(t) < C,GTH(Cht), teR,, (3.13)
ou
| s si (2.7) et vraie pour tout i == 1,2
G, = / dr et Go(s) =
s Go(7) sG'(s) sinon.

Preuve du théoréme 3.1
Lemme 3.6

Soit la fonctionnelle F' définie par
F(t) = Li(t) + Io(t) + I3(t)
satisfait : 1)
P < ~EQ +CllulP+C [ a@lnlids+C [ allulPes @)
2) il existe une constante positive y15 tel que
- < F < uoE. (3.15)
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3.3 Résultat de Stabilité

Preuve 3.6

1) En ajoutant (3.9), (3.11) et (3.13) et en utilisant la définition de E nous avons :

F'(t) = —3p19?\|90t|!2+3p15o!|90t||2+5o|!%\|2+5o|l%+w—vll2+050/ 91(8)||n.| *ds
0
_3ngg||wt‘|2+3P250H¢tH2+5OH¢3:||2+50||90m+¢_UH2+050/ 92(5)||2:|*ds
0

+ 00l [va|[* — 48[ [v][* + Bpall2e] * + Bpalthel|* + Cs, llvel|* + Cs, / (g1()[1ma]* + g2(5) | 2| *ds)
0

F'(t) = —(3klls + v — vll* +3(0 = g)vaI* = 393 llpal[* + bllva| |* + 4] [v]*)
+00(2llpa + & = lI* + dlla | + 4llall* + [[vall” + 3pallrl|* + 3pal 9] )

+3pulleel” + 3pallen]|? + Coolludl [P + Cs, / (g1 (3)1n2]* + g2()| |22/ |*)ds
0
vaonposeCs, = 3 et on a pose Cs, = pa + Cs,

F/(t) = =@3kllez + ¢ = vl +3(b = g)[¥all* = 390 llalI* + bllva]* + 43][0][)
+3p1||90t||+302||1/1t||+/)2Hvt||2+050/ (g1(8)[nall* + g2(s)l] 2] |*)ds
0
+ 002w + & = vlI* + dllalI* + 4l * + [[vall” + 3pallrl|* + 3pal 9] )

+ Co, |lve[* + 050/ (g1()malI” + g2 ()l 24]*)ds
0

donc

F'(t) < =2B(t) + 02l + ¥ — vl* + 4llealI* + 4l [* + [[vs]®

+3p1l| @il * + 3pal[¥e*) + Co | [ve[* + Cg /000(91(5)|!77gc|\2 +92(5) |2 *)ds
2)
F(t) = Li(t) + Ix(t) + I3(t)
[E@)] = [11(t) + Io() + L5(2))]

[E@)] < L))+ [L@)] + [13(t)]
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

Substituant les valeurs de Iy, I, I3

1 [e'e) 1 [’
(1) < | - 3p1 / o / g1(s)ndsdz] + | — 3p, / " / go(s)=dsd]
1 0 0 0 0

+| / (3p1p: + 3patbihy + pavuy)de|
0

1 [e'e) 1 [e'e)
F(t)] < 31 / " / g(s)ndsldz + 3py / " / go(s)zds|dx
1 0 0 1 10 0
3 [ oedds+ 30 [ founlds + s [ lovias
0 0 0

a partir des inégalités de Young et de Poincaré et de la relation (2.4)

3[)16 3[)10 o 3p2€ 3p2 o
IF(t)] < ——lleel?+ ==L | qr()lInalPds + ——11ul> + 5=C, | ga(s)|]2:"ds
2 2 J 2 2e 0
3p1 3p2 P2 1
2+ 22+ ol + 5 Boalliel P + Bpalliel 2 + pollua?)

F(t) < moE(t)

pour certains o > 0, Donc F(t) et E(t) sont équivalentes

Lemme 3.7

Soit la fonctionnelle L définit comme suit
L(t) = E(t) + eF(t)

et satisfait

1) II existe une constante positive ¢ telle que la fonctionnelle L satisfait

L) < B0+ C [ o)lmelPds +C [ ga(o)llPas. (3.16)
0 0
2) 11 existent deux constantes positives p, po telles que
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3.3 Résultat de Stabilité

Preuve 3.7

1)
L'(t) = E'(t)+cF'(t)

/ 1 OO/ /
O < 1= llull + 5 [ GEIIE +gll])ds
+e(BO+ColP+C [ alinalPds+C [ gl Pds)
0 0

comme ¢; et g sont deux fonctions non croissantes on obtient

o0

L(t) £ ~<B(0) + (€~ l[ull +<C [ gi(linalPds +=C [ gs)z|Pds
0 0

puis pour

eC' —4vy <0
donc
0<e < it (3.18)
C
2) On a
(1 —epp)E <L < (14ep)E.
donc pour
1
0<e<— (3.19)
Ho

Prenant p; =1 —cepg et ps =1+ €cpg

O<e<ming—,—
¢ po

Et choisissant

donc L et E sont equivalentes

Lemme 3.8

Il existent deux constantes positives d; et ds telles que, pour tout €g, on a les inégalités-

suivantes suivantes :

—Gfgé(f)) /O ) 91(8)| | Pds < —di E'(t) + diGo(e0 E(2)) (3.20)
et
%Z()m/ 92(5)] 2] 'ds <~ (1) + daGolo B (1)). (3.21)
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

Nous sommes maintenant préts a prouver le résultat de la stabilité (3.13).

E
Multipliant (3.16) par % et combinant (3.20) et (3.21), on trouve, pour
0
co =di + do
Go(eoE(t)) : £
———=L EFit)<—-—|—-— E(t)). 22
{;‘OE(t) (t) + C()C (t) = 2o C()C G0(€0 (t)) (3 )

Nous définissons notre fonctionnelle de Lyapunov R par

E
R=r (%L + COCE> (3.23)

Ou 7y est une constante positive qui sera choisie plus tard.

Go(EQE)

comme FE est non croissante et G est convexe, alors est non croissante, et donc

(3.22) et (3.23) conduisent a

RI(t) < -7 (i - coc) Gol=0E(1)). (3.24)

€0

De plus, en rappelant que est non croissante, et en utilisant (3.19), on obtient

Go(EoE)
E

€0

Go (EoE(O))

T()C()CE SRST@ |:(1+€/L()) €0E<O)

+ coc] E(t). (3.25)

En choisissant 0 < g9 < %, on déduit de (3.24) et (3.25) que R est équivalent a F et
Co

vérifie
R,<t) S —700G0(€0E(t)). (326)

Ainsi, pour 75 > 0 tel que

R <elE et R(0) <1,

on obtient, pour C = 7nC),

R/(t) < —CLGo(R(t)). (3.27)

Alors (3.27) implique que (G1(R)) > ¢, ou Gy est défini par

s st (2.7) et vrai pour touti =1: 2

1
1
G :/ ——dt et Gy(s) =
F ) Goln) o) sG'(s) sinon.
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3.3 Résultat de Stabilité

Ainsi, une intégration directe donne
G1(R(t)) > Cit + G1(R(0)). (3.28)

Comme R(0) < 1 et Gy est décroissante, on obtient G1(R(t)) > Cit ce qui implique que
R(t) < Gy (Cht).
Enfin, & partir de I’équivalence entre R(t) et E(t), le résultat (3.13) s’ensuit et la preuve du

théoréme (3.1) est compléte.

Remarque 3.1. L’hypothese (2.7) montre que gi(s) converge exponentiellement vers 0 a
I'infini. Alors si cette hypothése est vérifié on aura une convergence exponentielle du systéeme
c’est a dire

E(t) < Ce™ @t teR,, (3.29)

Cependant, Uhypothése (2.7) permet & s — g;(s)d’avoir un taur de decroissance a l'in-

1 .

finu arbitraiment proche de —. En effet par exemple, pour g;(s) = d;(1+ )™ avec d; > 0 et
s

g+l ¢+1 }

qi > 1, Uhypothése (2.8) est satisfaite avec G(s) = s", pour tout r > max { i .
g1 — 1 q2—

Et alors(3.13) implique

—1
Et)<Cyt+1r—1 teR,.

En général, le taux de décroissance de E dépend du taux de décroissance de g; qui a le taux

de décroissance le plus faible.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié 'unicité, I’existence et la stabilité des poutres laminée
de Timoshenko avec glissement interfacial et mémoires infinies. Sous certaines conditions sur

les fonctions g; © = 1,2 on est arrivé a une stabilité générale.
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