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Introduction générale

Afin d'améliorer la qualité de vie et de maitriser notre entourage on élabore des stratégies
de contrdle efficaces, basant sur 1’anticipation tenant compte des techniques de commande pour
systemes a dynamique telle que la MPC pour 1’optimisation de la trajectoire de controle future et

facilite la commande du systéme [11].

Focalisant sur les processus industriels qui fonctionnent dans un environnement multi-
entrées et multi-sorties (MIMO) [10], et présentent une forte intégration, un comportement non

linéaire, une incertitude, ainsi qu'une forte interaction entre les phases minimales et non minimales

[9].

Pour vérifier que le MPC-Laguerre est recommandé pour les systémes contraints et dans
les applications nécessitant une rapidité et une fiabilité, on réalise une représentation au moyen
d'un mod¢le dont les paramétres et les variables sont ceux du processus étudié, un processus a
quatre réservoirs avec interaction (QTPI) en utilisant deux approches de commande prédictive : la
commande prédictive classique (MPC) et la commande prédictive basée sur les fonctions de
Laguerre. Alors notre étude compare le MPC classique et le MPC-Laguerre a travers trois
scénarios : systéme sans perturbations et sans contraintes, systeéme perturbé et non contraint et

systéme contraint sans perturbations.
Ce mémoire est compos¢ de trois chapitres :

e Dans le premier chapitre, on va détailler les principes de la commande prédictive
classique, la base de fonctionnement sans et sous contraintes dans les systémes.

e Le deuxiéme chapitre on va détailler les principes de la commande prédictive basée
sur les fonctions de Laguerre, la base de fonctionnement sans et sous contraintes
dans les systémes.

e Le troisiéme chapitre est consacré a une application concréte sur un processus a
quatre réservoirs avec interaction (QTPI). Les résultats des deux types ont été

comparées selon trois scénarios distincts.

Enfin, nous terminons par une conclusion générale.
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La commande prédictive classique (MPC)



Chapitre 1 La commande prédictive classique (MPC)

1.1 Introduction
Le MPC est une technique de commande pour systémes a dynamique, compatible avec le
fait qu’a chaque temps d’échantillonnage le signal de commande découle de la résolution d’un

probléme d'optimisation.

La commande prédictive constitue un domaine ample et varié¢ et intégre des disciplines

comme la commande optimale, la commande multi variable et la commande avec contrainte.

Pour bien maitriser notre entourage. Il est donc logique d'analyser les comportements et utiliser

l'anticipation, c'est-a-dire la prédiction, pour déterminer des stratégies de controle efficaces.
EXEMPLE 1 : Conduire une voiture

1. Les conducteurs regardent devant eux et anticipent les cibles ou les exigences futures.

2. Changement de route, piétons, autres véhicules, modification de la limitation de vitesse, etc.
EXEMPLE 2 : Remplir un récipient

1. Nous observons le changement de profondeur et anticipons les changements futurs.

2. Nous modifions le flux d'entrée pour garantir que la profondeur future ne dépasse pas la cible.
EXEMPLE 3 : Sports de raquette

1. Les joueurs planifient plusieurs coups a l'avance afin de placer leur adversaire en position de

faiblesse ou d'éviter de se retrouver dans une telle position.

2. Ils prédisent I'impact de différents choix de tirs et sélectionnent ceux qui conduisent au résultat

le plus souhaitable [1].
Et pour s’adapter a une grande variété de procédés : linéaires, non linéaires, stables ou non, on doit

e Prise en compte explicite des contraintes
e Robustesse par rapport aux perturbations

e Facilité de mise en ceuvre : 3 paramétres de réglages [2].

Lorsque les humains utilisent des prédictions et des anticipations pour planifier la meilleure
décision, il est implicite que de nombreux aspects sont pris en compte dans le processus

décisionnel.

1. Les contraintes (ou leur évitement anticipé) sont garanties pour toutes les décisions valides.
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2. Toute interaction entre différentes entrées et sorties est modélisée dans les prédictions et donc

prise en compte de manicre systématique plutdt que ponctuelle.

3. Lorsque nous disposons d'informations préalables sur les cibles et perturbations futures, une

prise en compte appropriée est prise en compte.

4. Les dynamiques complexes, telles que les comportements de phase non minimaux et les retards,

sont automatiquement prises en compte.

Par conséquent, les approches de contrdle prédictif sont devenues la norme de facto dans
l'industrie dans les scénarios ou des aspects tels que les contraintes sont particulierement
importantes et/ou lorsque de petites améliorations de performance peuvent entrainer d'importantes
augmentations de profit, justifiant ainsi le colt supplémentaire d'une approche de conception

systématique[1].

Afin de bien contrdler et prendre en charge ce systéme on résout les problémes de synthése

(pratiques) :
*Choix des horizons de prédiction et de commande
Compromis entre faisabilité numérique et poursuite
*Le temps de calcul

Résolution du modéle et du probléme d’optimisation en un temps inférieur a une période

d’échantillonnage

Et les problémes structurels (théoriques)
*Faisabilité a priori
*Stabilité[2].

1.2 Principe de la commande prédictive

Le contrdle prédictif utilise un modele systeme disponible pour intégrer le comportement
futur prédit du processus dans la procédure de conception du controleur. Cette méthode de

conception de contrdle combine généralement :
1) Un modg¢le de processus, souvent linéaire et discret

2) Une équation prédictive, celle-ci est exécutée sur un nombre fixe de pas de temps afin

de prédire le comportement probable du processus
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3) Une trajectoire de référence future connue

4) Une fonction de cot, il s'agit généralement d'une fonction quadratique qui pénalise les

erreurs de sortie futures du processus par rapport aux valeurs de référence et de contrdle connues.

L'optimisation de la fonction de colit en fonction des sorties et des controles futurs du
processus conduit a une expression explicite du controle. Une autre capacité¢ de la méthode est
qu'elle peut intégrer des contraintes opérationnelles du processus. Si ces contraintes sont exprimées
sous forme d'inéquation linéaire, le probleme d'optimisation du contrdle prédictif prend la forme
d'un probléme de programmation quadratique (QP) qui peut étre résolu par des méthodes

d'optimisation standard[3].

La commande prédictive MPC représente un moyen relativement simple d’aborder une loi
de commande dans le domaine temporel, et a démontré au travers des applications ses qualités
liées a la régulation des systémes multivariables, des systémes instables, des systémes a retard, des

systémes non-linéaires, des systémes a non minimum de phase, des systémes hybrides.

La Figure 1.1 illustre le principe de la commande prédictive : le calcul de la séquence de
commande optimale (u)a appliquer au systéme se fait a chaque instant tg jusqu’a I’instant tx+Nu
ou Nu est I’horizon de commande de la MPC. Pour cela, il se base sur un modele du systéme a
controler permettant de prédire la sortie (y) jusqu’a I’instant tx+Np et sur une trajectoire de

référence a atteindre (1) .

4+ Horizon de prédiction

[
y

Trajectoire
-
de référence \

Sortie du procédé

Séquence de commandes|
———|  Horizon de commande Nu
< >
H
[
|

K K+l K+Nu K+Np
Passé Futur

Temps_
>

»>

Figure 1.1 Principe de la commande prédictive

[4].
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La technique prédictive permet en fait de reproduire de fagon théorique le comportement

intuitif naturellement prédictif ou anticipatif de I’étre humain :

En conduisant une voiture, en marchant, en faisant du ski, en respectant le budget alloué¢ a
certaines activités sur une période limitée, en traversant une rue... Ainsi, les skieurs (Figure 1.2)
font une prédiction de la trajectoire a suivre sur un horizon fini, et ¢laborent des actions qui vont
leur permettre de la suivre, et puis a chaque étape 1’horizon de prédiction glisse avec eux. En
utilisant des commandes classiques, les décisions sont réalisées a partir des erreurs passées entre
la sortie et la consigne, et non des erreurs prédites. Or il apparait clairement dans le cas du ski que
la structure prédictive faisant intervenir des erreurs futures est fortement nécessaire, le cas
contraire ¢tant équivalent a skier en regardant a I’arriére pour réduire 1’erreur entre la trajectoire

désirée et la position réelle.

Figurel.2 Application quotidienne de la commande prédictive

Les étapes spécifiques a toutes les lois de commande prédictive sont classifiées :

v' L’élaboration (choix) du modéle du systéme sur lequel est basée la prédiction de la
sortie

v Spécification de la trajectoire que doit suivre la sortie

v Minimisation d’un critére quadratique a horizon fini élaborant une séquence de
commandes futures

v' Application du premier élément de la séquence de commande au systéme et au

modéle
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Les deux dernieres étapes sont répétées a chaque instant d’échantillonnage conformément au

principe de I’horizon fuyant.

Pour les systémes multivariables, cet algorithme est appliqué simultanément a chaque

sortie, il en résulte une commande différente pour chaque entrée du systéme[5].

1.3-Modeéles d'espace d'état avec intégrateur intégré

Les systemes de contrdle prédictif sont congus a partir d'un modéle mathématique de
l'usine. Le modéle utilisé¢ pour la conception du systeme de contrdle est un modele espace-état.
Grace a ce modgele, les informations actuelles nécessaires a la prévision sont représentées par la

variable d'état a I'instant présent.

1.3.1 Systéme a entrée unique et a sortie unique
On commence, en supposant que l'installation sous-jacente est un systéme a entrée et

sortie unique, décrit par :

xm(k+1) = Amxm(k) + Bmu(k) (1.1)
y(k) = Cm xm(k) (1.2)

nen

Ou "u" est la variable manipulée ou variable d'entré "y" est la sortie du procédé et "xm" est le
vecteur de variables d'état de dimension supposée ni. Notez que ce modele d'installation a u(k)
comme entrée. Nous devons donc adapter le modele a notre objectif de conception, qui intégre un

intégrateur.

Notez qu'une formulation générale d'un modéle d'espace d'état a un terme direct entre le signal

d'entrée u(k) et la sortie y(k) comme
y(k) = Cmxm(k) + Dm u(k)

Cependant, en raison du principe de controle a horizon fuyant, ou une information actuelle sur la
centrale est nécessaire a la prédiction et au contrdle, nous avons implicitement supposé que 1'entrée

u(k) ne peut pas affecter simultanément la sortie y(k). Ainsi, Dm = 0 dans le mod¢le de la centrale.
En effectuant une opération de différence des deux cotés de (1.1), nous obtenons que
Axm(k+1) = Amxm(k + 1) — Bm xm(k)
Notons la différence de la variable d'état par :
Axm(k+ 1) = xm(k+ 1) — xm(k)

Et la différence de la variable de contrdle par :
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Au(k) = u(k) —uk—-1)
Il s'agit des incréments des variables xm(k) et u(k). Avec cette transformation, la différence de
I'équation d'espace d'état est :

Axm(k+ 1) = Am Axm(k) + Bm Au(k) (1.3)

Ou I'exposant T indique la transposition de la matrice. Notez que
y(k+1) — y(k) = CmAxm(k+1) = Cm Am Axm(k) + Cm Bm Au(k) (1.4)

La mise en commun de (1.3) et (1.4) conduit au modele d'espace d'état suivant :

x(k+1) A x(k)
Axm(k+1)] [ Am Axm(k)
PYeer ) lemam Iy(k) l l lA“(k)
C
y()=[0m 1] [A);r?k()k)] (1.5)

Oou0,=[0000....... 0] (vecteur ligne de n; zéros). Le triplet (A, B, C) est appelé modéle
augmenté, qui sera utilisé dans la conception du controle prédictif.

Exemple 1.1. Considérons un modele a temps discret sous la forme suivante :
xm(k+1) = Amxm(k) + Bmu(k) (1.6)
y(k) = Cmxm(k)

Ou se trouvent les matrices du systéme :
1 0.5
am=[g q]sBm=[P]scm=11 0]

On va Trouver les matrices triplets (A, B, C) dans le modele augmenté (1.5) et les valeurs

propres de la matrice systéme, A, du modéle augmenté.
Solution : D¢ (1.5), n1=2 et 0= [0 0]. Le mod¢le augmenté pour cette plante est donné par :
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) (1.7)
yk) = Cx(k)

Ou les matrices du systéme augmenté

1 10 0.5
A=10 1 0O|,B=|1|;C=[0 0 1]
1 1 1 0.5

L'équation caractéristique de la matrice A est donnée par :
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Al —Am 0T

p(A) =det(Al —A) = “CmAm (- 1)

- (1-1)° (1.8)

Par conséquent, le modele d'espace d'état augmenté possede trois valeurs propres a A = 1. Parmi
elles, deux proviennent de l'usine d'intégration d'origine et une provient de 1'augmentation du

modele d'usine.

1.4 Controle prédictif dans une ligne d'optimisation

Apres la formulation du modele mathématique, I'étape suivante de la conception d'un
systeme de controle prédictif consiste a calculer la production prévue de 1'installation, le signal
de contrdle futur étant la variable ajustable. Cette prédiction est décrite dans une fenétre
d'optimisation. Cette section examine en détail I'optimisation réalisée dans cette fenétre. Nous
supposons ici que l'instant présent est ki et que la longueur de la fenétre d'optimisation est Np,
correspondant au nombre d'échantillons. Par souci de simplicité, nous considérons d'abord le cas
des systeémes a entrés et sorties uniques, puis les résultats sont étendus aux systémes a entrées et

sorties multiples.

1.4.1 Prédiction des variables d'état et de sortie

En supposant qu'a l'instant d'échantillonnage ki, ki > 0, le vecteur de variables d'état x(ki) est
disponible par mesure, 1'état x(ki) fournit les informations actuelles de I'installation. Le cas plus
général ou I'état n'est pas directement mesuré sera abordé¢ ultérieurement. La trajectoire de

contrdle future est notée :
Au(ki),Au(ki+ 1) ...........,Au(ki + Nc — 1),

Ou Nc est appelé 1'horizon de contrdle, qui détermine le nombre de paramétres utilisés pour
capturer la trajectoire de contrdle future. Avec l'information x(ki) donnée, les variables d'état
futures sont prédites pour un nombre Np d'échantillons, ou Np est appelé I'horizon de prédiction.
Np est également la longueur de la fenétre d'optimisation. Les variables d'état futures sont notées

ainsi :
x(ki + 1 [ki),x(ki + 2 |ki), ... e e e e X(Ki + m |Ki), ... ..o .o oo x(ki + Np [ki)

Ou x(ki+m |ki1) est la variable d'état prédite a ki+m avec les informations actuelles de la
centrale x(ki). L'horizon de contrdle Nc est choisi inférieur (ou égal) a I'horizon de prédiction

Np.
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En fonction du modele espace-état (A, B, C), les variables d'état futures sont calculées

séquentiellement a I'aide de I'ensemble des paramétres de controle futurs :
x(ki+ 1 ki) = Ax(ki) + BAu(ki)

x(ki + 2 |ki) = Ax(ki+ 1 |ki) + BAu(ki + 1)

x(ki + Np |ki) = ANpx(ki) + ANp — 1 BAu(ki) +.+ANp — Nc BAu(ki + Nc — 1)
(1.9)
A partir des variables d'état prédites, les variables de sortie prédites sont, par substitution :
y(ki + 1 |ki) = CAx(ki) + CBAu(ki) (1.10)

y(ki + 2 [ki) = CA2x(ki) + CABAu(ki) + CBAu(ki + 1).

y(ki + Np |ki) = CAMPx(ki) + CANP~1 BAu(ki) + CAMP~2 BAu(ki + 1) + ...+
CANP=N¢ BAu(ki + Nc — 1) (1.11)

Notez que toutes les variables prédites sont formulées en termes d'information sur la variable

d'état actuelle x(ki) et de mouvement de controle futur u(ki+j), ou j=0,1,...Nc—1.
Définir des vecteurs :
Y = [y(ki+ 1 |ki) y(ki+ 2 |Ki) ....c.oer oo y(ki + Np |ki)]T
AU = [Au(ki) Au(ki+ 1) ..o e Au(ki + Nc — DT

Ou, dans le cas d'une entrée et d'une sortie uniques, la dimension de Y est Np et la dimension

de U est Nc. Nous regroupons (1.10) et (1.11) dans une matrice compacte sous la forme

Y = Fx(ki) + ®AU (1.12)
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CA CB 0 0 i 0
C A2 CAB C'B 0 . 0
T 4. T A2 L g
r_|CA |.g_| CcA?2B  CAB 5 : S 0
| CAN= | | GAN=1 B A=t B QM-3R C AN B

1.4.2 Optimisation

Pour un signal de consigne donné r(ki) au temps d'échantillonnage ki, dans un horizon de
prédiction, 1'objectif du systéme de contrdle prédictif est de rapprocher la sortie prédite au
maximum du signal de consigne, en supposant que ce signal reste constant dans la ligne
d'optimisation. Cet objectif est ensuite traduit en une conception visant a trouver le meilleur
vecteur de parametres de contrdle U, de sorte que la fonction d'erreur entre la consigne et la sortie
prédite soit minimisée.

En supposant que le vecteur de données contenant les informations de consigne est

RsT =[11111....1Np]r(ki)
Nous définissons la fonction de colit J qui rejette 1'objectif de controle comme

] = Rs—Y)T(Rs—Y) + AUTRAU (1.13)

Ou le premier terme est li¢ a 1'objectif de minimiser les erreurs entre la sortie prédite et le
signal de consigne, tandis que le second terme refléte la prise en compte de la taille de U lorsque

la fonction objectif J est réduite au maximum. R est une matrice diagonale de la forme :
R = rw INexNe

(rw > 0), ou rw est utilis¢é comme parameétre de réglage pour les performances souhaitées en
boucle fermée. Dans le cas ou rw = 0, la fonction de cott (1.13) est interprétée comme la situation
ou l'on ne souhaite pas préter attention a la taille de U et ou l'objectif est uniquement de réduire
l'erreur (Rs —=Y) T (Rs —Y) au minimum. Dans le cas d'un grand ry, la fonction de cotit (1.13) est
interprétée comme la situation ou nous examinerions attentivement la taille de U et réduirions

prudemment I'erreur (Rs —Y) T (Rs —Y).
Pour trouver le U optimal qui minimisera J, en utilisant (1.12), J est exprimé comme suit :

] = (Rs — Dx(ki))T(Rs — Fx(ki)) — 2AUT¢T(Rs — Fx(ki)) + AUT(¢pTd +
R)AU (1.14)

A partir de la premiére dérivée de la fonction de cott J :

10
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9]/ 0AU = —2¢T(Rs — Fx(ki)) + 2(¢pT® + R)AU (1.15)
La condition nécessaire du minimum J est obtenue comme
d]/ 0AU = 0
A partir de laquelle nous trouvons la solution optimale pour le signal de commande comme
= (T ® + R)"1$pT(Rs — Fx(ki)) (1.16)

En supposant que (®'®+R) ! existe. La matrice (OT®+R)! est appelée matrice hessienne dans
la littérature sur l'optimisation. Notez que Rs est un vecteur de données contenant les informations

de consigne, exprimées comme suit :

=[11111.....I1Np]Tr(ki) = Rsr(ki)

Rs = [11111....1Np]T

La solution optimale du signal de commande est liée au signal de consigne r(ki) et a la

variable d'état x(ki) via 1'équation suivante :
U= (¢pT® + R) — 1¢pT(Rs — Fx(ki)) (1.17)
Exemple 1.2. Supposons qu'un systéme du premier ordre soit décrit par I'équation d'état
xm(k+ 1) = axm(k) + bu(k)
y(k) = xm(k) (1.18)
Oua=0,8etb=0,1 sont des escalaires. w

En supposant un horizon de prédiction Np = 10 et un horizon de contréle Nc =4, on va calculer
les composantes qui forment la prédiction de la sortie future Y, ainsi que les quantités ®'®, ®'F
et ®'Rs. En supposant qu'a I'instant ki (ki = 10 pour cet exemple), r(ki) = 1 et que le vecteur d'état
x(ki) =[0,1 0,2] T .on va trouver la solution optimale U par rapport aux cas ot tw = 0 et r = 10, et

compare les résultats.

Solution. L'équation d'espace d'état augmentée est

Axm(k+ D] Ta O Axm(k)| | [b
[ y(k+ 1) ] [ [ y(K) l+lblAu(k)

11
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o= [673] %) (1.19)

D'apres (1.12), les matrices F et @ prennent les formes suivantes :

[ AT [ OB (0 ] 0
A2 CAB CB 0 0
A3 CA:B CAB OB 0
oF & CA3B CA*B CAB CB
P CA% | s CA'B CA®B CA’B CAB
T |CAS |7 T | CASB CAYB CA3B CA%B
CAT CASB CASB CA*B CA*B
C A8 CA'B CASB CASB CA‘B
CA? CASB CA"B CA®B CA°B
| CA'? | | CA°B CA®B CA"B CA®B |

Les coefficients des matrices F et @ sont calculés comme suit :
CA = [s11]

CA2 = [s21]

CAk = [sk1]  (1.20)

CAB = glab+g0

CAkB = gk = akb+gk—1 (1.21)

Avec les parametres de la plante a = 0,8 et b= 0,1, Np = 10 et Nc =4, nous calculons les

quantités :

12
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1.1541 1.0407 0.9116 (0.7726
1.0407 0.9549 0.8475 (1.7259
(0.9116 0.8475 0.7675 0.6674
(0.7726 0.7259 01.6674 0.5943

TP —

0.2325 3.2147 3.2147
§.3259 ZTF}c‘ﬁrl BTR, — Q.Tfiﬂ-'l
7.2027 2.3355 | 2.3355
6.1811 1.9194 1.9194

dTF =

Notez que le vecteur ®'Rs est identique a la derniére colonne de la matrice ®'F.
Ceci est dii au fait que la dernicre colonne de la matrice F est identique a Rs.

A l'instant ki = 10, le vecteur d'état x(ki) =[0,1 0,2] T. Dans le premier cas, l'erreur entre Y et

Rs prédits est réduite sans tenir compte de I'ampleur des variations de contrdle. A savoir, ry = 0.

Ensuite, la valeur Aoptimale est déterminée par le calcul.
AU = (¢T®)T — 1(®TRs — ¢ Fx(ki)) = [7.2 —6.400]T

Nous constatons que, sans pondération sur le contréle incrémental, les deux derniers éléments
u(ki+2)=0 et u(ki+3)=0, tandis que les deux premiers €¢léments ont une amplitude assez importante.
La figure 1.3 a montré les variations des variables d'état ou nous pouvons constater que la sortie

prédite a atteint le point de consigne souhaité.

UE: S | —~

|'I|"I '.I « 1
osf [/ 4 o 2 _
oatlf

W 0.3 /

Responss
Responss
o o
B A
ha

\f} 1
I lII 0.2"/
o . - % Z oM
e T 12 14 16 18 20 Yo 12 1a 16 18 20
Samgpling Instant Sampling Instant
(@)rw=0 (b)rw=10

Figurel.3 Comparaison de solutions optimales.

Key : line (1) Axm ; line 2) y
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Tandis que xm décroit vers zéro. Pour examiner I'effet du poids rw sur la solution optimale du
contrdle, posons 1w = 10. La solution optimale de AU est donnée ci-dessous, ou I est une matrice

1dentité 4x4.,
AU = (¢ T D + 10 =1)"1(PRs — ¢TFx(ki)) (1.22)
= [0.1269 0.1034 0.0829 0.065]T

Avec ce choix, I'amplitude des deux premiers incréments de controle est significativement

réduite, et les deux dernieres composantes ne sont plus nulles. La figure 1.3

Ilustre les variables d'état optimales. On constate que la sortie y n'atteint pas la valeur de

consigne de 1, mais que xm se rapproche de zéro.

Une observation découle de 1'étude comparative. Il semble que si 1'on souhaite que le contrdle
évolue prudemment, le signal de contrdle met plus de temps a atteindre son état stationnaire (c'est-
a-dire que les valeurs de U diminuent plus lentement), car 1'énergie de contrdle optimale est

répartie sur une période future plus longue.
Nous pouvons vérifier cela en augmentant Nc a 9, tout en maintenant rw = 10. Le résultat

Montre que I'amplitude des éléments de AU diminue, mais qu'ils sont significatifs pour les 8

premiers ¢léments :
AUT =10.1227 0.0993 0.0790 0.0614 0.0463 0.0334 0.0227 0.0139 0.0072]

Par rapport au cas ou Nc = 4, on constate que lorsque Nc = 9, les quatre premiers parametres

de U sont légerement différents du cas précédent.

Exemple 1.3. Il existe une autre facon de trouver le minimum de la fonction de coit en
complétant les carrés. Il s'agit d'une approche intuitive, et le minimum de la fonction de coft

devient un sous-produit de cette approche.

On va trouver la solution optimale pour U en complétant les carrés de la fonction de cott J

(1.14).
Solution. A partir de (1.14), en additionnant et en soustrayant le terme
(Rs — Fx(ki)To(pT + R)“1dpT(Rs — Fx(ki))

A la fonction de cott d'origine J, sa valeur reste inchangée. Cela conduit a

14
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J= (Rs — Fx(ki))' (Rs — Fx(ki)) —2AUT®T(Rs - Fx(ki)) + AU T(®T® + R)AU

+ (Rs - Fx(ki)) ®(@Td + R)"1dT(Rs - Fx(ki))

— (Rs- Fx(ki)) ®(®Td + R)"1dT(Rs - Fx(ki)) (1.23)
Ou les quantités sous le =~ sont les carrés complétés :

JO = (AU - (¢"® + R)"1$pT(Rs — Fx(kD)T * (¢Td + R)(AU - (pTd +
R)"1$pT(Rs — Fx(ki))) (1.24)

Ceci peut étre facilement vérifié en ouvrant les carrés. Puisque le premier et le dernier terme
de (1.23) sont indépendants de la variable U (parfois appelée variable de décision), et que (O'® +
R) est suppos¢ positif défini, alors le minimum de la fonction de colit J est atteint si la quantité JO

est égale a zéro, c'est-a-dire
AU = (¢Td + R)"1¢pT(Rs — Fx(ki)) (1.25)

Il s'agit de la solution de controle optimale. En substituant cette solution optimale dans la

fonction de coit (1.23), nous obtenons le minimum du cott tel que

Jmin = (Rs — Fx(ki))T(Rs — Fx(ki)) - (Rs — Fx(ki)Td(pTd + R)"1pT(Rs — Fx(ki))

1.5 Controle de I'horizon fuyant

Bien que le vecteur de paramétres optimal AU contienne les controles u(ki), u(ki+1),
u(kit+2),..., u(ki+Nc—1), avec le principe de controle a horizon fuyant, nous implémentons
uniquement le premier échantillon de cette s€équence, c'est-a-dire u(ki), en ignorant le reste de la
séquence. A la période d'échantillonnage suivante, la mesure la plus récente est utilisée pour
former le vecteur d'état x(ki+1) afin de calculer la nouvelle séquence de signaux de contrdle. Cette

procédure est répétée en temps réel pour obtenir la loi de contrdle a horizon fuyant.

Exemple 1.4. Nous illustrons cette procédure en poursuivant I'exemple 1.2, ou un systéme

du premier ordre avec la description de I'espace d'état
xm(k+1) = 0.8xm(k) + 0.1u(k)

est utilisé dans le calcul. Nous considérerons le cas rw = 0. Les conditions initiales sont

x(10)=[0,1 0,217 et u(9) = 0.

Solution. Au temps d'échantillonnage ki = 10, la commande optimale a été

précédemment calculée comme u(10) = 7,2. En supposant que u(9) = 0, le signal de commande

15
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envoy¢ a l'installation est u(10) = u(9) + Au(10) = 7,2 et avec xm (10) = y(10) = 0,2, nous

calculons la variable d'état de l'installation simulée suivante.
Xm(11) = 0.8xm(10) + 0.1u(10) = 0.88 (1.26)

A ki = 11, la nouvelle information sur la plante est Axm(11) =0,88 — 0,2 = 0,68 et y(11) =
0,88, ce qui donne x(11) =[0,68 — 0,88 ]*. On obtient alors

AU =[-4.24 -0.96 0 0] T

Cela conduit a la commande optimale u(11) =u(10) + Au(11) = 2,96. Cette nouvelle

commande est implémentée pour obtenir
Xm(12) = 0.8xm(11) + 0.1u(11) =1 (1.27)

A ki = 12, les nouvelles informations sur la plante sont Axm (12) =1 - 0,88 = 0,12 et y(12) =
1, ce qui forme x(12) =[0,12 1]. Nous obtenons

AU=[-0.96000]"

Cela conduit au controle a ki = 12 car Au(12) =u(11) — 0,96 = 2. En implémentant ce

controle, nous obtenons la sortie de 1'installation suivante comme
Xm(13) = 0.8xm(12) + 0.1u(12) =1 (1.28)

Les nouvelles informations sur la plante sont Axm(13) = 1-1=0 et y(13) = 1. A partir de ces

informations, nous obtenons :

a8
7
i | , Jp—
|
s [ ,-"'f = Deltax
2 5 | w08 Fi | sy
= | = I
=] | ﬂ g
E 4 5 0.6 I _-"“'-.
g = S & 04 .,-" _-'"J %
! i
1 ¥ \,
0.2 4 W
0 Jd Y :
=18 10 11 12 13 14 15 % 10 11 12 13 14 15
Sampling Instant Sampling Instamnt
(a)Controle optimale (b)variable d’état

Figurel.4 Controle de I'horizon fuyant

AU = (¢"® + R)"1¢p"(Rs — Fx(ki)) = [0000]T
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La figure 1.4 montre les trajectoires des variables d'état xm et y, ainsi que le signal de
commande utilisé¢ pour réguler la sortie. Cet exemple illustre également les différences entre les
vecteurs de parametres Au a différents instants. Nous constatons que lorsque la réponse de sortie

atteint le signal de consigne souhaité, les parametres de U se rapprochent de zéro.

1.5.1 Systeme de controle en boucle fermée
Un autre aspect a été illustré par 'exemple 1.4. Si nous examinons attentivement cet exemple,

nous constatons qu'a un instant ki donné¢, le vecteur de parameétres optimal Au est résolu en utilisant
AU = (¢ @ + R)"1dp’ (Rs — Fx(ki))

Ou (®"® + R)! ®Rs correspond a la variation de la consigne, tandis que —(®'® + R)'®'F
correspond a la commande par rétroaction d'état dans le cadre de la commande prédictive. Les
deux dépendent des parameétres du systéme et sont donc des matrices constantes pour un systéme
invariant dans le temps. En raison du principe de la commande a horizon fuyant, nous ne prenons

que le premier ¢lément de Au a l'instant ki comme commande incrémentale.
AU(k) = [100......0Nc] (¢T® + R) 'dT(Rs — Fx(ki))
= Kyr(ki) - Kmpcx(ki) (1.29)
Ou Ky est le premier ¢lément de
(D + R)'dRs
Et Kupc est la premiére rangée de
(®"® +R)'O'F

L'équation (1.29) est une forme standard de commande a rétroaction d'état linéaire invariante
dans le temps. Le vecteur de gain de la commande a rétroaction d'état est Kmpc. Par conséquent,

avec le modele de conception augmenté
x(k+1) = Ax(k) + BAu(k)

Le systeme en boucle fermée est obtenu en remplagant (1.29) dans I'équation du systeme

augmentée ; en remplacant l'indice ki par k, ce qui conduit a I'équation en boucle fermée.
x(k+ 1) = Ax(k) — BKmpcx(k) + BKyr(k) (1.30)

= (A - BKmpc)x(k) + BKyr(k) (1.31)
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Chapitre 1 La commande prédictive classique (MPC)

Ainsi, les valeurs propres en boucle fermée peuvent étre évaluées a l'aide de 1'équation

caractéristique en boucle fermée :
det[1- (A- BKmpc)] = 0

En raison des structures particulieéres des matrices C et A, la derni¢re colonne de F est identique
aRs,quiest[11 .., 1]". Ky est donc identique au dernier élément de Kmpc. Notant que le vecteur
de variables d'état x(ki) = [ xm(k)" y(k)]", et avec la définition de Ky, on peut écrire Kmpc = [Kx
Ky], ou Kx correspond au vecteur de gain de rétroaction li¢ a xm(k) et Ky au gain de rétroaction lié
a y(k). On obtient alors le schéma fonctionnel en boucle fermée du systéme de commande
prédictive illustré a la figure 1.5, ou q"! désigne 'opérateur de décalage arriére. Ce schéma illustre
la structure de rétroaction d'état pour la commande prédictive a modele discret (DMPC) avec

action intégrale, dans laquelle le module (1 / (1—q!))désigne l'intégrateur a temps discret.

Exemple 1.5. Cet exemple examine les matrices de gain de rétroaction en boucle fermée
générées a partir de I'exemple 1.2 et les valeurs propres du systéme en boucle fermée avec les

pondérations ryw = 0 et ry = 10.
Solution. Lorsque le poids rw = 0, nous avons :
Ky =[1000] (¢T® + )1 pT[11...... 117 = 10
Kmpc = [1000] (¢T® + R) "Y(¢TF) = [810]

Par conséquent, les valeurs propres du systéme en boucle fermée sont calculées en évaluant

les valeurs propres de la matrice en boucle fermée A — BKuyc, ou, a partir de I'exemple 1.2

08 0 0.1
Am = [0.8 1] ; Bm = [0.1
1} y (k) (' y(k)
m q m >
u(k) C},_
e o
. K,
1—q!
-K, f—

Figurel.5 schéma fonctionnel d'un systéme de controle prédictif a temps discret
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Chapitre 1 La commande prédictive classique (MPC)

Les valeurs sont A1 =—6,409 x 10"—7 et A2 = 6,409 x 10”7, ce qui correspond approximativement

a l'origine du plan complexe. Lorsque le poids rw = 10, 0on a :
Ky =[1000] (¢T® + )1 pT[11...... 1]7 = 0.2453
Kmpc = [1000](¢pT® + R)"1($pTF) = [0.6939 0.2453]

Avec ce vecteur de gain, les valeurs propres du systeme en boucle fermée sont 11,2 = 0,8530
+j 0,0542, ce qui indique que la dynamique du systéme en boucle fermée a une réponse beaucoup

plus lente que celle du cas ou rw = 0.

Remarque : Avec des horizons de prédiction et de contrdle courts, le systétme de contrdle
prédictif en boucle fermée n'est pas nécessairement stable. Traditionnellement, ce sont les

parametres de réglage pour la stabilité et les performances en boucle fermée.

Goto1

[ JOF CAOpED
) T it =AxiniBuln)

Signal de commande

Dizorete State- Space

” s SRR -
La commande [ o Les Abtats reels ]
'#ﬂ U States x4 consigne

Sortiest

Controleur MPC

Sorties5

Figure 1.6. Model classique augmenté
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U nit Delayt [ -
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AATLAB Fo
Cptimizer
Interpreted |
IATLAB Fof ;

reference Clock

control signalu

Figure 1.7. Contréleur MPC

1.6 Controle prédictif des systémes MIMO

Différentes représentations linéaires sont utilisées pour modéliser les systémes physiques,
notamment la fonction de transfert, la représentation d’état discrete et la convolution discréte. Bien
que la représentation entrée/sortie soit adaptée a certaines approches industrielles, elle devient
complexe en commande multivariable. C’est pourquoi la représentation d’état discréte est
privilégiée, notamment pour la commande prédictive (MPC), qui permet une gestion efficace des
systémes multivariables (MIMO). MPC intégre un observateur et offre une bonne maitrise de la
stabilit¢ et de la robustesse, en tenant compte explicitement des couplages entre voies.
Contrairement aux stratégies classiques (comme les correcteurs PID ou les lieux de Nyquist), MPC
exploite pleinement le modéle du systéme, s’adapte mieux aux interactions complexes, et peut

aussi traiter les systémes non carrés.

La Figure 1.8 illustre les trois étapes nécessaires a la formulation de la loi de commande
prédictive MIMO : mise sous forme d’état du modéle du systéme (obtenu aprés une étape
préliminaire de modélisation), calcul de la loi de commande (gain du correcteur et pré-filtre de
consigne obtenus par minimisation d’un critére de performance), estimation de I’état par
I’intermédiaire d’un observateur si I’état du systéme n’est pas disponible. Ces différentes étapes

sont détaillées ci-dessous.
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W i [ W ppodele du | Y
* systéme

yik)

T Observateur
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| S
Crain du
P
correcteur

Etat estime

Figurel.8 schéma-bloc général de la commande MPC sous forme d’état
[5].

1.6.1 Formulation générale du modele

Supposons que l'installation posséde m entrées, q sorties et nl états. Nous supposons
¢galement que le nombre de sorties est inférieur ou égal au nombre d'entrées (c'est-a-dire g < m).
Si le nombre de sorties est supérieur au nombre d'entrées, nous ne pouvons pas espérer contrdler
chaque sortie mesurée indépendamment avec des erreurs nulles en régime permanent. Dans la
formulation générale du probléme de commande prédictive, nous prenons €galement en compte le

bruit et les perturbations de l'installation.
xm(k+ 1) = Amxm(k) + Bmu(k) + Bdw(k) (1.33)
y(k) = Cmxm(k) (1.34)

Ou w(k) est la perturbation d'entrée, supposée étre une séquence de bruit blanc intégré. Cela
signifie que la perturbation d'entrée w(k) est reliée a une séquence de bruit blanc de moyenne nulle

o(k) par 1'équation aux différences.
w(k) - wk—-1) = e(k) (1.35)
Notez que d'apres (1.33), 1'équation de différence suivante est également vraie :
xm(k) = Amxm(k—1) + Bmu(k—1) + Bdw(k—1) (1.36)
En définissant Axm (k) = xm(k) — xm(k — 1) et Au(k) = u(k) —u(k — 1), alors
la soustraction de (1.36) de (1.33) conduit a

xm(k + 1) = AmAxm(k) + BmAu(k) + Bde(k) (1.37)
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Chapitre 1 La commande prédictive classique (MPC)

Afin de relier la sortie y(k) a la variable d'état Axm(k), nous en déduisons que
Ay(k+1) = CmAxm(k+ 1) = CmAmAxm(k) + CmBmAu(k) + CmBde(k)
.Ou
Ay(k+1) = y(k+1)-y(k)

En choisissant un nouveau vecteur de variable d'état x(k)=[ Axm(k)" y(k)']", nous avons :

Axmk+1)] [ A Axm(k)
e 1 | O [y(k) l [CmB lA“(k)”[c Bd] (k)

Axm(k)]

o= [0m Tg] [ M0 (1.38)

Ou Igxq est la matrice identité de dimension q xq, qui est le nombre de sorties ; et om est une
matrice q x nl nulle. Dans (1.38), Am, Bm et Cm ont respectivement les dimensions n; xnj, nj Xm

et q xnj.
Pour simplifier la notation, nous notons (1.38) par
x(k+1) = AAx(k) + BAu(k) + Bde(k)
y(k) = Cx(k) (1.39)
Ou A, B et C sont des matrices correspondant aux formes données dans (1.38).

Dans ce qui suit, la dimensionnalité de I'équation d'espace d'état augmentée est prise égale an
(=ni +q).

Deux points méritent d'étre examinés ici. Le premier concerne les valeurs propres du modéle
de conception augmentée. Le second concerne la réalisation du modele d'espace d'état. Ces deux

points nous aideront & comprendre le mode¢le.
e Valeurs propres du modéle augmenté

Notez que I'équation polynomiale caractéristique du modéele augmenté est :

Al —Am 0T

—CmAm (1—1) == 1)q det(Ml —A) =0 (1.40)

p(A) =det(Al —A) =
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Chapitre 1 La commande prédictive classique (MPC)

e Controlabilité et observabilité du modéle augmenté

Etant donné que le modéle d'origine de l'installation est complété par des intégrateurs et que
la conception du MPC repose sur le modele d'espace d'état augmenté, il est important, pour la
conception du systéme de contrdle, que le modele augmenté ne devienne ni incontrolable ni
inobservable, notamment en raison de la dynamique instable du systéme. La controlabilité est une
condition préalable pour que le systeme de contrdle prédictif atteigne les performances souhaitées
en boucle fermée, et l'observabilité est une condition préalable a la conception réussie d'un
observateur. Cependant, les conditions peuvent étre assouplies aux exigences de stabilité et de

détectabilité, si seule la stabilité en boucle fermée est concernée.1

1. Un systéme est stable si ses modes incontrdlables, s'il y en a, sont stables. Ses modes
contrdlables peuvent étre stables ou instables. Un systéme est détectable si ses modes
inobservables, s'il y en a, sont stables. Ses modes observables peuvent étre stables ou
instables. Des modes stables signifient ici que les valeurs propres correspondantes sont

strictement a l'intérieur du cercle unité.

Plus précisément, nous exigeons que le modele soit a la fois contrélable et
observable afin d'atteindre les performances souhaitées en boucle fermée.

Comme le modele augmenté a introduit des modes intégraux supplémentaires, nous
devons examiner dans quelles conditions ces modes supplémentaires deviennent
contrdlables. La méthode la plus simple pour mener cette étude repose sur I'hypothese
d'une réalisation minimale du modele de I'installation.

Définition : Une réalisation de fonction de transfert G(z) est tout triplet d'espace
d'états (A,B,C) tel que G(z) = C(zI — A)~! * B. Si un tel ensemble (A,B,C) existe, alors
G(z) est dit réalisable. Une réalisation (A,B,C) est dite minimale d'une fonction de transfert
si aucune autre réalisation de dimension inférieure du triplet n'existe.

Une réalisation minimale présente la caractéristique distinctive résumée dans le
théoréme ci-dessous.

Théoréme 1.1. Une réalisation minimale est a la fois controlable et observable
(Kailath, 1980, Bay, 1999).

Avec ces informations de base, nous cherchons a démontrer les conditions telles
que le modele augmenté soit a la fois contrdlable et observable grace a l'argument de

réalisation minimale.
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Chapitre 1 La commande prédictive classique (MPC)

Théoréme 1.2. Supposons que le modele de la plante (Am, Bm, Cm) soit a la fois
controlable et observable, avec une fonction de transfert Gm(z) de réalisation minimale, ou
Gm(z) = Cm(zl — Am)~! « Bm

Ensuite, la fonction de transfert du modele de conception augmentée (1.39) a la

représentation

G(z) = (z/(z—1)) Gm(2) (1.41)

est a la fois controlable et observable si et seulement si le modele Gm(z) n'a pas de zéro a z=

1.2

2, Les zéros d'une fonction de transfert MIMO sont les valeurs de z qui font perdre le rang a

la matrice Gm(z).

Si (A1) ! et (Ax) ! existent, alors

A—l
M‘=[ o _10 ] (1.42)
_A22A21 A11A22

En appliquant 1'égalité (1.42), on obtient
G(z) = C(zI- A)"'B (1.43)
Ou

(zIm — Am)?! 0

(@ =M =1, _ z7H)CmAm(zim — Am)™* (1 —z*(=1) I,

En substituant les matrices B et C de (1.39), la fonction de transfert du modele augmenté est
obtenue par (1.41). En supposant que le mod¢ele d'installation Gm(z) n'a pas de zéro a z = 1 et
possede une réalisation minimale, la fonction de transfert du modele augmenté présente une

structure minimale d'apres (1.41), elle est donc a la fois contrdlable et observable.

Pour un systéme a entrée et sortie unique, si I'un des zéros de la fonction de transfert est a z =

1, alors le modéle augmenté n'est pas controlable. Par exemple, si

Gm(z) = (z—1)/((z—0.6) (z—0.8))
Alors il y aura une annulation pdle-zéro dans G(z), qui est

24



Chapitre 1 La commande prédictive classique (MPC)

Gz) = (z/(z-1) *[(z=1)/((z—0.6) (z—0.8))]
1.6.2 Solution de controéle prédictif pour les systemes MIMO

L'extension de la solution de controle prédictif est relativement simple, et il convient de préter
attention aux dimensions des vecteurs d'état, de contrdle et de sortie dans un environnement

multi-entrées et multi-sorties. Définissons les vecteurs Y et Au comme suit :
AU = [Au(ki)T Au(ki + 1)T vevwee e Au(ki + Nc — 1)T]T
Y = [y(ki+1 |ki)T y(ki+2 |ki)T ......... y(ki+ Np |ki)T]T

Sur la base du modele d'espace d'état (A, B, C), les variables d'état futures sont calculées

séquentiellement a l'aide de 1'ensemble des parametres de controle futurs.
x(ki+ 1 |ki) = Ax(ki) + BAu(ki) + Bde(ki)
x(ki+ 2 |ki) = Ax(ki+ 1 |ki) + BAu(ki+ 1) + Bde(ki + 1 |ki)

= A2x(ki) + ABAu(ki) + BAu(ki+ 1) + ABe(ki) + Bde(ki + 1 |ki)

x(ki + Np |ki) = AVPx(ki) + ANP~1BAu(ki) + AVP~2BAu(ki + 1) + ANP~NBAu(ki
+Nc—1) + ANP~1Bde(ki) + ANP~2Bde(ki + 1 |ki) + ...+ Bde(ki
+ Np —1 |ki)

En supposant que (k) est une séquence de bruit blanc de moyenne nulle, la valeur prédite de
o(ki + 1 |ki1) pour I'échantillon futur 1 est supposée nulle. La prédiction de la variable d'état et
de la variable de sortie est calculée comme les valeurs espérées des variables respectives ;
l'effet du bruit sur les valeurs prédites est donc nul. Par souci de simplicité, I'opérateur

d'espérance est omis, sans confusion.
En effet, nous avons

Y = Fx(ki) + ®AU (1.44)
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CA CB 0 B w0

CA? CAB CB 0 ... 0

p=|CA® |[.g=| CA2B CAB CB w0
| CAN: | [ CAY~LE Cale=2R CAN=3R  CANe=NeR |

Le controle optimal incrémental dans une ligne d'optimisation est donn¢ par
AU = (¢T® + R)"1pT(Rs — Fx(ki)) (1.45)

Ou la matrice ®'® a pour dimension mnc X mnc et ®'F a pour dimension mnc X 1, et
®'R est égal aux q derniéres colonnes de ®'F. La matrice de pondération R est une matrice
de blocs avec m blocs et a pour dimension la dimension de ®'®. Le signal de consigne est

r(ki) = [ri(ki) ra(ki) ... rq(ki)]" comme q signaux de consigne envoyés au systéme multi-

sorties.

En appliquant le principe de la commande par horizon fuyant, les m premiers éléments de

AU sont utilisés pour former la commande optimale incrémentale :
AU(ki) = [Im Om...0m] (¢T ® + R)"*¢pT(Rs — Fx(ki))
= Kyr(ki) - Kmpcx(ki) (1.46)
Ou Im et om sont respectivement la matrice identité et la matrice zéro de dimension mxm.

D'autres travaux sur les approches de contréle prédictif des systtmes MIMO seront
présentés au chapitre 2, ou les fonctions de Laguerre seront utilisées pour la conception. Ce
chapitre présentera ¢galement les fonctions MATLAB pour la conception de systemes de

controle prédictif MIMO[6].
1.7. Commande prédictive a temps discret et espace d'état sous contraintes

1.7.1. Types de contraintes opérationnelles
Il existe trois principaux types de contraintes fréquemment rencontrés dans les applications.
Les deux premiers types concernent les contraintes imposées aux variables de controle u(k), et le

troisieme type de contrainte concerne la sortie y(k).

e Contraintes sur la variation incrémentale de la variable de controle

Il s'agit de contraintes strictes sur I'amplitude des mouvements du signal de commande, c'est-a-

dire sur le taux de variation des variables de contréle (Au(n)). Supposons que, pour un systeme a
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entré unique, la limite supérieure des incréments du signal de commande soit Au(n) et la limite

inférieure Au(n). Les contraintes sont spécifiées sous la forme :
Aumin < Ay(k) < Aymax

Cette méthode est utilisée lorsque la vitesse de variation du signal de commande est limitée.
I1 s'agit généralement d'un probléme concernant les actionneurs, ou un changement de commande

agressif peut étre défavorable.

En cas d'entrées multiples, les contraintes de chaque entrée doivent étre traitées

indépendamment. Chaque variable avec son taux de variation est spécifiée comme suit :
Aua™" < Aua(k) < Aug™>

Au™M < Aup(k) < Aup™

Aum™in < Aum(k) < Aum™*
Les contraintes pour la limite supérieure sont données comme suit :
Aumax = [Aus™®™ Auz™ ... Aum™¥]
Les contraintes pour la limite inferieure sont données comme suit :
Aumin = [Aus™" Aup™" .. Aum™in]
e Contraintes sur I'amplitude de la variable de controle

Ce sont les contraintes les plus courantes parmi tous les types de contraintes. Par exemple,
on ne peut pas s'attendre a ce qu'une vanne s'ouvre a plus de 100 % ni a ce qu'une tension dépasse
une plage donnée. Ce sont les contraintes physiques strictes imposées au systéme. En résumé, nous

exigeons que :
ymin < u(k) < ymax

Il convient ici de préter une attention particuliére au fait que u(k) est une variable incrémentale, et

non la variable physique réelle. La variable de contrdle physique réelle est égale a la variable

incrémentale u plus sa valeur a I'état stationnaire Uss.
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Dans le cas d'entré multiples :

ulmin < u1(k) < ulmax

uzmin < uz(k) < ypmax

Ummin < 'U.m(k) < UmMmax
Les limites supérieure et inférieure sont respectivement :
UmMmax = [ulmax uzmax ummax]
ummin = [ulmin uzmin ummin]
e Contraintes de sortie

Nous pouvons également définir des contraintes sur la sortie ; ces contraintes sont

exprimées en termes de Au. Supposons que la sortie y(k) ait les limites y™" et y™* comme suit :
ymax < y(k) < ymin

De méme, pour les contraintes sur le signal de commande et ses incréments, dans le cas de
sorties multiples, nous définissons les limites pour chaque sortie séparément. Nous définissons les

limites supérieure et inférieure de la sortie comme suit :
ymax - [ylmax yzmax quax]
ymm - [ylmm yzmm qum]

Les contraintes de sortie sont souvent implémentées comme des contraintes « souples » :

une variable d'écart sv > 0 est ajoutée aux contraintes, formant :
ymax —Sv S y(k) S ymin —f—sv

La variable d'écart autorise une légere violation de la contrainte, ce qui est utile lorsque des

contraintes s'appliquent déja au signal de commande et que 1'on cherche a éviter tout conflit.

Les contraintes de sortie entrainent souvent des modifications importantes des variables de
controle et de controle incrémental lorsqu'elles sont appliquées (nous les appellerons « devenir

actives » dans les sections suivantes).
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Dans ce cas, les variables de controle ou de contrdle incrémental peuvent violer leurs
propres contraintes, ce qui pose un probléme de conflit de contraintes. Lorsque les contraintes sur
les variables de contrdle sont plus essentielles au fonctionnement de I'installation, les contraintes
de sortie sont souvent assouplies en sélectionnant une variable d'écart sv plus importante pour

résoudre le probleme de conflit.

De méme, nous pouvons imposer des contraintes sur les variables d'état si elles sont
mesurables ou sur les variables d'état observatrices. Ces contraintes doivent ¢galement prendre la

forme de contraintes « souples » pour les mémes raisons que pour le cas de sortie ci-dessus.

1.7.2. Incorporation de la contrainte dans le probléme d'optimisation
Apres avoir formulé les contraintes, 1'étape suivante consiste a les traduire en inégalités

linéaires, puis a les relier au probléme de controle prédictif du modele initial. Puisque ce probleme
est formulé et résolu dans le cadre du contrdle a horizon fuyant, les contraintes sont prises en
compte pour chaque fenétre d'horizon mobile. Nous pouvons présenter cela sous la forme d'une

séquence d'inéquations comme suit :
A yqmin < Aul(k) < Auqgmax

A upmin < Aup(k+1) < Aupmax

A umMin < Aum(k+Nc-1) £ Aummax
Nous pouvons écrire cette séquence sous forme de matrice compacte comme :
A uymin < Aus (k) < Augmax (1.47)
Pour I'incrément du signal de commande, nous avons les contraintes écrites comme :
-AU(k) < -aymin
AU(k) < AU™

Et nous le compactons comme suit :
-1 _AUmin
e <[

max max

Ou Aumin et Au™* sont des vecteurs colonnes a Nc éléments de Au™" et Au™*,

On peut exprimer les contraintes de commande et de sortie en termes de Au, et le signal de

commande en termes de ses incréments comme suit :
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u“f{}
ulk; +1)
ulk; +2)
u(k; + N, — 1)
 joe I, 0 0 .. 0 Au(k;)
- b I 0O .. 0O Aulk; + 1)
=Ly |ulk;— 1) +|ln dn Ln - 0O Au(k; + 2)

I Ly Im o by IpMlAulk; + N, —1)

(1.48)

En réécrivant 1'équation (1.48) sous forme de matrice compacte, C1 et C2 correspondant
aux matrices appropriées, les contraintes de mouvement de contrdle sont alors imposées comme

suit :
-(Ciu(ki-1) + C,AU) < -ymin

(Cru(ki-1) + C,AU) € Umax

min max

Ou U™ et U™ sont des vecteurs colonnes de Nc éléments de u™™ et u™,

Respectivement, les contraintes de sortie sont exprimées en termes d'incréments du signal

de commande, comme suit :
Y™in < Fx(ki) + ®AU < Y™ (1.49)

Maintenant que toutes les contraintes ont été imposées en termes de la variable AU, le
probléme d'optimisation consiste a minimiser la fonction de colit mentionnée précédemment pour

cette variable AU, sous réserve de 1'inégalité suivante :

M, Ny
[Mz AU < [N, (1.50)
M; N3

Ou les matrices de données sont :

_CZ

__yrmin :
M, = [ . ] Et N, = umnt + Cyu(ki 1)]

umex — cou(ki— 1)
_ -1 _ _AUmin
M, = [I]EtNZ— [AUWX]

—Y™n 4+ Fx(ki)

—¢
Mz = [cp ] ELN, = [Ymax— Fx (ki)
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Puisque la fonction de colt J est quadratique et que les contraintes sont des inégalités
linéaires, le probléme de la recherche d'un contréle prédictif optimal revient a trouver une solution
optimale a un probléme de programmation quadratique standard. Pour des raisons de compacité,

nous désignons 1'équation (1.50) par :
MAU < y (1.51)

Si nous imposons deux contraintes (supérieure et inférieure) pour chaque amplitude du
signal de contrdle pour tout U, cela donnerait Ncx2xm contraintes et le méme nombre pour tous
les incréments du signal de contréle AU, et si nous imposons des contraintes pour le signal de
sortie pour tout l'horizon de prédiction, alors le nombre total de contraintes imposées est de

4xNcexmx2xNpxq[7].

1.8 Conclusion

En somme, les MPC classiques (Mod¢les de Prévision et de Commande) reposent sur une
approche prédictive permettant d'optimiser le comportement futur d’un systéme a 1’aide d’un
modele dynamique[10]. Leur principe consiste a prédire 1’évolution du systéme sur un horizon
donné, puis a calculer la commande optimale tout en respectant les contraintes imposées[11]. Bien
que leur mise en ceuvre nécessite des calculs complexes, les MPC classiques offrent une grande
flexibilité¢ et une performance supérieure dans la gestion de systémes multivariables[9]. Ce
chapitre a permis de poser les bases nécessaires a la compréhension de leur fonctionnement et de

leur utilité¢ dans un contexte industriel ou académique.
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Chapitre 2 MPC a temps discret basée sur les fonctions de Laguerre

2.1 Introduction

En substance, la technique principale de conception de MPC a temps discret repose sur
I'optimisation de la trajectoire de contrdle future, c'est-a-dire la différence du signal de contrdle,
Au(k). En supposant un horizon de controle fini Nc, la différence du signal de contréle Au(k) pour
k=0,1, 2..., Nc—1 est capturée par le vecteur de contréle AU, tandis que le reste de Au(k) pour k
= Nc, Nc +1...,Np est supposé¢ nul. Dans les exemples précédents, la trajectoire négligée Au(k)
n'était pas nulle, mais son amplitude était faible. L'idée de ce chapitre est de généraliser la
procédure de conception en introduisant un ensemble de fonctions de base orthonormées
discrétes[15]. Pour l'instant, concentrons-nous sur les idées de base en les considérant comme une
généralisation de I'approche de base. Cette généralisation nous aidera a reformuler le probléme de
commande prédictive et a simplifier les solutions, ainsi qu'a optimiser le systéme de commande
prédictive. De plus, un horizon de contrdle a long terme peut étre réalisé sans utiliser un grand
nombre de parametres. Des fonctions sont présentées dans ce chapitre pour la conception de

systémes de commande prédictive a temps discret.

2.2 Fonctions de Laguerre :

2.2.1. Définition des fonctions de Laguerre :
Les fonctions de Laguerre sont un ensemble de fonctions orthonormées (Lee, 1960) qui

satisfont a la loi orthonormée.
L'ensemble des fonctions de Laguerre est défini comme, pour tout p>0,

L(t) = 2p x e7Pt
L(t) = 2p(—2pt + 1)e P

pt di—l _ _
L(t) =+/2p- (f_ Sz le e @

Le parametre p est appelé ici facteur d'échelle temporelle pour les fonctions de Laguerre.
Ce facteur joue un role important dans l'application des fonctions de Laguerre, déterminant leur
taux de décroissance exponentielle. Il est utilis¢é comme paramétre de conception que 'utilisateur

spécifiera dans le cadre des exigences de conception.

La transformée de Laplace des fonctions de Laguerre (5.9) forme le réseau de Laguerre

Li(s),i=1,2,...,ou:
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/7

(s+p)

JZp(s = p)

(s +p)?

Li(s) = jooll (e dt =

L,(s) = joolz (e Stdt =

Li(s) = [ 1 (e~ dt = LZEDT )

(s+p)!
Chaque Li(s) peut également étre appelé filtre de Laguerre. Comme la montre (2.2), les
filtres de Laguerre ont des expressions analytiques simples ou tous les pdles sont au méme
emplacement p et tous les filtres autres que le premier a un filtre du premier ordre en série avec

des filtres passe-tout.

2.2.2. Génération de fonctions de Laguerre

Bien que les fonctions de Laguerre puissent étre générées a l'aide de (2.1), il existe une
méthode systématique pour les générer grace aux réseaux de Laguerre (2.2). On peut dériver les
fonctions de Laguerre en construisant la forme d'espace d'état comme suit : on définit le vecteur
d'état L(t)=[11(t) L2(t)... In(t)]*. En supposant que les conditions initiales du vecteur d'état sont L(0)

=2p[11...1]7, alors les fonctions de Laguerre satisfont I'équation d'espace d'état :

1 R 7P L |:.~.-}= s—p Lz(s) N " L'\'.(Hj:
TP st+p s+p
Figure 2.1. Réseau de Laguerre
L(t) -p 0 0 11l
LO|_ 20 —p - 0O 55
MO —2p —2p —plliy(®)

La solution de 1'équation différentielle (5.11) donne I'ensemble des fonctions de Laguerre

pouri=1,2,... N comme :

L(t) = e?tL(0) (2.4)

Ou
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—-p 0 0
_2p _p ves 0
D=L L

Cette représentation compacte de 1'espace d'état des fonctions de Laguerre est primordiale
pour la conception du contrdle prédictif en temps continu. Notez également que la matrice Ap est
une matrice triangulaire inférieure, ce qui conduit a des solutions simplifiées lorsqu'elle est utilisée

en controle prédictif.

2.3 Fonctions de Laguerre et DMPC

Pour simplifier la notation, le cas a entré et sortie unique est examiné en premier, puis les

résultats sont étendus aux cas a entrées et sorties multiples plus loin dans ce chapitre.

Rappelons que le vecteur de contrdle optimisé dans la conception du contrdle prédictif est

AU, défini par :

AU = [Au(k;)) Au(k;+1) ... Au(k;+N.—1D]7

Ou la dimension du vecteur de contrdle est Nc, appelé horizon de contrdle. A I'instant ki,

tout élément compris dans AU peut étre représenté par la fonction discrete.
Fonction 6 en conjonction avec AU :

Mu(k; + ) = [60) 6G—1) .. 8G—N.+1DJAU

Oud(i)=1,s11=0;etd(1) = 0siidifferent de 0. La fonction 6 agit comme une impulsion
(également appelée opérateur d'impulsion), et la fonction d(i — d) décale le centre de I'impulsion
vers l'avant lorsque 1'indice d augmente. Cette expression montre clairement que les opérateurs
d'impulsion sont utilisés pour capturer la trajectoire de contrdle si I'on considére U comme le
vecteur de coefficients. Il est entendu que u(ki +1),1=0, 1,..., Nc — 1 peut étre approximé par une
fonction polynomiale discréte. Il existe de nombreuses approches pour utiliser les fonctions
polynomiales discrétes. Nous proposons ici d'utiliser un ensemble de fonctions de Laguerre
discrétes pour approximer la suite u(ki), u(ki + 1), ..., u(ki + Nc — 1). Pour l'instant, introduisons
les fonctions de Laguerre a temps discret, et les raisons d'utiliser cet ensemble de fonctions seront

justifiées ultérieurement.
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2.3.1 Réseaux de Laguerre a temps discret
Le réseau de Laguerre a temps discret a été généré a partir de la discrétisation d'un réseau

de Laguerre a temps continu. Les transformées en z des réseaux de Laguerre a temps discret

s'écrivent comme suit :

V1 —a?
h) =1
Vi—a? zl'-a

[2(2) = 1—az! 1—az?

Vi-a?2 z71l-qa z7l-a

1-az™! 1-az= ! 1-az™1!

Iy(2) = (N-1 fois). (2.5)

Ou a est le pole du réseau de Laguerre a temps discret, et 0 < a<l pour la stabilité du réseau.
Le parametre libre, a, doit étre sélectionné par l'utilisateur ; il est également appelé facteur
d'échelle. Les réseaux de Laguerre sont réputés pour leur orthonormalité. Dans le domaine
fréquentiel, cette orthonormalité s'exprime par les équations orthonormales pour 'm, m =1, 2,...,
comme :
1 (" 1, sim=n

oo | Tm(e™ae™yaw={y 277

) (2.6), (2.7).

Ou Ax* désigne le conjugué complexe de A. Dans la conception du contrdle prédictif, nous
utilisons explicitement les fonctions de Laguerre dans le domaine temporel. Les fonctions de
Laguerre a temps discret sont obtenues par la transformée en z inverse des réseaux de Laguerre.
Cependant, cette transformation ne conduit pas a une expression compacte des fonctions de
Laguerre dans le domaine temporel. Une méthode plus simple pour trouver ces fonctions a temps

discret repose sur une réalisation des réseaux dans l'espace d'état.

S Ii(z) | -1, I(z) —1_g | IN(2)

——— -
l—az—1 l—a=z—1 1—az—1

Figure2.2. Réseau discret de Laguerre
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Noter que
[o(2) = Ty (2) - 22 (28
k(Z) = 11 a1 (23
Avec ') =
V1-a2
1—az v

Avec cette relation, le réseau de Laguerre est illustré dans la figure 2.5.

Soit Ii(k) la transformée en z inverse de I'1(z,a), l2(k) la transformée en z inverse de ['2(z,a)

et bientot N(k) la transformée en z inverse de I'n(z,a).

Cet ensemble de fonctions de Laguerre a temps discret s'exprime sous forme vectorielle

par:

L (k)
L) = |20

L (k)

Donc, I'ensemble des fonctions de Laguerre a temps discret satisfait 1'équation

différentielle suivante :

L(k + 1) = AL(K), (2.9)

ou la matrice Al est (NxN) et est une fonction des paramétres a et f = (1—a”2), et la

condition initiale est donnée par :

L(O)T=\/F[1 —a a* —-a® - (—D)N"1gN1.

Par exemple, dans le cas ou N =15,

a 0 0 0 0 1
B a 0 0 0 _q
A, =|-aB B a 0 0f rw)=.B|a?
a’f —af L a O —a3
—a*B a’p —aB B a a*
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L'orthonormalité exprimée dans (2.6) et (2.7) existe également dans le domaine temporel,

a savoir

Z L ()L (k) =0 pouri #j
k=0

Z L ()L(k) =1 pouri =],
k=0

L'orthonormalité sera utilisée dans la conception du controle prédictif du modele a temps

discret.
Le cas particulier lorsque a=0 :

Lorsque A=0, la matrice Al devient :

0 0 0 0
1 0 0 0

Ac=lo 1 0 0l (2.12)
0 01 0

et le vecteur de condition initiale devient

LOT=[1 0 0 - 0]

Alors, 11(k) = 8(k), (k) = d(k—1), l3(k) = 8(k=2),..., In(k) = S(k—N-1),

ou 8(1)=1 lorsque i=0 ; et 8(1)=0 lorsque i=0. On constate que les fonctions de Laguerre
deviennent un ensemble d'impulsions lorsque a=0. Ceci est important car les travaux antérieurs
sur la conception de la commande prédictive utilisent essentiellement ce type de description pour
la trajectoire de commande incrémentale, d'ou la conception du MPC utilisant des fonctions de

Laguerre avec a=0.

Exemple 2.1. Supposons que le pdle occupe les deux positions différentes a = 0,5 et a =
0,9, respectivement, générons les trois premiéres fonctions de Laguerre pour chaque cas. Etudions
¢galement la propriété orthonormale des deux ensembles de fonctions de Laguerre en termes de

sommes de points.
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Solution. pour a donnée, 1'équation de différence pour les trois premieres fonctions de

Laguerre est :

L(k+1) a 0 0[L
Lk+D|=| 1-a2 a  0||lLM| (@13
Lk+1)| l-a(l-a®) 1-a* al|l3(k)

Avec les conditions initiales 1;(0) = V1—a2, 1(0) = —a(1—a?) et 13(0) = a*(1—a?), les fonctions
de Laguerre sont calculées itérativement. La figure 2.3 présente les fonctions de Laguerre pour a
=0,5 et = 0,9 respectivement. On constate qu'avec a = 0,5, les fonctions de Laguerre décroissent
vers zéro en moins de 15 échantillons. En revanche, avec a = 0,9, elles décroissent vers zéro
beaucoup plus lentement (environ 50 échantillons sont nécessaires). De plus, les valeurs initiales
des fonctions de Laguerre dont la valeur a est la plus petite sont supérieures a celles des fonctions
correspondantes dont la valeur a est la plus grande, en particulier pour la premicre fonction de
chaque ensemble. Pour étudier la propriété orthonormée des fonctions de Laguerre, nous calculons

les sommes finies, pour a = 0,5(S1) et pour a = 0,9(S2).

19 50
;=) LUOLK)T, Sy,= Y LK)LK).

Les matrices S1 et S2 sont

—0.0000 1.0000 —0.0000 —0.0003 0.9970 —-0.0129

1.0000 —0.0000 -—0.0000 1.0000 —-0.0003 -—0.0012
—0.0000 -0.0000 1.0000 —0.0012 -0.0129 0.9430

On constate que S1 est une matrice identité , mais que S2 ne l'est pas. En augmentant le
nombre d'échantillons de 50 a 90, et avec a = 0,9, on obtient que
1.0000 —0.0000 —0.0000]

90
S, = Z L (kLK) = [—0.0000 1.0000 —0.0000
=0 —0.0000 —0.0000 0.9998

Ce qui est beaucoup plus proche d'une matrice identité. Cela montre que le nombre
d'échantillons requis pour atteindre I'orthonormalité dépend du choix du facteur d'échelle a et du

nombre de termes N.
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(a) Laguerre functions with a = 0.5 (b) Laguerre lunctions with a = 0.9

Figure2.3 fonctions de Laguerre.
Key : line (1) 11 ; line (2) 12(.) ; line (3) 13 (.)
2.3.2 Utilisation des réseaux de Laguerre dans la description du systéme
Jusqu'a présent, l'application des réseaux de Laguerre se situe principalement dans le
domaine de l'identification de systémes, ou la réponse impulsionnelle a temps discret d'un systéme
dynamique est représentée par un modéle de Laguerre . A cet égard, supposons que la réponse

impulsionnelle d'un systéme stable soit H(k), alors, avec un nombre de termes N donné, H(k) s'écrit
H(k) = Clll(k) +C2l2(k) +"'+CNZN(k) (2.14)

ou cl, c2, ..., cn sont les coefficients a déterminer a partir des données du systéme. Les
fonctions de Laguerre a temps discret sont des fonctions orthonormées, et grace a ces propriétés
orthonormées, les coefficients du réseau de Laguerre sont définis par la relation suivante : ou i =

1,2,..,N
= > H@©L)
k=0

En fait, a cause des propriétés orthonormées, les coefficients minimisent également la

somme de la fonction d'erreur au carré.

Jse = i (H(k) ic L (k)>

i=1
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Dans un esprit similaire a l'approximation dans le domaine du temps continu,
l'approximation de H(k) s'améliore a mesure que le nombre de termes N augmente,

indépendamment du choix du parametre 0 < a<lI.

C'est la description de la réponse impulsionnelle a temps discret qui conduit a la conception
d'une commande prédictive utilisant des fonctions de Laguerre. Les parametres de la description
sont la position du pdle de Laguerre a et le nombre de termes N. Afin de comprendre comment
utiliser un réseau de Laguerre pour décrire une réponse impulsionnelle, le tutoriel MATLAB
suivant est présenté afin de nous permettre d'expérimenter le processus de modélisation. Ce tutoriel
permet également d'obtenir un modele dynamique de Laguerre pour la conception d'une MPC a

temps discret.

2.3.3 Utilisation des fonctions de Laguerre dans la modélisation de systemes

La figure 2.4 présente les résultats de la modélisation pour N =3 et N =4 avec a =0,8.
Lorsque N passe a 4, le résultat de la modélisation s'améliore. On observe que lorsque N =4, seuls
40 parametres sont utilisés pour capturer la dynamique de la réponse impulsionnelle. En revanche,
dans le cas de a = 0, c'est-a-dire 1'opérateur impulsionnel, 60 parametres sont nécessaires pour
capturer la dynamique du systéme. Par conséquent, il est compréhensible que lorsqu'un a approprié
est sélectionné, le réseau de Laguerre soit beaucoup plus efficace que le modele de I'opérateur

impulsionnel (c'est-a-dire a = 0).

2.4 Utilisation des fonctions de Laguerre dans la conception DMPC

Les chapitres précédents ont présenté la conception de DMPC a l'aide de l'opérateur
impulsionnel (c'est-a-dire AU), qui correspond au cas ou le parametre a = 0 dans le polynome de
Laguerre. Par conséquent, en cas d'échantillonnage rapide, de dynamique de processus complexe
et/ou d'exigences élevées en termes de performances en boucle fermée, une approximation
satisfaisante du signal de commande AU peut nécessiter un trés grand nombre de parametres, ce
qui conduit a des solutions mal conditionnées numériquement et a une charge de calcul importante
lors de I'implémentation en ligne. Une approche plus appropri€e consiste a utiliser les réseaux de
Laguerre pour la conception de la commande prédictive du modele. Par exemple, en supposant

que la commande optimale sous-jacente
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(a) Résultat avec N=3 et a=0.8 (b) Résultat avec N=4 et a=0.8

Figure2.4 Utilisation des fonctions de Laguerre dans la conception DMPC

Key: line (1) 11 ; line (2) 12(.) ; line (3) 13 (.)

La trajectoire était la réponse impulsionnelle du systeme du second ordre de la figure 2.4.
Lorsque a = 0, ce qui était le cas de l'opérateur impulsionnel, 60 parametres étaient nécessaires
pour capturer la réponse. Cependant, avec le polyndme de Laguerre avec a = 0,8, seuls 40
parametres €taient nécessaires pour réaliser la méme tache.

241 Cz}dre de conception :

A l'instant ki, la trajectoire de contrdle Au (ki), Au (ki+1), Au (kit+2),..., Au(ki+k), ..., est
considérée comme la réponse impulsionnelle d'un systéme dynamique stable. Ainsi, un ensemble
de fonctions de Laguerre, 1i(k),l2(k),...,In(k) sont utilisées pour capturer cette réponse dynamique
avec un ensemble de coefficients de Laguerre qui seront déterminés lors de la conception. Plus

précisément, a un instant d'échantillonnage futur arbitraire, k :
Mu(k; + k) = XV ¢ 1 (k), (2.15)

ou ki est I'instant initial de la fenétre d'horizon mobile et k I'instant d'échantillonnage futur ;
N est le nombre de termes utilisés dans le développement et cj, j =1, 2,..., N sont les coefficients,
et ils sont des fonctions de l'instant initial de la ligne d'horizon mobile, ki. Dans ce cadre de
conception, I'horizon de contrdle Nc de 'approche précédente a disparu. A la place, le nombre de
termes N est utilisé pour décrire la complexité de la trajectoire, en conjonction avec le parametre
a. Par exemple, une valeur plus élevée de a peut étre sélectionnée pour obtenir un horizon de
controle long avec un nombre plus faible de paramétres N requis dans la procédure d'optimisation.
Nous notons que lorsque a = 0, N = Nc, nous retrouvons l'approche traditionnelle des chapitres

précédents.

L'équation (2.15) peut également étre €crite sous forme vectorielle :
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Au(k; + k) = LK), (2.16)
ou le vecteur de parameétres 1 comprend N coefficients de Laguerre :

n=1[ca ¢ - cn]’.
et L(k)" est le vecteur de la fonction de Laguerre transposée . En utilisant les fonctions de
Laguerre, ¢tant donné le modele d'espace d'état (A, B, C) avec deltau(.) comme signal d'entrée et
lI'information de variable d'état initiale x(ki), la prédiction de la variable d'état future, x(ki + m ki)

a l'instant d'échantillonnage m, devient

x(k; +m | k) = A™x(k;) + XM A1 BL(D) T, (2.17)

nous avons remplacé la fonction Au (ki+i) par L(i)'n. De méme, aprés avoir obtenu la
prédiction des variables d'état, la prédiction de la production de I'usine pour I'échantillon m futur

est
y(k; + m 1 k) = CA™x(k)) + X1 C A™17IBL(D)Tn. (2.18)

Avec cette formulation, les prédictions de la variable d'état et de la variable de sortie sont
exprimées en termes du vecteur de coefficients n du réseau de Laguerre, au lieu de AU comme
dans 'approche plus traditionnelle. Ainsi, le vecteur de coefficients n sera optimisé¢ et calculé lors

de la conception.

2.4.2 Fonctions de coiit

Ici, avec les fonctions de Laguerre, une formulation alternative de la fonction de cofit est
obtenue, ce qui peut étre plus simple du point de vue de la programmation, en particulier pour les
systemes comportant un grand nombre d'entrées et de sorties. Pour commencer, simplifions les
choses en supposant un systeme SISO. Rappelons, comme indiqué au chapitre 1, qu'a l'instant ki
du signal de consigne, Rs est un vecteur constant dans l'horizon de prédiction, et que la fonction

de cott initiale est :

J = (Rs — V)T (Rs — Y) + AUTRp,AU

Ou
y(k; +11k;) Au(k;)
y(kl + Np | kl) AU,(ki + NC - 1)
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s=[1 1 - 1lrky).
et Rbar est une matrice diagonale d'élément identique rw. Sachant que Y et deltaU sont

sous forme vectorielle, cette fonction de cofit est équivalente a

J =307 (r(k) =y +m 1 k)T (k) —y(ki +m 1 kD)) + "Ry (2.19)

Ou Ry est une matrice diagonale (N x N) avec un rw > 0 sur sa diagonale et r(ki) est le
signal de consigne pour la sortie y a l'instant ki. Dans (2.19), nous avons utilisé¢ les propriétés

orthonormées des fonctions de Laguerre de la maniére suivante :

Np
AUTR,,AU = z Au(k; + m)TRapdu(k; +m),
m=0
Avec
Au(k; + m) =[lu(m) L(m) - Iy(mM)n.

et la propriété orthonormale des fonctions de Laguerre avec un horizon de prédiction Np

suffisamment grand pour que :

Np Np

Eli(m)l,-(m)=o sii# J, Zzi(m)zj(m)=1 sii=j.
m=0 m=0

Ici, la grande valeur de Np est liée au choix du facteur d’échelle a et N.

J =507 x (kg +m | k)T Qx(ky +m | k) +nTRyn. (2.20)

avec les matrices de pondération Q > 0 et R.> 0. En particulier, Q a une dimension égale

au nombre de variables d'état et R, a une dimension égale a n.

2.4.3 Controle de I'horizon fuyant

La loi de controle de 1'horizon fuyant est réalisée comme :

Au(ky) = L(0)n. (2.21)
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Avec :

n=(Z0, 6 mQeem)T +R,) (TN, ¢ m)QA™)x(k),  (222)

Et

m-—1
d(m)T = z AM=1-i BL()T.
i=0

ou pour un N et un a donnés,
LOT=(1—-a2)[1 — aa2 — a3 -+ (=1)N—1aN —1].[;(t)

La commande deltau(k) peut étre exprimée sous la forme d'une commande a rétroaction

d'état linéaire en remplagant ki par k (1 étant une fonction de la variable d'état x(ki)). A savoir :
Au(k) = —Kppcx(k), (2.23)
et la matrice de gain de rétroaction d'état :

-1
Np Np

Kmpe = LOT [ | Y. ¢ m@pom)™ +R, | ) ¢ (myam

e Notez que dans le cas ou a = 0, la solution devient identique a celle ou I'on résout

AU au lieu du vecteur de coefficients de Laguerre 1.

Comme la prédiction des états futurs repose sur l'information actuelle sur x(ki),

l'information de consigne est contenue dans x(ki). Plus précisément

Axm(ki)T
e(k;)

2.4.4 La trajectoire optimale du controle incrémental

x(k) = | etk = vk = red.

Afin de comprendre le comportement du DMPC, nous présentons I'exemple suivant, qui

examine la trajectoire optimale de Au (ki + m), pourm=0, 1, 2, ....
Exemple 2.2: Supposons qu'un systéme du premier ordre soit décrit par I'équation d'état :

Xm(k + 1) = 0.8x,,(k) + 0.6u(k),
y(k) = xp (k). (2.24)
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Etant donné un instant ki = 10, le vecteur d'état x(ki) =[0,1 0,2]" et un horizon de prédiction
Np = 16, trouver la trajectoire optimale de Au (ki + m) pour m = 0,1,2,...,Np. Les parametres de

conception sont Q =[00; 0 1], R =1 et a=0,6. On va Examiner les solutions ou N augmente

de1a4.

N o 2 €3 €4

1 —0.1149

2 —0.1734 0.0804

3 —0.1844 0.1120 —0.0293

4 —0.1842 0.1110 —0.0274 -0.0022

1
1
1
1

Table2.1. Paramétres dans

Solution. L'équation d'espace d'état augmentée est :

Axp (k + 1) 08 o Ax, ()] . 10.6
[y(k+1)] 0.8 1 y(k)] lo.e)dut.  (225)

Avec la variable d'état initiale a ki = 10 étant donné que x(ki)=[0,1 0,2]", la solution

optimale du vecteur de parameétres 1 est :

-1
Np Np

> megemy+R, | | D ¢ meam x(k)
m=1 m=1

Le vecteur de coefficients 1 est présenté dans le tableau 2.1 pour N = 1, 2, 3, 4. Avec les
coefficients du tableau 2.1, la trajectoire de contrdle optimale Au (ki + m) est construite comme
suit : m=0,1,2,..., 16,

N

Auk +m) = Z ¢ Li(m).

j=1

La figure 2.5a montre Au (ki+m)pour ki=10etm =0, 1, 2, .... On constate sur cette figure
que le signal de commande incrémental est quasiment identique pour N = 3 et N = 4. Ceci est
confirmé par les réponses de sortie pour les deux cas, comme le montre la figure 2.5b. Cependant,

lorsque N = 1, la trajectoire de commande est tres différente de celle de N =3 ou 4. La réponse de
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sortie de N = 1 est beaucoup plus lente que dans les trois autres cas, car le signal de commande est

limité a la réponse du premier ordre.

0.05

g 005 —
=3 =
w =
5 -01 2 £
B 3 o]
§ 015 —4
=0.2
=0.25
: - -0.1 - - :
10 15 20 25 10 15 20 25
Sampling Instant Sampling Instant
(a) Signal de commande incrémental (b) Réponse de sortie

Figure. 2.5. Comparaison des réponses au sein d'une ligne d'optimisation.
Légende : ligne (1) N =1 ; ligne (2) N=2; ligne (3) N =3 ; ligne (4) N = 4[6].
2.5 Extension aux systéemes MIMO

Dans la formulation d'un systeéme de controle prédictif MIMO, chaque signal d'entrée est
désigné pour avoir une position de pdle de Laguerre indépendante, de sorte que sa position a puisse
étre utilisée pour influencer le taux de décroissance du signal de contrdle incrémental. Par exemple,
si nous souhaitons qu'un contrdle incrémental spécifique décroissance rapidement, nous
choisissons sa position de pdle a= 0 ; sinon, a est choisi supérieur a zéro. En gardant cela a l'esprit,

la description est étendue aux systémes multi-entrées avec une flexibilité totale dans le choix des

paramétres a et N. Soit

Au(k) = [Auy (k) Auy (k) ... Augy, ()],

et la matrice d'entrée soit :

B =[B; B ... Bp],

ou m est le nombre d'entrées et Bi est la iéme colonne de la matrice B.

Nous exprimons le iéme signal de commande deltaui(k) en choisissant un facteur d'échelle

ai et un ordre Ni, ou ai et Ni sont sélectionnés pour cette entrée particuliere, de sorte que

Au;(k) = Li(k)"n;,  (2.26)
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ou ni et Li(k) sont la description du réseau de Laguerre du iéme contrdle, en particulier :

Li(k)" = [Li(k) Li(k) ... Li(K)],

En fonction de la partition de la matrice d'entrée et des informations sur la variable d'état

donnée a x(ki), la prédiction de 1'état futur a I'instant m s'écrit :

ou le vecteur de paramétres 1 et la matrice de données ¢(m)' sont constitués des vecteurs

de coefficients individuels donnés par :

n"=Mi n3 . npl
m—1
B = Y AT BL ) Bolo () e Bl
j=0
Notez que la matrice du k-ieme bloc :
m-—1
BT = AT Bl ()T

j=0

a la méme structure que le cas a entrée unique défini par Sc(m), et peut donc étre calculé
récursivement en utilisant (2.20). A partir de 13, la somme de convolution dans un systéme a entrées
multiples est décomposée en calculant les sous-systémes, et les résultats calculés sont assemblés
bloc par bloc pour former la structure a entrées multiples. Nous soulignons que, dans la formulation
du probléme multivariable, les facteurs d'échelle ai et le nombre de termes Ni peuvent étre choisis

indépendamment pour chaque signal d'entrée.

Comme dans le cas SISO, la fonction de cout est définie comme suit :
Np Np
J="{ > Qg +R, |n+2| Y ¢ myoa™ |
m=1 m=1
Np

+ ) x (k)T (AT)"QA™x(k;)

= nTOn + 27" Wx(ky) + To7, x (k)T (AT)mQA™x (ky) (2.28)
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ou les matrices Q et ¥ sont :

Np Np

0= mzf (M)QP(M)T + R, W= lecp (m)QA™

Sans contraintes, la solution optimale de la fonction de cofit (2.28) est donnée par :

n=-Q"1Wx(k;) (2.29)

Apres avoir obtenu le vecteur de parametres optimal n, les lois de controle de I'horizon

fuyant sont réalisées

LO" o ol o
T T

Auk) =| o0 L0 e n (2.30)
of o] e Lo

Ou o'k , k=1,2,...m représente un vecteur ligne de bloc zéro de dimension identique a
Lk(0)". La variable de contrdle Au (k) peut étre écrite sous la forme d'un contrdle par rétroaction
d'état linéaire en remplacant ki par k et en supposant que les trajectoires de référence futures sont

constantes dans I'horizon de prédiction.
A savoir :

x(k + 1) = (A = BKyppe)x (k) (2.31)

ou la matrice de gain de contrdle de rétroaction d'état Kmpc est :

L of o - o
T T

Kmpe=| 1 RO oty
of ol Ly

Avec la définition de la matrice de gain de contrdle de rétroaction d'état Kupe, le contrdle

de rétroaction en boucle fermée est :

x(k+1) = (A= BKppo)x(k)  (2.32)
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La stabilité et les performances du systéme de contrdle prédictif en boucle fermée peuvent

étre vérifiées en examinant 1'emplacement de ses valeurs propres..

2.6 Controle prédictif basé sur les fonctions de Laguerre sous contraintes

2.6.1 Contraintes sur les incréments du signal de commande

Nous avons signé les limites supérieure et inférieure de I'amplitude du signal de commande comme
suit :

Aumin < Au(ki+m) < Aume* (2.33)

Avec m=1,2,3..., et la fonction de colit mentionnée précédemment :
J=nTQn + 2nTYx(ki) (2.34)
La procédure d'optimisation consiste a minimiser la fonction de cofit (équation (2.33)) sous réserve
de I'inégalité (équation (2.34)) :
Le signal de commande incrémental est représenté¢ dans LDMPC comme suit :
Au(ki+m) = L(m)Tn (2.35)
Les contraintes s'écrivent donc :
Aumin < L(m)Tn < Aumex

Les contraintes sur 1'échantillon futur m s'écrivent :

puming [ 00 La(mT o Oh ) pymax (236)
0{ 05 Lm(m)T

Oum=0, 1..., désigne l'ensemble des instants futurs auxquels nous souhaitons imposer les

limites a Au.

2.6.2 Contraintes sur I'amplitude du signal de commande

Signer les limites supérieure et inférieure de I'amplitude du signal de commande comme suit :

umin< u(ki+m) < umex

L'amplitude du signal de commande s'écrit en termes d'incréments :

k-1
u(k) = Z Au(i)
i=0

Les contraintes pour le temps futur k sont exprimées comme pour k=1, 2, ... :
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) T T ... T
ymin < 0:1 LZ(Tn) . O:n n+ulk—1) <um* (2.37) [7]
0{ Og Lm(m)T

2.7 Conclusion

En conclusion, le MPC Laguerre constitue une évolution du MPC classique en intégrant
une base de fonctions orthonormées, notamment les fonctions de Laguerre, pour représenter la
commande[13]. Cette approche permet de réduire significativement la complexité
computationnelle du probléme d'optimisation tout en conservant une performance de commande
¢levée[12]. Grace a cette simplification, le MPC Laguerre devient particuliérement avantageux
pour les systémes a temps réel ou a ressources limitées[14]. Ce chapitre a ainsi mis en lumiére
les fondements théoriques de cette méthode et ses avantages par rapport aux approches

classiques.
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Chapitre 3 L’étude d’un systéme a quatre réservoirs avec interaction

3.1. Introduction
La plupart des processus industriels fonctionnent dans un environnement multi-entrées et
multi-sorties (MIMO) et présentent une forte intégration, une dynamique complexe et un
comportement non linéaire. Ces caractéristiques sont courantes dans les processus industriels
et présentent d'importantes incertitudes, ainsi qu'une forte interaction entre les phases

minimales et non minimales.

Dans ce chapitre, nous allons réaliser une simulation du processus a quatre réservoirs avec
interaction (QTPI) en utilisant deux approches de commande prédictive : la commande
prédictive classique (MPC) et la commande prédictive basée sur les fonctions de Laguerre.
Chaque méthode sera testée dans deux configurations : avec et sans contraintes sur les variables

de commande et/ou de sortie, et avec et sans perturbations.

3.2. Description du procédé a quatre réservoirs avec interaction
Le systéme est composé de quatre réservoirs (Tanks 1 a 4) et de deux pompes (Pump 1 et Pump
2). Les réservoirs 1 et 2 sont les réservoirs inférieurs, tandis que les réservoirs 3 et 4 sont les

réservoirs supérieurs.
Entrées du systéme :

e V. :voltage de la pompe 1.

e V::voltage de la pompe 2.
Sorties du systéme :

e h; : hauteur d’eau dans le réservoir 1 (Tank 1).

e h: hauteur d’eau dans le réservoir 2 (Tank 2).

Les pompes injectent de I’eau dans le systéme a travers des vannes a deux voies (diviseurs de flux),

contrdlées par des parametres yi et y2 .

e Une fraction y: de Vi est envoyée vers le réservoir supérieur Tank 3, et le reste vers
Tank 1.
e Une fraction y2 de V2 est envoyée vers le réservoir supérieur Tank 4, et le reste vers

Tank 2.
L’eau s’écoule ensuite par gravité :

e De Tank 3 vers Tank 1.
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e De Tank 4 vers Tank 2.

Figure3.1 Le processus du quadruple réservoirs avec une interaction

Chaque réservoir du procédé est constitu¢ d'un ou plusieurs flux d'entrée et de sortie. Le
volume du réservoir est proportionnel a sa surface et a son niveau réel. Le parameétre h(t) est
un temps qui varie en fonction des variations des flux d'entrée et de sortie. Les équations de

bilan massique du procédé sont présentées ci-dessous.
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Les équations d'état suivantes représentent le modeéle non linéaire du procédé QTPI :

th
(E';E”=——ngh +—1{2gh ——J2g|1'i t)— (¢ |+ Ky

i, }’ﬁKﬁ
=% Lo (1) +24 f2ah. (1 £)—hy (1)) + 2222
dt 4 gh (1) A, ghi(0) - (1) A,

. (1 ™ J“':)ﬁz v,

1 : .

fﬁﬁh} iy {1_}’|)K|
— ||'2 h genlies Puble Sbope
dt A, ghi (1) A, :

v,

Les parametres du procédé sont présentés dans le tableau 3.1.

Ces parametres sont utilisés pour développer le modele de simulation et les matrices du

procédé QTPI.

Paramétres (unité) Valeur
A1, As[em?] 28
Az, Ag[em?] 32

ai,az[cm’] 0.071
a3,as[cm’] 0.057
Kc[V /cm] 1
g[cm/s?] 9.81
Ki[cm? /Vs] 3.14
Ko[em? /Vs] 3.29
vt 0.6
2 0.6

Tableau 3.1 Les paramétres du procédé QTPI
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3.3 Modélisation du procédé a quatre réservoirs avec interaction
Le modele non linéaire du procédé QTPI est linéarisé para port au point de fonctionnement

étant donné par la hauteur de liquide des réservoirs hi, ho, hs, hs.

Les équations différentielles non linéaires ci-dessus sont converties en un modele d'espace

d'état linéarisé a 1'aide d'une matrice jacobian. Cette matrice est représentée par :

o o o 9
oh, oh, oh, oh,
o o o o
of |oh oh, oOh, Oh,
oh |3f, o, B o
oh, oh, oh, oh,
o o o I
| Oh, Oh, Ohy, Oh,

En utilisant cette I’équation, le mode¢le d'espace d'état linéarisé pour le processus QTPI

est le suivant :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

A l'aide de la matrice jacobian, le modéle d'espace d'état du processus QTPI représenté

comme suit ;

PR O R S

I, T, T, AT,
B b B o oA
wf B TEE AT,

1
0 0 - 0

T,
0 0 0 —i
! T, |
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.?]K] ﬂ
fj]
0 72K,
A,
B =
1-,)K,
" (1-7.)K,
A,
1—y | K
(AL
L. ‘44 _
c K. 0 00
K- 0D
Ou
Ki = KcKi = 12
1= i pouri = 1,

Ai
Ti = E(,/Z*hi/g) pouri = 1,2,3,4

T12—A1 2x(hl—h2
= = (/2= (h1=h2) /g)

T21—A2 2% (hl—h2
= —(2x(1-h2) /)

K13 = KcK?2
~ AL1T3

K24 — KcK1
A2T4

Les points de fonctionnement d'entrée et de sortie sont indiqués dans le tableau 3.2 :

Paramétres(unité) Valeur
hi[cm] 10.43
ha[cm] 15.98
hs[cm] 6.60
ha[cm] 9.57
Vi[V] 3.15
V[ V] 3.15
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Tableau 3.2 les points de fonctionnement d’entrée et de sortie[8].

Objectif d’étude : L'objectif est de contrdler le niveau d'eau dans les réservoirs inférieurs 1 et 2

grace aux deux pompes.

3.4 Simulation et comparaison

Dans cette section, nous avons appliqué a notre systéme a la fois le controle prédictif discret
basé sur Laguerre et le contrdle prédictif discret classique. L'ensemble du schéma de controle est
implémenté dans MATLAB sous forme de script. Nous avons observé les résultats de simulation
pour différents scénarios de réglage et différents cas de perturbations, avec et sans contraintes en

entrée et en sortie.

e Résultats de simulation sans perturbations et sans contraintes :

Par MPC classique :

Réponse de la sortie y1 vs consigne

— — —Caonsgigne y1
¥l mesurée

Sartie vyl [m]

i 1
0 a0 100 150
Temps [5]

Réponse de la sortie ¥2 vs consigne
0.8 T T

— ——Consigne y2
y2 mesurée

[ e .............................

Sortie y2 [m]
=
=
]
|
|
I

i 1
0 a0 100 180
Temps [5]

Figure 3.2 réponse de la sortie yi et y» avec Np=20 et Nc=8.
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Ewolution de la commande ul

; ul
"-5 ...................................................................................... —
[ak}
]
=
(]
e e T o S R e T S SR T S JE S ]
=
=
£ :
20 i I
] a0 100 150
Temps [=]
Evolution de la commande u2
:';' uz
Rt | A N T T il
=
oL
=
=
[y:]
=0 el sl i R s Fa st e S s SRR SRR s S e e T e S =
=
[}
[
20 i i
o a0 100 160

Temps [=]

Figure 3.3 évolution de la commande u; et uz avec Np=20 et Nc=8.

Par MPC basé sur Laguerre :

Output signal "g1”

———Set-point "y{"

u ] i
0 50 100 150
Time [sec]
1 . ;
- Dut;put signal "y
E ———Set-point "y5”
Y S SR R S R SR R R .
>
O
—_
0 | i
0 50 100 150

Time [sec]

Figure 3.4 réponse de la sortie yi et y2 avec,N=[4 4] et a=[0.5 0.5].
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100 :r 1

—Conﬁml signal "u1”

50

[ |

Voltage [V]

50 i i
0 50 100 150

Time [sec]

100 :r 1

—Conﬁml gignal "

n

Voltage [V]

50 i i
0 50 100 150

Time [sec]

Figure 3.5 évolution de la commande u; et uy avec N=[4 4] et a=[0.5 0.5].

Comparaison :

Critere MPC classique MPC Laguerre Comparaison
Temps de calcule Modéré a élevé Réduit Laguerre plus rapide
Précision Bonne Excellente (si bien Laguerre donne une
réglé) meilleure précision
Complexité de mise Standard Plus complexe Laguerre plus
en ceuvre complexe
Stabilité Assurée avec un bon | Assurée également Equivalent
réglage

Tableau 3.3 Comparaison entre MPC classique et Laguerre

Conclusion :

Le MPC Laguerre est plus efficace en termes de calcul et offre une meilleure précision

dans ce cas idéal, alors que le MPC classique peut étre plus lourd sans avantage significatif.
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e Résultats de simulation avec des perturbations sur I’entrée, la sortie et sans

contraintes :

Par MPC classique :

Réponse de la sortie y¥1 ws consigne

— — —Consigne y1
= ¥1 mesurée
= 05—t \\ T ey e
| =
(]

(] i 1
o 50 100 150
Temps [s]
Reéponse de la sortie ¥2 vs consigne
1 T U
; "\I — — —Caonsighea y2
= ¥2 mesurée
o
:;—- |:| 5 o e T L e e e e e T e L R e S el e e e N e e e el
i il e —
A
D 1 1
a 50 100 150
Temps [=]
Figure3.6 Réponse de la sortie y; et y2 avec perturbation
Evolution de la commande ol
5':' T T
<
=
[ak}
= 50
(g3
=
E -100
= :
-150 i L
o 50 100 150
Temps [=]
Ewvaolution de la commande u2

S0 T T

=100

Cormmande uz [V)
iy
[}

150 i i
0 &0 100 180

Temps [=]

Figure3.7 évolutions de la commande u; et uz avec perturbation
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Par MPC basé sur Laguerre :

m—— Cuput signal "g1"

0 50 100 150

n

0 50 100 150

Time [sec]

Figure3.8 Réponse de la sortie y; et y» avec perturbation

100 T
E Cont;rc-l signal "uq”
- 0L \rm— s s i
= | é
E =100 . V
-200 i i
0 50 100 150
Time [sec]
100 r
E Cont;rc-l signal " u,”
5 0L Ny SRR il
g
E =100 . V =
-200 i |
0 50 100 150

Time [sec]

Figure3.9 évolutions de la commande u; et uz avec perturbation
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Comparaison :

Critere MPC classique MPC Laguerre Comparaison

Robustesse Bonne avec bon Meilleure résistence | Laguerre plus
réglage robuste
Réjection de lente Rapide Laguerre plus
perturbations efficace
Temps de calcul Plus long Plus rapide Laguerre pour la
vitesse

Performance Bonne Tres Bonne Laguerre donne un
globale performance mieux

que la Classique

Tableau 3.4 Comparaison entre MPC classique et Laguerre

Conclusion : Le MPC Laguerre surpasse le MPC classique en présence de perturbations,

avec une réponse plus stable et moins énergivore.

o Résultats de simulation avec des contraintes sur ’entré et la sortie, sans

perturbation : [0 < y1,y2 < 0.35] et [-30 <ul, u2 < 30].

Par MPC classique :
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MPC Output Response with Constraint ¥4
0.8 T T ]
: i ___'-"IIE
e B o o e S R e B Ref 1 o
= B e e s e e B B e B e R e R Ref 2
o) ! f
e, Dl o Chmsemnsss s s ——— ¥, max |
=S i r f i
= B e B o e e R ———— - el |
o d : : —-— - ¥y Max
o L - — ey MR [
o 50 100 2 150
FPC Control Signals with Constraints
T T 1
= ——— - + W
E:: .......................... ................................... ———u, =
i i ———u, min
5: Al e e s s S s e s s s Moo -
= o O - i —— Uy max |
= | I ey min ||
50 100 150
Time (=)

Figure3.10 Réponse de la sortie y; et y2 et la commande u; et uz avec contraintes.

Par MPC basé sur Laguerre :

L’étude d’un systéme a quatre réservoirs avec interaction

T
;—Output gignal 1"
= ———Set-point "y{”
2 05— i e e i ]
- 3 :
o i - -
= : :
c i ;
0 50 100 150
Time [sec]
I I
Dl s s e s s e SAIDUE SlEDEL T
Eos :
S Bl e R T —— 4
3 : :
| Eiy BRI e e o o PR S R ......................................... -
p ki i
0 50 100 150

Figure3.11 Réponse de la sortie y et y2 avec des contraintes
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50 5 !
E _._._._._._..é.._._._.?_(:‘..nn.t;r.nl_sign.alﬂm’.’_.
o : :
B Neme— e ————— T T =
= : :
=] L P o e LT
- 5 5
_5“ | i
0 50 100 150
Time [sec]
50 ; )
E _._._._._._._..é.._._._.—"G.on.ﬁr.ol_sig.n.alim’?_
o | \ ;
O LI : ; o
= : ;
= T R
- 5 |
_5“ | i
0 50 100 150

Time [sec]

Figure3.12 évolutions de la commande u; et u> avec des contraintes

Comparaison :

Critere

MPC classique

MPC Laguerre

Comparaison

Gestion des

contraintes

Complexe (le
nombre de
contraintes augmente

avec 1'horizon de

Simplifiée grace a la
réduction des degrés
de liberté (moins de

variables

Laguerre plus

efficace

prédiction). d’optimisation).
Temps de calcul Elevé (augmente Réduit Laguerre plus rapide
avec le nombre de
contraintes et
I’horizon).
Précision du suivi Bonne Excellente Laguerre plus précis

Stabilité

Sensible au réglage
des pondérations et a

I’horizon.

Plus robuste
(structure

orthogonale des

Laguerre plus

robuste et stable
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fonctions de

Laguerre).

Tableau 3.5 Comparaison entre MPC classique et Laguerre

Conclusion :

Le MPC-Laguerre est recommandé pour les systémes contraints, notamment dans les
applications nécessitant rapidité et fiabilité (robotique, contrdle de procédés industriels). Le MPC

classique peut étre retenu si 1’horizon est trés court ou si les contraintes sont peu nombreuses.

3.5 Conclusions

Cette étude compare le MPC classique et le MPC-Laguerre a travers trois scénarios :
systéeme sans perturbations et sans contraintes, systéme perturbé et non contraint et systéme
contraint sans perturbations. Les résultats montrent que le MPC-Laguerre surpasse

systématiquement l'approche classique :

e Précision accrue et calculs plus efficaces dans le cas normale.

e Meilleure robustesse face aux perturbations.

Alors que le MPC classique reste flexible, il souffre d'une complexité calculatoire ¢levée
et d'une sensibilité¢ aux réglages. Le MPC-Laguerre se révele donc particulierement adapté aux
systémes dynamiques complexes et/ ou rapides, ou l'équilibre entre performance et efficacité
numérique est crucial. Ce travail confirme son potentiel pour des applications industrielles

exigeantes.
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Conclusion générale

L’objectif principal de ce mémoire était d’étudier, modéliser et comparer deux approches
de commande prédictive : la commande prédictive classique (MPC) et la commande prédictive
basée sur les fonctions de Laguerre (MPC-Laguerre), dans le but de déterminer I’approche la plus

adaptée aux systémes contraints et aux applications exigeant rapidité et fiabilité.

Dans le premier chapitre, nous avons détaill¢ les principes de la commande prédictive
classique, largement utilisée pour sa simplicité conceptuelle mais dont la charge computationnelle
peut devenir importante dans les systémes complexes ou fortement contraints. Le second chapitre
a introduit la commande prédictive basée sur les fonctions de Laguerre, qui permet une réduction
du nombre de paramétres optimisé€s, améliorant ainsi la rapidité de calcul sans compromettre la

performance.

Afin de valider expérimentalement les avantages du MPC-Laguerre, le troisiéme chapitre a été
consacré a une application concréte sur un processus a quatre réservoirs avec interaction (QTPI).

Les deux approches ont été¢ comparées selon trois scénarios distincts.

Les résultats ont montré que, bien que la MPC classique fournisse de bonnes performances
dans un environnement simple, la MPC-Laguerre se distingue nettement dans les situations avec
contraintes ou perturbations, notamment grace a sa capacité a gérer rapidement les variations et a

respecter les limitations du systéme.

Le bénéfice majeur de ce travail réside dans la mise en évidence de I’efficacité¢ de la
commande prédictive Laguerre, qui offre un compromis optimal entre performance, temps de
calcul et robustesse. Cette approche s’avere particulierement adaptée pour les systémes temps réel,

industriels ou embarqués, ou les ressources de calcul sont limitées mais la fiabilité critique.

En résumé, notre étude montre que la commande prédictive basée sur les fonctions de
Laguerre constitue une alternative performante et efficiente a la MPC classique dans les différents
environnements de fonctionnement. Ce travail ouvre la voie a une exploitation plus large de cette

méthode dans des applications industrielles complexes nécessitant a la fois réactivité et précision.
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Résumé

La commande prédictive classique permet de prédire le comportement d’un systéme, mais elle
demande beaucoup de calculs, ce qui la rend lente et limite son application dans les systemes
rapides ou a ressources limitées. Pour améliorer cela, on utilise une version basée sur les fonctions
de Laguerre. Cette méthode réduit la complexité des calculs, ce qui rend la commande plus rapide
et plus adaptée aux systémes en temps réel, tout en conservant des bonnes performances de

prédiction.

Abstract

Classical predictive control can predict the behavior of a system, but it is computationally
intensive, making it slow and limiting its application in fast or resource-limited systems. To
improve this, a version based on Laguerre functions is used. This method reduces computational
complexity, making the control faster and more suitable for real-time systems, while maintaining

good prediction performance.
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