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| Résumé en anglais

In this work, we exploit the theory of semi-groups, in particular the theo-
rem of Lumer Phillips, to study the existence and uniqueness of the solution
of certain mathematical problems. These equations can be written as an
abstract Cauchy problem. Under suitable assumptions on the data, we esta-
blish the well posedness of the problem with respect to weak solutions. We
have also relied on the Lax-Milgram theory and some famous inequalities in

functional analysis by proving the conditions of Lumer Phillips.

Key words : Wave equation, existence and uniqueness of the solution,
Cauchy problem, semigroup, Timoshenko system, damped porous-elastic sys-

tem, Lumer Philips theorem.
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I Résumé en francais

Dans ce travail, on utilise la théorie des semi-groupes, en particulier le
théoréme de Lumer Philips, pour étudier ’existence et 'unicité de la solution
de certains problémes mathématiques. Ces équations peuvent s’écrire sous la
forme d’un probléme de Cauchy abstrait. Sous des hypothéses appropriées
sur les données, nous établissons le bien posé de ces problémes par rapport
aux solutions faibles. Nous sommes également appuyés sur le théoréeme de
Lax-Milgram et quelques inégalités célébres en analyse fonctionnelle pour

démontrer les conditions du théoréme de Lumer Philips.

Mots clés : Equation des ondes, existence et unicité de la solution, probléme
de Cauchy, semi groupe, systéme de Timoshenko, systéme poreux-élastique

amorti, théoréme de Lumer Philips.
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HY(R); HY(R)
8

ImA
m-dissipatif
A

0

Espace de Banach.

L’espace des applications linéaires continues de F a valeurs dans E.
Norme de F.

L’opérateur identite surk.

Le domaine de opérateur linéaire A.

Espaces de Sobolev.

Désigne le produit scalaire dans F.

L’image de l'opérateur A.

Maximal dissipatif.

Opérateur.

L’opérateur de différentiation partielle.
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Le laplacien.
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Le gradient de la fonction Vu = < Ju  du )
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La famille des fonctions holderiennes sur Id’exposant.
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I Introduction générale

La plus part des phénomeénes dans la nature peuvent étre reformulé et
modélisé sous forme d’une équation différentielle (ordinaire ou aux dé-
rivées partielles, inclus les conditions au bord) ou d’un systémes d’équations
différentielles.

La question la plus pertinente est I’étude de l’existence et I'unicité des
solutions des problemes mathématiques.

Dans notre travail, on s’intéresse plus particuliéerement & l’existence et
I'unicité des solutions de telles équations.

Une vaste classe de ces équations peuvent étre écrite sous forme d’un

probléme d’évolution :

WO — Au(t) + f(t), t > 0. O
u(s) = x.
Dans le cas ou f(t) = 0, s = 0 et A est une application Lipchitzienne

le théoréme de Cauchy-Lipchitz -Picard rend un grand service a résoudre ce

probléme et la solution sera donnée par la formule :
u(t) = ey,

Mais dans le cas o A est non borné, alors A est non Lipchitzienne, donc

on peut pas appliquer le théoréme de Cauchy-Lipchitz-Picard.
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L’idée serait de définir pour une classe d’opérateurs non nécessairement
bornés un objet mathématique qui donne ’existence et 'unicité.

La théorie des semi groupes d’opérateurs linéaires trouve dans les espaces
de Banach une résolution dans le cas ou A est non borné.

Cette théorie est devenue un objet important, en mathématiques, dans
I’étude de l'existence et I'unicité des solutions des équations différentielles,
ainsi que dans d’autres domaines scientifiques ( physiques et mécaniques).
Cette théorie a commencé au début de 19 éme siécle.

Un semi groupe linéaire sur un espace de Banach X est une famille d’opé-
rateurs linéaire bornés T'(¢) : X — X pour tout ¢ > 0 vérifiant les conditions

suivant :

TO)=TetT(t+s)=T(t)oT(s), Vt,s>0.

Donc, Un semi groupe est d’origine algébrique qui contient la loi de com-
position interne associative comme dans le cas de la famille {T'(¢),t > 0}
d’opérateurs linéaires bornée sur un espace de Banach X dans X.

Le mathématicien Henri. K. Abel (1802-1829) a définit 'opérateur A par :

Ap = i LT =T dTO b Ay,
t—0+ t dt 1=0

Il a nommé le générateur infinitésimal de semi groupe (7'(t)):;>0. Cela a
donné la naissance effective de la théorie des semi groupes par Hadamard
(1865-1963) qui a souligné dans le probléme autonome de Cauchy qu’il ad-
met des solutions uniques pour tout ¢ > 0. Elle a connu ses premiers déve-
loppements grace au travaux de Kosaku Yosida (1909-1990) en 1948 avant
d’atteindre son sommet avec 1’édition de "Semigroups and Functional Ana-
lysis " de Carl Einar Hille (1894-1980) et Ralph Saul Phillips en 1957. La
théorie a vue un parfait degré par les monographies Goldestein et Pazy [3].

Aujourd’hui, les semi groupes sont présents dans la majorité des disciplines
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mathématique on trouve plusieurs applications de cette théorie non seulement
au domaines classiques comme la théorie des EDP ou la théorie des processus
stochastiques mais elles deviennent un outil trés puissant dans la résolution
des équation intégraux-différentielles et des équations différentielles fonction-
nelles issues de la mécanique quantique et aussi dans la théorie du controle
en dimension infinie.

Donc, le but de ce mémoire est d’étudier 'existence et I'unicité de so-
lutions des problémes de Cauchy abstraits en utilisant la théorie des semi-
groupes (Le théoreme de Hille-Yoshida) car on peut transformer 1’étude des
problémes aux limites en un probléme de Cauchy pour équations différen-
tielles opérationnelles. On va s’intéresser au cas ot I'opérateurA est un gé-
nérateur infinitésimal d’un des semi groupes.

Le présent travail se décompose de trois chapitres et une conclusion pré-
cédées d’une introduction générale.

Dans le premier chapitre, on présente quelques résultats préliminaires :
définitions, lemmes et le théoréme de Lax-Milgram, que nous utiliserons dans
toute la suite du mémoire quelques inégalité important comme inégalité de
Cauchy-Schwarz, inégalité de Young, inégalité de Holder et l'inégalité de
Poincaré.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, on trouve une étude générale des semi-
groupes fortement continus d’opérateurs linéaires bornées dans un C-espace
de Banach avec quelques propriétés, ainsi la notion de générateur infinitési-
male voire des résultats liant ces deux notions : des conditions (nécessaires
et suffisantes) pour qu'un opérateur linéaire génére un semi groupe, comme
les théorémes de Hille-Yoshida et Lumer-Phillips qui jouent un réle impor-
tant pour l'existence et 1'unicité des solutions des équations différentielles.

On donne aussi I'importance de la théorie des semi-groupes pour établir le
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probléme de I'existence et 'unicité des solutions pour le probléeme de Cauchy
abstrait.

Et une partie d’application qui constitue le troisiéme chapitre, dans le
quel on étudie 'existence et I'unicité de quelques probléme mathématiques
par la théorie de semi groupe. Plus précédemment on utilise des conséquence
du théoréme de Hille-Yosida et la théorie du probleme de Cauchy abstrait
pour montrer 'existence et l'unicité. On divise en trois sections. Dans la
premiére section on achevé notre par 'application du théoréme de Lumer
Philips sur I’ “équation des ondes non homogeéne; en déduisant que cette
équation conserve la régularité des données initiales, ensuite, on s’intéresse a
étudier I'existence et I'unicité du systéme non-linéaire de Timoshenko avec
retard et enfin, on montre que le systéme poreux-élastique amorti non linéaire

avec deux retards admet une solution unique.




CHAPITRE 1

Quelques notions préliminaires

Ce chapitre est consacré a certaines notions préliminaires sur les espaces
de Sobolev et les inégalités importantes quand on va utiliser au long
de cette mémoires et le théoréeme de Lax-Milgram ainsi qu'un rappel sur les

équations différentielle avec retard.

1.1 Les espaces de Sobolev

1.1.1 L’espace W' (Q):
Soit €2 un domaine borné ou non et soit p € R avec 1 < p < oo.

Définition 1.1 [3] L’espace de Sobolev W!P(Q) est défini par :

WP(Q) = ¢ u € LP(Q); g € LP(Q) tel que /ugb = /g(p, Vi € CHQ)
T T

On pose
HY(Q) = WH2(Q).

Pour u € W?(Q) on note v’ = g.
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Notations

L’espace WP est muni de la norme :

[ullyr = Nullpe + W]l 2
(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente |[ull}, + ||u’||€p]%])
L’espace H'! est muni du produit scalaire :
(u,v)gr = (u,v)p2 + (W, 0")2;
la norme associée
lullgn = (el + lw]f72)2

est équivalente & la norme de W12,

1.1.2 L’espace W, ”(Q) :

Définition 1.2 [3] Etant donné 1 < P < oo, on désigne par W,7”(Q) la
fermeture de C1(Q) dans W'?(Q). On note H}(Q) = Wy *(Q) Despace W™
est muni de la norme introduite par W1?:l’espace H} est muni du produit

scalaire induit par H*'.

1.2 Quelques inégalités importantes

1.2.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Définition 1.3 [3] Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est
une forme bilinéaire de H x H dans R, symétrique, définie positive [i.e.(u, v) >
0,Vu € H et (u,u) >0 siu#0].

Donc, 'espace H est un espace de Hilbert.
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Proposition 1.1 [3/ Soit H un espace de Hilbert. Le produit scalaire vérifie

l'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :

=

()| < (u,w)? (v,0)%, Vu, ve H.

1.2.2 Inégalité de Young

Proposition 1.2 [3] Soient p et q deux réels vérifiant }17 + % =1 alors :

1
Y(f,9) € LP(Q) x LI(Q), Ve > 0, / fglde <= / 7| da + — / 97| d.
Q P Ja q.c? Ja

Sip=q=2,o0na:

W(f0) € @@, ve >0, [pglan < [ |Plars 5 [ |g?]de

1.2.3 Inégalité de Holder

Proposition 1.3 [3] Soient p et q deuz réels vérifiant % + é = lavec 1 <

p < o0, alors :

V(f.9) € LP() x LUQ) = [[fgl < [fllzollgllze et fg €L

1.2.4 Inégalité de Poincaré

Proposition 1.4 [3] On suppose que §2 est borné. Alors il existe une constante

C' (dépendant de |QY|) telle que :
lullyrn < 10/l pour tout u € Wy™(Q).

Autrement dit, sur Wy (Q) la quantité |||, est une norme équivalente a

la norme de WtP.
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1.3 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.1 [3] Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors

pour tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que :
a(u,v) = (p,v), Yve H.
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue H et %a(u,u) —(p,u) = Minyepy {%a(v,v) - <<,0,v>} :

1.4 Equation différentielles a retard

Soient X un espace de Banach et r > 0, on considére la fonction wu :
[—7, 00[— X. Pour tout ¢t > 0 on appelle la fonction u, définie sur [—r, 0] &
valeurs dans X par :

g s s — u(t+s)
le segment d’histoire de u en t.

La fonction histoire de u est la fonction h, définie sur R, a valeurs dans

un espace de fonctions (I’espace histoire) par :
hy o t— uy

Définition 1.4 [I] On appelle équation différentielle a retard une équation

de la forme :

(1) = Sult) = g(ut), w)

avec g est une application a valeurs dans X.

On voit bien que dans une équation différentielle a retard la valeur de la
dérivée & un instant ¢ de la solution u dépend non seulement de la valeur
de u a l'instant ¢ mais aussi de ses valeurs prises avant cet instant (dans le

passé) d’ou le mot retard.




CHAPITRE 2

Semi groupe

ans ce chapitre, on donne des définitions et propriétés générale de semi
D groupe d’opérateurs linéaires bornés et son générateur infinitésimal.
On cite aussi les théorémes fondamentaux de la caractérisation du géné-
rateur infinitésimal d’'un Cir-semi groupe (Hille Yosida et Lumer Phillips).
L’application de ces derniers aux problémes de Cauchy est le point central
de ce travail. Pour cela, on présente des théorémes d’existence et d’unicité

de solution du probléme de Cauchy abstrait.

2.1 Définitions et propriétés générale d’un semi
groupe
Soit X un espace de Banach.

Définition 2.1 [6] Une famille {7'(¢)}+>0 d’élément de £(.X) pour tout ¢ > 0
forme un semi groupe sur X s’il vérifie les conditions suivantes :

1) T(0) = I.
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) T(t+s)=T(t)oT(s), Vt,s > 0.

Définition 2.2 [6] Soit {7'(¢) }+>0 un semi groupe sur X . On dit que {T'(t) }+>o
est un semi groupe fortement continue ou un Cy—semi groupe ou un semi

groupe de classe C s’il vérifie :
Pna | T(t)x —z|| =0, VoelX.

Proposition 2.1 [6] Soit {T'(t) }+>0 un semi groupe fortement continue sur

X, alors :
Jw >0, IM > 1 tels que | T(t)]| < Me**, Vvt > 0.

Définition 2.3 (semi groupe de contraction) [6] Un semi groupe {7'(¢) }+>0

de classe Cy est appelé semi groupe de contraction de classe C si on a :

IT(t)]| <1, Vt>0.

Proposition 2.2 [6/ Soit {T(t)}:>0 un semi groupe fortement continue sur
X, Alors Pour tout x € X, la fonction t — T(t)x est continue (a valeurs

dans X ) sur [0, 400].

2.2 Générateur infinitésimal d’un Cy—semi groupe

Soit X un espace de Banach.

Définition 2.4 [6] Soit { T'(?)},., un semi groupe sur X, on appelle géné-
rateur infinitésimale du semi groupe { T'(t)},., I'opérateur (A, D(A)) définie

par :

t

D(A) = {:v € X :lim;_ o+ TMz=2z oviste dans X} ,

T(t)z—x
t

Axr = lim;_ o+

10
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2.2.1 Propriétés d’un générateur infinitésimal d’un Cy—semi
groupe

Théoréme 2.1 [6] Soit { T(t)},5, un Co—semi groupe sur X et A le géné-
rateur infinitésimal du { T(t)},5,. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1) Pour tout x € X, on a :

t+h

o1
;llli% E/T(s)a: ds =T(t)x.
t

2) Pour tout x € X et toutt >0 :

/T(s)x ds € D(A) et A /T(s)x ds | =T(t)x — z.

0

3) Si x € D(A) alors :

T(t)x € D(A) et %T(t) = AT (t)x = T(t)Ax.

4) Six € D(A) alors :

T(t)z — T(s)z = j T(0) Az do = /t AT(0)z do.

Théoréme 2.2 [6/ Soit {T(t)}1>0 un Co-semi groupe et A son générateur

infinitésimal alors D(A) dense dans X et A est un opérateur fermé.

Proposition 2.3 (Unicité de ’engendrement) [6] Soit A un générateur
infinitésimal d’un Cosemi groupe {T'(t)}i>0 et soit B le générateur infinité-
simal d'un Cy-semi groupe {S(t)}i>0, Si A = B alors S(t) = T(t) pour tout
t>0.

11



Chapitre 2. Semi groupe

2.2.2 Transformation de Laplace d’un semi groupe

Soit X un espace de Banach et soit I’ensemble A, donné par :
A, ={ e C:ReX>w}.

Remarque 2.1 [6] Soient {7'(t):>0} un semi groupe fortement continue et
A son générateur infinitésimal si A € A, alors 'application :

Ry, : X—X

+o0o
r — Ryr= /eRe)‘tT(t)x dt

0

définit un opérateur linéaire borné sur X et on a :
Ryx = R(\, A)x, Vre X.

Remarque 2.2 1) Vo € D(A) on a Ryz € D(A) de plus ARz = R)Ax.
2) Jw >0, IM > 1 telle qu A, C p(A).

Définition 2.5 [6] L’'opérateur Rys’appelle la transformé de Laplace du
semi groupe {7'(t)}+ >o.

Théoréme 2.3 [6] Soit {T'(t)}+ >0 un Co—semi groupe et A sont générateur
infinitésimal pour tout A € A,, alors

M

2.3 L’approximation de Hille-Yosida
Soit X un espace de Banach.

Lemme 2.1 [6] Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les

propriétés suivant :

12
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1) A est un opérateur fermé et D(A) = X.
2) 1l existe w > 0 et M > 1 telle que A, C p(A) et pour tout A € A, on a :

RN A < N*.
Alors pour tout X € A, nous avons :
1) limger—oo AR(N, A)z = 2z, VzelX.

2) limper—oo NMAR(N, A)z = Az, Vo € D(A).

Définition 2.6 [6] La famille (Ay)xea, € £(X) ot Ay = X AR(A, A) s’ap-

pelle 'approximation généralisé de yosida de 'opérateurA.

Lemme 2.2 [6] Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant
les propriétés suivants :

1) A est un opérateur fermé et D(A) = X .
2) 1l existe w > 0 et M > 1 telle que A, C p(A) et pour A € Ay, on a :

M
RMA)"Y| € =————, VneN~.

Si (Ax)ren, est Uapproximation généralisé de yosida de l'opérateur A alors
Ve >0 etVa,B €A, ona:

HetAam - etAﬁx” < M2ttt |Agr — Agz||, Vo€ X ett>0.

2.4 Théoréme de Hille-Yosida

On introduit maintenant un résultat trés important concernant les semi-
groupe, il s’agit du célébre théoréme de Hille-Yosida qui donne une caracté-

risation pour les opérateurs qui sont générateur infinitésimal.

13



Chapitre 2. Semi groupe

Théoréme 2.4 [6/ Un opérateur linéaire A : D(A) — X est le générateur
infinitésimal d’un semi groupe fortement continu {T(t)},5, si et seulement
8t :

1) A est un opérateur fermé et D(A) = X.
2) 1l existe w > 0 et M > 1 telle que A, C p(A) et pour A € A, on a :

M
RMNA)Y| £ —— N*.

2.5 Théoréme du Lumer-Phillips

2.5.1 Opérateurs m-dissipatifs
Opérateur m-dissipatif dans un espace de Banach
Définition 2.7 [II] Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans X est
dissipatif si :
Ve € D(A), VA >0: ||\x — Azx| > X\|z|.

Définition 2.8 [I1] Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans X est
m-dissipatif si :

i) A est dissipatif.

i) Vfe X,VA>0,3x e D(A) telle que \x — Az = f.

Théoréme 2.5 [11] Si A est m-dissipatif alors pour tout A > 0, l'opérateur
(M — A) admet un inverse (A — A)~Lf appartient a D(A) pour tout f € X

et (Al — A)~! est un opérateur linéaire borné sur X vérifiant :

I =7 <

> =
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Théoréme 2.6 [11] Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dissipa-

tif dans X . L’opérateur A est m-dissipatif si et seulement si :
N >0 tqVf € X, 3z € D(A) vérifiant : oz — Az = f.

Théoréme 2.7 [11] Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans X. S’il
existe Ao > 0 pour lequel 'opérateur (Aol — A) est une bijection de D(A)
sur X, et si (\oI — A)™! est un opérateur borné sur X alors A est fermé en

particulier, si A est m-dissipatif alors A est fermé.

Définition 2.9 On appelle opérateur m-accréatif un opérateur linéaire non
borné tel que :
1) D(A) = X.

2) lopérateur —A est m-dissipatif.

Corollaire 2.1 [71] Soit A un opérateur m-dissipatif. L’espace (D(A),|.]|s)

est un espace de Banach muni de la norme du graphe
[zl = llellx + 1Az x ,
et Alp) € L(D(A), X).
Opérateur m-dissipatif dans un espace de Hilbert
Soit H est un espace de Hilbert.

Théoréme 2.8 [11] Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans H est

dissipatif si et seulement si :

Vr € D(A), (Az,z) <0.

15
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Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est rem-
placée par :

Ve € D(A), Re(Az,x) <0.

Théoréme 2.9 Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans H.

2.5.2 Annonce du théoréme

Théoréme 2.10 (Lumer- phillips ) Soit A: D(A) C X — X un opé-

rateur tel que D(A) = X, alors A est le générateur infinitésimal du Cy-semi

groupe de contraction si et seulement si ['opérateur A est m-dissipatif.

2.6 Probléme de Cauchy abstrait

Dans cette section, on étudie des résultats d’existence et d’unicité de

solution du probléme de Cauchy linéaire abstrait homogeéne et non homogeéne.

2.6.1 Equation d’évolution

Les équations d’évolution sont des équations qui s’écrivent sous la forme :

(P WO — Au(t) + f(t), t >0
u(0) ==z

Ouu=1wu(t), A: X — X est un opérateur d’un espace de Banach X

vers X, x est la donnée initiale et f est une application dans X.

16
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Définition 2.10 [6] Le probléme (P;) est appelé probléme de Cauchy non

homogeéne. Si f =0, on a:

du(t) _
(Py) o = Au(t)
u(0) ==z

C’est un probléme de Cauchy homogeéne.

2.6.2 L’existence de la solution

Théoréme 2.11 [6/ Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach
X. Si A est un générateur infinitésimale d’un Cy-semi groupe (T(t))e>0, alors

le probléeme (Py) posséde une solution unique u(t) = T(t)uy.

Définition 2.11 [6] (solution forte) une fonction u est appelée solution
forte du probléme (P;) si :

1) u € C([0,400[, D(A)) c-a-d u est une fonction continue & valeurs dans
D(A) par rapport a la norme du graphe.

2) u € CY(]0,+00[, X) c-a-d u est continument dérivable tant que fonction a
valeurs deX.

3) & = Au+ f et u(0) = ug c-a-d u vérifie 'équation et la condition initiale

du probleéme(P;).

Définition 2.12 [0] (solution faible) On dit que u est une solution faible
du (P)) si u € C°[0, +oo[, X) il est existe une suite (u,), tel que :

(tn)n, € C°([0, +00[, D(A)) N CH([0, +o00[, X)

et
duy,
Uy — U, %—Aunﬁf
et
U, (0) — ug.

17
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Remarque 2.3 [6] Toute solution forte est une solution faible.

Théoréme 2.12 [6] Si f € C([0,+o00[, X) et A est un générateur infini-
tésimale d’un Cy-semi groupe (T(t))i>o. Alors, le probléme (Py) admet une

solution forte s’écrit par :

u(t) = T(t)ug + /0 T(t —s)f(s)ds.

Proposition 2.4 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi groupe

fortement continue {T'(t)}i>0, alors pour tout x € X, la fonction
u:t—u(t) =Ttz
est l'unique solution généralisée du probléme (Py).

Théoréme 2.13 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe
{T(t)}i>0, Soit f € L' (0,T, X) continue sur]0,T] et soit :

t

v(t):/T(t—s)f(s) ds, 0<t<T

0

Le probléme (Py) admet une solution w sur [0,T[ pour tout v € D(A), si
l'une des condition suivante est satisfaite :

i) v(t) est continument différentiable sur ]0,T7.

ii) v(t) € D(A) pour 0 <t <T et Av(t) est continue sur]0,T].

Si le probléme (Py) admet une solution u sur [0,T[ pour certains x € D(A),

alors v satisfait a la fois (i) et (ii).

Corollaire 2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }+>o-
Si f(s) est continument différentiable sur [0, T), alors le probléme (Py) admet

une solution u sur [0, T[ pour tout x € D(A).
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Corollaire 2.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T(t) }+>o,
soit f € LY(0,T,X) une fonction continue sur |0,T[. Si f(t) € D(A) pour
0<t<TetAf(t)e L'0,T,X), alors pour tout x € D(A) le probléme (P;)

admet une solution u sur [0, T].

2.6.3 L’unicité de la solution

Théoréme 2.14 Si A est un générateur infinitésimale d’un Cy-semi groupe

(s(t))i>0 et si u une solution forte du probléme (Py), alors :

u(t) = s(t)uo + /0 s(t—s)f(s)ds.

2.6.4 Reégularité des solutions

On constate que la régularité est étroitement liée au choix de la condition
initiale on fonction du domaine A de définition il est donc naturel de penser
qu’en imposant plus de "régularité" a wug on obtienne plus de régularité sur
les solutions.

Plus précisément, on définit par récurrence 1’espace
D(A*) = {v € D(AM ), Av € D(Ak_l)} , k entier > 2.

on peut vérifier aisément que D(A¥) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

(s V) pary = Z (Alu; Av) ;

=

(=]

la norme correspondante est :

ko
[ulpiary = Z; | A7l :
iz

N
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Théoréme 2.15 Siuy € D(A*) avec k > 2. Alors la solution u du probléme
(P) est de classe C* ([0;00[; X) et C*=7 ([0; 00[; D(AY)). C’est a dire :

u € C* ([0;00; X) N C*7 ([0500[; D(A)), - pour j =0, 1...k

2.6.5 Autre forme du probléme de Cauchy

Soient X un espace de Banach, A : D(A) € X — X un opérateur
linéaire et F': X — X une application de X dans X.

On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

6(11_1: = Au+ F(u) sur [0, 4o00].
u(0) = uo.

(P3)

On a besoin des deux lemmes suivants pour montrer les théorémes d’exis-

tences.

Lemme 2.3 (Gronwall) Soient T > 0, A € L'([0,T]), A > 0 presque par-
tout et c1,co > 0. Soit ® € LY([0,T]) et ® > 0 presque partout telle que
AP e LY([0,T)). Si:

t

O(t) < e+ CQ/A(S)CID(s)ds pp, t € (0,7,

alors
t

P(t) < cexp 02/)\(s)ds ppte[0,7T].
0

Lemme 2.4 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit (X,|.||) un es-
pace de Banach et soit T : X — X wune application contractante avec la
constante de contraction k, alors T a un unique point fire v € X. De plus

on a les propriétés suivantes :
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1) La suite des itérée

o € X,
(xn)nEN :
Tn+1 = f(xn)
Avec xy € X quelconque converge vers a.

2) L’estimation de lerreur est donnée pour tout n € N, par :

|20 — 2| < K" (L= k)7 |21 — 2ol

Solutions globales généralises

Définition 2.13 On appelle solution globale généralisé du probléme (Ps)
toute fonction u € C ([0, +o0], X), telles que :

Vi >0, u(t) =T (t)ug + /T(t — 8)F(u(s))ds,

Ot (T'(t)),5¢ est désigne le semi groupe associé¢ a I'opérateur A.

Théoréme 2.16 Si ug € X, A est un opérateur m-dissipatif et F' est Lip-
schitzienne de constante de Lipschitz M > 0, alors (P3) admet une unique

solution globale généralisé notée u.

Solutions globales classique

Définition 2.14 Soit uy € D(A) on appelle solution classique globale toute
fonction u € C* ([0, +o00[, X) N C ([0, +o0, D(A)), telle que :

2 — Au+ F(u) sur [0, +o00]

u(0) = g
Théoréme 2.17 Si A est un opérateur m-dissipatif et F' est une fonction
Lipschitzienne de classe C*(c’est a dire : Uapplication u € X +—— F'(u) €
L(X) est continue et HF/(U)H < M), alors pour tout ug € D(A), il existe u

solution globale classique de (P3).
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Solution locales

Définition 2.15 1) On appelle solution généralisée locale de (Ps) toute fonc-
tion u pour tout ug € X, il existe un 7' > 0 et un u € C ([0,T] , X), telle

que :
t

YVt >0, u(t) =T (t)ug + /T(t — 8)F(u(s))ds.

0

2) On dit que (P3) admet une solution classique locale si pour tout ug € D(A),

il existeun T'> 0 et u € C([0,T], D(A)) NC* (]0,T], X), telle que :

& — Au+ F(u) sur [0, +oo]
u(0) = up.
Définition 2.16 On dit qu'une application F': X — X est Lipschitzienne

sur les bornés de X si :
Vr >0, 3M, tq Vu,v € B(0,7), [|[F(u)—F()|y <M, |u—2v]y-

On a un résultat d’existence concernant les solutions locales du probléme de

Cauchy (P3).

Théoréme 2.18 Soient A est un opérateur m-dissipatif et F' : X — X
Lipschitzienne sur les bornés de X, alors pour tout ug € X, il existe un

T >0 et un unique uw € C'([0,T],X) solution généralisée locale de (P3).
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CHAPITRE 3

Applications du semi groupe

Dans ce chapitre, on donne des applications de la théorie des semi
groupes et I’é¢tude du probléme de Cauchy abstrait dans la résolu-
tion de quelques problemes de mathématiques tel que ’équation des ondes,

le systeme de Timoshenko et le systéme de poreux-élastique amorti.

3.1 Equation des ondes

L’équation des ondes est une équation aux dérivées partielles hyperbo-
lique de second ordre, elle joue un réle fondamentale pour la description des
ondes. Elle modélise la propagation d’une onde (électromagnétique, acous-

tique) dans un milieu élastique homogene.
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3.1.1 Position du probléme

L’équation des ondes dont v est une solution est donnée par :
(
%(x,t) —Av=f, surQx][0,T],

v =0, surdQ x [0,77],
(3.1)
v (x,0) = v, sur (Q,

% (,0) = vy, sur ),

ou 2 est un sous-ensemble régulier de R", vy,v; sont des fonctions données
n
2 . . .
et A=) % désigne le laplacien par rapport aux variable de I'espace x et
i=0

t est le variable de temps.

3.1.2 Existence et unicité

Dans cette section, on étudie l'existence et I'unicité de la solution de

I'équation des ondes (3.1)) .

Théoréme 3.1 (existence et unicité) Si vy € H?(Q) x Hy (Q), vy €
H} (Q) et f e L' (0,T;L*(Q)) alors, il existe une solution unique de systéme
(3.1) avec

veC([0,T],H*(Q) x Hy () nC* ([0,T]; L' (Q)) nC? ([0, T, L* (Q)) .

Preuve. On va appliquer une conséquence du théoréme de Hille-Yosida et
la théorie du probléeme de Cauchy abstrait. On va transformer 1’équation
sous la forme d’un probléme de Cauchy abstrait puis on montre que
lopérateur A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement
continu.

1) Conversion de ’équation vers le systéme de Cauchy abstrait.
Soient t > 0 et x € 2. D’abord, on pose :

v
ot

Uy =v et uy =
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et on remplace dans la premiére équation du systéme (3.1]), on obtient :
dur
ot

ou —
3_t2_Au1_f7

—UQ:O,

Alors

du1

ot
% = Aul + f7
ce qui donne

ou

S _ 0 N 0

guz A Uz f

ot
Maintenant, on introduit la nouvelle variable suivant :

~
I
o

e}

u = (ug,us).
On obtient :
du — Ay + F,
at (3.2)
U <O> = Up = (UO, Ul) 5
tel que :

Au = (ug, Auy) et F =
f

avec le domaine de A est donné par :

D(A) = (I (@) N H} () x H} ().

2) La démonstration que A est un générateur infinitésimal d’un
semi groupe fortement continu.
Maintenant, on applique le théoréme du Lumer-Phillips sur I'espace £ =

Hj (Q) x L* () muni du produit scalaire suivant :

(u,v) = [Vu.Vuidz + [usvedz,
Q Q
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ou

u = (u1,ug) et v=_(v1,v9).

Pour cela, on prouve que A génére un Cy—semi groupe de contraction et
FelLl'(0,T;L'(Q)).

Pour montre que A est un générateur infinitésimal d’un Cy—semi groupe,
on prouve que A est un opérateur m-dissipatif c-a-d, on démontre que A est
maximal et dissipatif.

Premiérement, on montre que A est dissipatif.

On sait que A est dissipatif si pour tout u € D (A) et A >0, on a :
[Au — Aul] = Alu]|.
Soient u € D (A) et A >0, on a :

A — Aul|®* = (\u— Au; du — Au)
= (Au; ) — (Au; Au) — (Au; du) + (Au; Au)

) ) (3.3)
= [[Aul]” + (| Aul” — 2 (Au; Au)
= A full® + AN flul® = 27 (Au, u) .
Mais, on a :
(Au,uy = [VuVurde + [Aujusde. (3.4)
Q Q
On applique la formule de Green sur la deuxiéme terme de 1’équation ((3.4)),
on trouve :
[Dujusde = — [VuyVugdz + [ Vuguan, (§) d€
= —fVu1Vu2dx
Q
En substituant, I’équation (3.5)) dans (3.4]) , on obtient :
(Au,u) = [VusVurde — [Vu Vugde
Q Q (3.6)

= 0.
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En substituant (3.6)) dans (3.3)), on trouve :

IAw— Aul® =M full” + AL
AP flull*

v

car ||A|]* ||u|® > 0. Alors :
[Au = Aul| = [[A]} [Jul] -

Donc, A est dissipatif.

Deuxiément, on montre que A est maximal c-a-d on prouve que I — A est
surjectif c-a-d (Im (/ — A) = F).

Pour cela, soient (f,g9) € E et u € D (A) telle que (I — A)u = (f,g), alors

uy —up = f,

(3.7)
Uy — Auq = g.
En remplacant us = u; — f dans la deuxiéme équation, on obtient :
u — Aup = f+g. (3.8)

On multiple 'équations de (3.8)) par w € H? () N H} (Q) et on inteégre sur
(), on obtient :

Juwde — [Awywdz = [ (fw+ gw) dz. (3.9)
Q Q Q

On applique la formule de Green sur 1’équation ({3.9)), on trouve :

Juiwdz + [Vu;Vwdz = [ (fw+ gw)dz. (3.10)
0 0 0

On définit sur X = [H? () N Hj ()] la forme bilinéaire a : X* — R par :

a(ui,w) = [uwdr+ [VuVwdz.
Q Q

Et la forme linéaire b : X — R par :

b(w) = g{(fw%—gw)da;.

27



Chapitre 3. Applications du semi groupe

Donc la résolution du systéme (3.7)) est équivalente a :

Trouver u; € X, telle que :
! a (3.11)

a(uy,w) =b(w), pour tout w € X.

Maintenant, pour montrer I’existence et I'unicité de la solution de probléme ,
on utilise le théoréme de Lax-Milgram. Alors pour cela, on prouve que :

- X est une espace de Hilbert.

- La forme bilinéaire a (., .) est continue sur X x X.

- La forme bilinéaire a (., .) est coercive sur X.

- La forme linéaire b (.) est continue sur X.

Il est clair que X est une espace de Hilbert.

% La continuité de la forme bilinéaire a :

On sait que a est une forme bilinéaire continue sur X x X si et seulement

s’il existe un o > 0 telque :
la (u1,w)| < allur]lx |w]ly, pour tout ui,w € X.
Soient u1,w € X, ona :

ja (ur, w)| =

Juiwdz + [Vu Vwdz
) )

< +

Juywdz [Vu Vwdz

) )

< J|ww|dz + [ |Vu Vw|dz.
) Q

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

IN

|a (u1, w)] ||u1||L2(Q) ||w||L2(Q) + ||VU1||L2(Q) ||vw||L2(Q)

< luallx llwllx + llallx flwllx

< 2wl lwlix

AN

On prend a = 2 > 0 alors, il existe a > 0 telle que :

ja (ur, w)| < aflualx [Jwllx -
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Donc a (.,.) est continue sur X x X.
% La coercivité de la forme bilinéaire a :

On aa(.,.) est coercive sur X, si et seulement s’il existe un 5 > 0 telque :
a(uy,uy) > Bllurl%, pour tout u; € X.
Soit u; € X, on a :
a(uy,uy) = f(u1)2 dx+§[(Vu1)2 dx

Q
2 2
= ”U1||L2(Q) + “VU1HL2(Q)

2
= wllx

2
> ullx

On prend § =1 alors, il exist 5 > 0 telle que :

a(ur,ur) > B llu |l -

Donc a(.,.) est coercive sur X.
% La continuité de la forme linéaire b :

On a b(.) est continue sur X, s’iln existe un v > 0 telque :
|b(w)] < vl|lw|ly, pourtoutw e X.

Soit w € X, on a :

[ (fw+gw)d
Q

< [ fw|dx+f|gw|dx
Q
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

b (w)]

IN

||f||L2(Q) ||w”L2(Q) + ||g||L2(Q) Hw||L2(Q)
< ||f||L2(Q) Jwllx + ||9||L2(Q) [wl]
< (Il + 9l oy ) ol
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On pend v = (HfHB(Q) + HgHL2(Q)) alors, il existe v > 0 telque :

[b(w)] < llwllx -

Donc b(.) est continue sur X.
D’apres le théoréme de Lax-Milgram il existe une solution unique u; € X
telle que :

a(uy,w)="b(w), Ywe X.

% La régularité de la solution

D’apres I’équation (3.10), On a :

Juwde + [VuVwde = [ (fw+ gw)d
Q Q Q

En utilisant une intégration par partie, on obtient :

Juwde — [Awywdz = [ (fw+ gw) dz.
Q Q Q

Alors

f(ul—Aul—f—g)Ude = 0,
Q

tel que w € H? (Q) N H} (Q) . Alors
—Auy—f—-g =0

donc
—Auy = f+yg.

Donc, il existe u € D (A) solution de (I — A)u = (f, g) pour tout (f,g) € E,
c-a-d Im (I — A) = E alors I — A est surjectif. Donc A est maximal.

Comme A est dissipatif et maximal alors 'opérateur A est m-dissipatif. Et
comme D (A) dense dans E. Alors d’aprés le théoréeme de Lumer-Phillips A

est le générateur infinitésimal d’un Cy- semi groupe.
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De théoréme (2.12) on arrive & montrer ’existence et I'unicité de la solution

de I’équation (3.1)) qui donnée par :

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds,

tel que A est le générateur infinitésimal d’un Cj -semi-groupe de contraction

(T'(t)) >o-
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3.2 Systéme non-linéaire de Timoshenko avec
retard

Cette section est consacré a prouvé l’existence et 'unicité de la solution
d’un systéme non-linéaire de Timoshenko & retard avec certaines conditions
qui est publié¢ par Said-Houari [5]. Dans la quelle on va appliquer le théo-
réeme de Lumer-Phillips avec 'utilisation du théoréme de Lax-Milgram et les

inégalités du Young et Cauchy-Schwarz.

3.2.1 Position du probléme

Un systéme de Timoshenko non linéaire modélisant des poutres minces
élastiques serrées avec un retard temporel. Le retard est défini sur un terme
de rétroaction associée a I’équation de ’angle de rotation.

On considere le systéme non-linéaire de Timoshenko avec retard suivant :

plgptt (.ZU, t) - k (Qoac + ¢)a: (‘T7 t) = 07

P2y (‘%t) - wax (xvt> +k (LP;E + 1/)) (ﬂ?, t) + iy (ﬂj,t) + pothy (Qj,t - 7_) =0,
(3.12)

ou (z,t) € (0,1) x (0, +00), 7 > 0 représente la temporisation et fi, py sont

des constantes positives. Avec les conditions initiales :

@ (2,0) =g, @ (2,0) =0y, ¥ (x,0) =1y, ¢, (2,0)=1y,

(3.13)
wt(xat_7—>:f0(x7t_7)7 (.I',t)G(O,l)X(O,T),
et les conditions aux limites de Dirichlet :
2 (0,8) = (1,8) =9 (0,4) = (1,6) = 0, t>0. (3.14)
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Hypothése

Soient pi; et p, sont des conditions positives, telle que :

Ho < Hy.

3.2.2 Existence et unicité

On va utiliser la théorie de semi groupe pour montrer I'existence et 1'uni-

cité de la solution du probleme (3.12)),(3.13)) et (3.14) plus précis, on applique

une conséquence du théoréeme de Hille-Yosida. D’abord, on introduit la nou-

velle variable suivant :

z(z,p,t) =Y, (x,t —7p), z€(0,1), pe(0,1), t>0.

On peut vérifier que z satisfait :

Tz (x,p,t) + 2, (z,p,t) =0, dans (0,1) x (0,1) x (0,400)

en effet, soient z € (0,1), p€ (0,1) et t >0, on a :

_ OY, Bz oY A(t—7p)
ft= 8_;§+ a(t—;p) ot

_ 0y

- O@t=p)

D’autre par, on a :

_ %@_i_ Oy, O(t=7p)

o = oz 9p T Blt—tp) Op
~To
alors
T2 (4,0, 1) + 2p (2, 0,1) = Ta(taﬁp) - Ta(taib;p)
=0
donc, on a :

Tz (2, p,t) + 2, (z,p,t) =0, dans (0,1) x (0,1) x (0,00).

(3.15)

(3.16)
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On voit que pour p =1, 0n a :
z(x,1,t) =, (x,t —7), x€(0,1) et t>0.
Donc, le probléme ([3.12)) est équivalent a :

prw (z,t) =k (9, + 1), (z,t) =0,
/021/}7% ("E?t) - b?ﬂm (l’,t) + k (90:1: + ¢) (l‘, t) + let ($7t> + Moz (I7 17t> = 07

TZt (:L‘7p7 t) + Zp ('xapa t) = 07
(3.17)

ouzx € (0,1),p€ (0,1)ett > 0. Avec les conditions initiales et les conditions

aux limites suivantes :

(

p(0,1) =@ (L,1) =9 (0,t) =y (1,4) =0, t>0,

(2,0,t) = ¢, (z,t), z€(0,1), t>0

(2,0) = @o, @4 (2,0) = @1, ¥ (2,0) =1hy, ¥, (2,0) =y, z€(0,1),
z2(z,1,0) =, (z,t —7) = fo(z,t —7), dans (0,1) x (0,7).

N

AS)

(3.18)
Pour montrer I'existence et 1'unicité de la solution du probléme (3.17))-
, on utilise la théorie de semi groupe.
On réécrit le probléme sous la forme du probléme de Cauchy abstrait,
c-a-d :
W _ oy,
U(0) = U,
et on prouve que A est un générateur infinitésimal d’'un Cy—semi groupe
pour cela, en utilisant le théoréeme de Lumer-Phillips, on montre que A est
maximal et dissipatif.

Soit U = (¢, ¢y, ¥, ¥y, 2)".

On pose u = ¢, et v =, alors :

Uy = Py et vy =Py
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donc, U = (gp,u,z/z,v,z)T représente la solution du probléme 1'1’
telque d’aprés (3.17)), on a :

k
P (l‘,t) = Ut (Iat) = p_l (prx + %) (l’,t) )

et
b k Iz p
¢tt (l’, t) = U (l‘,t) = _¢xx (:L‘,t)—— ((px + 77Z)) <x>t)__1wt ([E, t)__ZZ (ZE, 17t) )
P2 2 P2 P2
et
2z (x,p,t) = _sz (x,p,t).
Alors le systéme (3.17)) , devient :
Spt = U,
U = p_kl (@ma} + ¢x) )
”{7Z)t = ”U’ (319)
Uy = %wmz - %((px_‘_w) - Z_;v - Z—;Z(l',l,t),
L Zt = %Zp.
On peut donc écrire :
au _
o = AU,
U(O) - UO = (90 (0) y U (0) Jw (0) y U (0) y 2 (0)) - (QO(), ¢1)¢07¢17f ('7 - T))T’
(3.20)
ou l'opérateur A est donné par :
% u
k
v %¢xx_£(¢w+¢)_l;_;v_Z_jz(x717t)
z _lep

avec le domaine de A est :

D(A):{(go,u,w,v,z)TeH :v=2(,0), dans (0,1)},

35



Chapitre 3. Applications du semi groupe

ou

H = (H?(0,1)NHy(0,1)) x Hy (0,1) x (H?(0,1) N Hy (0,1) x Hy (0,1)) x

L*(0,1,H'(0,1)).
Maintenant, ’espace d’énergie ‘H est défini par :
H:= H)(0,1) x L*(0,1) x H} (0,1) x L*(0,1) x L*((0,1) x (0,1)).

Il facile de prouver qu’il est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
suivant :

J— 1 _ .
(U 0),, = [{puti+ pyo0 +k (o, + ) (7 +¥) + b, 0, } da
° 1 (3.22)

+<6fofz (x,p) Z (x, p) dpdx,

tells que U = (go,u,z/J,v,z)T, U = (@ﬂ, 1, E,E)T et £ est une constante
positive vérifie :

Thy < C < T (2p1 — pa) - (3.23)

Proposition 3.1 Lopérateur A qui est définit par (3.21) est un générateur

infinitésimal d’un Cy-semi groupe dans H.

Preuve. Pour trouver le résultat ci-dessus, on va appliquer un conséquence
du théoréme de Lumer-Phillips. Pour cela, on prouve que A est un opérateur
m-dissipatif. On sait que A est un opérateur m-dissipatif si et seulement si :
1) A est dissipatif.

2) Pour tout A > 0, Popérateur \I — A est surjecif.

D’abord, on prouve que A est dissipatif.

Pour montrer que A est dissipatif, on prouve que :

YU € D (A) : (AU, U),, <0.
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(AU U, = f{plu (£ (Poo ) + 920 (2th0s = £ (0o +0) — 20— 222 (,1))
11
+k (@, + ) (tz +v) + b0, fdo + Cof Of 2 (z, p) (‘%zp (z,p)) dpdx
= jlv{kgpacacu + /{:zﬁxu + b'(pxacv - k(va - I{PZ/}U - M1U2 — M2 (.T, 1) v+ k(pxum
0

11
+hip,v + kug) + ko + v de — & [ [z (2, p) 2, (2, p) dpda
00

alors
1 1 1 1
(AU, U),, = kfpgouds + kfz/J udx + bfwmvdx - f (—pq 0% — pioz (2, 1) v + ki, u,
0

.
+ku, Y + by v,) de — %ff (x,p) 2, (x, p) dpde,
00
(3.24)
En utilisant une intégration par partie et les condition aux bord, on trouve

qu’on a les équations ([3.25)) , (3.26)) et (3.27)

k:fgomudx = lkp,uli_y — k:fcpzumdac = —kfgpxumdx (3.25)
k:f@/} udx = [kyul,_, — k‘fux@/)d:r = —k‘fuxwdx (3.26)
bty = (0,017 — b s = b, v, (3.27)
0 0 0

En substituant les équations (3.25)), (3.26) et (3.27) dans (3.24), on arrive

a:
1

(AU UYyy = [ (—hipt, — bty — b, v, — it — pz (3, 1) 0 + gy,
0
+kug) + b v,) de — ffz x, p) zp (x, p) dpdx

= —ulfv dx—u2fzx1 v(z)de — & ffz:c,ozp(a:p)dpdx.
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Mais, on a :

11
[ [ (@,p) 2, (x,p)dpdz = [ [2(x,p) &2 (x,p)dpdz
00

1222 (z,p) dpdz

(12% (. )Y
{

=1 (x,1) — 2% (x,0)} dz,
alors
11 1
bfofz (z,p) 2p (x, p)dpdz = %of {22 (2,1) — 2% (2,0) } dx.
Donc
(AU U),, = —ulfv dIE—,ugfle ()dx—%j{zQ(x,l)—ZQ(x,O)}dx
= —/hf’U dx—uzfz r,1) ()dm—%bf{zQ(x,l)—vQ(x)}d:c
= —lev dx—,qule ()dm—%flf{x,l)dm—l—iflﬁxdx
0
= —ulfv dx—,u2fzx1 ()dm—%bﬁzledx—l—cfv
car

z2(z,0) = v(z).

Maintenant, on appliquer I'inégalité de Young sur le deuxieme terme de I'in-

égalité précédente, on obtient :

1
(AU U),, = —ulfv dm+“2fz (x,1) dx+”2fv —2£f (z,1 dx+<fv
0

0
1

= (4 E) [P @t (% - £) jz (@1 dr

0

D’aprés (3.23)), on a :

C <721y — py),
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alors
25 ¢
- 24 > <
My + 5 + oy =
et comme
Ty < ¢
alors
125) ¢
22 <)
2 21 —
On pose :
/ #2 C 1 :u2 C
- _ r & 0 t - £ __ =
¢ 1Ty Ty et e 2
alors

1 1
(Av,U), < ¢ [v*(z)de+ " [2* (x,1) da
0 0
1 1
< cfy} (z,t)de +cf2? (x,1) du,
0 0

telle que ¢ = min{c, "} .

Mais

1

cf@b?(x,t)dm—l—cff(x,l)dx = c{j@b?(x,t)dx%—jz%x,l)dx :
0 0 0 0

1 1
comme ¢, ¢ sont négative alors ¢ est négative. Or [¢7 (z,t)dr+ [2? (v,1) d
0 0

1 1
est positive.Alors ¢ {f@bf (z,t)dx + [2* (2,1) d:v] est négative.
0 0
Donc, (AU, U)H < 0 c-a-d. Popérateur A est dissipatif.
Ensuite, on prouve que pour tout A > 0, 'opérateur \I — A est surjectif.

Soit A > 0, on prouve que 'opérateur \I — A est surjectif c-a-d on montre

que Im (A — A) =H.
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Pour cela, soient U* = (f1, fo, f3, f1, f5)T EHetU = (gp,u,z/J,v,z)T € D(A)
telle que (A — A)U = U*, alors :

p
)\80 —u= fla
ANy —v=f3 (3.28)
b k My Mo _
)\U—gﬁ’m+g<9@x+¢)+gv+gz<,1) _f47
| Az + %zp = f5.

On suppose que, on a trouvé ¢ et 1 par conséquent la premiére et la troisiéme
équation donnent :

u=Ap— f1,

V=) — fs,

(3.29)

il est clair que u € H} (0,1) et v € H} (0,1).
Maintenant, on va résoudre la derniére équation du systéme (3.28)) qui est :

A+ iz, = fs (3.30)

Premiérement, on résout 1’équation homogene

Az+ 1z, = 0.

Donc
2, = —ATZ,
mais z, = % alors :
P dpo *
dz _
T = ATZ,

on intégre les deux parties de ’équation (?7), on trouve que :

z(z,p) = cel7 P,
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Deuxiément, on résout 1’équation non-homogene, c-a-d on va calculer une

solution particulier de 1’équation (|3 .On a:
z(z,p) = cel=AP),

Alors

(=A7p) (=A7p)

2, (x,p) = cpe — Atce

En remplace z et z, dans (3.30]) , on obtient :

Aee(=37P) 4 L (e, ) — Arce)) = fy (x,p) . (3.31)
Mais, on a :
Aeel=A7P) % (cpe(*’\m) - )\Tce(*’\”))) = Acel=7MP) 4 Te “ATP) — \eel=ATP)

— )\CQ(_ATP) + C_pe(—XTp) — Ace(_ATp)
— C_/’e(_)‘Tp)'

(3.32)
En substituant (3.32)) dans (3.31]) , on obtient :

LN = £ (@,).

-
mais
de
Cp = d_p
Alors
d
L)

En intégrant sur I'intervalle [0, p] , on trouve :

c(p) —c(0)= Tje(’\m)f5 (x,0)do.

Donc

¢(p) = c(0) + Tje“% (z,0) do,
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or, ¢(0) =z (z,0) = v (x). Alors :
c(p)=v(r)+ Tofe(”")fg, (x,0)do,

donc

z(z,p) = celAP)
P
= (v (z) + 7 [eX f5 (2, 0) dU) el A7) (3.33)
0

P
= v (x) el 4 1A [eO0) fo (1 ) do
0

D’apres la troisiéme équation de (3.28)), on a :
v(z) = Mp(x)— fs. (3.34)
En substituant dans , on obtient :
2(w,p) = (M () = fa) e 4 T@HT”)fp e f5 (x, 0) do.
0

comme p € (0,1), alors :

1
z (Q’/" p) — >\¢ (m) e(fz(xrp)ATp) — fse(f)“rp) + Te(f)‘Tp)fe()‘TU)fs (aj’ O‘) do‘
0

(3.35)
D’autre part, d’apres (3.28)) on a :
Np— £ +1b,) = fa+ Af1,
¥ 1 ((pxx wa:) f2 fl (336)

Noap = e + 2 (0 +0) + B+ B2 (2,1) = fa+ M.

On multiple la premiére équation (respectivement, la deuxiéme équation) de
(3.36) par w € H} (0,1) (resp,x € Hj (0,1)) et on integre sur lintervalle
[0, 1], on obtient :

1
(pl/\Q(pw + k ((pmc + ¢x) CU) dr = fpl (f2 + )‘fl)("}dxv
0

o o .

1
(P N2UX + DUy x + K (0 +0) X + 10X + poz (2,1) X) dz = [py (fa+ Af3) xdz.
0
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on utilise l'intégration par partie sur (0,1), on trouve :
1 1

[ (mNow + k (0, + ) we) de = [py (f2 + Af1) wda,

0 0

1 1

J (020X b + K (0, +0) X+ pyox + oz (2,1) x) dz = [y (fa + Afs) xdx,

0 0

(3.37)
pour tout (w, x) € Hy (0,1) x H} (0,1).
De I’équation ((3.35)), on a :
1
z(x,1) = A (2) e — fzelA) 4 7oA [T £ (1) 0) do

0
= M (2) e 4 2 (2)

pour tout z € (0,1) et zo € L?(0,1) défini par :

1
2o (x) = —f30) 4+ 7)) [0 fo (2, 0) do.
0

On additionne la premiére équation avec la deuxiéme équation de (3.37)) , on

trouve :

1 1
[ (piNow + k (0, + ) wy) da + [ (paN X + bibyx, + K (0, +0) X + X + poz (2,1) X) da
0 0

1 1
= Ofm (f2 4+ A1) wdz + ({/)2 (fa + \f3) xdz,

alors

1 1 1 1
[ (piNow + k (0, + ) (we + X)) dz + [ (puXx + b, X,) do + [pyoxds + [pyz (z,1) xdz
0 0 0 0

= [ et Ao + [y (fs+ Afo) x
Mais
2(z,1) = M (2) e 4 29 (2) et v (x) = M () — fs.
Alors

1

1 1
{ (M ANow + k (0, + 1) (wa + X)) do + Of (P XX + b, x,) do + .({1”1 (M (z) — f3) xda

+0fu2 (¢ () A + 29 () xd = bfpl (fo+ Af1) wdz + Ofp2 (f1+ Afs) xda.
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Donc

1 1 1
S (01 Xow + k(0 + ) (wo + X)) dz 4+ [ (puX0x 4+ b0, X,) do + [ (g + pee ™)) Moxde
0 0 0

1 1
(1220 () = 1 f3)) xdw + Ofpl (f2 + Af1) wdz + 0f02 (fa+ Afs) xda.

(3.38)
On pose X = (p,7¢) et Y = (w, x) , alors on définit sur W = [H{ (0,1) x H} (0,1)]

o .

la forme bilinéaire b : W2 — R est défini par :

b(X,Y) = [(pNow+k (o, +1) (we+X) )daf+f(,02A Ux + bipyx,) do

O

1
+ [ (11 + poe) Mpxde,
0

Et la forme linéaire [ : W — R defini par :
1

1 1
= [ (pa20 (x) — py f3) xd + Ofm (fa+ A1) wdz + 0fp2 (fa+ Mfs) xda.

0

La résolution du systéme (3.37]) est équivalente a :

Trouver X € W, telle que :
b(X,Y)=1(Y), pour tout Y € W.

(3.39)

Maintenant, pour montrer I’éxistence et I'unicité de la solution de probléme
, on utilise le théoréeme de Lax-Milgram. Pour cela, on prouve que :
-W est une espace de Hilbert.

- La forme bilinéaire b (., .) est continue sur W x W.

- La forme bilinéaire b (., .) est coercive sur W.

- La forme linéaire [ (.) est continue sur W.

Il est clair que W est une espace de Hilbert.

Tout d’abord, on commence par :

% La continuité de la forme bilinéaire b :

On sait que b (., .) est une forme bilinéaire continue sur W x W si et seulement

s’il existe un ¢ > 0 telque :

1b(X,Y)| <c|X||w Yy, pour tout X,Y € W.
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Soient X, Y € W, on a :

b(X,Y)| =

1 1
[ (0 Xow + k (0, + ) (ws + X)) do + Of (P XX + bt x,) d

0
1

+ [ (1 + peA) M yda
0

1 1 1 1 1
PN [ pwlda + k[ |p,wel do + k[ o, x| do + k [ [Ypw,| dz + k[ x| da
0 0 0 0 0

1 1 1
0N [ x| dar + b [P xpda + X (py + paet ) [ x| da.
0 0 0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

b(X,Y)| <

IN

IN

<

2
o1 X el ol Kl el + R lleal I+ Rl Tl
(k4 oA+ A (g + e 0l DIl ol
L2 L2 2 2
max { A2, I b+ po X X (s + o) 0} (llel] llll, + Dl el
ol I+l Mol 120 Xl + el Xl
L2 L2 2 L L2 L2 L2 L2

max {p A%, K+ X (s + e 0} (el + 190 ) (Il + Il )
max {01)\2; k,k+ 02)‘2 + A (,u1 + ,UQG(_M)H_) ,b} X[ (1Y [l -

On pose ¢ = max {pl)\2, k k+ poA2 + A (,LL1 + ,LL26(_’\T)) ,b} , qui est positive.

Alors il existe un ¢ > 0 telque :

b (X, Y)] < el Xy Y]y -

Dong, b(.,.) est une forme bilinéaire continue.

% La coersivité de la forme bilinéaire b :

On a b(.,.) est coercive sur W si et seulement s’il existe un ¢; > 0 telque :

b(X,Y) > e ||X|Z, pour tout X € W.
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Soit X € W, ona :

b(X,X) =

Ot

1 1
(01)\2%02 + k(o + ¢)2) dx + of (P2)‘2w2 + bwi) dx + gﬂ (Ul + ,U2€(_)\T)) P da

1 1 1 1 1
= p N [@¥da + kf (@, + ) do + po N [Y2dr + b [2de + N (g + paeCA)) [92da
0 0 0 0 0

> min {p, A%k k4 oA + A (g + o) 0} (7 + loa 72 + 10117 + 10,1172,
> min {p Ak, kA A+ X (g + ppeCA) b (Hs@l\?{g + W!Iizol)
> min {p A%k, k4 A" + A (i + pe) 01X

On prend ¢; = min {pl)\z, E k+ po A2+ X (ul + /AQe(_’\T)) ,b}, qui est posi-

tive, alors il existe un c¢; > 0 telque :
b(X,Y) > ||XH12/V

Donc, b(.,.) est coercive sur W.
% La continuité de la forme linéaire [ :
Pour montrer que la forme linéaire [ (.) continue sur W; on va chercher un
co > 0 telque :
1Y) < ||V, pour tout Y € W.

Soit Y € W, on a:

1
L(Y)| = Of fo2o () — piy f3) de+fﬂ1 f2+>\f1)de+fP2 (fs+ Afs) xdx

1
= Ofl Py (fa+ Afs) + w20 () — ulfg)x|d93+0f|pl (fa+ A1) w| da.

On pose Fy = py (fa+ Afs) + pgzo (x) — py fs et Fo = py (fo+ Af1), alors :

1 1
f|le|dx+f|F2w|dx.
0 0
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

L1 < 1Al Il + 1220, Dl
< max {|B . 150, } (Il + D], )
< max (1P 18, } (g + e, )
0

< max{HFlHLz ; HF2HL2} 1Y [l

tel que co = max {||F1||L2 : ||F2||L2} . Donc il existe un ¢ > 0, telque :
[V) < el

Donc [ (.) est continue sur W.
D’aprés le théoreme de Lax-Milgram, il existe une solution unique X € W
telle que :

b(X,Y)=1(Y), VY e W.

% La régularité de la solution
D’aprés (3.29), onau= A p — f1 € H} et v = \p — f3 € H..
De ’équation (3.38), Siw =0, on a :

1 1

1
k[ (o, +9) xdz + [ (pA0x + bib,x,) de + [ (g + 1) Mpxdr
0 0 0

1

= [ ((o20 (x) — 11 f3)) xdx + Oflpg (f1+ \f3) xda.

0
En utilisant 'intégration par partie, on obtient :

1 1

1
k’of (¢, + ¥) xdz + Of (P A2x — b, X) da + Of (11 + ppe ™) Mpxda

(a0 () = i fo) i+ [y (F1-+ M)

I
o,

Alors

1
[ (b, + ko + puXth — by + A (g + po ™) 0 + 1y f — pia20 () — pofa — Apafs) xda = 0.
0
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On a y # 0, alors :

k@, + kY + pa X = bibyy + A (1 + 1o D) o uy f3 = prpz0 (€) = pofa — Apafs = 0.
Or ¢ = 1 (v + f3), alors :
1 , (1 Cam (1
0 = kpg+ k(W fs) |+ X (04 fa) | = 0up + A i+ 126 ™7) [ 5 (0 + fi)
i1 fz — pozo () = pafa — Apafs.
Donc
o(=A7) o(=A7)

Vo = Eput vt kfy oy y gy (aned?0), | (aned ™) g ()

— fa = 2 fa.

Alors ¢, € L?(0,1) donc, ¢ € H?(0,1) N H} (0,1).

De méme si y =0, on a :

1 1
_.[ (01 XNpw + k (0, + V) wy) da = Of,o1 (fa + A1) wdz.

On utilise 'intégration par partie, on trouve :

1
(PN 0w + b (Prp + ¥p) w) do = [py (f2+ A1) wila.
0

o .

Alors

1

f (101)\290 + k (Soxm + ¢x) - plf? - Aplfl) wdr = 07
0

mais w € Hj (0,1) .

On a w # 0, alors :

PN+ k (pye + 1) — prfa— Aprfi = 0,

mais ¢ = 5 (u+ f1), alors :

prAU A+ P A fL+ kg, + Kby — pifa — Ao i = 0.
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Alors

Pow = U= B~k B o+
Alors p,, € L*(0,1) donc, ¢ € H*(0,1) N H} (0, 1).
Donc, il existe U = (@, u,1),v,2)" € D(A) solution de (\I — A)U = U*
pour tout U* € ‘H. C-a-d Im (A — A) = H alors AI — A est surjectif, donc
A est maximal. Comme A est dissipatif et maximal alors 'opérateur A est
m-dissipatif. Et comme D (A) dense dans H, d’apreés le théoréme de Lumer-

Phillips, A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi groupe. =

Proposition 3.2 Le systhéme non-linéaire de Timoshenko avec retard ((3.12)

admet une solution unique.

Preuve. D’apreés la proposition précédente on a A est un générateur d’un
semi groupe de contraction et comme F € L' (0,7, X). En utilisant le théo-
réme on conclut que le systéme non-linéaire de Timoshenko avec retard
admet une solution unique.
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3.3 Systéme poreux-élastique amorti non li-
néaire avec deux retards

Dans cette section, en se référant a [9]), on va présenter le systéme poreux-
¢lastique amorti non linéaire avec un retard distribué pour les cas de vitesses
égales et non égales de propagation des ondes, sous des conditions supplé-
mentaires, puis on étudie I'existence et 'unicité de sa solution sous quelques

conditions imposées sur le terme non linéaire.

3.3.1 Position du probléme

On considére le systéme non linéaire avec deux retards suivants :

(

PUty — UUgy — b¢m = 07
Ty — Oy + buy + b+ z[ 9(p) by (t —p)dp (3.40)

ity b+ J s ()] & (2.t — 0) o+ (t) £ (6,) = O,

\ T1

ou (z,0,t) € (0,1)x (11,72) X (0,00) et p, i, b, 7,9, & et p; sont des constantes
vérifiant :
ué > b2
Pour les conditions initiales, c’est & dire & I'instant ¢ = 0, on a :
U(IL‘,O) = Uo(@» ut($a0> = Ul(flj), Va € (07 1)7
¢(x70> = ¢0($)7 (bt(x?O) = ¢t<x)7 \V/LU € (07 1)7 (34]‘)
¢t(x7 _t) = fO(xat)’ \V’(:E,t) S (07 1) X (077—2)7

et on a les conditions aux limites de Neumann-Dirichlet suivantes :

e (0,1) = up(1,) = ¢(0,8) = ¢(1,¢) = 0, Vt > 0. (3.42)
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Pour que le probléme soit bien posé c’est a dire pour assurer 1’existence
et I'unicité de ce probleme, on cite les hypotheses suivantes :

Hypothéses

H1 : La fonction g € C*(R;;R,) satisfait :

g(0)>0, 6d— [g(p)dp=1>0, [g(p)dp= go.
0 0

H2 : 1l existe deux fonctions différentiables non croissantes o, : R, —

Ry, t > 0 telles que :

g'(t) < —n(t)g(t), Vt >0 et lim _O‘;‘('g) _

H3 : La fonction f € C°(R,R) est non décroissante tels qu’il existe
trois nombres réels vy, vy, > 0 et une fonction strictement décroissante
G € C'([0,00)) avec G(0) = 0 et G est une linéaire ou strictement convexe

de classe C? sur (0,¢] et on a :
s'+ f2(s) S G (sf(s)), Vsl <e,
vils| < [f(s)] Swvals|, Vs| >e.
ce qui implique que sf(s) > 0 pour tout s # 0. La fonction f vérifie :
[F(@2) = f@0)] < ko[l + [a]*) [ = 9], Yn,p €R,

ou k’o,ﬁ > 0.

H4 : La fonction borné p,.[71, 7o) — R, vérifie :

72
[ |us(0)| do < py.
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3.3.2 Existence et unicité

On va utiliser la théorie de semi groupe pour montrer I’existence et 1'uni-

cité de la solution du probleme ({3.40)),(3.41) et (3.42). Plus précisément, on

va appliquer le théoréme (2.18). Afin de traiter ce probléme on introduit ces

deux nouvelles variables trés fréquent suivantes :

y(z, p, 0,t) = o, (x,t — op), Yz € (0,1), Vp e (0,1) et Vt >0,  (3.43)
et

n'(x,8) = ¢(x,t) — ¢ (x,t —5), V(x,t,s)€(0,1) xRy xR, (3.44)

Premiérement, il est facile de prouver que les deux fonctions y et n'

satisfait les relations suivantes :
oy:(z, p, 0,) + y,(x, p, 0,t) = 0, dans (0,1) x (0,1) x (0,00).  (3.45)

et
77§ + 771; = ¢t(x7t)7 ‘v’(m,t, S) S (07 1) X R—l— X R-‘-' (346)

On voit que pour p = 1, on a :
y(l', 17 0, t) = (bt(x:t - Q)a T € (07 1) et > 0.

Et pour p =10, on a:
y(% 07 Qv t) = qbt (‘/L‘>t) .

Alors, le probleme ((3.40|) est équivalent a :

P

PU — PlUgey — b¢x =0,
I01 — 1y 4 by + £ + Ofg(p)nim(p)dp + py0 + f|u2(9)| y(z,1,0,t)do + a(t) f(¢,) = 0,

T1
Qyt(xapu o, t) + yp(xapa o, t) = 07
77;; + 77?9 = th(l’,t),

(3.47)
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tel que (x,p,0,t) € (0,1) x (0,1) x (71,72) X (0,00), avec les conditions
initiales et les conditions aux limites de Neumann-Dirichlet suivantes :
[ 0(0.0) = w(1,1) = 6(0,8) = 6(1,1) = 0, 20,

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =ui(x), x € (0,1),

¢(2,0) = do(x), ¢4(x,0) = ¢y(z), = €(0,1),

y(x,p,0,0) = ¢y(x, —0p) = folx,00), =€ (0,1), pe(0,1)et g€ (0,72),
\ n'(z,0) =0, n°(z,s) =ny(x,s), (z,5)€(0,1) x R,.

(3.48)
Pour assurer ’existence et 'unicité de la solution du probléme ,,
on utilise la théorie de semi groupe.
Deuxiément, On réécrit le probléme sous la forme du probléme de Cau-
chy abstrait suivante :
U =AU +T'(U),
U (0) = Uy.
Ensuite, on prouve que A est un générateur infinitésimal d’'un Cy—semi

groupe et I' est localement Lipchitzienne dans H.

Soit U = (u,us, ¢, ¢y, y,n')T, on pose v = uy, ¥ = ¢, et o = n' alors

U = Uy, Yy = Py et o = 77;
donc, U = (u,v,¢,%,y,p)’. Représente la solution du probléme (3.47) et
(3.48) telque, d’aprés(3.47)), on a :
U = Hua:x + _¢$-
p p

D’autre part, on a :

[ b ¢ a(t)
O = Z0u—7 cb——fg P) (P p—— ——f [ua () y(2, L, 0, t)do——=F'(1)-
En utilisant 1’équation (3.45)) et le nouveau changement de variable, on voit
que :
—1
Yr = —Yp-
t 0 p
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De I'équation (3.46)), v = ¢, et p = n' on trouve :

= ¢ — Ps-
Enfin, le systéme (3.47)) devient :
(
uy = v,
Vy = %ux:c + %¢m>
¢t = ¢7
0
Yt = %ypv
Lo = Ve
(3.49)
On peut donc écrire :
Ult)=AU(t)+T(U(t)), Vt>O0,
() = AU () + T(U (1) 550,
U(0> = UO = (u07 Uy, ¢07 ¢17 f07 UO)Ta
ou lopérateur A : D (A) C H — H est définit par :
Ut v
I} b
Ut p Uz p¢$
nEaE N v
0
yt %lyp
P 77Z) — Ps
(3.51)
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et I' est donné par :

D(U) = . : (3.52)

et 'H est ’espace énergétique donné par :

H:= H!0,1) x L2(0,1) x H3(0,1) x L?(0,1) x L*((0,1) x (0,1) x (71,72)) X L,(0,1),

tel que :
120,1) = {q>eL2o1 fcb }
H0,1) = HY0,1)n L%0,1),
L,0,1) = {CIJ R, — H}(0,1) ffg dp<oo}

ot l'espace L,(0,1) est doté produit scalaire suivant :

(@1, ), ffg ) @12 () Pos (p)dp.

Maintenant, pour tout U = (u,v,é,¥,y, )" € Het U = (4,9,0,1,79, )T €

H, on peut facilement prouver que I'application (., .),, tel que :

. 1 1 1 1 1 1
<U, U>H = pfvids+ pfusids+ j [0dds+ €[ 664 +1[6,0,d + b (s + da0)d
0 0 0 0
R
+[ [ Jelua(o) yidodpdz + (0, @)1 o1)-
0071
est défini un produit scalaire sur H. Donc, H est un espace de Hilbert.

puis, le domaine de A est donné par :

UeH we H:NH! ¢ € H*NH,, ve H}, v € Hi(0,1), ¢ € L,(0,1),

D(A) =
Y, Yp € L2<<07 1) X (07 1) X <T177-2>>7 y(:c,O, o, t) = w,
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avec

HZ(0,1) = {® € H*(0,1) /P,(1) = ®,(0) = 0.}
Remarque 3.1 1l est clair que D(.A) est dense dans H.

Maintenant on peut énoncer et prouver ’existence et I'unicité du pro-

bléme (|3.50)).

Proposition 3.3 Lopérateur A qui est définit par (3.51) est un générateur

infinitésimal d’un Cy-semi groupe dans H.

Preuve. On montre que L’opérateur A qui est définit par est un
générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe dans H.

Pour obtenir le résultat ci-dessus, on doit prouver que A est un opérateur
m-dissipatif. On sait que A est un opérateur m-dissipatif si et seulement si :
1) A est dissipatif.

2) pour tout A > 0, Popérateur A\l — A est surjectif.

D’abord, on prouve que A est dissipatif c¢’est-a-dire on montre que :
YU € D(A) : (AU, U),, < 0.
Soit U € D(A), on a :
1 1 1
(AU U),, = pfv (“Um gb ) dx+pfumvxdx+jf¢ ((L]¢asx — %uw — %gb
0
~ 5 9(0)pae(p)dp — B4 — f |u2(0)| y(z, ,t)d@> da
0
1 1
+ [ovdr +1 [, dx + bf (uat) + v,0) dz
0 0 0

1172

+[ [ Jelua@)y (Zu,) dodpde + (g, —p, + V)1, o)

00711
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alors
1 1 1 1 1 1
(AU U),, = ,ufumvda: - bfgb vdx + ufuxvxdx + lf(ﬁmwdsc — bfuxwd:c — & [Ppda
0

—Mfg D) Poa(P dpdaf—ulftb d:v—fwf lua(0)| y(z, 1, 0,t)dodx

Tl
1172

+§f¢¢dm+lf¢ P, dw+bfuxwd:v+bfvx¢dm—fff \us(0)| yy,dodpdx

0071

donc
1 1 1 1 1
(AU U),, = ,ufumvdm - bfgb vda + p [uyvede + 1 ¢ abde — py [1*dx
0 0 0

1 1
—f wf luz(0)| y(x, 1, 0,t)dodx + 1 [ ¢, 1), dx + b [v,dd
0 0

117'2 1 o0

— [ [ [ luz(o Iyypd@dpdﬂf—f fg ). (P) 0, (p)dpde.

0071

(3.53)

En utilisant une intégration par partie et les condition aux bord, on trouve

qu’on a les équations (3.54)) , (3.55)) et (?7) :

u}ummvdx = [,uumv]iié — p}u$vzdx = —,ufluzvggd:p. (3.54)
0 0 0
1 1
lbf%wwdx = [lo,¥],= lf<l5 Ypdr = —lofﬁbx%dﬂ (3.55)
b}%vdw = blpv]i_, — bfd)vxdx = —bflvx¢dx. (3.56)
0 0

En substituant, les équations (3.54)) , - et (?7?) dans (3.53)), on a :

1172

(AU U),, = —ulfw dx — ff lus(0)| (. 1, 0, )dedz — [ [ [ us(0)] yy,dodpda

071 0071

—f f 9(P) @), (p)dpdz.
(3.57)

En premier temps, pour le troisiéme terme de(3.57)), on a :
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1172 1791

=[] el yypdedpdr = =3[ [ [ |ua0)l oy dpdeds
007y 0710
172

= =3/ [ |u2(0)|v? (x,1, 0,t) doda

071
172

+3 [ [ |ua(o (2,0, 0,t) dodz.

071

Mais, y (2,0, o,t) = 1, alors

1172 179 T2 1
fff 0)| yy,dodpdr = —%ff o) y? (7,1, 0, )deer%(f\ug(@)!dQ) [¢*da.
0071 071 T1 0

(3.58)

En second, pour le deuxiéme terme de (3.57)) on applique I'inégalité de Young,

on obtient :
172
071
2ff [uz(0)| (2, 1, 0. ) deda
071
(3.59)
Puis, en intégrant le dernier terme du membre droite de(3.57)), on a :
100
—f f 9(P) ¢y (P)ea(p)dpdz = L[ [q (p)2(p)dpdz. (3.60)
00

En remplacant les équations (3.58)), (3.59) et (3.60) dans I’équation (3.57)),

on trouve :

(AU,U),, < —ulfzb dr — %j]‘
+) (fm )de (fm |d@>f¢ dr

0)| v* (2,1, 0,t) dodx

17'2 1 00
071 00

< ( f\ug Id@>0fl Of:f p)dpd
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L’hypothése H4 donne que :
(AU, U) <0.
H

Donc, l'opérateur A est dissipatif.

Ensuite, on prouve que pour tout A > 0, 'opérateur A\l — A est surjectif.
Soit A > 0, on va démontrer que 'opérateur \I — A est surjectif (c-a-d :
Im (M — A) = H). En effet, pour tout F = (f1, fa, f3, fa. f5, fo)| € H, on
cherche un V' = (u, v, 9,1, y,¢) € D(A), telque :

(M —A)V =F (3.61)

En utilisant la définition de 'opérateur A et I’équation (?7?), on trouve :

(

)\U—'U - fleHi(O,1>,
PNV = [y — b, = pfo€ L2(0,1),
>\¢_¢ = ngH&(O,l),
0
+uyth + [ uz(0)| y(x, 1, 0,t)do = Jfi1€ L*0,1),
Aoy (z,p, 0,t) +y, (z,p, 0, 1) = ofs € L7 ((0,1) x (0,1) x (71,72)),
Ao — b+ @, = fo € Ly(0,1).

(3.62)
On va résoudre la cinquiéme équation du systeéme (3.62)) qui est :

Aoy +y, = ofs.

Pour la résolution du cinquiéme équation du systéme ([3.62)) qui est une équa-
tion différentielle linéaire de premier ordre non homogeéne, on utilise la mé-

thode des variation des constante , on trouve :

P
y(z,p,0,t) = e ¥ 4 ge 0 [X fr (2,0, p,1) do, (3.63)
0
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mais, on a :

o= ¢ (3.64)
En substituant (3.64)) dans (3.63)), on obtient :

P
y(z,p,0,t) = ¢, %+ ge™ % [ere0 fi (2.0, p,1) do.
0

On voit que pour p =1, 0n a :

1
Yy (I7 17 0, t) - ¢t6_>\g + Qe_AQfe/\gaff) (ZE, g, 0, t) do.
0

De méme, la solution de la derniére équation du systéme (3.62) est donné

par :
S

p = 6“{ (0 + fo (7)) €7dr.

Maintenant, on a trouvé les deux fonctions y et . Il reste de chercher que
les fonctions u, v, ¥ et ¢ sont existe.

On remarque que :
v=Au— fiet)=A\p— f3

Donc il suffit de montrer I'existence des deux fonctions u et ¢.

En appliquant le théoréeme de Lax-Milgram.

D’apres (3.62)) ,on a :

p)‘2u — HUge — b¢x = hl € LE(Ov 1)7

(3.65)
M3¢ - M4¢zx + bum = h2 € L2(07 1)7
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ou
T2
M3 = JN + €+ Aty 4 A [ uz(0)] e dp,

T1

fy = l+zog(p) (1 —e*) dp,
hi = pAfi+fa),

T2
hy = (JA+M1+I\Uz(9>!€‘AQd@> fst+Jfa

T1

T2 1
—Joluz(0)| e [ f5 (2,0, 0,1) do
0

T1

+Z°g<p>ekpjeT (6 + fy (), drdp.

On multiple la premiére (resp.la deuxiéme) équations de pari € H! (0,1)
(resp :@ € H; (0, 1)), et on utilise une intégration par partie sur l'interval
(0,1), on trouve :
1 1 1 1
[pNuidz + [pugtyde — [bo,ade = [hitdz,
% . ! . % . % ) (3.66)
0 0 0 0

pour tout i , ¢ € H (0,1) x H} (0,1).
On additionne les deux equations de (3.66)), on trouve :

1 1 1 1 1 N
pA? [uidz + p [ uztigde + py [ ¢dz + puy [ ¢,0,dx + b f (uxsb + aﬁf@)@@
0 0 0 0 0
1 1
0 0

On définit sur V = [H} (0,1) x H} (0,1)] la forme bilinéaire B : V2 — R et

la forme linéaire Y : V. — R par :

. 1 1 1
B <(u, &), (u ¢)) = A2 [uide + pfugiipda + g [odde  (3.68)
0 0 0
1 1
—i—/ufd)m&mdx +bf (ul-(% + ¢ﬂx> dx.
0 0

A 1 1 A~
Y(a,¢> = [hyide + [haoda.
0 0
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tel que V muni de la norme suivante :

2 2 2 2 2
I, o)y = llully + 10l + llually + [10:]l; -

On remarque que la résolution du systéme ((3.66)) est équivalente & :

Trouver (u,¢) € H!(0,1) telle que :

B ((u, ), (TA% ﬁAb)) =Y <fb, &5) , pour tout (@, g%) € H (0,1). (3.69)

Maintenant, pour montrer 1’éxistence et 'unicité de la solution de probléme
, on applique le théoréme de Lax-Milgram. Alors, pour cela, on prouve
que :

- V est une espace de Hilbert.

- La forme bilinéaire B (.,.) est continue sur V' x V.

- La forme bilinéaire B (.,.) est coercive sur V.

- La forme linéaire Y (.) est continue sur V.

On a V est une espace de Hilbert.

Tout d’abord, Il es facile de monter que la forme bilinéaire B et la forme
linéaire Y sont continues.

% Montrons La coércivité de la forme bilinéaire B :

On a la forme bilinéaire B (.,.) est coercive sur V x V si et seulement s’il

existe un § > 0 tel que :

B((u,9), (u, ) > B (u,$)|I}, pour tout (u,¢) € V.

Soit (u,¢) € V, on a:

1 1 1 1 1
B((u, ), (u,9)) = p\[ulds + p[ude + pg [¢*dw + py [¢2dx + 2b [u,pd.
0 0 0 0 0

Par contre on peut écrire

2 2
pug + 2busd + ji30” = 5 [M (Ux + ,%d)) + 13 (¢ + Mi;uz) + (u - z—z) ul + (ug - %) ﬂ .
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Mais on a :
pé > b
En déduire que :
pu2 4 20U, d + pzd® > % [(u — ;%) u? + (ug — %) ¢2] :
Alors
1 1
B((u. ), (u,0)) > pN [ulde+ py [$rde + 5
0 0
> oA ull2+ g 02 + 3 (
> min <p)‘27/1’47% (,LL - 2_2) )
> min <p/\27lj’47% (M - 2_23) )

(=)@ + (- 2) ¢

2 2 2 2
p= 2 lall3 + 5 (s — 2) Nl

2 2 2 2 2
= 2) ) (Il + 165,113 + a3 + 11)

(
(s = 2)) Iw )1}
)

On prend 8 = min (p)\2, u4,% </L — ﬁ) , % (,u3 — % ) , qui est positive alors

H3

il existe un g > 0 tel que :

B((u,),(u,6) = Bl(u ).

Donc, B (.,.) est coercive sur V.
D’aprés le théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution

unique X = (u, ) € V telle que :

% La régularité de la solution

D’apres I'équation (3.62), on a :
v=Xu—f1 € H (0,1),¢ = Ap—f3 € Hy (0,1) et y,y, € L*((0,1)x(0,1)x(71,72))
Sia=0¢e H!(0,1) dans(3.67)) , on a :

1 1 . 1 1
0 0 0 0
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En utilisant 'intégration par partie, on obtient :
1 1 ) 1 1
s [ppdr — puy [ dpppdr + b [uypde = [heddr,
0 0 0 0

alors

1 ~ A~
0

ona,qAb%Odonc:
,LL3¢ - :u4¢a:m + bul" - h‘2 = 0.

Or, ¢ = 1 (¢ + f3) alors :

Donc

1 1 b 1
Gue = 5 Hsth + Tty + —tt — —h»
Mg ° Ay Fq Hy

alors ¢, € L*(0,1). Donc ¢ € H?(0,1) N Hy (0,1).

De méme, si ¢ =0 € H} (0,1), on a:
1 1 1 1
Np [utidz + p[u,t,de + b pi.de = [hiadz.
0 0 0 0
On utilise 'intégration par partie, on trouve :
1 1 1 1
Np [uidr — p[ugade —bf ¢, adr = [hyidz,
0 0 0 0

alors
1

[ (N pu — pug, — bo, — hy) idx =0, Vi € HL (0,1).
0

On a, 4 # 0 donc :
Npu — gy — b, — hy = 0,

mais, u = 3 (v + f1), alors

1
Mo (X (v+ fl)) — Mgy — b, — hy =0,
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donc
A A b 1
Upy = _p/U + _pfl - _¢x - _hl'
peooopt ot
Alors, u,, € L?(0,1). Donc u € H?(0,1) N H! (0,1).
Dong, il existeV = (u, v, ¢, 1, y, ¢) € D(A) solution de (\[ — A)V = F, pour
tout F' € H, c-a-d Im (A — A) = H, alors \I — A est surjectif.

Donc A maximal.

On a A est dissipatif et maximal alors A est m-dissipatif. m

Lemme 3.1 L’opérateur I' définit dans (3.52)) est localement Lipschitzien
dans 'H.

Preuve. On montre que 'opérateur I' définit dans (3.52) est localement
Lipschitzien dans H.
On sait que I' est Lipschitzien dans H si pour tout U, UeHona:

s (), < w

o,

A~

Soient U = (u, v, ¢, 1, y,¢)T, et U = (4,0, ¢, 1, 9, )T dans H. On a :

rr-r ()], = [00=250.00) - (10025 (5) )|,
= (0007w =1 (9).00)") .
alors
[r@r=r(@), < Mollr@ =1 ()]0,

D’aprés 'hypotheése H3, on a :

|7 @) -1 ()]

< so (i ) o -5]

Par I'inégalité de Poincaré, on trouve :

12(0,1)

(R ] T ey e

12(0,1)
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Chapitre 3. Applications du semi groupe

alors
|£ @) =1 (), v, =,

alors, on obtient :

< kl‘

L2(0,1) £2(0,1)’

s ()], < w

o,

Donc, I' est localement Lipschitzien dans H. m

Proposition 3.4 Le probléeme (3.40), (3.41) et (3.42) admet une solution

UNIQUE.

Preuve. D’apreés les deux lemmes précédents, on a A qui est définit par (3.51))
est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe dans H et 'opérateur I'
définit dans est localement Lipschitzien dans H.

Appliquant le théoréme on voit qu’il existe une solution unique du

probléme. m
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| Conclusion générale

S’intéressant a l’analyse de problémes aux limites régis par des équations
différentielles et des systémes différentielles.

A travers le troisieme chapitre, on a exposé 'utilisations de la théorie
des semi groupes pour étudier I'existence et 'unicité des solutions de I’équa-
tion des ondes, le systeme de Timoshenko et le systéme de poreux-élastique
amorti, qui peuvent s’écrire sous la forme d’un probléme de Cauchy abstrait.

Plus précisément, on a donné des conditions nécessaires pour que les
problémes précédents soit bien posé, en utilisant, la théorie des semi groupes.

On a montré aussi que les solutions des problémes précédents définissent

un semi groupe fortement continue.
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