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Résumé

Lobjectif essentiel de ce travail est 'étude de l'existence et 'unicité de la solution généralisée
pour un probleme de Boussinesq avec une condition non locale en utilisant les techniques de
Faedo-Galerkin. Ce travail est composé de trois chapitres :

Nous avons débuté le premier chapitre de ce mémoire par des rappels de certaines notions pré-
liminaires fondamentales et les outils nécessaires pour ce travail et les inégalités utilisées dans
cette mémoire, et quelques théorémes.

Dans le deuxiéme chapitre : on a traité un probleme aux limites avec condition non locale pour
une équation de Boussinesq. En utilisant la méthode de Galerkin pour démontrer I'existence de
la solution faible du probleme posé.

Dans le troisieme chapitre, on a prouvé que cette solution est unique.

Mots clés : Espaces fonctionnelles ; Méthode de Faedo-Galerkin ; Conditions intégrales ; Equa-

tion de Boussinesq ; Solution généralisé.




The main objective of this work is the study of the existence and uniqueness of the generalized
solution for a Boussinesq problem with a nonlocal condition using Faedo-Galerkin techniques.
This work is composed of three chapters :

We started the first chapter of this thesis with reminders of some basic preliminary notions and
the tools necessary for this work and the inequalities used in this thesis, and some theorems.

In the second chapter : we dealt with a boundary problem with nonlocal condition for a Boussi-
nesq equation. By using Galerkin’s method to demonstrate the existence of the weak solution of
the problem posed.

In the third chapter, we proved that this solution is unique.

Key words : Functional spaces ; Faedo-Galerkin method ; Integral conditions ; Boussinesq equa-

tion ; Approximate solution.
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Nous utilisons les notations suivantes tout au long du travail
2 : un ouvert borné de R".

0} : la frontiere de €.

|©2| : mesure de Lebesgue de 'ensemble (2,

|0€2| : mesure de Lebesgue de frontiere de .

x :un point de R"; z = (1, x9, ..., x,) et do = dx1dxsy...dx,.
7n : la normal unitaire extérieure a €.

A : opérateure différentielle est appelé Laplacien.
i=n 827,6

Au=2001 5




’ Introduction \

Lobjectif de ce travail est d’étudier le probleme de valeur aux limites mixtes non local suivant
pour I'équation de Boussinesq a mémoire pour tout (z,t) € Dy = Q x (0,7"), ot §2 est un domaine

borné dans R™ avec la frontiére OS2
t
vy — &P Av — B2 Avy —I—/ h(t—s)Av(s)ds=[v]" v, (z,t) € Qx(0,T), (1.1.1)
0

avec les condition initiale

v(x,0) = vy (), v(x,0) =0y (z), x€Q, (1.1.2)
et la condition intégrale
Ov ¢
— =g(z,1) —i—/ /v(f,u) dédu, (x,t) € 02 x (0,T), (1.1.3)
on 0J/9
2(N —1)

0 . e s
ou2 < p< N > 3, a—u désigne la dérivée normale, 7' < oo, h(.) : Ry — R,

;
et g(x,t), h (t)],vvo (i) , et v; (z) sont données des fonctions satisfaisant des conditions précisées
ultérirurement.

Les équations de Boussinesq décrivent un grand groupe de phénomenes des vagues dispersives
non linéaires, tels que la propagation des vagues longues sur la surface d’eau peu profonde. Le but
de ce type de modélisation est de réduire les problemes de trois dimensions a deux dimensions.
Les équations de Boussinesq ont une forme différentielle facile par apport a celles d’Euler ou de
Navier-Stokes, qui peuvent poser des difficultés dans leur approximation numérique. Les équa-
tions de Boussinesq possedent une structure hyperbolique combiné avec des dérivés d’ordre élevé
pour modéliser la dispersion des vagues. Le point de départ pour lamodélisation des vagues d’eau
sont les équations de Navier-Stokes incompressibles. Cependant, la modélisation mathématique
de ces équations est un probléme en trois dimensions avec une limite de surface libre, les équa-
tions de Boussinesq décrivant les modeles des vagues d’eau peu profonde en deux dimensions.
Les différentes formes des équations de Boussinesq
Les différentes possibilités des équations de Boussinesq dans le choix de la grandeur de la vitesse.
Dans la plupart des cas, on choisit la vitesse a un niveau d’eau arbitrair. La performance du modele
résultant est treés sensible aux propriétés de la propagation. Le bon choix de la variable de vitesse,
augmente considérablement 'amélioration de la propagation des vagues.

Il y a des différentes équations de Boussinesq, les plus importantes :

1. Boussinesq’s Boussinesq Equation (BBE) : manque le quatrieme dérivé mixte.




2. Boussinesq Paradigm Equation (BPE) : une application non linéaire sous la forme générale
suivante :
vy = A (U — av® + Byoy — BQA'U) ,

ol v est I'élévation de la surface, 3, et 3, sont deux coefficients de la propaguation, et « est un
parameétre d’amplitude.

Lobjectif de ce mémoire est de donner I'application de la méthode de Galerkin dans I'étude de
I'existence du solution généralisée d’'un probleme mixte avec condition aux limites non clasique
Introduction sique pour une équation de Boussinesq de n-dimensions.

La méthode de Galerkin est une méthode trés générale et tres robuste. lidée de la méthode est la
suivante :

Partant d'un probleme posé dans un espace de dimension infinie. On procede d’abord a une
approximation dans une suite de sous espaces de dimension finie.

On résout ensuite le probleme approché, ce qui est en général plus facile que le résoudre
directement en dimension infinie.

Enfin, on passe d’une facon ou d’'une autre a la limite quand on fait tendre la dimension
des espaces d’approximation vers 'infini pour construire une solution du probleme de départ. Il
convient de noter qu’outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit généralement
un procédé constructif d’approximation.

Ce travail est composé de trois chapitres : Nous avons débuté le premier chapitre de ce mémoire
par des rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires pour ce
travail et les inégalités utilisées dans cette mémoire, et quelques théoremes. Dans le deuxieme
chapitre : on a traité un probleme aux limites avec condition non locale pour une équation de
Boussinesq. En utilisant la méthode de Galerkin pour démontrer 'existence de la solution faible

du probleme posé. Dans le troisieme chapitre, on a prouvé que cette solution est unique.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

Le présent chapitre est consacré aux rappels essentiels des notions et des concepts de base
d’analyse utilisés tout le long de ce travail. Nous rappelons quelques définitions, théorémes, co-
rollaires, lemmes et résultats de base sur les équations différentielles, les systemes différentiels,
et les équations aux dérivées partielles, ainsi qu'un petit rappel sur I'analyse fonctionnelle. Pour

plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

1.2 Convergence faible*

1.2.1 Définitions et premieres propriétés
Definition 1.1 Une suite (f,,)nen d’éléments de E' converge faible* vers f dans E', et on notef, — f,
st

(fu,x) — (f,x)  pourtoutz € E.

La limite faible* est toujours unique car si f et g sont deux limites faible* de ( f,,)nen, alors (f — g, x) =

0 pour tout = € E, puis par passage au sup en z, il vient d’apres la définition de la norme dans E’

que [|f = gllp = 0, soit f = g.

11



Chapitre 1. Préliminaires

1.3 Espace de Hilbert

1.3.1 Espace normé et espace de Banach

On appelle norme sur un espace vectorielle £ une application de E dans R* telle que : (si on
note ||v|| la nome de v)
1. ||[v]|=0«<=v=0.
2. |Ju+v|| < |lul| +|]v]| (inégalité triangulaire ).
3. || || = Al ||v]|, Yv € E, VA € R ouC.
On appelle distance associée a la norme ||.|| la quantité (d (v, w) = ||v — w]| ).

Remark 1.1 ((E,||.|| ) est un espace Normé ).

Equivalence des normes

Definition 1.2 Soit ||.||; et ||.||, deux normes sur V' on dit que ces deux normes sont équivalents s’il

existe deux constantes c; et cy strictement positives telles que
Vo eV, e ol < [Iolly < e ol -

Definition 1.3 ( Suite de Cauchy ) Soit (E, ||.||) espace normé et u,, une suite d’éléments de E telle
que

Ve >0, dng, Vn,m > ng = ||u, — unl| <e.

La suite u,, s’appelle une suite de Cauchy.

Definition 1.4 (Espace Complet ) Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si

toute suite de Cauchy u,, de Uespace E est converge vers un élément u de F.

Definition 1.5 (Espace de Banach ) Soit (E,||.|| ) un espace normé, on dit que E est un espace de
Banach si E est un espace complet c-a-d toute suite de Cauchy de Uespace E est convergente vers un

élément u de E.

1.3.2 Espace de Hilbert

Definition 1.6 (Produit Scolaire) Soit E un espace vectoriel, on appelle application de E x E dans
le corps C définit par (.,.) : E x E — C, un produit Scalaire si

1. (u,v) = (v,u) pour tout u,v € E.
2. (Aug + ug,v) = X (ug,v) + (ug,v), pour tout uy,us et v € E, et X € C.

1.3. Espace de Hilbert
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3. (u,\v) = \(u,v) tel que \ € C.
4. (u,u) >0et (u,u) =0< u=0.

Definition 1.7 ( Espace de Hilbert ) Un espace de Hilbert est un espace de Banach (E, ||.||,) espace

normé complet) muni d’un produit scalaire pour la norme associée

0l [ g = (u,0)? (ie) [Jull} = (u,u).

Lemma 1.1 Soit Q un ouvert de R"; Lespace L*(9)) est définit par

_ >
L*(Q) := {u : Q — R : /u mesurable sur () et (/ u(z))? dx) < oo}.
Q
Est un espace de Hilbert munit de la norme suivante

lull 2y = = [lull,

- (/Q]u|2dx)%.

(u,0) 2 = (/Qu (z)v (2) dw) pour tout u,v € L*().

Et de produit Scalaire

1.3.3 Eléments orthogonaux. Supplémentaire orthogonal

Definition 1.8 Soit E un espace muni d’un produit scalaire. Chaque fois que (x,y) = 0, nous dirons
que les éléments x et y sont orthogonaux et nous le noterons = L y. De toute évidence, I’élément nul

de E est orthogonal a tout élément de E.

Definition 1.9 Un ensemble L dans un espace vectoriel E s’appelle variété linéaire (ensemble li-
néaire) si pour deux éléments quelconques x et y € L et deux scalaires \, y; la combinaison linéaire

Ax + py € L.

Definition 1.10 Soit L une variété linéaire dans un espace de Hilbert H. Lensemble des éléments de

H orthogonaux a L est appelé supplémentaire orthogonal de L et est noté L.

Theorem 1.1 Soit L une variété linéaire dans un espace de Hilbert H. Alors, pour que L soit dense
dans H, il faut et il suffit que L+ = {0} .

1.3. Espace de Hilbert
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1.3.4 Systéme orthonormal

Definition 1.11 Soit (E,), ., une suite de sous espace fermé de E, on dit que E est une somme
Hilbertienne de (E,),,.y, notée E = ®, F,, si

1. Les (Ey), .y sont deux a deux orthogonaux : (u,v) = 0, pour tout u € E,,, v € E,, m # n.

2. Vect m = FE.

Definition 1.12 (Base Hilbertienne) Une base Hilbertienne est une suite (e,,), .y déléments de E tel
que

1. |len]| =1, VneN, (en, e,) =0sim #n, (e, L e,, m#n).

2. et Vect (e,, n € N) = FE.

Definition 1.13 ( Espace Séparable ) Un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable

dense est dit espace Séparable.

Theorem 1.2 Toute espace de Hilbert Séparable admet une base Hilbertienne.

1.4 Espace de Sobolev

1.4.1 Espace de Sobolev d’ordre entier H™

Definition 1.14 Soit §2 un ouvert de R™ et m un entier naturel, on appelle espace de Sobolev d’ordre

m et on note H™ (), Uensemble
H™(Q) := {u: mesurable tel que D*u € L*(2), Ya € N", |a| < m}.
Ou: a = (a,as,as, ..., a,) € N"est un multi-indice et

lal
Doy 0%y
= e A
axlaw...@xz

Désigne la dérivé d’ordre a aux sens des distributions

la| : =a1+as+...+a,

n
.= E Q;.
i=1

1.4. Espace de Sobolev
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Quelques propriétés des espaces H™ ({2)

Soit © un ouvert de R"*

1. On munit 'espace H™ (2) par le produit Scalaire

(U7U)Hm(9) - Z (DaU,DaU)Lz(Q)
la|<m
(s V) 20y + Z Du, D) 2(qy » Yu,v € H™ ().
1<lal<m

2. la norme associée est donnée par

a, 12 m
el ey == | D [1D"ullf2q) | » Vu€ H™(9).

lal<m
De plus il est bien connu que ce espace est un espace de Hilbert.
3. Pourm =0ona H®(Q) = L?(Q) et pour tout m; > my; H™ (Q) C H™ (Q) et H™ C H™ ! C
.. C H' C H° = L*(Q) ( injection continue ).
4. Pour tout m > 0, H™ (2) est un espace séparable.

1.4.2 Espace de Sobolev W™P

Definition 1.15 ( Espace L? () )
Soit  un ouvertde R" et 1 < p < <.
On définit Uespace des classes des fonctions L? () par

L (Q) = {u : Q — R, u mesurable, / lu (2)" dz < oo}.
Q
Est muni de la norme

lullpoy = = Ilull,

Definition 1.16 ( Espace L> (£))
Soit Q2 un ouvert de R™, on définit aussi U'espace L> (X)) par
L*(Q) := {u: Q — R,u mesurable, 3¢ > 0, telle que |u (z)| < ¢, p.p sur Q}.
Il sera muni de la norme du sup —essentiel
ull ey = = llullsg
= esssup |u (z)|

€

=inf{c: |u(z)| < ¢ p.psurQ}.

1.4. Espace de Sobolev
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Proposition 1.1 Pour tout 1 < p < oo, LP () est un espace de Banach.
Remark 1.2 Lespace L” (Q) est un espace de Hilbert si (p = 2), (i.e) (L? () est espace de Hilbert).

Definition 1.17 ( Espace de Sobolev W)
Soit 2 un ouvert de R, m > 1 et p un nombre entier tel que 1 < p < oo, on définit Uespace W™ (1)

comme suite
WmP(Q) :={u e L* (), tel que D*u € LP (), Va € N, |a] < m}.

Ou: a = (ay,as,...,a,) € N, est un multi-indice et

olal

D% = ———————
Oz, 0z3...0%n

avec

la| - :Zai
=a;+as+ ... +a,.

Definition 1.18 ( Espace H} ) Soit Q un ouvert de R"™;

1. On appelle H} I'adhérence de C> (Q) dans H' ce qui on note aussi H} = C= (Q)
2. Pour m >0, 1 < p < +00, on définit le sous-espace W’ () de W™? (Q) comme Uadhérence de
C> (2) dans

H1()

W Q) W (@) = CE (@)
Est le produit scalaire de W, () est défini par
(W V)yong = /Q (uv + uzv,) do

= (U, 0) () + (Uas V2) 12y -

Quelques propriétés des espaces WP ((2)

Soit Q2 un ouvert de R".

1. Tespace W™ () est muni de la norme

||u||WmaP(Q) : —||u||zlﬂ

- /Zza: 8‘“823 dan
= [|ull» + Z [ D ull, -

1<]al<m

hSA

P
dx

1.4. Espace de Sobolev
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2. Lespace de Sobolev W™ (1) est un espace de Banach.
3. Pourp=2: W™2(Q)= H™(Q) est un espace de Hilbert.
4. Pourm =0: W (Q) = L* (Q).

1.5 Linjection continue et compacte

Definition 1.19 Soient (E, ||.||) et (F,||.|| ;) deux espaces de Banach tels qu’il existe une application
linéaire injective de E dans F| cette application permet de considérer E comme un sous-e.v.de F' on
notera £/ — F on dira que cette inclusion est :

- Continue : et on notera E —continue I $'Il existe une constante ¢ > 0 telle que ||u|| < ||ul|; pour
toutu € E.

- Compacte : notée E —compacte F' Si de toute borné dans E (pour la norme de E) il est possible
d’extraire une sous-suite qui converge dans F' (pour la norme de F’) .

- Dense : si pour tout (u € F) il existe une sous-suite (u,) C E telle que lim,, . u, = u (la

convergence étant pour la norme de F).

Lemma 1.2 [27] Soit 2 un ouvert de R" et de classe C'. Alors H' — LP, est continue si 1 < p <

2N
— ) N > 3.
N—Q’ -

1.6 Quelques Inégalités utiles

Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soit 2 un ouvert de R" (2 C R")

u,v € I2(Q); /Q]u(x)v(mﬂdxé (/Qyu(x)Fdxf (/{Jv(m)ﬁdm)é,

(i) vl pagay <l Wl -

Inégalité de Young

Soit p et ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation suivante

1 1
S =1
P q

Alors V (a,b) € R* on a

P q
ap| < 12C 4 1OF
p q

1.5. L'injection continue et compacte
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Inégalité de Young avec ¢
Pour tout € > 0 et (a,b) € R on a

€2 1 2
Jabl < af” + - b7

Formule de Green

La formule de Green sur un domaine ) est définie par

/Auvd:v: @vda—/Vu.Vvdx.
Q an 01 0

Lemma 1.3 [28] (Inégalité de trace) Soit v € H'(Q), et soit Q un ouvert de R, de frontiére
09, alors

v? (2) dSy < g llv ()10
00

ol vy, est une constante positive dépendant uniquement du domaine ).

Lemma 1.4 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0, A € L'(0,7), A > 0 p.p. et C;, Cy > 0. Soit
f e LY(0,T), ® > 0 presque partout, telle que \® € L' (0,T) et

ft)<Ci+Cy (/Ot)\(s)f(s)ds), ppte(0,7).

Alors on a .
f(t) < Crexp (CZ/ A(s) ds) , ppte(0,7).
0
Proof. On a
{<t) <1, (1.5.1)
Ci + Gy (fo A(s) f(s) ds)
on multiplie (1.5.1) par f (¢) et intégrant de 0 a ¢, nous avons
! f(s)A(s) '
/0 Crt Ca (A (@) F () da) ™ = /0 Als)ds,
alors . .
In |C,+C A d —In[C A(s)d
n{l—i— 2(/0 (s) f(s) s)} n| 1]§/0 (s)ds,
donc

Ci + Cy </Ot)\(s)f(s)ds> < Cyexp (/Ot)\(s)ds),

1.6. Quelques Inégalités utiles
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et comme ,
e ([ A6 reas),
0
alors .
F0 < e (G [ M@ ds), pote 0.7).
0
La preuve du Lemme 1.4 est compléte. m

2(N —1)

— N>
N_27 -

Lemma 1.5 Soit Q C RY un ensemble ouvert et borné de frontiére 9. Soit 2 < p <
3. Alors il existe une constante C,, dépendant de p, N et (2 telle que
-9 —9 2
H|U1’p vy — |vgf” U2HL2(Q)

1
N

2
<G [H (ol + leallimnay) ™+ (ol + ||v2||H1(m)”] o1 — vall %y
pour tout vy, vy € H* (Q).
Proof. On a
[l u — o]~ ]

/01 [0+ 0= o) (=) d‘)‘

do

_ @—1HU—M/QW+HW—UW4d0

< (p—1)fu—1 IIZIPQ :
tell que w = |u| + |v|. Et en appliquant I'inégalité de Holder’s, on obtient
‘p—Q

H]u u—]v|p_2vH

>
= (/ ||u]p*2u — \v|p2v}2d:ﬂ>
Q
<0 ([ o= oP i)
Q N N
<(p-1) (/ lu — v|2adx) </ ]w|(2p4)a/da:> , pour tout o > 1.
Q Q

2N
Noter que, H! — L7, 1 < ¢ < 2* = N o N >3, et|v]l. <Cyllvlln, Yoe HY, 1< g <2~

N
2+ N / o —2 N
2

2

Choisira = 5 = 75, ona o = i
N—

0]
%
<Kﬂu—vﬁ%&) = o e

< Co |Jlu— vl -
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2N — 2 2 . \
Par la condition 2 < p < N3 :2+—2; N > 3 est équivalent a
2N
0<(2p—4)ad <2* = ——
nous considérons donc deux cas C?mee suit.
2
Casel. 1< (2p—4)d/ <2 = ——;
<(@2p-4)d < N3

_1
2 74 ’ 2a/
(jﬁ|u4<p o dm) T

< (Capp-2or HwHHl)p

-2

= Cpp22 o H'U}H
2N
Case2.0<f8=2p—-4)d' <1< = —:
<B=02p—-4)a < N5
|w|(2p74)a’ _ |w|ﬂ
< 1+l

alors

(/ |w| =’ d:r:> "< (/ (1+ |w|)dx) da3e
0 "

< (190 + 102 )™
<(

9] + 1912 ]l ) ™

1

1

< (1920 + 1212wl )
1 1 L
< IQIF + 190 w1
Par conséquent, dans les deux cas, on obtient
1
’ 2a’ 1 1 1
([ 1ut®r=0 o)™ < jat + 100w I, +C7 ol
Q
Ainsi

H|u|p72u - |v|p721}H <(p—1)Cy

U_UHHl

1 1 1
x (191 + 1917 JwlF + % Il
< Dy llu =l [L+ ol o + 2]
L —2
< Dy [1 (ull s + o)™ + (el + o))

X lu =l g1 -
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La preuve du Lemme 1.5 est complete. m
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Chapitre 2

Létude de I’existence de la solution faible
du probleme posé par ’application de la

méthode de Galerkin

2.1 Introduction

La méthode de Galerkin est une méthode, ou plutot une famille de méthodes, trés générale et
trés robuste. Son idée est la suivante. Partant d'un probleme variationnel posé dans un espace
de dimension infinie, on procéde d’abord a une approximation dans une suite de sous-espaces de
dimension finie. On résout ensuite le probléeme approché en dimension finie, ce qui est en général
plus facile que de résoudre directement en dimension infinie. Enfin, on passe d’une facon ou
d’une autre a la limite quand on fait tendre la dimension des espaces d’approximation vers I'infini
pour construire une solution du probléeme de départ. Il convient de noter que, outre son intérét
théorique, la méthode de Galerkin fournit également dans certains cas un procédé constructif
d’approximation. On pourra consulter pour de nombreux exemples d’utilisation de la méthode de
Galerkin, principalement pour des probléemes d’évolutions.

Dans ce chapitre, on considere un probléeme de Boussinesq avec une condition non locale. En
utilisant les techniques de Faedo-Galerkin, on démontre I'existence d’une solution faible du pro-

bléme considéré en passant a la limite.

22
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2.2 Lespace d’approximation de Galerkin d’ordre m

Definition 2.1 Soit (V') un espace de Hilbert séparable et {V,,}, _y.une famille d’espace vectoriels

de dimension finie vérifiant les axiomes

1. V,,CV, dimV,, < oo.

2. V,,—V quand m — +oo.

Au sens suivant : il existe K sous-espace dense de V, tel que pour tout u € K, on peut trouver une

suit {tm },,c y+ Verifiant : Pour tout m , u, € V,, et u,, — u dans V lorsque m — oo.

Lespace V,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre m.

2.3 Le schéma de la méthode de Galerkin

Soit (P) le probleme exact pour lequel on cherche a montrer I'existence d’une solution dans un
espace de fonction construit sur un espace de Hilbert séparable (V') . Soit (u) la solution unique
du probléme (P).

Apres avoir fait un choix d’'une approximation de Galerkin (V},) de (1), il convient de définir un
probléme approché (P,,) dans I'espace de dimension finie (V},,) ayant une unique solution (u,y,).
Le déroulement de I'étude est alors le suivant :

étape n’1 : On définit la solution (u,,) du probleme (P,,).

étape n’2 : On établit des estimations sur (u,,) (dites < estimation a priori > sur u ) qui tra-
duisent que (u,,) et uniformément bornée.

étape n3 : Par utilisation des résultats (u,,) et uniformément bornée, il est alors d’extraire de

{tm },,en+ UNE sOUs -suit {1, } qui a une limite dans la topologie faible des espaces qui inter-

meN*
viennent dans les estimations de I'étape n°2.

Soit alors (u) la limite obtenue.

étape n°4 : On montre que u est solution du probléme P : Donc la solution cherchée d’aprés
I'unicité.

étape n°5 : Résultats de convergences fortes.

Notre objectif est de construire un procédé d’approximation qui nous fournit a la limite une

démonstration de 'existence de la solution, ce procédé revient a approcher u (z,t) comme com-
l=m

binaison linéaire de « fonctions de bases » 1, (x) telle que v™ (x,t) = Z fi(t) Y, (x) ou les f; (t)
=1

sont alors solutions d’un systeme de m équations différentielles linéaires.

2.2. L'espace d'approximation de Galerkin d'ordre m
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2.4 Solution de I’équation de Boussinesq avec une condition

non locale

Maintenant, nous énoncons les hypothéses générales :

2(N —1)
H,) 2 —— 2 N > 3.
(Hy) 2<p< N5 >3

(Hy) h(t) >0eth (t) <0, pour toutt > 0.

(H3) o> —h > OOilh::/ h(s)ds.
0
(Hy) g€ L*(0,T;L*(09)), ¢, ¢" € L*(0,T; L* (09)) .

Maintenant, soient V' (D) et W (Dr) deux ensembles des espaces définis respectivement par
V (Dr):={ve H' (Dr):v € H (Dr)},

et
W (Dr):={ueV (Dr):u(z,T)=0}.

Nous avons I’équation suivante

(et (1) s (8)) Ly — @ (A0 (8) 1 (8) 2y
—p? (Avg (), u (t))L2(DT)

+ h(t—s)Av(s)ds,u(t
([re-vavmsue)
= ("0 (), ut)) 2, - (2.4.1)

(++)12(p, désigne le produit scalaire dans L? (Dr), v la solution de (2.4.1) ; et u € W (Dr). Apres

l'utilisation la Formule de Green; une intégration par partie et les conditions aux limites dans

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale
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(1.1.2) et (1.1.3), on obtient
— (e (8) ;e (1) 12pyy + 0 (VO (1), VU (t)) 2,
—B* (Vg (1), Vuy (1) L2(py) — (/0 h(t—s)Vuv(s)ds,Vu (t))

= (14(0),u(0)) 120y + B (Vvr(0), Vu(0)) 12

L2(Dr)

(x,t)v(t)dS,dt

| s
+a? /OT /m{ /Ot /Qv (€, 1) dgdu) u(t)} dS,dt

o [ L () oo
[, ()]s

)
T/aQK/ozh(tS Sfde)u ]dsczt
- /m {((/Og(ts){//v(&u)dgdu} )u@)}dsxdt

S (T C) J (2.4.2)

Definition 2.2 Une fonction v € V' (Dr) est appelé une solution généralisée du probléme (1.1.1) —
(1.1.3), si elle satisfait I'équation (2.4.2) pour chaque u € W (D7) .

Nous donnons maintenant le résultat de 'existence d'une solution au probleme (1.1.1)—(1.1.3) , et

le prouver a 'aide de la méthode de Galerkin.

Theorem 2.1 Si (vg,v1) € (H* (Q))? et (Hy) — (Hy) est vérifide, alors il ya au moins une solution
généralisée dans V (Dr) de probléme (1.1.1) — (1.1.3).

Proof. Soient {¢, ()}, un systeme orthonormé fondamental dans H"* (), (i.e) (¢, (x), ¢y, (x))g =

d1%- Nous cherchons une solution approchée v™ (x,t) sous la forme

=Y v (@)

ou f; (t) sont des fonctions définis par les conditions

fr(t) = (@ (2) 0" (2,8)) 2y s L= 1o

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale
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Et peut étre déterminée cette relation

(v (z,t) ¥y, (2 )) 2 (Vo™ (af;,t Vb (%)) 12 L2(Q)

+8% (Vull (z,t), Vi, (z )20 ( h t—s) Vo™ (s)ds, Vi, (m))

O

L2(Q)

= o [ g0 v @ ds, +o " () dsdu>wk<x>ds
o0

O

+32 | (, 1) 1y (x)d5x+52 ., ( /0 /Q Ui (f,u)dfdu) Uy () dS
_/m </th(t—5)g(x,s)d8) Wy () dS,
_/m</ (i) {(// (& ) dfdu)}ds)zwk( )ds

+ (" P20 (1) (7)) g - (2.4.3)

Par le théoreme de Carathéodorie [30], il existe une solution f; (t), | = 1,...,m, t € [0,t,,) . Nous
avons besoin d’estimations a priori qui nous permettent d’étendre la solution a 'ensemble du
domaine [0, 7] . Ainsi, pour tout m il existe une fonction v™(z,t) satisfaisant (2.4.3) . Maintenant
on va obtenir les bornes pour v™ qui ne dépend pas de m.

Dans la premiere estimation clé, nous mettons

S™ (1) = o™ (s q + 107" ()12 - (2.4.4)

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale
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Pour ce faire, on multiplie chaque équation de (2.4.3) par I'approprié f; (t), ajoutons-les de 1 a m

et ensuite intégrons par rapport a ¢t de 0 a 7, avec 7 < T, nous obtenons

(v (8) 07" (1) p2poy + 0 (VO™ (£) , VO (8) 2,
+62 (Vo (8), Vo (1) 2,

- ( /0 Bt — 5) Vo™ (s) ds, Y (t))LQ(DT)
= az/OT/mg(a:,t)vZ”(t)dedt
+a? / /m (/t/vm (& 1) dfd,u) v (t) dS,dt
+ﬁ2/0 /antt z,t) v (t) dS,dt
f L[ fr s
/o/a (/ (t—s) g(a:,s)ds)v;”(t)dsxdt
Lo fensala) s

+

+ (|U | Ut (t))L2(DT) . (245)

Evaluation de chaque terme de (2.4.5). D’aprés une intégration par partie, on obtient

), v (t))L2(DT

(vit (1),
= // v (£) v (t) dtdx
= // th o ()} dtda
= /]v \dx——/\t )P dx

= —IIU (M z2@) — ||vt (0)IZ2 (g - (2.4.6)

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale
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et
(t), Vo ())LQ(DT)

= // Vo™ (t) . Vo (t)dtdx

= // 2dt{|vvm (t)|2}dtdx

:—/|v |dx——/|V 0) dz

= _va ()HL?(Q) HVU ()HLQ(Q)a (2.4.7)
et

B2 (Vg (1), Vo ())L2(

= B // Vi (t) .V (t) dtdx

= // 2dt{|Vv,§"(t)\ }dtda

:5/|v |d—_/|wt )2 da

I O — S IV Oy 2.4
et

/82

/ 89(\//u#€ud€du)vt()d3dt
= 52/

([orenac [ o) o was.
0 0N Q Q
_ 2 m m
= p /0 o (/Qvt (&1) d€> vy (t) dSydt
—B? i /8 ) ( /Q vy (€,0) dg) o™ (t) dS,dt. (2.4.9)

_ (/Oth(t — 5) Vo™ (s) ds, Vol (t)) ,

L2(D-)

(/h (t —s) Vo™ )ds,Vvl”(t))
12(D,)

_ /0 [ / h(t — 5) (Vo™ (s),VvZ”(t))p(Q)ds} dt. (2.4.10)

0

\\

T
T

S—

3

Calculons la partie

on a

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale
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En utilisant

Vo™ (z,5) .V (z,t)

on trouve

{|Vv ,s) — Vo™ (z,t)]? }———{|Vv

2dt 2dt

— [ =) (707 6) T (1) 20

AE@—Q/(Mﬁww )_wwwwm)ﬂw
_/Oth(t—s)/ <2dt{|w x,t)|2}> drds
%/Uth(t—s) (E{/ﬂwvm (z,5) — Vo (:E,t)|2dx}> s
_%/Oth(t —5) (% {Iwem (t)||iz(9)}> is.

D’aprés une intégration par partie, on obtient

ou

%/Uth(t—s)%{/|va(x,s)—va(x,t)|2dx}ds
t%{ t—s)(/|VU (z,5) — Vo™ (2, ) dm)}ds

N | =
\

—%/ Wt — ) /|w 2.8) — Vo (2, 4)| dm)ds
%di{/ Wt s)/m £,5) — Vo (z,0)] dxds}
—%/h’t—s (/|Vv z,8) — Vo™ (z, ) d:c)ds
S {(ho V™) (1) — 1 (o V™) (1),

(hoVuw)(t) = /0 h(t—s) /Q |V (z,5) — Vw (2,t)|? dads.

D’aprés une intégration par partie, on obtient

N~ NI~ N~

; /Oth@ ) (% {Iive <t>||i2(m}) ds

< )ds) <% {”V“m (t)||i2(m})
</oth (5) ds) % {”Wm (t)”QL?(ﬂ)}
d

- { (/Ot h(s) ds) Vo™ (t)||§2(m} + %h (&) V0™ ()220 -

z,t)[*},

(2.4.11)

(2.4.12)

(2.4.13)

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale
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Remplacement (2.4.12) et (2.4.13) dans (2.4.11) , on obtient

_/0 h(t—s) (Vo™ (s), Vo (t)) 2 ds

1d m L., m
= S {(ho V™) (1)} — 5 (W o V™) (1)

([ 1) 196 O |+ 300 190" Ol

_ % {% (h o Vu™) (t) — % (/Oth(s> ds) Vo™ (ﬂHiz(m}

(I o V™) (t) + %h () IV ()22 - (2.4.14)

~— [\Dl*—‘

Remplacement (2.4.14) dans (2.4.10) , on obtient

_ < /O Dt — 5) Vo () ds, Vo <t)>

1

5 e von (@) =5 ([ ) ds) 190 ()

—%/0 (W o V™) (¢) dt +

L2(D)

/ (1) V0™ (8)]172q - (2.4.15)
0

DO | —
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Remplacement (2.4.6) — (2.4.9) et (2.4.15) dans (2.4.5) , on obtient
1 2 ! h d m 2 1 m 2
RGN () ds | [IV0™ (T)l[20) + 5 107 (T2
62
+ 5 Ve (D) + 5 ~(ho Vu™) (7)

2
(0 m 2 1 )
= 3 Vo™ ()] 720 + 5 [[o7" (0 )||L2(Q) + ||VUt (Ol 720

]' ! / m ]‘ ! m
w5 Grovem @ar—3 [ n HW (1) 2

-5 /0 T /a ) ( /Q v (€,0) ds) v (t) dS,dt
o [ ( / t [ d£du) o (1) dS,dt
w0 [T ([ i) o ) dsa
—//m (/th(t—S) {/S/va@,u)d&du} ds) o™ () dS,dt
+a / /8(2 t)dS,dt
/ /8Q (/ (t = 5) g(x,s)ds) o (1) dS,dt

+52 / / gtt(m,t)w(t)dsxdwr(|vm|p*2vm(t),u;"(t))LQ(DT)
0 JoQ
2

= 3 Vv (O>||2L2(Q) T3 v} (O)||L2 ) + ||Vvt (0 )||iz(9)

1 /7 1
+§/ (h' o Vu™) (t)dt — §/ h (t) ||Wm (t)||L2(Q) dt
0 0
+I + ...+ I, (2.4.16)
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ou

m (¢t dg) ™ () dS,dt,

/Oh (t—s) {// (& 1) dfdu}ds)vt (t) dS,dt,

(z,t) V" () dS,dt,

o
I
Sy
no
o\,)
%\
/\/\

>

||
\
s
2
—~
S—

ht—s xs)ds)vt (t) dS,dt,

v (t) dS.dt,

e
Il
=
(3]
o
Q\
2
Nt
<
)
\_/

Estimation de /;. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour ¢ =1 ), l'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace et (2.4.4), on obtient

11<_/ /m(/ §0d§> det+%2/0T o™ ()] dS,dt
’Q’/LQ</yt fO\dg)det—l—ﬁm/llt )20

? Q QT

Estimation de /,. Et en apphquant 1’1negahte de Young (pour e =1 ), l'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace, intégration par partie et (2.4.4), on obtient

e [ (] [ron) s [ [ ot
g—/ X (/ (/ " (& 1) 5) du>d5dt+ 7“/ o (Ol
< [T e[ ([ romemrae) an) as.ae+ <32 [sm oy a
:M/%(/ﬂwmwuém) dt+0‘2”ﬂfsm<t>dt

e g [ g
R [ o @0y it + 252 [ 57 )

2 2
a {|Q| |8QZ|1T +2m}/ S (1) dt. (2.4.18)

| /\

IN
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Estimation de /5. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e = 1), I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, I'inégalité de trace et (2.4.4), on obtient

1'3<—//69(/vt 5t)d§> det+5/ b )| dS,dt
<O [ (i [ o) s+ 222 [ o @ a

52 9] aQ T . 527 T .
g% et Ol e+ =52 [ S (0 de

2 T
PR it |@29|+79}/ ™ (1) dt. (2.4.19)
0

Estimation de /,. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e = 1), I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace, intégration par partie et (2.4.4), on obtient

AL e o if e
g MO0 [ ] (1] e s /nt
g 01 [ ] ([ o s [0
(SUPo<t<Th / /m< / { / ( /Q vm<£,u>d£)2du}ds> dS,dt + 22 OTST”(t)dt
ot [ o) ez [

h()) THQ 09 7 T
{ (supocrer b (6)* 74191 109] + 830} o
T / S™ (t) dt
0

< (2.4.20)

Estimation de /5. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e = 1), l'inégalité de trace et
(2.4.4), on obtient

I5

IN

Oé2 T 9 a2 T . )
- g (2,)|” dS,dt + —- v ()] dSydt
2 Jo Joa 2 Jo Jon

o [T 2 OéZ’YQ ! m 2
T 1 00yt + 52 [ @) 0y

o [T Yo [T o
T N Oyt + 552 [ 57y (2.421)

IN

IA
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Estimation de /5. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e = 1), I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, I'inégalité de trace, intégration par partie et (2.4.4), on obtient

2 T
/ / (/ (t—s) g(x,s)ds) dSmdtJrl/ v (£)" dS.dt
00 2.Jo
h(t
g (sup0<t<T / / </ v8) S) ds.dt + 12 / o ()2
o9
h(t
< (Sup0<t<T / / </ lg (z,s | ds) ds, dt—l— Sm (t)dt
o0

sup h(t T2 m
< 0zt MO T 7 )2 gy e+ 22 [ ) (2422
0 0

Estimation de [;. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e = 1), l'inégalité de trace et
(2.4.4), on obtient

1756/ |gttxt|d5dt+—/ o™ ( Idet
o0 20
B By ”
< 3/0 Hgtt(t)HiQ(m)dHTQ/O v (6) 772

2 T 2 T
< %/ Hgtt(t)Hiz(aQ)dt—l—%ﬂ/ S™ () dt. (2.4.23)
0 0

Estimation de /3. Et en appliquant I'inégalité de Young ( poure =1 ), (2.4.4) et depuis 1 < 2 <
2(p—1) < (Q) — L**~Y (Q), on obtient

Iy < 1/ /]vm( P2 dadt + = / /]Ut )|? dadt
m 1 m
S || ||L2(p D(Q) dt+ o S (t) dt
—/ o™ () 3 ) dt + > (/ sm (t)dt). (2.4.24)
0

-9’

IN
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On a

2

m 2
0" (D720 =

0™ (0) + /Otv;n (s)ds

L2(Q)

t
/v;” (s)ds
0
¢
‘/ vl (s)ds
0 12(0)
t 2
/ vl (s)ds
0 L2(9)
t 2
2||v™ (0)||22(Q) + 2/ </ vl (s) ds) dx
Q

0
t
< 20 Ol 2 [ o [l @ is) do
Q 0

t
< 2|0 (0) ey + 2t ( /O sm(s)ds). (2.4.25)

2

IN

o™ () + \
L2(Q2)

+2 [[v™ (0)[| 12(qy

IN

2[0™ (0)[I720) + 2

IN

En utilisant (2.4.4) et (2.4.25) , on obtient

m 2 m 2 m 2
[0 Oy = 0™ Ollz2@) + VO™ (D720

t
< 2™ (O)Himz) + Qt/o 5™ (s)ds + [[Vo™ (t)”i?(s))
t
< 200" () +2t/ S™ () ds + S™ (£). (2.4.26)
0

Utilisons la relation suivante, on trouve que (a + b+ ¢)? < 397! (a? + b? + ¢?) queleque soit g >
leta,b,c>0et(2.4.26), on obtient

¢ p—1
o Oy < (2007 Ol +2 [ 57 @ de+5m0)
p—1
< 3722 (o™ (0) gy
t p—1
S L ( / S™ (t) dt) +3P72(S™ (1)) (2.4.27)
0
Utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

(/Otsm ) dt)pl < (/OtliiéthQ (/Ot (s™ (t))p_ldt)

= 2 < /0 t (8™ ()P ds) . (2.4.28)
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Remplacement (2.4.28) dans (2.4.27), on obtient
o™ (D17
p
SE S (||vm Ol 2(@)
t
+3P29p— 123 < / (8™ ()P ds) + 3772 (5™ ()" (2.4.29)
0

Remplacement (2.4.29) dans (2.4.24) , on obtient

p722p71 T -1 p722p71 T t
Iy < 03—/ (||vm(0)||ig(m>p dt+03—/ 2r=3 /(Sm(s))p_lds dt
2 0 2 0 0

2 L[

p—20p—1 T !
< I ol + e [Ces ([ eyt |a
p—2 T 1 T
;3 20/ (5™ () dt + 5 (/ S (t)dt>
0 0
3p—22p—1CT m 2p 2 3p—22p—1T2p—20 T m p*l
< T O+ T | 5oy

T | sy ( [smo dt)

3p—22p—ICT 999 —20 2p—1T2p—2 T 71
= ITEOT o)) { +1}/ (S™ (1) dt
2 @ty 2p — 2 0

+% (/Osm (1) dt) ,

donc, on trouve

_ T _ 1 T
Iy < Cy [[v™ (0) |75y + 02/ (S™ ()P~ dt + 3 </ S™(t) dt) , (2.4.30)
0 0
avec 3 22 1CT
pP—29P—
Cp="—" "= >0,
2
et
3p2C [ 2p-i2
= 1 .
CQ 5 { 2p 5 + } >0
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Combiner les inégalités (2.4.27) — (2.4.23) et (2.4.30) dans (2.4.16), et faire usage de l'inégalité

suivante
m 2 m 2 m 2 m 2
v (T)||L2(Q) = v (0>||L2(Q)+HU (T)||L2(Q)_||U (O)HL2(Q)
m T d
= 1" O+ [ 2 {1 <>||im}dt
— 1" Ol +2 [ [ o 00 () dact
< " O+ [ [l @Pdsdes [ o o) dode
0 Q 0 Q
< 0™ (0) 2oy +2 / S™ (1) dt
on obtient
m 052_]3 m 1 m 62 m
o™ ()72 ) + Vv (T)Hiz(nﬁﬂ% (T)Ilizmﬁgllwr (M Z20)
2 1+ 52 Q109 T .
< ™ (0)]I72 0 +—||Vv ()Ilizmﬁ{ 5 }Ilvt 0)l72(@)
/82 m 2 C 2p 2
+ VU (0) |72y + C llo™ (0) (|7
2
{042+(Sup0§t§Th(t)) T2 T ) 62 T )
+ 2 /0”9(75)||L2(aﬂ)dt+7/0 lgee (0|72 (00 dt
+03/ Sm (t)dt+02/ (S™ ()" dt,
0 0
ou
o {VQ{2452+8042(7+1)+16}}
3 1=
16

191100 {887 + 7 (40 + (suppcier h (1) T2) b +40
_|_

16
> 0.

La relation (2.4.31) se réduit a

sm(r) < w{||vm(o)”§p(m+||v;n(0)uip e AR (O] s

[l O+ [ o (Ol

v [sm@arre [ (sm oy

(2.4.31)

(2.4.32)
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ou
o {14629 T 2
max{g; { ’2” ‘ }; %; G
{2&2 + (Supogthh (t))zTQ} 52

. P 5 Css O

w . [1 a*—h p?

min 4 —; Ty

27 2 2

Pour l'inégalité (2.4.32), nous appliquons le lemme de Volterra non linéaire (basée sur les mé-

thodes de [32]), puis on intégre de 0 a T pour obtenir
/ S™(t)dt < wT {HU (O Z2 @y + Nl ()31 0y + llve (0) [0
0

+/o Hg(t)”iz(an) dt—i—/o [t (t>||i2(a§z) dt}; (2.4.33)

a partir de (2.4.33), on conclut que

m 2 m 2
0™ Oz pgy + 108" O,y < A

Dong, la suite {v™}, ., est bornée dans V' (Dr), et nous pouvons en extraire une sous suite pour
laquelle nous utilisons la méme notation qui converge faiblement dans V' (D7) a une fonction
limite v (x,t). Nous devons montrer que v (x,t) est une solution généralisée de (1.1.1), puisque
v™ (z,t) — v (z,t) dans L? (Dr) et v™ (x,0) — v (z,0) dans L? (Q).

Maintenant, prouver que (2.4.2) est valable, nous multiplions chacun des relations (2.4.3) par une

fonction py (t) € H' (0,T), px (T) = 0, puis ajouter les égalités obtenues de k = 1 a k = N, et on

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale
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intégre par rapport a ¢ sur (0,7) . Posons ¢™ (z,t) := impk (t) ¢y, (z), nous avons
= (" (1) 8" (1) 12(pyy + @ (VU™ (1), VO™ (£) 12y
=B (Vo (£) , Vo (1)) 12 (/ h(t—s)Vu™(s)ds, Vo™ (t))

0), 6™ (0)) 2 + B (V" (0), V™ (0)) 12

L%(Dr)

I
—
=

3
—

g (2,) 6" (1) dS.dt
wa? | ) | ( / t Lo didu> o™ (t) dS,dt
+8 [[ autenn @ as.ar

[ €ndc) o7 () ds.a

(
- /0 ' /a ) ( o (€,0) dg) ¢™ (1) dS,dt
/ t

k=m
Pour tous ¢™ (z,t) de la forme > py (t) ¢, (z). On a
k=1

[0 (8) = ()15, — 0. PouT m — oo,

(2.4.34)
[o" (1) = v (D] g1,y — 0, pour m — oo.
Et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, intégration par partie, on obtient
t
— (/ h(t—s){Vv™(s) — Vuv(s)}ds, Vo™ (t))
0 LQ(DT)
sup h(t))T . -
< ( Ogt% ) Vo™ (&) = Vo (Ol 2, VO™ Ol 22(0,) 5 (2.4.35)

en utilisant (2.4.34) et (2.4.35), on obtient

_ ( /0 Bt — 5) Vo™ (3) ds, Vo™ (t))Lz(DT)
. —(/Oth(t—s)Vv(s)ds,ng(t)) . pour m —s .

L2(Dr)
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Et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

[0 € = ote.m)dedu < VTR 0 =0 Ol (2430)

en utilisant (2.4.34) et (2.4.36), on obtient

o[ ) /| ( / t Jom e dédﬂ) o™ (t) dS,dt
— of/oT/89 (/Ot/gv(g,u)dgdu> ¢ (t) dS,dt, pour m — occ.

Et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, intégration par partie, on obtient

/oT (/Q (vf" (€, 1) — vt (é,t))df) o™ (1) dt
r s
S VIO O =v Ollon (/0 o (mzdt) ’ (2.4.37)

en utilisant (2.4.34) et (2.4.37), on obtient

3 /O ' /8 ) ( /Q o (€, 1) d§> o™ (t) dS,dt
— BZ/OT/BQ (/Qvt (€,1) dg) ¢ (t) dSydt, pour m — oc.

Et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, intégration par partie, on obtient

/OT (/Q (v7"(€,0) — vt(g,o))dg) 8™ (1) dt
T 1/2
< VLI 0 =5 Ol ([ 16 0F ) (2.4.39)

en utilisant (2.4.34) et (2.4.38), on obtient

—5/ /m</vt §0d£)¢ (t) dS,dt
— —ﬁ/ /m</ §Od§)¢(t)dSwdt, pour m — oc.

Et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, intégration par partie, on obtient

—/OT[(/Oth@—s){/OS/Q{W@,M—v(@u)}dsdu}ds) o o) a

(supg<i<r o (t)) /9 v 1/2
: 2v/2 o™ () = v (Ol 2oy (/0 o™ (t)] dt) : (2.4.39)

2.4. Solution de I'équation de Boussinesq avec une condition non locale



Chapitre 2. L'étude de I'existence de la solution faible du probléme posé par I'application de la
méthode de Galerkin

en utilisant (2.4.34) et (2.4.39), on obtient

//m(/ t_s){(/Os/glvm(é“,u)dfd@}ds)cb’”(t)dsxdt
% ‘/0 /aQ(/0h(t_s){(/Os/ﬂv(i,u)dfdu)}dé‘)qb(t)dedt, poUr 11— 0.

Utilisation de la fonction de continuité ¢ — |¢|'"*¢, nous avons
0™ P2 0™ (1) — [v[P v (t), et p.p. dans Dy. (2.4.40)

D’autre part

T
m —2 m 2 _ m 2p72
[[o™ P2 v (t)||L2(DT) = /0 /Q|U (z, )P~ dadt
T

2p—2
| o, a

T . 2p—2
< [ (coalom0l,,)"
0
< AT @I
< Oy (2.4.41)

Utiliser Lions ([31], Lemme 1.3 p.12), cela découle de (2.4.40) et (2.4.41) Cette

(|vm|p—2 ™ (t), o™ (t) )L2 by (|v|P*2v (t),o(t) )L2 by Pourm — oo.
(Dr) (Dr)

Ainsi, les fonctions de limite de v satisfait (2.4.2) pour chaque ¢™ (z,t) := Z pr (1) ¥y (z). On

k=m
note Q,, 'ensemble de toutes les fonctions de la forme ¢™ (z,t) := E k (t) Zx (x), avec py (1) €
H1<OaT)7pk(T):O :
Mais Uy=2°Q, est dense dans W (D), alors la relation est valable pour tout v € W (Dr) . Ainsi,

nous avons montré que la fonction de limite v (z,¢) est une solution généralisée du probleme
(1.1.1) = (1.1.3) dans V (D7) . m
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Chapitre 3

Létude de I'unicité de la solution de
I’équation de Boussinesq avec une

condition non locale

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere un probleme de Boussinesq avec une condition non locale, on

montrera 'unicité de la solution.

3.2 LDunicité de la solution

Theorem 3.1 Si (H;) — (H,) est vérifiée, alors le probléme (1.1.1) — (1.1.3) ne peut pas avoir plus

d’une solution généralisée en V (Dr) .

Proof. Supposons que v; € V (Dr) etvy € V (Dr) sont deux solutions de probleme (1.1.1)—(1.1.3)

de telle sorte que v; est différente de vy. Alors v := v; — vy résout

t
vy — &2 AV — (2 Avy + / h(t—s)Av(s)ds = [v1["" 2 vy — |va]P% vy, (3.2.1)
0
avec les condition initiale
v (z,0) = v (x,0) =0, (3.2.2)
et la condition intégrale
v t
— = v (&, 7)dédr, (x,t) € 0 x (0,T). (3.2.3)
on 0J0Q

42
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Maintenant, multipliez 'équation différentielle (3.2.1) par u et intégrons sur Dy = 2x(0,7") , nous

obtenons
(vie (), u (t))]ﬂ(DT) - (Av (1), u (t))L2(DT)
t
—B% (Avy (1) ,u () r2(ppy + (/ h(t—s)Av(s)ds,u (t))
0 L2(Dr)
= (\vl\p_2 vy — \vglp_2 Vg, U (t))LQ(DT) ) (3.2.4)

Evaluation de chaque terme de (3.2.4). D’aprés une intégration par partie et (3.2.2), on obtient

(t),u (t))L2(DT)

_ / / v (£) w (8] dide
_ / / o () u (D=7 didar — /Q /0 s () g ()] dtd

- " (t)) L) (3.2.5)

D’aprés la formule de Green et (3.2.3), on obtient

(), u(t))r2py

:—a//AU w (t)] dedt

(t)
= w(t)) 2y

—a/ /aQK/O /Qvgudfdu) ()} dS,dt, (3.2.6)

— 3% (Avy (t (t>)L2(DT)

= —5/ /Avtt )] dzdt

= B (Vo Ve ) gy — / L ot dean) wio)] as.ae

= o [ [ vuw vuer a5 [ [ 900 9w 0l
—ﬁ//mK/vt&tdé /vtwciﬁ) <>]dsxdt

= = [ [ wn vunas -5 [ [ [ [uende)u]as.a

= —B* (Vo (t), Vu (t LQ(DT)+5/ /aQK/ dg) ()] dS,dt, (3.2.7)

3.2. L'unicité de la solution

et
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et

(/Oth (t— ) A (s) ds, u (t)) o
_ (/Oth (t - 5) Vo (s) ds, Vu (t)) .
+/0T/89 K/Oth(t—s){/Os[)v(f,u)dfdu}ds)u(t)} 45, dt.

Remplacement de (3.2.5) — (3.2.8) dans (3.2.4) , on obtient
+ a
_62 (Vvt (t) y VUt (t))Lg(DT (

"

= [ L] fremaen)
v [ /m{(/”t“dg)s u(v)] ds.a

/ /aQK/ t_S){/o /Q”@,u)dfdu}ds)u(n] dS,dt

|U1’p — |vof”” U2,U(t))L2(DT)-

— (Ve (1) 1 (1) p2pyy + @2 (Vo (
-

h(t—s)Vov(s)ds, Vu (t))

vu (t))L2(DT)
L2(Dr)
(t)

t } dsS,dt

Déffinir la fonction u (x,t) par

Pour tout 7 dans [0, 77, il est évident que

u€e W (Dr),
et
u (x,t) = —v (z,t).

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

3.2. L'unicité de la solution
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Evaluation de chaque terme de (3.2.9). D’aprés (3.2.11), une intégration par partie et (3.2.2), on

obtient

vt (1) 2Dy

= // vy () ug ()] dtdx
_ / / vy (@ 4) v (2,1)] dtda
_ // (v (2, )} dtda

= Iy (3:212)

et

(VU t), Vu(t ))L2(DT)

_ // Vo (t) .V (t)) didz

= —« // [Vuy (z,t) .Vu (x,t)] dtdz

= __// {IVu (z,1)]*} dtdx

= V) . (3:213)

et

—p? (Vo ( )Vut()>L2(DT)

_ // Vo () Vs (1)] dtda
_ g /Q /0 Vo, () Vo (x, )] dtdz
_ %2/Q/OT%[|W(M)|2} dtdz

3 2
Y Vv (7')||L2(Q) : (3.2.14)

3.2. L'unicité de la solution
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Remplacement de (3.2.12) — (3.2.14) dans (3.2.9), on obtient

2 2

1 a
g (7 )Hm(nﬁ Vo (7 )Hiz(mﬂL?HVU(O)Hiz(m

= —(/th(t—s)Vv()dsvu()) o
wot [ [ e maean) o] asa
o [ (o] e
//()QK/ t_s{// dfdu} )u(t)]dszdt

|Ul|p — Jua|P vy, u (t))m(DT)

= i+t (3.2.15)

ou

J1

-( bt~ 5) Vo (s) ds, Vu )

0

Ja a/OZ/mK// fudﬁdu)u }det
Js —62/0T/89K/vtgtd§> }det
Ja =—/0 /mK/ t—s{// f,udfdu}ds) ()]dedt,

' -2
Js o= (‘U1|p v1 — [vaf”” U2>u<t>)L2(DT)'

2 (z,t) = (/tTv(x,s)ds)z

Maintenant, comme

(3.2.16)

IA
\]
c\\‘
<
o
—
8

3.2. L'unicité de la solution
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en appliquant I'intégrale par partie et (3.2.16), on obtient

lu O30, = /Q[/OTUZ(x,t)dt] dx
/Q/O [T/OT‘U(LL‘, 3)\2ds} dtdx
< T(/OTldt> /0 Ug\v(a:,s)ﬁdx} ds

= / o (2, 0) 22

IN

0
< T2 o (@, 0)]72) dt- (3.2.17)
0
En mettant
S () == llv () 0y + loe D0y + V0 (D120 - (3.2.18)
ou .
0 (z,t) :—/ v (z,s)ds. (3.2.19)
0

En utilisant (3.2.10) et (3.2.19), on obtient
u(x,t)=0(x,7)—0(x,t), Vu(z,0)=V0(z,7),
et
1900y
_ / / V6 (2, 7) — V6 (2, 1) dudt
0 Q
= / / VO (x,7)| dedt +/ / VO (x,t)]” dzdt
0 Q 0 Q
+2/ / Vo (z,7).V0 (z,t) dedt
o Jo
2 T 2
r [V nP s+ [ IVO Ol

+/ /\V@(mn’)\?daﬂdt—k/ /]V@(m,t)ﬁdwdt
0 Jo o Ja

— 27 ||V# (T)||§2(Q)+2/0 IV (£)]22(q . (3.2.20)

IN

En utilisant (3.2.17) et (3.2.18), on obtient

/O ||u(t)||i2(m dt < T2/0 S (t) dt. (3.2.21)

3.2. L'unicité de la solution
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Estimation de j;. Et en appliquant l'inégalité de Young ( poure =1 ), I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, intégration par partie, (3.2.10), (3.2.18) et (3.2.20), on obtient

J1

<

<

IN

IN

/ /(/ (t — 5) Vo (s )ds) dxdt + / /IVU )| dadt
Eupucicr 10 / / ( / Vo (s ) dadt+ 5 [ 1V (@)
(Sup0<t<Th / / (/ Vo (s | ds) dxdt

7 11V0 () 22y /nve ) 2agey
h(t T2

(Sup0§t§T4 ( /0 ||VU (t)||i2(9) dt

T / 10 (D)l dt + 7 90 (7)o

{(SupogtSTh(t))ij n 4} ] 2
! | s®at+ 190 ). (3.2.22)
0

Estimation de j,. Et en appliquant l'inégalité de Young ( poure = 1), I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace, intégration par partie, (3.2.10), (3.2.18) et (3.2.20), on obtient

J2

<

IA

IN

IN

IN

%2/0T/m [(/Ot/gv(g,u)dgduﬂ dedtJr%?/oT m\u(t)]QdSzdt
%2 ’ < Ot( Qv , )2 ) T +Q2;Q /OT ||U<t)‘|§{1(9)dt
S L[ ([ o€t de) an) as.ae

a’yg [T 2 ?yg [T 2
2 [ Ol @t + 52 [ 10y

042 Q aQ T t 0427 T2 T
%/ t(/ ||v(u)|1§2(mdu> dt + =2 /S(t)dt
0 0 0

a7 V0 (1) 2agey + 0% / 190 (1) 220y dt
a2 Qo0 [T a?yqT? [T
R [ o @yt + 22 [ sy

FaPyg / 190 (1) 2210y dt + 70%30, 190 ()

o {T% 27, + |92/ [0Q]] + 479}/
4

t)dt + 1o’y [|VO (7 )||i2(9) : (3.2.23)

3.2. L'unicité de la solution
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Estimation de j3;. Et en appliquant l'inégalité de Young ( poure =1 ), I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace, intégration par partie, (3.2.10), (3.2.18) et (3.2.20), on obtient

J3

<

<

IN

IA

T (feenas)
%//a (191 [ tc.or

/62 T
dS,dt + — / |u (t)]? dS,dt
2 0 0N

5279 7 2
0

62 |Q| |8Q| T BQ'Y T
E e @yt S [ 0y

Fyg [T
2 [y

2 T 2 2 T
M/S(t)dtJrﬁmT/S(t)dt
2 0 2 Jo

B V0 (1) 22y + B0 / 190 (1) 220 dt

B2{19] 109 +voT? + 274}

2

/ S () dt + 781 [IVO (7)1 720 - (3.2.24)
0

3.2. L'unicité de la solution
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Estimation de j,. Et en appliquant l'inégalité de Young ( poure =1 ), I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace, intégration par partie, (3.2.10),

Ja

<

<

IN

VAN

IN

IN

IN

IN

(3.2.18) et (3.2.20), on obtient

L (-l ol 1f Lo
(SuPo<t<Th / /m (/Ot {/O/QU (€ 1) dgd,u} ds)zdSmdt+ 72—9/07 ()17
(Sup0<t<Th / /89 (/Ott{/os/gv (€, 11) dgdurds) dS,dt

y Yo [7
g / o 1) it 4+ 22 / G

(sup0<t<Th / /99( / { /0 ( / o (€. M)d§>2dlu} ds) 45, dt

T2
i Yo

(sup0<t<Th //m</ {3/0 Q] (/Q(v(é,

7 T2+2
of }/ (t) dt +vo7 || VO (7 )Hiz(m

(Supmqh )12 \am/ (/ {S/ (/ o (&,

7 T2+2
ol }/ (1) dt + 707 V6 (7) 720

/s<>dt+w||ve<>||Lz w/ 190 (1) 220y

1)’ dg) du} ds) dS,dt
Mk df) du} ds) dt

W) T4Ql 09 [T 2 T
0

16
+yo7 (VO (T)"i2(9)

{T2 [(SUPogth h (t))2 T[] 09| + 879} + 1679}

16

0

/ S (t) dt + 77 [[V0 (7) ]| 720)(3-2.25)

3.2. L'unicité de la solution
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Estimation de J5. Et en appliquant I'inégalité de Young (pour ¢ = 1) , (2.4.1), lemme 3.4,
(3.2.10), (3.2.18) et (3.2.20), on obtient

1 T ) =) 2 1 T 2
J5 S —/ /H?)l‘p 'U1—|'U2’p UQ} d.%'dt+—/ /|U(t)| dxdt
< £ [t ot g 50
yoi r—2]°
< S0t (Wulanco + el )) (Il + Ball)
T2
/||Ul—v2||H1 i+ 5 S

0
C, x p-2)*
71+@mm®+wmmﬁ + (ol gy + el e

T T2 T
<[ Mo lnmde 5 [ S@a
0 0

2 T
OETY [y

(t)dt

< (3.2.26)
ou
oy p-2)?
Gy [L+ (ol + Tollny) ™+ (ol + oelana)
Cy = 5 > 0.

En utilisant (3.2.23) — (3.2.26) dans (3.2.15), on obtient

1 2

3 v (7 )||L2(Q) + ||VU( )||L2 + 2 ||VU( )N z20)

< 06/ S(t)dt+r {1 ta? 4 6 4 1] VQ} NG (3.2.27)
0

ou

91100 {887 + T2 (40% + (supocyer h (1) T2) }
B 16
Vo8 {T?[a?+ B+ 1] +2[a?+ 5+ 1]}
i 16
16 {Cs5 + 1} + T* {8 + 4 (supgeycr b (t))2}
16

6

+

> 0.
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Maintenant, multipliez I'’équation différentielle (3.2.1) par v; et intégrons sur D, := Q2x (0, 7) , nous

obtenons

(Vs (1) s 0 (1)) p2pyy — @ (A () 0 (1) 2y
—B% (Avg (t) , 04 (1) p2py + tht—s Av (s)ds, v (t
(@0 (000 )y + ([ 0= 98000 ”)m)
= (Jos O 201 (t) — o2 ()P 02 (), 04 1) L2, (3.2.28)

Evaluation de chaque terme de (3.2.28). D’aprés une intégration par partie et (3.2.2), on obtient

¢ (1) 2o,

ﬂwwmx
_ // 2dt{|vt(t)|}dtda:
- /m )P d

= IIUT( 720 - (3.2.29)

D’aprés la formule de Green, une intégration par partie, (3.2.2) et (3.2.3), on obtient

v (8)) L2,

_ 4 // Av (1) vy (1) dide

= oz2// Vo (t) .V (t)dtdz — o /O /m (/Ot/Q” (€, 1) dfd,u) vy (t) dS,dt

_ // 2dt{|Vu(t)|2}dtdx—a2/OT/m (/Ot/gv(g,ﬂ)dgdﬂ) vr (1) dS,dt

= ?/Q|VU(7')|2dx—a2/T/aQ (/t/v(f,u)dgdu) vy (t) dS,dt

_ O‘;HW Wiy / /m (// (€, n) dgdu) oy (£) dS,dt, (3.230)
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et

2 (Avg (1) 06 (1) 2y

= -3 / / Avy (t) vy (t) dtdx
= B // Vg (t) Vo (1) dtd:c—52/07/m (/Ot/ng (f,u)dfdu> vy (t) dS,dt

_ g // 52 (IVu ()} deda
5[ [ ([t [oeode)uds.a
3
- V d - t V¢ dSmd
fweoras e[ [ (foo)uossa
i
= SVl -2 [ ( e ds) v, (1) dSdi. (3.2.31)
D’aprés la formule de Green et (3.2.22), on obtient
(/th (t —s) Av(s)ds, v (t))
0 L2(D)
S </ h(t — s) Vo (s) ds, Vo, (t))
0 12(Dr)

+/OT /m (/oth (t— ) {/O/QU (€ 1) dgd#} ds) v (1) dS,dt. (3.2.32)

— (/0 h (tt —s) Vo (s)ds, Vuy <t>>L2(DT)
_ _/OT UO Bt — 5) (Vo(s), Vor () 1o ds} dt, (3.2.33)

On a

en utilisant

—Vu (z,s).Vu (z,t) {|Vv z,s) — Vv (z,t) | }—gaﬂvv x t)| }
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alors

_ /Ot h(t—s)(Vv(s), Voi(t)) 2 ds
/Oth(t—S)/ <2dt{|Vv T,s) — vv(g;’t>|2}) duds

_/Oth(t—s)/ <2dt{|w ,t)] }) dxds
%/Oth(t—s) (E{/Q|Vv(gs,s)—Vv(:B,t)|2dx}) ds
5 [ =9 (£ {1900 }) as (3:230)

Et en utilisant 'intégration par partie, nous obtenons

et

\)

1/Oth(t—s)%{/ |Vv(x,s)—Vv(x,t)|2dx}ds
/t%{ (t—s) (/ Vo (2, 5) — Vo (2, )2 dx)}ds

| —

_%/ B (= s) (/WU (2, 5) — Vo (2,0 dx)ds

%di {/ bt s)/m 2.5) — Vo (2,0 dxds}

_%/ B (= s) (/m (2, 5) — Vo (2,0 dx)ds

S (ho W) ()} — 5 (W o V0) (1), (3.2.35)
3 [ =9 (F {190 Ol } ) as

3 ([ re=sa) (5{190 0l })

3 ([ 1) £ {9 )

s ([ 1) 190 Ol | + 300170 Oy G230
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Remplacement les égalités (3.2.35) et (3.2.36) dans (3.2.34) , on obtient

_ /0 B(t—5) (Vo (5), Vou (£)) ey d
1d

L.,
= 7 (hoVU)(t)}—§(h o V) (t)

([ 10)6) 90O an ) + 300 190 O

= a Lo -3 ([ hed) 1900l

1, 1
5 (W o) (1) + Sh () ||V Gl (3.2.37)

Remplacement (3.2.37) dans (3.2.33), on obtient

_ (/Oth (t —5) Vo (s)ds, Vo (t)> L2(Dy)

- 2oy -5 ([(h6)as) IT0 @
_% /0 (W o Vo) (1) di + % /0 () |V (1720 dt- (3.2.38)

Remplacement (3.2.38) dans (3.2.32) , on obtient

( /0 Wt — ) A (s) ds. v (t))B(DT)
1

= Jov - ([ 16)8) IT0 @

_l/T (' o V) (t) dt + %/{:h (&) V0 ()72 dt

2o
n 07/&Q (/Oth (t — s) {/O/QU (€, 1) dfdy,} ds) v, () dS,dt. (3.2.39)
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Remplacement les égalités (3.2.29) —

ou

=

J

J

~J

=

J

Jo

B’ 2
+ Ve ()

1

b v

+ % (hoVwv) (1)

= /[99(// fudgd#)vt()det
+5° / /a ) ( / vt(g,t)dg) ve () dS,dt
//m(/ t—S){/Os/gv(é,u)dfdu}dS)vt(t)dedt

|U1|p |U2|

= Jet ...+ Jo,

U27 Ut) L2(D,)

(3.2.31) et (3.2.39) dans (3.2.28) , on obtient

% <a2 _ /OTh(s) ds> Vv (T)Himz) +

2
(1) HL2(Q)

__/ (h’on)()dth;/T (1) 70 (1) 20

(3.2.40)

_ //m(// fudfdu>vt()d5’dt

e / | ( JRI df) v (t) dS,dt,

/ /asz (/ (t=s) {/O/QU (& n) dﬁdu} ds) vy (t) dS,dt,

| UQ’Ut)H(DT) .

|Ul|p — |vy

Estimation de /5. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e = 1), I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace, intégration par partie et (3.2.18), on obtient

Jﬁg—//m(// £ud§du) det+—/ m\vt )2 dS,dt

2 [ ([ (frone) )
S L[ (/|v<§,u>|2d§)du)dswdt+“”ﬂ/s<t>dt

IN

| /\

a? 10| |aﬂ|/ (/ o

IA

4

0219109 0y
R [ o Ol e+ 5

o {|Q] 109 T* + 279}

1) | |L2(Q)d,u>

2

/0 S dt

dt + "o

/0 S (t)dt

9
/ o (8) 2

22 [s@a

(3.2.41)
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Estimation de /. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e = 1), I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, Inégalité de trace et (3.2.18), on obtient

J7<—//69(/vt§t)d£) det+6/ e )2 dS,dt
<5 L[ (0 [ e ae) asaae+ 232 [ o

2 QO aQ T 2 T
< %/ || v (t)”ill(ﬂ) dt + P ;Q/ S(t)dt
0 0
> 9 ]

(3.2.42)

Estimation de /3. Et en appliquant I'inégalité de Young ( pour e =1 ), l'inégalité de Cauchy-

Schwartz, Inégalité de trace, intégration par partie et (3.2.18), on obtient

Js < %//m (/th(t—s){/s/ﬂv(f,u)dfdu}ds)2d5$dt+%/07 aﬂ|vt(t)|2dedt
- (supo<t<Th / /fm (/t{/o/ﬂv (€, 1) dgdu} ds>2d5xdt+%“/07 o ()11t

< (S“p“”h / | (/ { / / v(ﬁ,u)dﬁdu}2d8>d5‘xdt+%ﬂOTS(t)dt

. (supo<t<Th //m</ {/ (/Qv(g,u)dg)Zdu}ds> dsxdtﬂg[su)dt

< (S“p°<t<Th //BQU {s/osmr (/Q|v<£,u>\2df) du}ds) as.ar+ 2 ["s 0
o B (o)t 00
- (Supogtgh(%fT“IQHaQ\ /TW)“; dtﬂ?ﬂ;s(t)dt

_ P <t>>21? 9109 + 874 } [[swa o
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Estimation de /. Et en appliquant I'inégalité de Young ( poure = 1), (3.2.18) et Lemme 1.5, on

obtient
JQ < / /“Ul‘p V1 — |U2’p 2/(]2| dxdt + — / /’Ut ’ dxdt
- 1
= / |||Ul|p v = [ 21}2HL2 dt+2/ S (t) di
0
C’ L b2 2
< {1—0— <||U1||H1 +HU2||H1 )> + <||U1||H1(Q)+||U2||H1(Q)) }
/ HU1—U2HH1 dt + = /S (t)dt
1 2
N p—2
= 5 {14—(““1”}11 +||U2||H1 )> +<||01||H1(Q)+||122||H1(Q)> }
<[ o Ol e+ 5 [ 5 @)
0 2 /o
Cr+1} [T
< w/5<t>dt
2 0
ol

. 2
~ P2
C7:=0C, [1 + (HUlHHl(Q) + ||U2||H1(Q)) + <||Ul||H1(Q) * HU?”Hl(Q)) } -0

La combinaison des inégalités (3.2.41) — (3.2.44) , et I'égalité (3.2.40) donne
2

L1 B
HV’U( Wz + 35 llor (M 72 + 5 V07 (7)1 720

2
. /
ou
1921100 {T? 402 + (supocper b (1) T2 + 857 |
=T 16
8{a + B+ 1}y +8{Cr + 1}
16
> 0.

En ajoutant coté a 'autre de (3.2.27) et (3.2.45) , on obtient

1 2 + o 2
Do Ol + M 90 (),

1 2 2
+3 o (7 N2 +—||Vv7( )220

2
S o+ 84 1]20) IO Ol

< {Cs + Cs} /TS (t) dt

(3.2.44)

(3.2.45)
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2
Nous supposons que (% —7(1+ [a®+ 8% +1] VQ)) > 0, nous obtenons

S(t) < w’/TS(t) dt,

ou
, Ce + Cy

w = > 0.

1 2 Q_B 2
EESTE S S)

Si nous appliquons le lemme de Gronwall a (3.2.46) , nous obtenons

2 2
1o @) lwz ) + los Ol g

042
< 0, V 0, .
>~ TE[ 2(1‘{’[052_‘_62‘{'1}79)]

(m—1)a? ma?

(3.2.46)

Méme maniére pour des intervalles 7 €

2(14 [a2+ 8 +1]7g) 2(1+ [2+8°+1

] m)] pour

couvrir tout I'intervalle [0, 7], et prouvant ainsi que v (z,7) = 0, pour tout 7 dans [0,7]. m

3.2. L'unicité de la solution



Les équations de Boussinesq décrivent un grand groupe de phénomeénes des vagues dispersives
non linéaires, tels que la propagation des vagues longues sur la surface d’eau peu profonde. Le
but de ce type de modélisation est de réduire les problemes de trois dimensions a deux dimen-
sions.... Au cour de ce mémoire,nous avons étudier 'existance et 'unicité de la solution faible d’'un

probleme de Boussinesq avec une condition non local utilisons la méthode de Faedo- Galerkin.
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