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Résumé

Ce mémoire est consacré essentiellement a I'étude de ’estimateur
de la densité bispectrale dans les champs aléatoires non linéaires, qui
est basé sur l'analyse en ondelettes. Nous avons défini les notions de
base concernant les processus stochastiques et la densité spectrale,
puis nous avons donné un bref sur la transformée en ondelettes
(continue et discréte). Ensuite, nous avons étudié les champs
aléatoires et I'analyse multirésolution ou nous obtenons des
expressions explicites pour les covariances de deuxieme et troisieme
ordre entre les ondelettes et le coefficient d'échelle des champs
aléatoires discrets. Enfin, nous proposons un estimateur a seuil par
ondelettes de la densité bispectrale de champ aléatoire qui est plus
performant que les estimateurs linéaires (noyaux).

Mots clés :

* Champ aleatoire

* Transformé par ondelette
* Analyse multirésolution
* densité bispectrale



Abstract

This graduation note is essentially devoted to the study of the
bispectral density estimator in nonlinear random fields, which is based
on wavelet analysis. We defined the basic notions concerning the
stochastic processes and the spectral density, then we gave a brief on
the wavelet transform (continuous and discrete). Next, we studied
random fields and multiresolution analysis where we obtain explicit
expressions for the second and third order covariances between
wavelets and the scaling coefficient of discrete random fields. Finally,
we propose a wavelets threshold estimator of the bispectral density of
random field which is more powerful than the linear estimators
(kernels).

Keywords :

Random field
Wavelet transforme
Multiresolution analysis

Bispectral density
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Introduction

Depuis le début des années 1990, la théorie des ondelettes, développée, entre autres, par Meyer
(1990), a fourni aux statisticiens de nouveaux outils d’estimation non paramétrique. Elle est pré-
conisée comme une alternative aux méthodes de Fourier pour I'analyse des signaux non linéaires
et non stationnaires. Pour cela, les ondelettes se sont imposées comme des outils fondamentaux
de I'analyse harmonique moderne. Elles sont issues de l'intuition d’un ingénieur en géophysique, J.
Morlet, dans les années 1980, sous I'impulsion de personnalités scientifiques telles que le physicien A.
Grossman ou le mathématicien Y. Meyer, il met ’accent sur les caractéristiques importantes du si-
gnal et semble en autre correspondre a des réalités physiques du traitement des signaux acoustiques.
La méthode en ondelettes est un outil mathématique s’ajoute aux méthodes classiques d’analyse

du signal.

L’estimation de la densité spectrale pour les champs aléatoires a une trés longue histoire. Elle
a occupé une place importante dans le domaine de traitement du signal et traitement d’image.
Elle a prouvé leur utilité dans le filtrage linéaire et la théorie de prédiction en communication. Les
spectres du second ordre jouent un réle important dans le traitement du signal et le besoin d’analyse
spectrale de puissance se fait sentir dans une variété de contextes, tels que la conception de filtres
optimaux, la détection de signaux a bande étroite , 'estimation de modeles linéaires & parameétres
finis, ...etc, bien que cela ne soit pas explicitement indiqué, I’hypothése est que le signal est gaussien,
si le signal n’est pas gaussien, une analyse spectrale d’ordre supérieur est nécessaire.

Le travail proposé dans ce mémoire consiste a 1’étude de la densité bispectrale, qui est la trans-
formée de Fourier des moments (retardés) du troisiéme ordre, nous proposons un estimateur de
la densité bispectrale par la méthode de seuillage en ondelettes pour une large classe des champs
aléatoires stationnaires, nous montrons que cet estimateur atteint le taux maximum sur les espaces
de Sobolev, ce qui n’est pas atteint par les estimateurs linéaires (noyau ou spiline).

Compte tenu de cet objectif, nous avons opté pour le plan de travail suivant :

Le premier chapitre est consacré aux rappels sur les notions fondamentales concernant le



i

processus stochastiques et la densité spectrale.

Dans le deuxiéme chapitre on introduit les principales notions et propriétés de la transformée
en ondelettes. Certains exemples des ondelettes sont aussi évoqués dans ce chapitre.

Le troisiéme chapitre est porté sur I'analyse multirésolution dans R? et le champ aléatoire.
Nous développons une procédure alternative dans laquelle un champ aléatoire continu est d’abord
généré par interpolation des champs aléatoires discrets. Nous obtenons des expressions explicites
pour les covariances de deuxiéme et troisiéme ordre entre les ondelettes et le coefficient d’échelle
des champs aléatoires discrets et la structure de dépendance entre les coefficients d’ondelettes est
étroitement liée & la dépendance des coefficients d’échelle.

Dans le dernier chapitre nous considérons un estimateur non linéaire (a seil ) de la densité
bispectrale par ondelettes des champs aléatoires et nous obtenons des coefficients empiriques en
ondelettes de la densité bispectrale, nous montrons que cet estimateur atteint le taux minimax sur

les espaces de Sobolev, ce qui n’est pas atteint par les estimateurs linéaires (noyau ou spiline).



Chapitre 1

Processus stochastique

1.1 Processus stochastique

Définition 1 un processus stochastique (Xi)ir , est une suite de variables aléatoires indexée par
un ensemble T, et sont définies sur un méme espace de probabilité (2, T, P). T est dit espace des

temps.

- S5i T =R, le processus est dit a temps continue.

- Si T =7, le processus est dit a temps discret.
Dans tout ce travail nous sommes intéressées aux processus a temps discret.

Définition 2 (Processus stationnaire) Un processus (Xi)iez, est dit stationnaire au second ordre
St :

1. Yt € Z, E (X};) = u, constante indépendante du temps.

2. Vt,s € Z, Cov (Xy, Xs) = v (t — s), dépend uniquement de la différence entre les instants t, s.

En d’autre terme, invariant par translation dans le temps.

Si noté par h = t — s alors Cov (X, Xs) dépend uniquement de retard h, on pose alors
Cov (Xt, Xt+h) =7 (h)

Définition 3 (Stationnarité stricte) Un processus (Xi)iez, est dit stationnaire au sens strict (ou
fortement) siVty,..t, € ZNk € Z etn = 1,2, ... la loi du vecteur (Xy,, Xty --v... , Xy, , est identique
a la loi du vecteur (Xyy g, Xigiky - Xy, +k) » 1.€. toutes les lois de dimension finie du processus sont

tdentiques.



Définition 4 (Fonction d’autocovariance) Soit (Xi)iz un processus défini sur un espace de

probabilité (2, T, P), la fonction d’autocovariance de (Xy)iez est donnée par la fonction

v  ZXxXZ—R
(t,s) — Cov(Xy, Xy) = E[(Xe = E (X)) (Xs = E(X,)]=7(t—9)

Propriétés :

La fonction d’autocovariance v (.) vérifie les propriétés suivante :
1. v(0) >0

2. [y (B)] <~(0)

3. v (h) est un fonction symétrique, i.e h € N,y (—=h) =~ (h).

4. 7 (h) est une fonction semi-définie positive, i.e

-----

i=1 j=1

1.2 Les moments et les cumulants

Définition 5 (Le moment) Soit X une variable aléatoire réelle définie sur I, de fonction de ré-
partition Fx et de loi de probabilité P. Le moment (ou moment ordinaire, ou moment en 0) d’ordre

r € N de X est défini, s’il existe, par : m, = E [x"]. On a donc, d’aprés le théoréme de transfert :

mT:/ x"dFx,
zel

cette intégrale de Stieltjes peut se réécrire :

Si X est discréte : my, =Y, k"D

Si X est absolument continue : m, = [ _, a"g(x)dz, ou g(x) densité de probabilité.

Propriétés :

Si X est une variable aléatoire constante (X = k) de probabilité 1 alors E(X) = k.

Si X et Y sont deux variables aléatoires et a et b deux réels : E(aX +bY) = aE(X) + 0E(Y).

Pour n variables aléatoires X, ..., X,,, soit ay,...,a, nréels alors : E(>""  a;X;) = > 1" | a;E(X;)



En mathématiques et plus particulierement en théorie des probabilités et en statistique, les
cumulants d’une loi de probabilité sont des coefficients qui ont un roéle similaire & celui des moments.
Les cumulants déterminent entiérement les moments et vice versa, c’est-a-dire que deux lois ont les

mémes cumulants si et seulement si elles ont les mémes moments.

Définition 6 (Le cumulant) Soit X une variable aléatoire & valeurs réelles. On définit d’abord

la fonction génératrice des cumulants Kx associée o X,
Ky (t) =In(E [¢"]).

Les cumulants cum, sont alors définis comme les coefficients dans le développement de Kx en série

exponentielle :

- t" £2
Kx (t) = Zcumnm = ut+02§ + ..
n=1 ’

Si on note p = E[X] Uespérence de X et 0> = E [(X — ,u)z} sa variance alors on a en particulier

que jt = cumy et 0 = cumy. Les cumulants sont donnés par les dérivées en 0 de Kx
cum, = Kg?) (0),VYn > 1.
Remarque 1 Certains auteurs préférent définir la fonction génératrice des cumulants plutét comme

le logarithme népérien de la fonction caractéristique. La fonction génératrice des cumulants prend

alors parfois le nom de seconde fonction caractéristique

Hy(t)=In(E [eit‘X}) = icum M = pit — 025 +
X — " n) a 2

Un avantage apparent o utiliser H(t) (soit évaluer K(t) pour une valeur imaginaire pure) est que
E [e“'X ] est bien défini pour tout t réel alors que ce n’est pas toujours le cas de F [et'X ] , comme
dans les cas ot la probabilité est élevée que X ait de grandes valeurs.

Propriétés :

1. Kxyy (1) = n (B ["E]) = In (E [e"X] . E[e"Y]) =mE [e"¥] + InE [e"] = Kx (t) +
Ky (t) . Tandis qu’avec la fonction génératrice des moments on obtient : myy (t) = E [e"X )]
E[e"X] .E [e"Y] = mx (t) +my (t).

2. Kox (t) =In (E [¢"¥]) = Kx (at) .

Propriétés :

1. Le premier cumulant est égal a la valeur attendue : cum; = E'[X].

2. Le second cumulant est égal a la variance : cumy = Var [X].

3. Le troisiéme cumulant est égal au troisiéme moment est : cums = E [(X — E[X ])3} :



1.3 La densité spectrale

La densité spectrale est un outil mathématique permettant de représenter les différentes compo-
santes spectrales d’un signal et d’en effectuer ’analyse harmonique. Elle est utilisée en particulier
en physique, en ingénierie et en traitement du signal. Elle contient la méme information que la
fonction d’autocovariance, mais elle est définie dans le domaine des fréquences plutot que dans le

domaine du temps.

Définition 7 (Densité spectrale) Soit (X;)iz un processus stationnaire de fonction d’autocova-
riance v (h). On appelle densité spectrale de (X;)iz la transformation de Fourier discréte, f de la

suite des autocovariance (lorsque elle existe)

F@) =5 Syt

heZ

Proposition 1 Réciproqguement si f (w) est la densité spectrale de (X;)iez.-
1) = [ ferd

Propriétés

2

1. La densité spectrale d’un bruit blanc est constante est donnée par f. (w) = §-.

2. La densité spectrale du processus (X;);ez est définie par : f (w) = 5= >0z 7x (h) cos (w.h) .
3.VheZy(h)=["_f(w)e ™ dw= ["_f(w)cos(w.h)dw.

Preuve.

1. v(h) = E(g4g1-) =02 sih =0

1 2 iwh _ o’ iw.h
fe(w)_QW%UG _QWZG

heZ

on a

Z eiw.h _ Z (eiw.h + e—iw.h) -1

hEZ h>1



2.
fw) = LZ’Y(h) pioh
2T
heZ
! ‘ —iw
oGRS WIOEEES WO
Tl h>0 h>0
1 | |
= % + hz>0,y th zw~h)] telle que 2 cos (wh) — (ewkh + €_lw‘h)
- Lhosx n|.
T o v (h) cos (w.
L h+£0
3.
Vh € Z,/ f(w) e @ hdw = —/ ol k) o=
- o heZ
heZ
= 7(h); d’apres Fubini/ et (k=h) g — si k#
- 2m si k=h

Parmi les outils les plus utilisés dans les techniques d’estimation spectrale, on trouve le périodo-
gramme qui représente un outil important pour ’estimation de la densité spectrale : ce qui revient
a estimation des coefficients de Fourier & partir des observations d’un processus d’une série chro-
nologique. Le périodogramme a été introduit a la fin du 19éme siécle et a été utilisé pour détecter
les périodicités cachées dans les observations des fameuses taches solaires. Parmi les travaux les
plus influents en matiére d’estimation spectrale des processus du second ordre stationnaires, nous
trouvons Parzen [22], Rosenblatt [21], Masry [16], Priestley [23].

Définition 8 (Le périodogramme) On appelle le périodogramme d’un processus (Xi)iez défini

sur Uintervalle [0, 27 la quantité Iy (\) donnée par

1
2mN
t=1

—it.w

IN ((JJ) =

On note que, dans la pratique, les fréquences sur l'intervalle [0, 27| sont remplacées par les

2mj

fréquences de Fourier, w;, définies, pour j = 0,..., N — 1 par w; = .



L’expression du périodogramme peut également s’écrire en fonction de la fonction d’autocova-
riance empirique de la série stationnaire.

En effet 7 (h) = 27+N i\:lh (XHh—Y) (Xt —7) ,h=0,1,...N —1 avec X = %Zi\ilXt et
Y (h) =~ (=h) pour h <0, donc Iy (w;) = > cn7 (R) e~ thi,

Les deux principales propriétés du périodogramme en tant qu’estimateur de la densité spectrale

sont les suivantes :

1. II est asymptotiquement sans biais.

2. Il est non-consistant :
lim Cov <IN (W), In <w,>) = 0siw#d

et lim Var (Iy (w)) = {f2(w) siw € [0,2n[—{0,7}

n—oo

212 (w) siw e {0,7}

Remarque 2 Dans la littérature, il existe deuxr méthodes de base pour estimer la densité spectrale :

la méthode paramétrique et la méthode non paramétrique.

1. L’estimateur paramétrique de la densité spectrale suppose que le signal a une certaine structure
qui peut étre décrite selon un modéle paramétrique. ensuite, L’estimation est donné directement

en utilisant les paramétres de ce modéle.

2. L’estimation non paramétrique est la méthode qui se focalise sur [’estimation de la fonction
d’autocovariance sans mettre des hypotéses sur la structure du signal, généralement, le pério-

dogramme est considéré comme [’approche la plus naturelle pour [’estimation non paramétrique

Dans ce mémoire, on va se concentrer sur I’estimation non paramétrique de la densité bispectrale.

1.4 Taux de convergence

nous introduirons des notations trés importantes, appelées notations O, o, qui se lisent “nota-
tion grand-O”, et “notation petit-o0.” Ici O et o indiquent ’ordre et sont souvent considérés comme
des symboles d’ordre. De maniere approximative, nous dirons qu’une certaine quantité est, disons,
O(z), lorsqu’elle est du méme ordre, asymptotiquement, que la quantité z, alors qu’elle sera o(z)

quand elle sera d’un ordre inférieur & la quantité z.

Définition 9 Si f (.) et g(.) sont deux fonctions réelles de la variable positive entiére n, alors la
notation

f(n)=o0(g(n)) [de fagons facultative, quand n — oo



signifie que )
lim (% =0.
o (56)

Nous pouvons dire que f (n) est d’'un ordre plus faible que g (n) asymptotiquement ou quand n

tend vers ’'infini.

Exemple 1 1. On a f(n) = o(1), ceci signifie d’aprés la définition que

1 n— oo

i (20 = tim (7 () =

autrement dit, que f (n) tend vers zéro quand n tend vers linfini.
2. Siona f(n)=o(n"t), alors f (n) tend vers zéro plus vite que n~*. Nous pourrions également

dire que f(n) est o(n), et nous ne saurions pas alors si f(n) posséde une limite quand n tend

vers l'infini. Mais nous savons que si f(n) tend vers l'infini, ¢’est moins rapidement que n.

La notation grand-O, qui exprime la relation d’ordre identique, est plus précise que la notation
petit-o, puisqu’elle nous indique le taux le plus fort auquel les quantités peuvent varier avec n. En

voici la définition.

Définition 10 Si f (.) et g (.) sont deux fonctions réelles de la variable positive entiére n, alors la

notation
f(n)=0/(g(n))

signifie qu’il existe une constante K > 0, indépendante de n, et un entier positif N tels que

£(n)
g(n>‘ <
K pour tout n > N.

Nous disons que f(n) et g(n) sont du méme ordre asymptotiquement ou quand n — oo.



Chapitre 2

La transformée en ondelettes

2.1 Inroduction

La transformée en ondelettes est 'une des solutions les plus utilisées pour surmonter le probléme
temps-fréquence de la transformée de Fourier d’une part et le probléme de la taille de la fenétre
de la transformée de Fourier fenétré d’autre part. Elle présente des avantages par rapport aux
méthodes de Fourier traditionnelles dans I'analyse des situations physiques ot le signal contient des
discontinuités et des déversements nets.

Les ondelettes sont des fonctions mathématiques qui nous permettent de diviser les données
en différentes composantes de fréquence, puis d’étudier chaque composante avec une résolution
appropriée a son échelle globale. Elles ont été développées indépendamment dans les domaines des
mathématiques, de la physique quantique, du génie électrique et de la géologie sismique, les échanges
entre ces domaines au cours des quarante derniéres années ont conduit a de nombreuses nouvelles
applications d’ondelettes telles que la compression d’images, la turbulence, la vision humaine, le

radar et la prévision des tremblements de terre.

2.2 La transformée en ondelettes

2.2.1 Définitions

Définition 11 La transformée en ondelettes est un outil mathématique qui décompose un signal en
fréquences en conservant une localisation spatiale. Le signal de départ est projeté sur un ensemble

de fonctions de base qui varient en fréquence et en espace. Ces fonctions de base s’adaptent aux



réquences du signal & analyser. Cette transformation permet donc d’avoir une localisation en temps
g Y

et en fréquence du signal analysé.

Définition 12 Une ondelette est une forme d’onde qui a une valeur moyenne nulle et une durée
limitée (ce qui explique le mot "ondelette” qui veut dire petit onde)Une ondelette est une forme
d’onde qui a une valeur moyenne nulle et une durée limitée (ce qui explique le mot "ondelette” qui
veut dire petit onde). Une ondelette est une forme d’onde qui a une valeur moyenne nulle et une

durée limitée (ce qui explique le mot "ondelette" qui veut dire petit onde).

L’analyse en ondelettes adopte une fonction de prototype d’ondelettes connue sous le nom de
"Ondelettes mere". Cette ondelette mére génére un ensemble de fonctions de base connues sous le
nom "ondelettes enfantes" par des translations et dilatations récursives.

En mathématique, une ondelette v est une fonction oscillante, comme les fonctions sinus et
cosinus, mais localisée. Deux opérations importantes appliquées a la fonction d’ondelette nous per-
mettent de générer une infinité de variations de celle-ci. La translation qui correspond au déplace-
ment de 'ondelette le long de ’axe des 2, la deuxiéme opération est la dilatation. Cette notion est

donnée par la formule générale d’une ondelette meére :

vVt e R, ¢, (t) :%@Z; <t;b) (a,b) e RY xR

Dans cette expression, Le parametre b est relatif a la translation tandis que a est relatif a la
dilatation "Echelle" (¢ (%) : ondelette enfants). L’idée était d’analyser le signal avec des fonctions
élémentaires « Ondelettes» construites a partir de 'ondelette mere ¢, ,, elle est congue pour osciller
(comme une onde ) mais limitée dans le temps (petite onde ), et doit étre bien localisée aussi bien
en temps qu’en fréquence. Ceci se traduit par une condition dite d’admissibilité qui est la suivante :

Soit 1) une fonction non nulle de L? (R) et ¢ sa transformée de Fourier :

2

Cw:/U+OOMdU<+oo

v

alors v est dite admissible, on appelle également 1) ondelette analysante.

Propriétés d’une ondelette meére :

Moments nuls : Une ondelette a moins de moment nuls si et seulement si sa fonction d’échelle

restitue le polynome de degré inférieur ot égal & m. Alors que cette propriété sert pour les fonctions
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d’échelle .
Mp:/ thep () dt = 0,0 < k < N,

(o, ¢]
D’apreés la derniére équation de My, toute ondelette se doit d’avoir au moins un moment nul (le cas
ou k =0).

Support compact : Autant 'ondelette a moins de moments nuls autant son support est

compact, et une analyse plus exacte des hautes fréquences est possible.

Régularité : La régularité d’une ondelette est la propriété permettant de localiser les singu-
larités dans un signal. On peut noter qu’il existe un lien entre la régularité et les moments nuls.

Autant on a des moments nuls autant le signal est régulier.

Symétrie : Comme le nombre de moments nuls, la symétrie de 'ondelette conditionne la

régularité de celle-ci sur un intervalle.

Orthogonalité : L’orthogonalité d’une ondelette est la propriété permettant d’éliminer la

redondance d’informations.

Théoréme 1 soit la fonction v € L* N L2, on dit que v une ondelette-mere, si elle vérifie les

conditions suivantes :
i)ﬁm|%gd — k < +o0
i) [¢fl = 1.
On construit alors les ondelettes de base

wa,b()ZT <t_b>,b€]R,a>0,

et pour tout signal f € L? on considére la transformée en ondelettes du signal f qui définie par :
Cs (a,b) f+oo f(t) ¥,4(t) , ouCy(a,b) sont les coefficients d’ondelettes. Alors on a :

1. Conservation de l’énergie

1 dadb too
I TIOIE
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2. La formule de reconstruction

=1 [ [ erahvnm e,

au sens suivant st

1 dadb
ro=¢ [ [ cranvan g
la|>e,bER a
alors f. — f dans L?>quand ¢ — 0.

Preuve. La démonstration de ce théoréme est aussi longue et technique. Nous référons le lecteur a
[3].

Exemple 2 L’exemples le plus simple de fonction est évidement celui d’une fonction constante par

morceaux c’est 'ondelette de Haar définie par

1 St 0<z< %
b ={ -1 s l<a<i
0  simon
~ o 1—cos(m§)
On a dans ce cas ¥ (£) = ie” ™ =

2.3 Les types de transformées en ondelettes

La transformée en ondelettes cherche une localisation temporelle du comportement fréquen-
tiel d'un signal, qui permet un passage d’une représentation a une autre. De plus, nous pourrons
dire que les ondelettes permettent aussi de mesurer les variations dans le temps des composantes
fréquentielles (spectrales) d’un signal.

On distingue principalement deux types de transformées en ondelettes :

2.3.1 La transformée en ondelettes continue

La transformée en ondelette continue (Continuous Wavelet Transform, i.e; CWT) a été intro-
duite par Morlet et son équipe , qui utilise des translations et des dilatations de la fonction ondelette
mere durant tout l'intervalle du temps de maniére continue.

Elle permet d’analyser le comportement local d'un signal en réduisant progressivement le pa-
rameétre d’échelle. Cette procédure de zoom est un outil puissant pour détecter et caractériser les

irrégularités d’un signal.
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La transformée en ondelettes continue est donnée par :

z—b
a

Wi(ah) === [ flapu.

Cette transformation est en théorie infiniment redondante puisque 'ondelette est translatée de
maniére continue, cependant il existe des méthodes pour diminuer cette redondance 'une de ces
méthodes consiste en ’emploi de la transformée en ondelettes discréete.

Propriétés

1. Conservation de ’énergie : soit ¢ une ondelette analysante et f une fonction de L? (R"™)

/\f(w)\2da:—//\wf (a,b)\gédadb.

£@) = [ [ u @)W1 (@) ydadt

3. Linéarité, translation, dilatation et rotation :

alors :

2. L’inverse :

(a) La transformée en ondelettes est linéaire :
W (afi+ Bfa) = aW (f1) + BW (f2) o, 8 € C*,(fi, f») = L* (R?).
(b) Translation : la transformée en ondelettes est invariante par translation et on a :
W (rgf) (a.0) =W (b= 5),

tel que 7,/ est la translation de f par le vecteur b.

(c) Dilatation : la transformée en ondelette a également la propriété de dilatation tel que
W (5¢f) (a,b) = k"W f (ka, kb)

0nf (z) = [ (k).

Cette propriétés liée a I’échelle est trés utile pour I'analyse des fractales' . Afin de s’af-
franchir du facteur de dilatation k~"/2, la normalisation de la famille d’ondelettes peut
s’avérer extrémement importante. En effet, ceci conduit & une propriété d’invariance par

dilatation.

L Anlayse fractale, est la modélisation de données dont la fracalité est la propriété inhérente.
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(d) Rotation : la transformé en ondelette a également la propriété de rotation tel que
W (R, f) (a,b) = W f(a, 15" (b)),

ou

Ry f () = f(rg" ().

2.3.2 La transformée en ondelettes discréte

La transformée en ondelettes discréte est produite pour surmonter le probléme de redondance de
la transformée en ondelettes continue, Cette redondance mobilise une grande quantité de ressource
de calcul. La transformée discréte en ondelettes, au contraire, fournit suffisamment d’information,
tant pour ’analyse que pour la reconstruction du signal original. Ceci en un temps de calcul nota-

blement réduit.
Définition 13 une base d’ondelettes de L*(R) est composée de fonctions ;. donnée par
Vale) = 2502 @ — k) = 2502 (@ — 279h))

o 1) est une fonction de L*(R) appelée ondelette mére, et j,k l'indice de position. Y, est donc

déduit de 1 par une transformation d’échelle et une translation.

Dans la définition, le facteur 2% est introduit pour que la norme L?(R) de ¥, soit la méme pour

tous les j et les k. En effet,

N|=

Josul = ([ o= = ([l ik = ol

les fonctions ¢, , sont obtenues de 1) par une normalisation, une dilatation ainsi qu'une translation.
De fagon plus précise, la fonction 9, et translatée de 277k unités, elle est dilatée verticalement

d’un facteur 2% et horizontalement dun facteur 2 par rapport a la fonction .

Définition 14 Une ondelette mére est une fonction 1 € L*(R) telle que la famille de fonctions

{zpj?k}j hez forme une base orthonormée de L* (R).

Puisque L? (R) est un espace de Hilbert, la transformation en ondelettes orthogonales est alors

définie par : f — < fs 1/1j7,§> j, k € Z, avec la formule de reconstruction :

f = Z Z<f> ¢j,k>¢j,k-

JET kez
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t la formule de Plancherel :

P =30 1]

JEZ keZ

En 1910, Alfred Haar est le premier a décrire une base orthonormale compléte de L*(R). C’est ce

que nous appelons aujourd’hui les ondelettes de Haar. L’ondelette mére est définie par

1 s 0<z<3
H() =4 —1 si ;<z<1
0 sinon

Théoréme 2 Le systeme {Hji},, o, est une base orthonormée de L3 (R).

Les ondelettes meéres sont souvent construites a partir d’une analyse multirésolution. Nous étu-
dierons donc cette derniére, car elle donne un cadre naturel pour comprendre les bases de L*(R) qui
forment des ondelettes meéres. Les idées de ’analyse multirésolution qui ont été énoncées en 1986
par Mallat et Meyer, permet de décomposer des signaux mono ou multidimensionnels sur une base

(orthonormée) de fonctions d’échelle et sur une base (orthonormée) de fonctions ondelette.

2.4 Quelques familles de la transformé en ondelettes

Il existe une infinité de fonctions d’ondelettes parce que toute fonction oscillante localisée est une
ondelette mere possible. Toutefois, elles ne possédent pas toutes des propriétés intéressantes. Aussi,
de nombreux spécialistes des ondelettes ont construit des familles d’ondelettes possédant certaines
propriétés remarquables Parmi les familles d’ondelettes, les ondelettes de Haar sont les plus simples,
mais elles ne sont pas bien localisées. Ingrid Daubechies a construit des ondelettes & support compact
qui permettent d’utiliser des filtres de taille finie. Les différentes familles d’ondelettes sont utilisées

selon leurs propriétés en fonction du probléme a résoudre.

Ondelette de Haar L’ondelette de Haar est générée par une fonction d’échelle ¢ défini par

1 0<z <1,
-],

ailleurs.

La fonction d’ondelette v de Haar associée a cette fonction d’échelle est définie par

¥ (r) =¢(27) —¢ (22 -1),
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ou encore

Lo = e —=0 -
05 =
0.0

05

|
|
|
I | -
1.0 - *r—O 7]

1 0<z< 2
Y(x)=4q -1 1<wz<l,
0 ailleurs.

Les ondelettes de Haar est un systéme orthonormé dans R . Ce sont des fonctions discontinues,

utilisées souvent pour détecter les transitions dans un signal.

Ondelette de Meyer L’ondelette de Meyer a une transformée de Fourier a support compact
aussi infiniment dérivable. Cette ondelette se construit en considérant une fonction d’échelle dont

la transformée de Fourier est paire, C*°, telle que

3 {1 si| fI< %,

0 si| f|<
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et qui vérifie les propriétés nécessaires pour décrire une fonction d’échelle. Contrairement a la

précédente, cette ondelette est trés réguliere. Malheureusement, son support est lui aussi infini.

Fig (2.2). Ondelette de Meyer.

Ondelettes de Daubechies Les ondelettes de Daubechies (dbN) sont des ondelettes de sup-
port minimal pour un nombre de moments nuls donnés. Autrement dit, elles dépendent d’un para-

metre N fixé. Elles ont alors N moments nuls et sont a support dans [—N + 1, N]. Cette ondelette
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est obtenue de facon constructive, a partir des filtres hg et h;. Elle est aussi fortement asymétrique.

Fig(2.3). Ondelette 2Dde Daubechies.

Ondelettes de Symlets Les symlets (sym/N) constituent une famille d’ondelettes presque
symétrique, proposée par I. Daubechies en modifiant la construction des dbN. A part la symétrie,

les autres propriétés des deux familles sont similaires. [4]

Ondelettes de Coiflets Construite par I. Daubechies sur la demande de R. Coifman [4],
les coiflets (coif N') constituent une famille d’ondelettes possédant une propriété inhabituelle. Non
seulement, comme pour les deux familles précédentes, ’ondelette v associée a coi f N & 2N moments

nuls.

Les deux fonctions 1 et j ont un support de longueur 6 N — 1.

Remarque 3 Dans la littérature il existe plusieurs types d’ondelette. Le critére de choix de la
meitlleure ondelette reste un probléme a déterminer. Malheureusement, il n’y a pas d’ondelette qui
soit meilleure que les autres, tout dépend de [’application. Dans certains cas, l’ondelette la plus

simple (Haar) sera optimale. Pour d’autres applications, ce sera le pire des choix possibles.
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2.5 Les avantages de la transformée en ondelettes

Le fait que la transformée utilise des fonctions bien localisées dans le plan temps fréquence lui

donne beaucoup d’avantages :

1. La transformée en ondelettes donne une image différente avec plus d’informations.

2. La résolution en fréquence de la transformée dépend du facteur de dilatation par le principe

de Heisenberg, on peut donc choisir arbitrairement celle-ci suivant ce que I'on désire analyser.

3. Pour des signaux physiques présentant des variations tres rapides et des discontinuités, ’ana-
lyse en ondelettes est adaptée car 'ondelette va détecter ces variations et les analyser. Cette
particularité rend ’analyse en ondelettes complémentaire & ’analyse de Fourier. En effet, avec

I’analyse de Fourier, les discontinuités d’un signal ne sont pas facilement analysables.
4. La localisation en temps est précieuse pour beaucoup d’applications.

5. La transformée en ondelette peut représenter complétement et efficacement un signal quel-

conque avec peu de coefficients.



Chapitre 3
Les champs aléatoires

Ces derniéres années, les méthodes par ondelettes sont préconisées comme une alternative aux
méthodes de Fourier pour 'analyse des signaux déterministes et non déterministes. Généralement,
les méthodes par ondelettes sont plus appropriées pour 'analyse de signaux non linéaires et non
stationnaires, mais jusqu’a présent, les méthodes qui ont été proposées se limitent a ’analyse de
champs aléatoires continus, dans ce chapitre, nous développons une approche pour traiter I’analyse

multirésolution dans R? et le champ aléatoire discret, puis nous étudions les structures probabilistes.

3.1 Analyse multirésolution dans R?

L’analyse multirésolution dans R? fournit un cadre efficace pour la décomposition de champs
aléatoires. Récemment, intérét considérable a été accordée aux propriétés de la transformée en
ondelettes et des représentations orthonormées en ondelettes de champs aléatoires (voir Antoine et
al. (2004))

Définition 15 Une analyse multirésolution (AMR) de L? (R) est une suite de sous-espaces fermés
(V;) iez (espaces d’approzimation) vérifiant les propriétés suivantes

1. Croissance : Vj € Z,V; C V;_;.

2. Séparabilité : NjezV; = {0}.

3. Densité : UjezV; dense dans L* (R) .

4. Dilatation : X (t) € V; <= X (27t) € 1}

5. 1l existe ¢ € Vjy telle que la famille {® (v — k) ,k € Z} forme une base de Riesz de Vj.

19
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Définition 16 Pour tout t = (z,y) € R?, une fonction ® (t) € Vi qui satisfait
O(t) =D (x,y) = > hu2® 2z —k2y—1),
k€T
ot
@ (z,y) =9 ()¢ (y) (3.1)
et hyy = hyhy. Puisque ¢ () et ¢ (y) satisfont l'équation d’échelle ¢ (x) =3, p V20 (22 — k). Si

{® (t —n)}, .z est un systéme orthonormé, alors ® est appelée une fonction d’échelle orthonormale,

et les fonctions d’ondelettes sont données par

M (z,y) = ¢(x)¥(y), (3.4)
VO (z,y) = P (2)d(y),
VD (z,y) = (@)Y (y),

La généralisation de [’équation d’ondelettes unidimensionnelle conduit aux relations suivantes :

M (z,y) = Z g,(€7)2<b (2x — k;2y — 1),

k€7

T (z,y) = Z 920 (20 — k; 2y — 1)
k€7

WD (z,y) = Z g,i??@ (22 — k;2y — 1)
k€

ot g = higr, g = gihu, 0\ = gigr.

Remarque 4 Dans la littérature sur les ondelettes, le lecteur peut rencontrer une indexation de la

multirésolution des sous-espaces, ce qui est l'inverse de celui de la définition 16

~.cWicVWcV,C. (3.5)



21

Remarque 5 Cette convention (les deux présentent des avantages et des inconvénients), parfois
appelée convention «Daubechies», par opposition & la convention «Mallat» dans (3.5), est presque
également souvent utilisée. Cependant, la famille {® (t) = 22® (2z — k, 27y — 1) .k € Z*} est une
base de V; selon lindezation de Mallats, tandis que {®;x (t) =277® (2772 — k, 277y — 1) , k € Z*}

est une base de V; selon indezation de Daubechies.

L’approximation d’une fonction X (t) sur un sous-espace V; est donnée en termes de fonctions
d’échelle comme

Xi(6) = ajudju (t) (3.6)

keZz?
oll o est le coefficient d’échelle a la résolution j et a la translation k et

Dy (t) =270 (22— k, 27y — ) (3.7)

Par conséquent, une fonction X (t) € L? (R) peut étre représentée par un ensemble de fonctions
d’échelle orthogonale comme
X (t) = lim D @ (t) .

kez?

Définition 17 Pour chaque j € 7Z, le sous-espace d’ondelettes W; est défini par
Wi = 5pan { ¥ (X) beepe -

Puisque {V jez } sont les sous-espaces de identification, nous pouvons représenter les sous-espaces
V;j—1 comme une somme directe de sous-espaces grossi¢rement approximés V; et de ses sous-espaces
complémentaires orthogonaux W;, comme suit V; = V;_; @ W;_;.

Cela montre que la projection d’une fonction X (t) sur les sous-espaces W, donne les informa-
tions détaillées perdues lors de I'approximation de la fonction sur les sous-espaces V. Une base
orthonormale peut maintenant étre construite pour les sous-espaces W;. Une collection de toutes
ces fonctions de base pour les sous-espaces {W;, j € Z*} forme une nouvelle base orthogonale pour
L? (R?).

Ainsi, la méme approximation en termes de fonction de base de W; est donnée par

)?j (t) = Z Z Z Bixu¥iku (t),

u=1 j=—o0 keZ?

ou f3; ,est le coefficient d’ondelette a la résolution j et a la translation k et

Uik (t) =270, (2 — k,27y — 1), pour tout u € {1,2,3} (3.8)
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Toute fonction intégrable carrée X (t) € L? (R?), elle peut étre écrite en termes de fonctions

d’échelle et d’ondelettes comme suit d’ondelettes comme

Z > it +Z Z S BreaTiu (1), (3.9)

j=—o00 keZ? u=1 j=—o00 keZ?

et les coefficients {oy; i} et {;

J,k,u} sont les séquences qui décrivent le champ aléatoire alors que les

fonctions de base sont fixes.

Remarque 6 Les fonctions de base peuvent étre orthonormées ou simplement linéairement indé-
pendantes. Lorsque ceuz-ci sont orthonormés, ils s’inscrivent dans un cadre général multirésolution.
En d’autres termes, ’analyse multirésolution fournit une méthode pour construire un ensemble de
fonctions orthonormées qui forment base de I’espace L? (R?) et satisfait les propriétés d’une fonction
d’ondelette. Dans cette analyse des fonctions sont approximées a différentes résolutions pour don-
ner des versions lissées d’une fonction. L’incrément les informations perdues lors de l’approximation
d’une fonction a différentes résolutions inférieures peuvent étre des études utilisant coefficient d’on-
delettes.

Exemple 3 Soit ®(z) et ¥(z) les fonctions d’échelle et d’ondelettes associées a certains AMR,
pour chaque j, k;l, € Z définie

(x,y) = 2j<I>(2ja:—k 2y —l),

(v,y) = 220" (203 — |, 27y — 1),
U (2,y) = 20O (20 —k, 27y 1),

(z,y) = 29¢@W (2x —k, 2y —1),

la collection {®; , (,y).j,k,l € Z}U {\Pﬁuk)l (x,y),7,k,l € Z,u € {v,h, d}} est une base orthonor-
mée sur R? satisfaisant (3.1) et (3.4). Cependant, toute fonction X (z,y) € L? (R?) peut étre écrite

en termes d’échelle et d’ondelette comme

Z Z&J’”@J»’” z,y) Z Z Zﬁ]kl ]kl (z,y) -

j=—o0 k,IEZ ue{v,h,d} j>J=—00 k,lIEZ

D’apres la convention de Daubechies, nous pouvons exprimer n’importe quelle fonction @, (t)
dans les sous-espaces V; comme une combinaison linéaire des fonctions de base {®;_1x (t) ; k € Z*}de

Vi—1 comme

t) = I on®i1x(t), (3.10)

keZ?
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ol hy_on = / P (1) ik (t) dt et Z hi = 1. Pour une base d’ondelettes du support compact,

keZ?
{hx} est de longueur finie |N| (i.e. hy est différent de zéro dans l'intervalle 0 < k < N — 1 et zéro

en de hors de 'intervalle).
Depuis W; est également un sous-espace de V;_; nous pouvons exprimer n’importe quelle fonc-

tion U, ,, (t) dans les sous-espaces W; en tant que combinaison linéaire des fonctions de base
{®;_1x (t);k € Z*} de V;_; comme

Tina () = D g100n®io1ac (6) ,u=1,2,3 (3.11)
kez?

ol gl(("_)211 = /\Ifj,n,u (t) @5 ;) (t)dt,u = 1,..,3. De nombreux choix de hy et g,i“) existent qui

satisfont (3.10) et (3.11). Un de ces choix consiste & choisir des coefficients { g,g“), u=12, 3} tel
que g, = (=1)" b1y, .

La relation entre les coefficients qui donne les informations sur version lissée (coefficient d’échelle)
et détaillée (coefficient d’ondelette) d’une fonction a différentes résolutions peut étre obtenue en
multipliant les conjugués de (3.10) et (3.11) avec X (t) et intégrant par rapport a t. Par conséquent,

nous avons

Qjn = Z M 2n®j—1k (3.12)
keZ?2
Binu = Z gl(:L—);najfl,k pour u=1,..,3
keZ?

Donc 5
Qjn = Z P2kt k + Z Z gl(:,)zkﬁj-&-l,k,u
kez? u=1 keZz?
L’équation (3.12) indique que touts les coefficients d’échelle et d’ondelettes a la résolution (j, j + 157 + 2;...)
peuvent étre obtenu a partir d’un ensemble de coefficients {hy_2,} qui décrivent la base des onde-

lettes et I'ensemble initiale de {a;_1x;k € Z?}.

3.2 Les Champs aléatoires

Les champs aléatoires ont trouvé de nombreuses applications dans divers domaines tels que
le traitement d’images (voir par exemple Jain (1981)), 'océanographie (voir Sylvester (1974)), la

géologie (voir Harbaugh et Preston (1968)), la foresterie (voir Matern (1960)), la turbulence (voir
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Mandelbort (1975)) et la géomorphologie (voir Mandelbort (1975)). Dans la section précédente,
une fonction X (t) est supposée étre un élément de L?(R?). Dans le cas de champs aléatoires, tous
peuvent ne pas avoir de chemins d’échantillonnage sur L?(R?). Cependant, si X (¢, ¢) est une fonction
mesurable définie sur R? X A (A est espace échantillon) est satisfait [ E{X?(t,¢)} dt < oo, alors
X (t,e) € L*(R?) de probabilité 1 en A.

3.2.1 La représentation d’un champ aléatoire discret en base en onde-
lettes

Soit (X (t))serz un champ aléatoire continu construit & partir d'un champ aléatoire discret de

moyenne nulle et de puissance finie, et soit {¥; ,(t),u =1,2,3,k € Z?,j € Z} et {®,x(t);k € Z?}

sont des bases orthonormales de multirésolution d’échelles.et d’ondelettes. De plus, supposons que

X(t) € Vp, alors a partir de (??7), nous avons
X(t) =Y aguDox(t)
kez?
ol vk désigne le coefficient d’échelle & la résolution zéro, donné par
Qox = X(t)q)07k<t)dt
R2
En substituant X (t) en termes de X (n) en utilisant (??), et en réorganisant, nous obtenons
dox = »_ X(n)by_n, (3.17)
nez?
ou la séquence (by,) est calculée comme suit
by = (27) / B(—2) e g (3.18)

avec ®(\) indiquant la transformée de Fourier de ®(t).

3.3 La structure des covariances

3.3.1 Les covariances du second ordre

Les propriétés du second ordre des coefficients d’ondelettes pour les processus aléatoires & pa-

rameétres continus et discrets ont été étudiées par Dijkerman et Mazumdar (1994), Mary (1993),
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Tewfik (1992) et Subba Rao et Indukumar (1996). Cependant, dans cette section, nous obtenons
des expressions explicites pour les covariances du second ordre des champs aléatoires discrets.
Le lemme suivant est une extension du résultat obtenu par Subba Rao et Indukumar (1996)

dans un cadre unidimensionnel.

Lemme 3 Soit (X (n)),ezz sont des champs aléatoires discrets stationnaires de moyenne nulle ap-
partenant & ’espace Vg et soit C(1) =:Cov{X(n) X(n+1)} la covariance du champ aléatoire dis-

cret. Alors la covariance des coefficient d’échelle a la résolution Zéro C§(l) =:E {a07ka37k+1} est

= > > bubpC1+m—n), (3.21)

mecZ2 neZ?

ol by, est défini par (3.18).

Lemme 4 Soit ayy et B8y, sont les coefficients d’échelle et d’ondelette a la premiére résolution

définis par

ALk = Z hm@o4mi2k 5 (5.23)
kez?
51,k,u = Z gl(ff)ao,mHk pour u =1,2,3.
kez?

Alors la covariance du coefficients d’échelle et d’ondelette satisfaisant (3.23) est

Ci) = D ) hmhiCi(n — m+21) (3.24)

mcZ2 neZ?

ul) = Z Z gWgw*Cs(n — m+21) pour u =1,2,3

mecZ2 neZ?

Preuve. Simple et donc omise.

Corollaire 5 Soit o,k et

donnés par la formule de récurrence donnée par (3.23).

rku Sont les coefficients d’échelle et d’ondelette a la r-iéme résolution

Ensuite, la fonction de covariance aux résolutions inférieures des coefficients d’échelle et d’on-

delette sont les suivantes :

C:) = Y > hmhiCi(n—m+2])

mcZ2 ncZ?

Cr.() = Z Z gWglw*Cs  (n — m+2l) pour u =1,2,3

mecZ2 neZ?
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Pour toute r-iéme résolution, nous pouvons écrire (3.24) comme suit

2r
Co) = | D hma| CiD)
meZ2
2r
cr.Q) = Z 91(;?—21( Cy(1) pour u =1,2,3.
meZ2

3.3.2 Les covariances du troisiéme ordre

Il est clair d’apres (3.21) que la covariance d’échelle et d’ondelette pour deux processus spatiaux
stationnaires différents ayant la méme covariance ne peuvent étre distingués. Par exemple, les pro-
cessus SARM A(p, q) et SBL4(p, q, P, Q) ont la méme structure de covariance voir [9]. Cela montre
que les processus linéaires et non linéaires ne peuvent pas étre identifiés en utilisant des statistiques
de second ordre. Il est donc nécessaire d’étudier les statistiques d’ordre supérieur dans I'analyse en
ondelettes.

Dans cette section, nous développons I'expression des covariances d’ordre 3 entre les coefficients

d’échelle et 'ondelette pour les champs aléatoires discrets.

Corollaire 6 Soit o le coefficient d’échelle a la résolution zéro satisfaisant (3.17). Alors la cova-
riance du troisiéme ordre des coefficients d’échelle et d’ondelette a la r-iéme résolution est donnée
par

E {ar,kar,k—i-jar,k-l-l} - Z Z Z hmhnhpE {ar—l,m+2kar—1,n+2jar—l,p+2l}7 (328)

meZ? neZ? peZ?

E {6r,k,uﬁr,k+j,u6r,k+l,u} = Z Z Z gr(ﬁ)gr(1U)gl()U)E{ar—17m+2k04r—1,n+2jar—l,p+2l}7

meZ2 neZ? peZ?

pour u = 1,2, 3.

Remarque 7 D’aprés la relation entre les coefficients d’échelle et d’ondelette, nous pouvons écrire

(3.28) comme suit

r

T T
E {Oér,kOér,k+jOér,k+1} = E P —2x E hn72j E hple E {Oéo,kOéo,k+jOéo,k+1} )
meZ2 nez? pEZ?
T T r
E{B 5 5 } _ (u) (u) (u) E{a o v }
rk,u rk+ju”rk+lLu - Im—2k gn—2j gp—21 0,k“0.k+j“0k+17J -
meZ2 nez? pEZ2

pour u = 1,2, 3.
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3.3.3 La structure de dépendance en termes de cumulants :

La structure de dépendance des champs aléatoires Gaussiens est entiérement caractérisée par
la covariance. Lorsque ’hypothése de normalité n’est plus vérifiée, des cumulants d’ordre supérieur
sont nécessaires. La covariance et les propriétés spectrales de la transformée en ondelettes et du
coefficient d’ondelettes discrétes pour les champs aléatoires ont été largement étudiées dans le passé
(voir Masry(1998)). Dans cette section, nous obtenons une nouvelle expression pour le cumulant du
coefficient d’échelle, et la structure de dépendance entre les coefficients d’ondelettes est étroitement
liée & la dépendance des coefficients d’échelle. Par conséquent, pour expliquer comment obtenir les
cumulants conjoints des coefficients d’échelle & partir des cumulants conjoints des champs aléatoires,

nous avons

Proposition 2 Soit (agx)wez2 le coefficient d’échelle & une résolution nulle satisfait (3.17), et sup-

posons que les cumulants joints de (X(n))pezz d’ordre s existent. Alors

Cum( g gy s -y Qo gs) = Z Z 17 by, —p, Cum(X (n1), ..., X (ns)).

ni1eZ? nseZ?

Corollaire 7 Soient (1) et (811, ) les coefficients d’échelle et d’ondelettes a la premicre réso-
lution satisfaient (3.12). Alors

Cum ozlk = Z Z H hmcum(ao,erZk)v
mieZ? mgeZ?
Cum(Bix.) = Z Z 1T} 1gm Cum(ao maok) pour u=1,2,3.

mi1eZ?2  mgeZ?

ou

S~—
I

Cum(ay k Cum(o gy - 1),

)

Cum(ﬁl,k,u) = Cum(ﬁl,kl,ua"'aﬂl,ks,u)a

Corollaire 8 Soient (a.x) et (8, ) les coefficients d’échelle et d’ondelettes a la r-iéme résolution
satisfaient (3.12). Alors

Cum,(a,x) = Z Z I P, Cumye—1 (1 2k ) s

mieZ2  mgeZ?

C’umT(BT,k’u) = Z Z IT;_ 1gm )Cum,._ 1(Qr—1miox) pour uw =1,2,3.

mieZ? mgeZ?
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3.4 La transformée en ondelettes discrétes des champs aléa-

toires

Soit (X (n)),cz2 un champ aléatoire stationnaire discret de moyenne nulle, nous définissons la

transformée en ondelettes discréte par rapport & ¥ comme
n)=27>" X(n)¥(27n-k) (3.29)

condition(3.1) Soit C'(1) une fonction de covariance d’un champ aléatoire (X (n)),, . »satisfaisant
> [+ ]C @) < oo
lez?

Nous avons E {d;x (n)} =0 et

—1N-1

var{d;x (n)} = 232 ZC’ n-—m)¥ (27n—k) ¥ (27m—k)

n=0 m=0

= Z SONA(N)

I=—N+1

N—1—1]

onW(l)= Y ¥(E2In-k)¥27n+[l|-k).

Si la conditizon 3.1 est valable, alors
var {djx (n)} — 7,y (n) quand N — oo

ou

(M) =27 C (1) Ve (1)) (3.30)

leZ?
est le spectre en ondelettes de (X (n))nezz et Ueo (|1)) Z\If (277n—k) ¥ (277n+ |1]| — k) est
appelée fonction d’autocorrélation d’ondelette en (j, k).

Théoréme 9 Soit (X(n)),.,. un champ aléatoire stationnaire discret de moyenne nulle, avec une

fonction de covariance C(1) satisfaisant la condition (3.1), et soit

M (j1.42) (k1 k2) (n) =2t Z Z v (l) v (2_j1n -k + |l| I{u>0}) v (2_j2n —ky + |l| ]{u>o}> )

1€72 n=0

pour (j1,j2) € Z2%, (ky1, ko) € Z* la covariance de la transformée en ondelettes par rapport a VU puis,
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i) E {djlykl (n) dj27k2 (n)} - n(j1,j2)(k17k2) (n) comme N - OOJ
ii) sij1 = jo, ki = ko, puis 0, iy k) () = 0 (),
111) E {dj17k1 ( ) Jjo.ka ( )} O( ) comme N — oo.

Preuve. (i) et (ii) sont immédiats.
pour (iii) , soit dﬁ() =3 X(n n)y,, (n) . puis

T-1
Blafdl} = X o shulm
n,s=0
T-1 T—1—|u]
= Z 7(n) Z ¥kt [l Ius01)Y w0 (0 + [u| Tu<oy)
u=—(T-1) t=0

Ensuite, avec u > 0, (le cas négatif suit de maniére similaire),

i@+ W) ( Z%k V1 (m)

< Z Wj/,k/(n)} Wj,k n+u)— %’,k(n)‘
< 277724 Z Yixm+u) =y, (n+u—-1)+9;, (n+u—-1) -9, (n+u-2)+
wj,k(n +u—-2)—..+ wj,k(n +1) — wj,k(n)
< 27924 Z Wj,k(n +u) — ¢j,k(n +u-— 1)| + ¢j,k(n +u-1)
—wj,k(n +u—-2)+..+ Wj,k(n +1) — wj,k(n)|
< 202492792V |y
= 27UHD24V |u
ainsi
T-1 T—1—|u
E{d0d.} - V@) D yn+ [l Lm0t a0 (0 + [l o))
u=—(T-1) =
T-1 T—1—|u|
= v(u) V()Y (n) + e
u=—(T-1) t=0
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quand 7" — oo , car par la condition (3.1), nous avons

Z’Y ngk ’k’ n)| < Z"Y |Z‘"¢jk jk’ )‘
< 3 y(w)[ 27724272 A | [support 1, (m)] N [support 1. (n)]|
< Y y(w)[ 2917242 | [support 1), (n)] N [support ;4 (n)]| < oo

et

erl < Y0 y(w)| 27U AV uf
u=—(T-1)
(T-1)
< 270247 N fu] [y(w)] < oo

u=—(T-1)

Théoréme 10 Soit (X (n))ncz2 est un champ aléatoire stationnaire du second ordre avec une moyenne
nulle et la fonction de covariance C'(1) # 0 por |l]| <L , L << N pour ¥(n) a un support [K1, Ks]
,ou K1 >0,Ky >0, alors

E{dj, x, (n)djax,(n)} =0,
pour |ky —ky| > Ky — K1+ (2L) , j=1,..M et k=0,1,....,(2M77 —1).

Preuve. Soit

T-1 T—-1—|u|
EL{dQdD b= 3 A Y a0t 1] o))t (0 + [0l Iusop),
u=—(T-1) t=0
Puis
[suuport @Dj’kl] = [Qj (Ki+k1) — [u| Ifusoy; 27 (Ky+k;) — |u I{u>0}}
et

[suuport ¢, ] = [2/(Ki+ks) — |u| Iju<oy; 2/ (Kotks) — [u] Ijucoy] -
s’il s’ensuit que
[suuport ¢j7k1} N [suuport ¢j,k2]

est vide si |k1—k2‘ > KQ—Kl + (U/QJ)
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Définition 18 Un champ aléatoire du second ordre a valeurs réelles (X (n))nezz est dit faiblement

homogéne si
i) m(n) = E{X(n)} pour tout n € Z>.
ii) C(n+u,m +u) = C(n,m) pour tout u € Z>.

Nous supposons que C(1) est continu et a la représentation spectrale

c(l) = / X AF(N).
ou dF'(X) est une mesure finie sur .

Théoréme 11 Supposons que ¥(n) € L(R?). Les champs aléatoires (d;x(n))nezz ,sont conjointe-

ment faiblement homogénes avec des moyennes nulles et des fonctions de covariance croisée
Ca;, (1) = E{djx(n)dj) (n + 1)},

Cdjl,kl 1y ko (1) =F {djhkl(n)d;g,kg (n + 1)} )

ayant les représentations spectrales

Con) = 20 % [ B(pean )

I=—N—-1“T

N-1
Cyy iy () = 272 3" / ¥(0) ™ dFx (),
I=—N-1

™

ot U(.) est la transformée de Fourier de WU(.) et

N-1-1
V()= > ¥@n-k¥(n+l-k),
N—1—|l
T(0)= > ¥(2'n—k)¥(2%n—ky).

Remarque 8 D’aprée le théoreme ci-dessus, la transformée en ondelettes {d;x(n),n € Z*} est un
champ aléatoire faiblement homogéne avec une mesure spectrale

N-1

dFy(X) = 2% Z U(D)dFx(N),

I=—N-1
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En particulier, si le champ aléatoire d’entrée (X (n))nezz posséde une densité spectrale fx(X) , alors

il en va de méme la transformée en ondelettes et

N-1

faN) =227 37 (1) fx(N).

1=—N-1



Chapitre 4

L’estimation bispectrale par la méthode

de seuillage en ondelettes

Dans ce chapitre, nous proposons un estimateur de la densité bispectrale par la méthode de
seuillage en ondelettes pour une large classe des champs aléatoires stationnaires. Comme dans le
cas unidimensionnel(voir Touati et Pesquet [28], nous montrons que cet estimateur atteint le taux
maximum sur les espaces de Sobolev, ce qui n’est pas atteint par les estimateurs linéaires (noyau

ou spiline).

4.1 L’estimateur par ondelettes

Soit (Xt )gezz,un champ aléatoire stationnaire de densité bispectrale définie par

1
fa(wr, wa) = (2m)2

Z Cg(hl, h2)e—i(h1.w1+h2.w2)‘ (41)

hy,hoeZ2

Le principal outil d’analyse dont on dispose pour estimer empiriquement la densité bispectrale

théorique du processus est le bi-périodogramme effilé Iy(w1,ws), défini sur [0, 27[*par :

1

IN(thJQ) = WdN(wl)dN(wQ)dN(—wl — (.{.JQ)7 (42)
ol dn(wy) = Ztlil hi (&) Xee ™™, t.w =t1.wq + to.wz, N =N;.N; (la transformée de Fourier des
données) et HI = ii o 2 hi(%), hiyi = 1,2,3, sont les fonctions effilées (taper function). II

est bien connu que sous des hypothéses assez générales In(w1,ws) est asymptotiquement sans biais

pour f3(wq,ws).

33
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Il est important donc de chercher & améliorer les performances du bi-périodogramme en tant
qu’estimateur de la densité bispectrale. La méthode de leffilage des données (smooth data tapers)
permet d’améliorer la précision du bi-périodogramme dans l’estimation de la densité bispectrale,
en particulier, cette méthode permet de réduire le biais d’échantillon fini du bi-périodogramme.
Cependant, le bi-périodogramme est inconsistant (la variance est proportionnelle a la taille de
I’échantillon N). Afin d’assurer la consistance, les méthodes du noyau utilisent des noyaux adéquats
avec une bande passante bien choisie pour lisser le bipériodogramme. Alternativement, nous essayons
de construire un estimateur a seuil de la densité bispectrale par la méthode en ondelette, qui surpasse
les estimateurs linéaires traditionnels.

Plus précisément, nous considérerons le modéle suivant :

[N(wl,wQ) = fg(wl,WQ) + eN(wl,wg). (43)

contrairement au modeéle unidimensionnel traditionnel dans I'estimation par la méthode en onde-
lettes, les erreurs en dans ce modeéle ne sont pas ni gaussiens, ni des variables aléatoires qui suivent
toutes la méme loi de probabilité et sont indépendantes (i.e. i.i.d).

Pour f3eL?([0,27[%) nous avons la représentation

7
filwnw) = > GkiePirm@n@) + Y > > B kg Vikikew(wn, ws).

(k1,k2)eA? u=1 j>I (kiko)eA?

Dans cette section, nous montrons que les estimateurs a seuil de la densité bispectrale f3(wq,ws)
par la méthode en ondelettes atteignent un taux de convergence minimax presque optimal dans la
boule bidimensionnelle de Sobolev

m m
W,.,(C) = {II f ooz + %HLP([O,QwP)—}_ I % L, (02r) < C}-

De plus, I’estimateur est obtenu en utilisant une décomposition a quatre dimensions de bi-périodogramme
effilé par la méthode en ondelettes, en seuillant les coefficients d’ondelettes empiriques obtenus puis
en construisant I’estimateur a partir des coefficients seuillés.

Sous les hypotheéses suivantes, nous pouvons dériver des estimations appropriées du biais et de

la variance des coefficients d’ondelettes empiriques de la densité bispectrale définis par

Ok ks = //IN(whw2>q)j,k1,k2(wlaw2)dw1dw27
o J o

Bixidon = //IN(whw2)‘1’j,k1,k2,u(w17w2)dw1dw2-
o J o
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Hypothése (4.1) La fonction effilé h est de variation bornée et satisfaisant H = [ h? (z) dz >

Hypothése (4.2) Vk > 2, il existe C' > 0 et 7 > 0 tel que

sup Z |Cum (X (t1),..., X (tp))| < Ok( )’er

1<t <
=20 bt

Hypothese (4.3)  f5 est de variation totale finie sur ([0, 27?) ||| f3]|, < D,VD > 0.
Hypothése (4.4)

Condition 12
- & (t) and U, (t) sont dans C", pour tout r > m.
- [D(t)dt=1¢et [T,(t )V [6]Fdt =1 pour 0 < k < r.(i.e. [t] = ty.ts).

- (' = max <HCI>’ ) et D = max (H@’ , ‘\If; ) sont finis, et max (||(I)j7k||oo ) H\I/]ku
Lt L1 Il It
AI/?

u

D

L’estimateur par la méthode en ondelettes est donc

~

N
f3(wi,wy) E Ny ey Pty o (W1, W2 +E g E i jkl,kw,)\ )‘P]klkﬂ(whwﬂ

(ki1,ko)eA2 u=1 j>1 (ki ko)eA?

ot 6(.) désigne un seuil souple ou dur et la valeur de seuil AN > 0.
De plus, nous notons 7, i, I'un des coefficients o, k, »0;x, kp.u €6 PAT Yk, K, un des coef-

ficients &k, x,, 5 et la variance de ces composantes sera notée par ok, k, et par ) k1 ks la

Jki,keu
fonction en base d’ondelettes associée. On note aussi par 77 ., les parties réelles et imaginaires de

’L
Yk ko €6 de méme pour o j k1 . La variance de ces composantes sera notée o'; ke Ko

4.2 La minimaxité de ’estimateur

Soit
Js = Js(N) = {z<j 2 < N7 5>0}

ou (1 —=208)r(m,p) >v(m),r(m,p) =m+1-+ }.—25 et p = min(p, 2).
D’apres 'hypothese 4.1-4.4, le probléme du modele (4.3) est transféré a la régression gaussienne

suivante

T"L

C],kl ko T = fy] ki.ko + U] k1 kggjzklkaMjGJ(S’ k17 kzeA? (44)
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ol €k, k, ~ N(0,1) sont ii.d. La quasi-minimaxité de l'estimateur est basée sur I'estimation de

cumulants du troisieéme ordre (les coefficients d’ondelettes empiriques du bi-périodogramme).

Proposition 3 Pour tout p > 0, soit J;\, = {l < j,2/ < N'7°,27 > NP} et supposons que les

conditions 5.1 a 5.4 sont satisfaisantes. Alors

| Cum(vj,khb B 7j1k17k2) |§ (n!)3+37(K1N)_2“(”_2),

~T,0

7 j ki ko
pour K approprié et > 0, et cette borne est uniforme enn > 3 et j € Jgp.
Théoréme 13 Supposons que les conditions 4.1 a 4.4 sont satisfaisantes et que le seuil satisfait
=Tl N|\11/2 N -1
0 iewter 2108(| 1) DIY? < A, i, < KNTH4/210g(N)

sur Js.ou K est constante. Alors,

R B 2In(N)\ #it
fgev%rii(m(E{H o h Hi(m}) ¢ << e ) > |

Preuve. D’aprés les hypothéses 4.1 & 4.4, le probléme du modele (4.3) est transféré a la régression

gaussienne suivante :

7,0 oot ~T . TN
Eikiks = Vikaks T Ojlky ko Sikakas J€J5  Kay ko€ Hj, (4.5)

Ol €y ky ~ IN(0,1) sont i.i.d.

En effet, en utilisant le lemme 1 dans Rudzkis (1978), on obtient la Gaussianité asymptotique
de coefficients d’ondelettes empiriques pour j dans Jéj;. Par conséquent, nous montrons que pour
p assez petit (p <1 —wv(m)), le risque sur les niveaux de résolution en JI', dans I’estimation de
’y;ﬁﬂ’kz, par le seuillage ?;21,62 avec )\fkh,@ est équivalent & une erreur d’ordre O ((N )ﬂ’(m)), au
risque de seuil basé sur le modele Gaussein (4.5) .

d’autre part, I'erreur de la projection de f3 sur I’espace des ondelettes correspondant aux niveaux
de résolution en j € JI est d’ordre O ((T)_U(m)), puisque pour j € Jj , les variances 5;;21,1@2 sont
équivalents a T_Tl, la minimaxité de ’estimateur est dérivée d’apres les résultats classiques sur le
modele gaussien bidimensionnel.

Notons également que ce taux n’est en générale pas atteint par les estimateurs linéaires de la
densité bispectrale. En effet le risque L? des estimateurs linéaires ne dépend que des premier et

deuxiéme moments des distributions d’erreurs.
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Donc encore une fois, par le équivalence ci-dessus du modele (4.3) au modele Gaussien et par

des résultats classiques, nous pouvons conclure que le taux d’estimation de la densité bispectrale

log() ) V(™)
N

I’estimation de la densité bispectrale est alors atteint par I'estimateur de seuillage par ondelettes

linéaire est le taux sous-optimal 7™ ot m = m + % — ]13. Le taux quasi-optimal ( pour
mais pas des estimateurs linéaires si p < 2 (c’est-a-dire dans les cas de régularité inhomogene de la
densité bispectrale sur le domaine bifréquenciel).

notez qu'il existe de nombreuses possibilités pour m et p satisfaisant (1 — §)~y (m,p) > v (m).
Par conséquent, ’estimateur est simultanément presque optimal sur une large gamme de classes de

lissage.

4.3 Amélioration supplémentaire de ’estimateur

21n(N)
N2

évidentes pour ’améliorer encore pour des tailles d’échantillon finies.

. ~ . . . ., _m_ .. . 1 eres
L’estimateur f3 atteint le taux quasi-optimal souhaité ( )m+1 mais il existe deux possibilités
1. Premiérement, contrairement & ’estimateur par noyau usuel de f3, les estimateurs par on-

delettes ne sont pas invariants par translation. Si nous décalons le bipériodogramme d’une
certaine quantité (s, s2), nous appliquons un seuillage non linéaire et nous reculons I’estima-
tion de (s1, 2 ), ce nouvel estimateur sera différent de la variante non transmisée f381’82) dans la

plupart des cas. Les seules longueurs de décalage qui ne modifient pas I’estimateur fg sont des

(2m)*
P

D’autre part, il n’ya aucune raison de supposer que 1I'un des déplacements possibles est toujours

multiples de longueur de décalage de la base d’ondelettes & I’échelle la plus grossiére,i.e.

supérieur aux autres. Pour affaiblir I’effet de ne pas étre transformée en ondelette stationnaire

et définie avec décalages s;; = (s;,s;) oul s; = (2l 7i=0,...,I — 1, le nouvel estimateur
1

~ 1

Fralws,ws) = 19 (w1, ws),

alors, on obtient par 'inégalité de Jensen que

|5 = f Iy < Z | F5 = o MLy (4.6)

1,5=0
ou l'inégalité stricte satisfaite si fési’j) + f;si/’j/) pour tout (i, ) # (¢,;'). En particulier f;
vérifient également le résultat du théoréme 13. De plus, compte tenu de I'inégalité possible-
ment stricte dans (4.6), nous espérons obtenir une amélioration significative pour des tailles

d’échantillon finies.
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2. Deuxiémement, notez que la densité bispectrale fs3 satisfait les symétries ci-dessous, alors
qu’elles ne sont pas satisfaites par f;}f si les ondelettes & support compact différentes des

ondelettes de Haar sont utilisées
f3(w1,w2) = f3(—w1, —w2) = f3(w2,w1) = fs(—(wl + w2),w2), (4-7)

Afin de construire un estimateur qui satisfait les symétries ci-dessus, nous prenons la moyenne

de huit estimateurs symétriques presque optimaux :

rwnws) = = |fiwi,we) + fi(we,wi) + fi(—wi, —ws) + fi (~wa, —w1) + f5(— (w1 + ws),w1)

1
8
+ f3 (= (w1 4 w2),ws) + fi (w1 + w2, —w1) + f3 (w1 + w2, —ws)

Donc, on a encore par l'inégalité de Jensen, et le fait que f3 satisfait (4.7), que la nouvel

AN kk

Iestimateur f3 satisfait
A~ kk ~
I s = Fs e <N F5 = F3 i2grn)s

ou l'inégalité stricte est vraie si deux des huit estimateurs ci-dessus sont différents.



Conclusion

Les ondelettes, comme la décomposition de Fourier, sont des stars en analyse du signal. Cette
discipline essaie d’étudier et de comprendre les signaux grace aux mathématiques. Nous avons donné
un bref sur la transformée en ondelettes (continue et discréte) pour un champ aléatoire discret et
nous proposons un estimateur & seuil par ondelettes de la densité bispectrale qui est plus performant

que les estimateurs linéaires (noyaux).
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