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I Introduction générale

La plus part des phénomeénes dans la nature peuvent étre reformulé et
modélisé sous forme d’une équation différentielle (ordinaire ou aux dé-
rivées partielles, inclus les conditions au bord) ou d’un systémes d’équations
différentielles.

Une vaste classe de ces équations peuvent étre écrite sous forme d’un

probléme d’évolution :

WD — Au(t) + f(t), t > 0. (1)

u(s) = up.

Dans le cas ou f(t) = 0, s = 0 et A est une application Lipchitzienne
le théoréme de Cauchy-Lipchitz -Picard rend un grand service a résoudre ce

probléme et la solution sera donnée par la formule :
u(t) = ey,

Mais dans le cas oul A est non borné, alors A est non Lipchitzienne, donc
on peut pas appliquer le théoréme de Cauchy-Lipchitz-Picard.

L’idée serait de définir pour une classe d’opérateurs non nécessairement
bornés un objet mathématique qui donne ’existence et 'unicité.

La théorie des semi groupes d’opérateurs linéaires trouve dans les espaces

de Banach une résolution dans le cas oil A est non borné.



Introduction générale

Cette théorie est devenue un objet important, en mathématiques, dans
I’étude de l'existence et I'unicité des solutions des équations différentielles,
ainsi que dans d’autres domaines scientifiques ( physiques et mécaniques).
Cette théorie a commencé au début de 19 éme siécle.

Aujourd’hui, les semi groupes sont présents dans la majorité des disci-
plines mathématique on trouve plusieurs applications de cette théorie non
seulement au domaines classiques comme la théorie des EDP ou la théorie
des processus stochastiques mais elles deviennent un outil trés puissant dans
la résolution des équation intégraux-différentielles et des équations différen-
tielles fonctionnelles issues de la mécanique quantique et aussi dans la théorie
du controle en dimension infinie.

Le présent cours se décompose de trois chapitres. chaque chapitre est
composé de plusieurs sections.

Dans le premier chapitre, on trouve une étude générale des semi-groupes
fortement continus d’opérateurs linéaires bornées dans un C-espace de Ba-
nach avec quelques propriétés, ainsi la notion de générateur infinitésimale
voir des résultats liant ces deux notions : des conditions (nécessaires et suf-
fisantes) pour qu’un opérateur linéaire génére un semi groupe, comme les
théorémes de Hille-Yoshida et Lumer-Phillips qui jouent un réle important
pour 'existence et I'unicité des solutions des équations différentielles.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, On donne des théoréemes d’existences
et I'unicité des solutions pour le probléme de Cauchy abstrait.

Et une partie d’application qui constitue le troisieme chapitre, dans le
quel on étudie I'existence et 'unicité de quelques probléme mathématiques

par la théorie de semi groupe.




CHAPITRE 1

Semi-Groupe d’opérateur linéaire
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Dans ce chapitre, on donne des définitions et propriétés générale des
fonctions abstraites et de semi groupe d’opérateurs linéaires bornés et
son générateur infinitésimal. On cite aussi les théorémes fondamentaux de la

caractérisation du générateur infinitésimal d'un Cv-semi groupe (Hille Yosida



Chapitre 1. Semi-Groupe d'opérateur linéaire

et Lumer Phillips).

1.1 Les fonctions abstraites

Définition 1.1 On appele fonction abtraite tout fonction définir sur R ou

C a valeurs dans un espace de Banach.

Soit X un espace de Banach.

Soit f : [a,b] — X une fonction abstraite et soit to € [a, b].

1.1.1 La continuité et la dérivabilité d’une fonction

abstraite

Définition 1.2 (Continuité d’une fonction abstraite)

1. On dit que la fonction f est continue en tq si :
Ve > 0,30 > 0,Vt € [a,b] : [t —to] <6 = || f(t) — f (to)|lx <e.

2. On dit que la fonction f est continue sur [a, b] si elle est continue

en chaque point de [a, b].

Définition 1.3 (Dérivabilité d’une fonction abstraite)

1. On dit que la fonction f est dérivable en ¢ si :

t)—f(t
dl € X telle que : lim f(t) = f(t)
t—to t _ tO

—1=0.

L’élément [ appartenant a X est noté f (o).

2. On dit que la fonction f est dérivable sur [a, b], si elle est dérivable en tout
point de [a, b].

3. La fonction ¢ +— f (t) définit de [a,b] dans X est notée f est appelée la

dérivée de f.
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4. On définit de maniere analogue les fonctions numériques de dérivées d’ordre

supérieur f*).

Remarque 1.1 La continuité et la dérivabilité des fonctions abstraites ont

les mémes propriétés que la continuité et la dérivabilité des fonction usuelles.

Définition 1.4 Soit X, Y et Z des espaces de Banach. On dit qu’il existe un
produit a droite (repectivement : & gauche) de X par Y a valeurs dans Z s'il
existe une fonction (z,y) +— zy € Z (repectivement : une fonction (z,y) — yz € 2)

telque

lzyllz < llzllx lylly (repectivement : lyzf| , <l x [lylly) -

Cas particulier des fonctions opératorielle

Soit X un espqce de Banach.

Définition 1.5 Soit A (¢) une fonction opératorielle : I C R +— L (X). On
dit que A () est fortement continue si pour tout x € X, la fonction A (t)x

est continue.

Définition 1.6 Soit A (¢) une fonction opératorielle : I C R — L (X). On
dit que A (t) est fortement dérivable. si pour tout z € X, la fonction A (t)

est dérivable.

Remarque 1.2 Soient X, Y deux espaces de Banach, f: I CR — L (X,Y)

une fonction opératorielle. On dira que f () e
Remarque 1.3 La continuité implique la continuité forte.

Proposition 1.1 Soit A (t) une fonction opératorielle. Si A~ (to) existe et
bornée alors il existe un voisinage de to dans lequel A™' (ty) existe et est

borné. De plus A 'est continu en t.
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Proposition 1.2 Soit A (t) une fonction opératorielle. Si A (t) est fortement
dérivable en ty et A7 (t) est existe et borné sur [0, T) alors A~ est fortement

dérivable.

1.1.2 Intégration des fonctions abstraites

Définition 1.7 Soit f(t) : I C R—L(X) est dit fortement dérivable
si :Intégrale de Riemann d’une fonction abstraite :Soit f : [a,b] —X
une fonction abstaite.

On divise l'intervalle [a, b] par les points a = tg < t; < ... < ty dans chaque

-----

cette somme appartient a X.
Pour chaque N, on pose d y = max At; et :

N-1

On dit que f est integrable au sens de Rieman sur l'intervalle [a, b] et cette
b

limite sera noté [f(¢)dt si: Sy — I quand §; — 0 (independent des §;),
(I € X) par rapgort a la norme

de X.

Propriétés de l’intégrale de Rieman :

v e < firong

X

2. j"/\f (t)dt = Abff (t) dt.
8. [ (£ () +g(0)dt = [£(t)dt+ [g(t)dt.

Le cas des fonctions opérationnelles :
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X et Y deux espaces de Banach.

A(t):[0,T) — L(X,Y)
t—>A(t).

Définition 1.8 La fonction A est dite fortement continue en ty € [0, 7]
si:

lim |A ()2 — A(to) ]y =0, Vo€ X.

t—to

Définition 1.9 La fonction A est dite uniformément continue en ¢ si :

lim [|A(t) - A (tO)HL(X,Y) =0.

t—to

Définition 1.10 A : [0,7] — L (X,Y) est dite fortement dérivable si

la fonction B, : t — A (t) x est dérivable pour z.

Propriétés de ’intégrale de Riemann dans la cas des fonctions

opérationnelles :

T T
1. A:0,7] — L(X,Y), Ve e X: [A(t)zdt = [A(t)dtx.

0 0

T T

2.A:00,7T) — L(X,Y),Be(L,Z): [BA(t)dt = BJA(t)dt.
0

0
T

T

3. de la méme maniere : [A(t) Bdt = [A(t)dt.B.
0 0

Avec: A:[0,T] — L(X,Y), Be L(Z,X).

Remarque 1.4
Ces propriétés restent vraies dans le cas des fonctions abstraites en générale,
soit f : [a,b] — X, espace X un espace de Banach , et est défini un produit

a droite de Y et X a valeurs dans un espace de Banach Z, dans ce cas :

b b
/f(t)ydtZ/f(t)dty, Vy €Y.
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1.2 Définitions et propriétés générales d’un
Semi-Groupe
Soit X un espace de Banach.

Définition 1.11 Une famille {S(t)};>¢ d’élément de £(X) pour tout ¢ > 0

forme un Semi-Groupe sur X s’il vérifie les conditions suivantes :
1. S(0) = I (I est I'opérateur Identique).

2. S(t+s)=S(t)oS(s),Vt,s > 0.

Définition 1.12 Soit {S(¢)}+>¢ un Semi-Groupe sur X.
1. On dit que {S(t)}+>0 est un Semi-Groupe uniformement continue s’il vé-
rifie :

lim ||S (£) — I]| = 0.

t=0

2. On dit que {S(t)}+>0 un Semi-Groupe fortement continue ou un Semi-

Groupe de classe Cy ou un Cy—Semi-Groupe s’il vérifie :
Pn& IS (t)x —z|| =0, Vo € X.

Exemple 1.1 Soit A € £(X). Montrer que (eAt) est un Semi-Groupe

>0

uniformement continue d’opérateure linéaire bornée sur X.

On définit S (¢) pour tout ¢ > 0 comme suit :

Sit): X — X

xS (t)z = et

10
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On sait que :

1)Vt >0:5(t) € L(X)
{S(t)}+>0 est un Semi-Groupe 2) 5(0) =
<
uniformement continue 3) S (t +5)=S5(t)S(s), Vt,s > 0.
4) lim ||S(t) = I|| =0
\ t=0

1) Montrons que : pour tout ¢t > 0: S (t) € L(X)
Soit t > 0. On a :
1) S (t) est linéaire

(5 (1) € L(X)) = {
2) S(t) est borné.

a) Montrons que S (t) est linéaire :

On a

(S (t) est linéaire) <= < Vi,y € X; Va,f ek )

S(t)(ax+ Py)=aS(t)x+ LS (t)y

Soient z,y € X et o, €k, on a :

S(t) (ax+ By) = e (ax+ By)
— Oé@AtZL‘ + ﬂeAty

= aS(t)z+BS(t)y.

Alors
S(t) (ax+ Py)=aS(t)x+ S (t)y.

Donc S (t) est linéaire.

b) Montrons que S (t) est borné

11
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On sait que

(S (t) borné) <= (3C > 0; Ve € X : ||S(t)z| < C||z|)

Ona:
A"
_ At
S(ty=et=>, nl
n>0
Donc
/4ntn Hj4nth
_ At
sl = e - [SAT < TIEL
n>0 n>0
Mais on a :
A" ] < [JA™| e < |A]"
Donc

A" t" || Al"
Z n! SZ n!

n>0 n>0

On sait que :

A" =AD" ay
Z nl Z Y

n>0 n>0

Alors :
Z [A™ "] 4
——7;r—— <e . (1.2)

n>0
Mais A € L(X), donc A est borné, alors
k>0 [|A] < k.

Donc :

t||A|| <tk cart > 0.

12
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Alors :
(et”A” <e'*). (1.3)

De (1.1)), (1.2)et (1.3)) on trouve que :
IS (@)1l < €.

Il suffit de prendre C' = e**, donc : S (t) est borné.
Comme S (t) est linéaire et borné, alors S (t) € L(X).
2) Montrons que : S (0) = I.

On a:
A" A"
S(t)y=er=>" - =T+ -
n>0 ’ n>0 ’
Alors
A™Qn
SO)=T+)Y =1
n>0 )
Donc
S(0) =1.

3) Montrons que : S (t+s) =S (t) S (s), Vt,s > 0.

Soient t, s € [0,400[, on a :

S(t—l—s) _ 6A(t-i—s)

eAt+As

4) Montrons que : lim||S(t) = I|| =0
>

t—0

13
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On a:
IS =11 = |le* 1]

= I+ZAZ”—I
n>1

At
B Z n!
n>1

oyl

n>1

_ ZHAH r

et on a :

ZHAnHt" ZHAnth _ Al

n>1 n>0

Alors :
IS (t) = I|| < etlal 1.

Passant a la limite quand ¢ — 0% on a :

lim [|S (t) — I]| < lim (etHAH -1).

t30 t—=0
Comme A est borné, alors
lim (et”A” — 1) =0
>
t=0
Donc :

lim S (t) — I|] < 0.

t>0

Mais ||S () — I|| > 0, donc :

lim 1S (£) = 1| > 0.

t30

- 1.

(1.4)

(1.5)

14
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De et 1} on trouve que : lim ||S (¢) — I]| = 0.
>0

Alors @ (S(t))z0 = (e) 1~ st un semi groupe uniformement continue.

Exemple 1.2 (Semi Groupe de translation) Soit X = L?(Q), Q =
R . On définit S (t) sur X pour tout ¢ > 0 comme suit :

S(t)u(z) =u(x+t) pour tout u € L* (R) et z € R.

Montrer que (S ()),5, est un semi groupe fortement continue.

Ona: X =1?(Q), Q2 =R. On sait que :

(

) Vt>0:5(t) € L(X)
{S(t)}+>0 est un Semi-Groupe 2) 5(0)=1
<~
fortement continue 3) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s >0
4) im ||S (t) u — u|]| =0, Yu € X.
L t30

1) Montrons que : Vt > 0: S (t) € L(X)
Soit £ > 0. On a :

1) S(t) est linéaire
(S(t) € L(X)) <=
2) S(t) est borné.
a) Montrons que S (t) est linéaire :
On a:

Ve,y € X; Va,f ek: )

(S (t) est lintaire) <= ( S (t) (au+ Bo) = aS (t)u(z) + BS (t) v (y)

15
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Soient u,v € L*(R) et o, 8 € k :
S(t) (au+ pv)(z) = (au+ pv)(z+1)
= au(x+1t)+Pv(r+1t)
= aSt)u(x)+pS({t)v(x).
= (aS(t)u+BS(t)v) (z)

Alors
S(t) (au+ Pv) =aS (t)u+ LS (t)v

Donc S (t) est linéaire.
b) Montrons que : S (t) est borné.

On sait que :

(S (t) est borné) <= (dc > 0; Yu € X : ||S(t) ul| 2 < cllul|;2) -

Soit u € L2 (R). On a :

IS O ulla = [ 15 @ u@Pdo= [ futo+of do

On prend le changement

y=x+1

Alors
dy = dzx.

Donc, on trouve que :

IS O ulfay = [ )l dy = e
R

16
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Donc
15 (@) ull = [lull -
Donc S (t) est borné.
Comme S (t) est linéaire et borné, alors S (t) € L(X).
2) Montrons que : S (0) = I.
Soient u € L? (R) ,x € Ret t > 0.
Ona:S(t)u(x)=u(x+1).
Donc :

S(0)u(r) =u(r+0)=u(z).

Donc

S(0) = 1.

3) Montrons que : S (t +s) =S (t) S (s), Vt,s > 0.
Soient ¢, s € [0, +00[, u € L*(R)et z € R . On a :

St+s)u(x)=u(r+t+s)=u(x+s+t).
On pose z + s = y. Donc :

St+s)u(z)=uly+t)=S{)u(y),

et on a :

w(y) = u(e+s) =S (s)ux).
Donc :

St+s)u(x)=95()S(s)u(x).
Alors :

S(t+s)=5(t)S(s).

17
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4) Montrons que : lim ||S () — I]| = 0.
t>0

Soit u € L?*(R). On a :

IIS(t)u—Ulliz(mZ/IS(t)U(ﬂf)—U(ﬂf)IZdﬂE:/IU(xH)—U(év)|2d93,

/) 2
on sait que : D (R) = L? (R), donc : 3 (u,) C D (Q) : up ® .,

1S@)w—ulla@ = [15E)w—=5E) un+5 ) un = tn +up — vl 2

< [[SHu—-5() Un”L?(R) + 15 () un — UnHL?(R) + flun — UHL2(R) :

Mais : [|S' () u = S (8) unll 2wy = 15 (8) (un = W)l 2y = llun = vl 2y -

Donc on a :

15 () u — UHL2(R) < 2|fun — u||L2(]R) + 15 (8) wn — UnHL?(R)

IS Ot~ wnlliagey = [ lun (o +) =y ) do
R

Comme (u,) C D (), alors : 3k,, compact tel que : k, = supp (u,) .

Donc :

/|un(:v—|—t)—un (x)|2dm:/|un(x+t)—un(x)|2d:v.

kn

Donc on trouve que : lim ||S (t) u — u|| = 0.
t30
Alors : (S (t));5o = (e"),., est un semi groupe fortement continue.mais

u, € D (R) donc :

[ (x +t) — uy, (:L’)\2 < sup |uy, (x +t) — uy, (x)|2

18
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Donc

/|un($+t)—un(x)|2dx < /sgp]un(:r—l—t)—un@)\Qda:

Supp unm

< sup |up (z +t) — uy, ()] /dx

SUpp uUn,

< sup fu, (v +1) — uy (@‘2 mes (supp un )

Donc

15/ (8) = wall” < mes (supp u,) SUP [un (@ + 1) — 1y (2)]°

mais u,, continue alors

Ve > 0,30 > 0,Va,t |[x+t—z| <d = |u, (x+1t) —u, (z)| <e

Donc
Soit
€>0,30 >0,tqt <0 = |u, (x+1t) —u, (x)] <e, Vt,Vz

On a

|un (z + 1) — uy, ()] < g, VE, Vo
Alors

|ty (2 + 1) — up (2)]* < €2, Y,V

Donc

sup |u, (z +t) — u, (2)]* < €2
Alors

mes (supp un) sup |un ("E + t) — Up (:E)| < e’mes (supp un)

Alors

1S (8) ttn = unl| < €%mes (aupp u,)

19
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Donc

Pour
£>0,30 > 0,tqt <6 = |lup (x+1t) —up (2)|° < e¥mes (supp un )
mais (1) et (2) on a
15 (1) — ull® < 2 [l — ull® + (IS (#) up — un”
Alors pour tout

£>0,30>0,tqt < = ||S(t)u+ uH2 < 2||up, — qu + e2mes (supp un)

Alors
lim ||S (t) u, — u||2 < lim (2 ||, — u||2 + &2mes (supp un))
Alors
HS <t> Up — qu S 52m63 (supp un) .

Donc

lim ||S (t) up — ul]®> = 0.

t—0
Donc

lim 1S (£) u, — ) = 0.

Alors (S (t)),~, est un Cyp—semi-groupe sur L? (R).

1.2.1 Type d’un Semi-Groupe

Définition 1.13 Soit { S(t)},5, un Cop-Semi-Groupe, la borne inférieure w
de I'ensemble des w € R tel qu'il existe un nombre M, vérifiant : || S(t)| <

M,e“t  c’est a dire :
w={weR:3IM eR; tel que: |T(t)]| < Mye*" Vit e [0,+00[}

est appelé le type du Semi-Groupe { S(t)},, -

20
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Remarque 1.5 1) Si w =0 (c-a-d ||S(?)|| < M), Alors {S(t)},5, un Semi-
Groupe uniformement borné.
2) Siw=0et M =1(c-a-d ||S(?)|| = 1), Alors {S(?)},5, un Semi-Groupe de

contraction.

Proposition 1.3 Soient { S(t)},5, un Co-Semi-Groupe sur X et son type,
alors on a

1) w = lim ¢ log ||S(t)]] -

2) p(S(t)) = e*t ou p(S(t)) est le rayon spectrale de l'opérateur S(t).

Remarque 1.6 1) Le type d’un Cyp-Semi-Groupe est indépendant de choix
de norme de 'oprateur.

2) La borne inférieure n’est pas nécessairement atteinte.

1.2.2 Propriété d’un Cy—Semi-Groupe

Proposition 1.4 Soit (S(t)),~, un Semi-Groupe fortement continue sur X,
Alors Pour tout x € X, la fonction t — S(t)x est continue ( & valeurs dans
X ) sur [0,4o00].

Preuve. Soit t > 0 et x € X. On dit que lapplication ¢t —— S(t)x est

continue sur [0, 4o00[ si et seulement si :

£1£}r§ S(s)xr =S(t)x Vi, s€[0,400].
Soient z € X et t,s € [0, +o0] .
1. Premiérement : Supposons que s >t alors s=t+h Vh >0 on a:
IS+ h)z = SOzl = [SE)(S(h)z — )|
< IS@IS(h)z — =

< Me“"||S(h)x — |
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Comme T'(t) est un Cy—Semi-Groupe alors ||T(h)x — x| — 0 quand

h—=-0.

Donc

fllirr(l) |S(t+ h)x — S(t)x| = 0.

1. Deuxiément : supposons que s < t alorson a s =t — h tel que h > 0

IS(t = h)a — S(t)x| = |S(t —h)z — S(t —h + h)z||
= (ISt =) (z = S(h)z)|

IA

1S = h)[ 1S (h)z — =]
< Me*M|S(h)x — x|

Donc

lim ||S(t — h)z — S(t)z| = 0

h—0

Par conséquent ¢t — S(t)z est continue.

Proposition 1.5 Soit (5(t)),>, un Semi-Groupe fortement continue sur X,

Alors :
Jw > 0,3IM > 1 tels que ||S(t)|| < Me*, vt > 0.

Preuve de proposition :
Soit (S (t)),>, est un Cp—semi groupe.
Montrons que : Jw > 0,3IM > 1:||S (¢)|| < Me**; YVt > 0.
Soit ¢ > 0, on a [0, 1]U]1, +o0[, donc on distingue deux cas.
1) Se0,1]:
On sait que [0, 1] est borné et la fonction f : t — S (t)z est continue pour

e X.
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On a: f([0,1]) est borné (I'image d’un borné par une application continue

est borné) ; Donc
Vy € f([0,1]),3M; > 0: |ly[| < M.

Mais : y € f([0,1]) Donc : It € [0,1] : y = f (t) = S (¢) x.
Alors :
vVt € [0,1],IM, > 0:||S(t) x| < M,.

On sait que :
(T < o0,¥i € 1) = (sup 3] < ¢ ).

D’apres le théoreme de Banach Steinhaus (Principe de la borne uniforme).

On trouve :

vt €[0,1],3M > 0: ||S ()] < M.

Mais : S (0) = I, donc : ||S(0)|]| = ||I|| = 1, et comme ||.S (0)|] < M, Alors :
M > 1.
c-a-d :

IM > 1:||S (1)|| < M, vt € [0,1].

On choisit w = 0.
2) Sit€]l, +ool:
On sait que : t = [t] + 7 tel que : [t] € Z (partie entier de t) et r € [0, 1].
Mais : ¢ > 1 donc [t| € N*. Posons [t] = n.
Donc : t =n + 1 tel que : n € N* et r € [0, 1].
On a:
IS @) = 115 (1 -+ 1) = IS (1) S ()]
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Mais :n=1+14+ ...+ 1. Alors :
—_—
n fois

IS@| = [[SA+1+...+1+7)|
= [ISMSA)..51)S )l
= (@) S @)
< NG @) S (-

Mais :
1S )" < 1S @)™
Donc
IS @I < IS @OI™ 1S )l
D’autre part, on a 1 € [0,1] et r € [0, 1[C [0, 1]. Donc :
M > 1S ()] < M,

et
IM'>1:|S (1)) <M.

Alors :
S ()] < MM™ < MeM™ < pfeninM’

(M'">1=InM">0). On que :
(f]<t) = (n<t)
— (nlnM' <tlnM').
Alors ; enlnM' < othM' Dygpe .
IS ()] < Mt
Posons : w =InM’" (Onaw >0 car M" > 1). Donc

AM >1, Jw>0:|S ()| < Me**; vt > 0.
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1.3 Générateur infinitésimal d’un Cj—Semi-
Groupe

Définition 1.14 Soit (S(t)),>, un Co—Semi-Groupe, on appelle générateur
infinitésimale du Semi-Groupe (S(t)),s, 'opérateur (A, D(A)) définie par :

t —
D(A) = {x €eX : lir§1+ St — existe dans X},
t—
et
Ap — fim ST
t—0+ t

1.3.1 Propriétés d’un générateur infinitésimal d’un Cy—Semi-

Groupe

Théoréme 1.1 Soit (S(t)),-, un Co— Semi-Groupe sur X et A le générateur

infinitésimal du (S(t)),~q, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pour toutr € X, on a :

t+h

! /S(s)x ds = S(t)x.

s

2. Pour tout x € X et toutt >0 :
t t

/S(s)x ds € D(A) et A /S(s):z: ds | =S(t)r — x.

3. Six e D(A) alors :

S(t)x € D(A) et %S(t) = AS(t)x = S(t)Ax.

4. Sixz € D(A) alors :

t t

S(t)z — S(s)z = / S(o)Az do = / AS(0)z do.

S S
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Preuve. Soit (S(t)),5, un Co— Semi-Groupe sur X et A le générateur infi-
nitésimal du (S(t))

t>0"

1. Montrons que pour toute z € X
t+h

lim%/S(s)x ds = S(t)x

t—0
t

Soit z € X, on a :

on définit la fonction G' comme suit :
G : [0, 4o0] — X

t — G(t):c:/S(s):c ds

car t — S (t) x est continue. On remarque : G (0) = 0,

0

G(0) = /S(s)$ ds =0

0

Comme 'application ¢ +—— S(t)x est continue alors :

dG(t)
v S(t)x.
Posons 0 = s — ¢, Alors :
t+h 0 t+h
/S(S)l‘ ds = /S(s)x ds + /S(s)m ds
t ¢ 0
t t+h
= —/S(s)x ds + /S(s):z: ds
0 0
= —Gt)z+G({t+h)z
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Donc :

t+h

.1 !
%E%E/S(s)x ds = llmE(G(t,h)x—G(t)x)
¢

t+h

Donc lim,_,g %/S(s)x ds = S (t) xz. D’ou la propriété (1).

2. Solent =

t
€ X et t > 0 : Montrons que :

/S(s)a: ds € D(A) et A (/S(s)x ds) =S({t)x—=x

0

0

t

Soient # € X et t > 0 Pour montrer que /S(s)£ ds € D (A) il suffit

0

de montrer que :

Posons :

t

S(t)/tS(s)x ds — /S(s)a: ds

0

lim existe
t—0 t
t t
S(t)/S(s)a: ds — /S(s)az ds
L = lim 0 0
t—0 t
t t
— dim | S [S(t+s)rds — = [S(s)a d
= lm| - (t+ s)z ds - (s)x ds
0 0
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Posons 0 =t + s donc do = ds et o € [t, 2t] donc

tt . 0+t
L =lim (1/5(0)37 do — —/S(s)xds)
t—0 t t
¢

0

D’apreés la propriété (1) on a :

X t4t . 0+t
1ir%— S(o)x do = S(t)x et 1i1%¥/5’(s):p ds =S80z =1I1(zx)=x
¢ 0

Comme (S(t)),>, est une Semi-Groupe donc L = S(t)r — z donc L

existe ce qui donne que :

t

/S(s)x ds € D(A)

0

A (/S(s)x ds) =St)xr—=z

3. Montrons que : Si x € D(A) alors S(t)x € D(A) et

de plus

d
ES(t)x =AS (t)x = S (t) Ax.

Onazxe D(A): (S(t)r € D(A)) — <limh_,0 Wems’ce) .

Et on a
LS (SWtx) = S S@[S()r —a]
h—0 h p 3
= S(t) ;llli% S(m; -
= S(t)Ax

Donc la limite existe alors S(t) € D(A) de plus A(S(t)x) = S(t)Ax.
Maintenant on va montrer que

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax
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On a:

Alors il suffit de montrer que
d S(t)x = AS(t)
p x = x

d . S(s)x—=S(t)x
ES(t)a: = lim ——~—

s—t s—t

Posons h = s —t alors s =t + h et quand s — ¢t on a h — 0, Alors :

d . St+h)z—St)x
q e = fim h
. S(R)SH)x — S(t)z
= jm h
= AS(t)x

D’ou :

d
ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax
4. Montrons que : Si x € D(A) alors :

d
%S(t)x = AS(t)xr = S(t)Ax

On inteégre sur [s, t] on trouve que

t t t

/ 2 (o) do = / AS(o)z do = / S(0) Az do

S S S

Mais

t

d
/%S(U)CL’ do = S(t)x — S(s)x

S

Donc
t t

S(t)z — S(s)z = / AS(0)z do = / S(o) Az do

S S
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Théoréme 1.2 Soit (S(1)),5o un Co—Semi-Groupe sur X et A son Généra-
teur infinitésimal alors D(A) dense dans X et A est un opérateur non borné,

fermé.

Preuve. Soit {S(f)}:>0 un Cp-Semi-Groupe et A son Générateur infinitési-

mal.

1. Montrons que D(A) dense dans X : On sait que :

D (A) dense dans X Vee X :3(x,) C D(A)
<~

c—a—d: D(A)=X Ty — x sur X.

Soit x € X on cherche un suite (z,,), C D(A) tel que x,, converge vers
x dans X.
On va utiliser les propriétés (1) et (2) du théoréme précédente.

Soit h >0 on a:
h h
lim% S(s)r ds =T(0)x =x et /S(s)a: ds € D(A)

h—0
0 0

Posons h = % quand h tend vers 0 on a % tend vers 0 donc n tend vers
+00.

Donc on a
h—0 n—-+o00

h 0
1
lim E/S(s)x ds = lim n/S(s)x ds
0 0

On définit la suit x, comme suite Vn € N* z,, =n [ S(s)z ds,

o
3=

On a
lim x, =z et (x,), C D(A) Vn € N*.

n—-+4o0o
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Donc 3 (x,), C D(A) telles que x,, converge vers z dans X donc D(A)

dense dans X.

2. Montrons que A est fermé :
On sait que A est fermé si est seulement si V (z,,), C D (A) : , — et
Az, —y= (x € D(A) et Az =y)
Soit (x,,)n, C D(A) telles que x,, converge vers z dans X et Az,, — y,

montrons que x € D(A) et Ax =y .

Pour cela on va montrer que

lim S(t)yr — =z

lim existe et Ar =y

On alim, ., 2z, =2 etlim, ., Az, =y donc:

i o=z _ o SOz —ze o ST — 2w
t—0 t t—0 n—-+oo t n—-+oo t—0 t
Mais
Vn € N (z,), C D(A)
donc
S(t)x, — T,
Pr% (t)z < = Az, VYneN
Alors
t _
lim M = lim Az, =y existe.
t—0 t n—-+o0o

Donc = € D(A) et Az =y alors A est fermé.

Théoréme 1.3 (L’unicité de l’engendrement) Soit A un générateur in-
finitésimal d’un Co-Semi-Groupe (S(t)),, et soit B le générateur infinitési-
mal d’un Co-Semi-Groupe (T'(t)),5q, Si A= B alors S(t) =T(t) pour tout
t>0.
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Preuve. Supposons A = B et montrons que S(t) = T'(t), Vt > 0.

Soit s > 0 on définit 'opérateur H comme suit :

H(s) =T(s)S(t—s) Vt > 0.

On a
dH(s) d
T = T(s)S(t — 5)]
%g:fux@su—sy-Bsu—gT@):fnx@s@—sy—AS@—QT@)ZO

Alors Vs > 0: H(s) = ¢ (c est un constante) donc on peut écrire :

H(0) = H(t) (1.6)
Mais on a :
H(0) =T(0)S(t) = S(t) (L.7)
Et
H(t) =T(t)5(0) =T(t) (1.8)

De (2.3),(2.4) et (2.5) on trouve que S(t) =T'(t). =

Proposition 1.6 Soient (S(t)),s, un Semi-Groupe de classe C° et A : D(A) C
X — X le générateur infinitésimal. pour tout x € D(A) Uapplication t —
S(t)z appartient & C*([0, +oo[, X) et on a :

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax, Yo € D(A),Yt>0.

Théoréme 1.4 Soit (A ,D(A)) le générateur infinitésimal d’un Cy-Semi-
Groupe (S(t)),»q vérifié :

Jw > 0,3IM > 1 tels que ||S(t)|| < Me vt > 0.

Alors pour tout ¢ € R on a (A—cl,D(A)) est le générateur infinitésimal
d’un Cy-Semi-Groupe ( €S (t))i>0 sur X .
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Preuve. Soient ¢ € R et ¢t > 0 on pose T'(t) = e “S(t) .

Premiérement : montrons que (7'(t)),5, est un Cp-Semi-Groupe sur X :
i) Montrons que T'(t) € L(X)

La linéarite est évidente comme T'(t) est un Semi-Groupe, donc on va
montre la bornitude :

Soit x € X, on cherche ¢ € RY, tel que :

[S@)z]| < ]

IT@)2ll = [le™S(t)2[| < e~k |||

Donc

IT(t)z| < c|z| avec ¢ = ke~
Alors T'(t) est borné.
ii) On va vérifier les propriétés de Cy—Semi-Groupe :
On a T(0) =¢€°S(0) =1 .

Soient s >0etx € X

T(t+s) = e UGt +5)

Montrons que lim;_o ||T(t)x — z|| =0, Vo € X :
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Soit z € X :
Ttz —z|| = |e Stz — 2
= |le*S(t)x — ez + e a — ]
< e (St)z — )| + ||(e = 1)z||
Donc

1Ttz — 2l < e IS(t)z — 2l + [le™ — 1] |||

Passant par limite quand ¢ tend vers 0
: _ <1 —ct _ : —ct
lim | S(1)a — o] < lim (= |S(0)a — 2]) + lim [l — 1] |l2]
Mais on a (S(t)),5, est un Co-Semi-Groupe alors :
lim [|S(t)z — || = 0

D’autre part

lime =1
t—0

Alors
lim (e~ || T(t)z — z]|) =0 Vo e X

t—0
Donc
211_13% |T(t)r —z|| =0V € X
Donc (T'(t)) 5, est un Cy-Semi-Groupe sur X.
iii) Montrons que (A — cI, D(A)) est le générateur infinitésimal de (S(?)), -
Soit © € D(A)

T(t)x —x e tS(t)r —e x+elr—x

lim —— = lim
t—0 t t—0 t
—ctS t _ —ct __ 1
= lim c (t)o — = + lim (e )z
t—0 t t—0
= (A—chx
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Car

lim(e_df_l) = (e’d/)/(()) = (—ce=")(0) = —c

t—0

D’ou ((A —cl), D(A))est le générateur infinitséimal de (7'(t))

t>0

1.4 Transformation de Laplace d’un C)-Semi-
Groupe

Soit (S(t)),so un Co—semi groupe sur X et A son générateur infinitésimal,

Désignons par A, ={A € C: Re\ > w, Yw > 0}.
Définition 1.15 On définit 'application R) comme suit :

R)\ : X — X
+oo

r — Ry(x)= /e"“S(t)a: dt,\ € A,

0

Théoréme 1.5 Soient (S(t)),-, un semi groupe fortement continu et A son
générateur infinitésimal si A € A, alors Uapplication :
R, : X—X

“+o00

xr — Ry)(z)= /e’\tS(t)x dt.
0
Définit un opérateur linéaire borné sur X et on a :
Ryx =R\ Az Vre X

Preuve. Soit A € A,

1- Montrone que Ry est un opérateur linéaire :

35



Chapitre 1. Semi-Groupe d'opérateur linéaire

Ve,y € X,Va,p €k

R, (oza: + By) = aRyr + BR,\y
Soint z,y € X, o, €k, on a
+00

Ry (ax + By) = /e_AtS(t) (ax + Py)dt  (S(t) linéaire)
+oo

_ / (e MS(t) (ax) + S (E) (By)) dt
+o00 +oo

= /ae”S(t)xdt—i— /ﬁe’\tS(t)ydt
0 0
+o0 +oo

= a [ e MS(t)adt + 3 | e MS(t)ydt
[
= CYR,\ ($) + BR)\ (y) .

(Ry linéaire) <=

donc R,est linéaire.
2- On va montrer maintenant la bornitude :

(Ry borné) <= (Ic > 0,Vz € X : ||Ryz|| < c|lz|y)

Soit z € X :
On a
+oo +o0o +o0o M
| Ryz|| = /e‘”S(t)a: dt|| < /e_’\t |S(t)x || dt < M ||z / e@ Nt gt < o) || -
0 0 0
Alors
M
R <
| Rsall < =—5— Iz
On choisit ¢ = ()\]‘f—w) > 0, alors R, est borné et on a :
M
R < ——
I8l < Re A —w

Maintenant on montre que Ryx = R(\, A)x, Vo € X : c’est a dire montrons

que Ry = (M — A)~! Pour cela on va prouver que :

Ry M —A)z) =z, Vr e D(A) et (M —A)Ryz =z, Vo e X
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Premiérement, on prouve que Ry (A — A)xz =z, Vo € D(A).
Soit € D(A) et soit t > 0 on a

“+o00 —+00

Ry(M — A)z = ARyz — RyAx = \ / e MS () dt — / e MS(t) Az dt

[e=]
[e=]

Mais on a

Donc
+oo +oo

/ e MS(t) Az dt = / e M [%S(t)x} dt

On utilise 'intégration par partie, on trouve que :

+o00 +0o0
/e_’\tS(t)Ax dt = e MS(t)r 5™+ /\/e_’\tS(t)x dt

0 0
+oo

= —z+ )\/e_’\tS(t)x dt.

0
Alors
Ry (M — A)z ==z, Yz € D(A)

Deuxiémet, on montre que :

Ry(M—-A)z =z, Ve eX

Soit x € X on a
()\[ — A) R)\m = )\R)\JJ — AR)\iU
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Mais, on a
AR r = lim S(h)Rye — Baz
h—0 h
1 —+00 —+o00
= }lLirr(l) 7 /6_’“5(25 + h)x dt — /e_)‘tS(t):U dt
0 0
+o00o d
— AN S| dt
/e {dts( )
0
= —r+ AR)x.
Donc

M—-—A)Rya=x VreX

Alors on trouve que :

Ryx = R\, A)x, Yz € X

Remarque 1.7 i) Vz € D(A) on a Ryz € D(A) de plus ARz = R)Ax.

ii) Jw > 0,3M > 1 telle que :A,, C p(A).
Définition 1.16 L’opérateur

R)\ : X - X

“+oo
T R,\x:/e_’\tS(t)x dt
0

s’appelle la transformé de Laplace du Semi -Groupe (S(t)), -

Théoréme 1.6 Soit (S(1)),5o un Co—Semi-Groupe et A sont générateur in-

finitésimal pour tout A € A, on a :

M
A" < —5 *.
IRO AN < e n e N
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Preuve. Soit A € A,. Montrons que

M

dIM >1,3w >0 [|[RNA)"|| £ =——5
21,302 02 RO AV < oo

On a (5()),5¢ un Co—Semi-Groupe, alors :
IM > 1,3w >0 ||S(#)|| < Me*' ¥Vt >0

D’aprés le théoréme précédent on a : comme A € A, alors :

+oo
A€ p(A) et RO\ A)x = /e_)‘tS(t)x dt Ve e X

0

De plus :
M

H ( ’ )“ ~ Rel—w
Soit € X on a Il est claire que :

+oo
RO\, A)z = / MGt dt

0

donc

+o0 +o0

d d

el A - — At — —At

SR Ay = / NSt dt / teMS (D) dt
0 0

Et par récurrence on peut montrer que :
d T
SR, A = (1) / e MS(t)z dt Va € X, n € N*

0

D’autre part nous avons

d
WR()\’ Az = (—1)"n!R(\, A" o Vo € X, n € N*
Par suite on a

“+oo

(—=1)"n!R(\, A)" o = (—1)”/te‘”5’(t)x dt, Vr € X et n € N*
0
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Donc
17
(RO A)™ = / e MS(#)a dt, ¥n € N*.
0
c-a-d
7
(R(\, A" = oD / t" e MS(H)x dt, ¥n € N*,
0
De plus
7
IRAAT = | =, / 1M G (1) dt
0
+00
M
< ( H'Il")" /tn—le—(k—w)ts(t)x dt
n—1)!
0
+o0o
M(n—1) (n—2) —(A—w)t
< =1 —w) ||| | t" e S(t)x dt
0
M
On intégre par partie n fois :
n M *
|IR(A, A" < m |lz||, Vo€ X et neN

1.5 L’approximation de Hille-Yosida
Soit X un espace de Banach.

Lemme 1.1 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les

propriétés suivant :

1. A est un opérateur fermé et D(A) = X .
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2. 1l existe un w > 0 et M > 1 telle que A, C p(A) et pour tout X € A,
nous avons :

M
n <— *
IRO AN < g neN

Alors pour tout X € A, nous avons :

1) lim AR(N, A)x x, Ve e X
A—00

2) lim MAR(N, A)x = Az, Vo € D(A).
A—00

Preuve. Soient A opérateur linéaire qui vérifier (1) et (2) du lemme et \ €
Ay

1- Montrons que :

lim AR(M\ A)z =z,Vo € X.

Re A—+o0

Soit x € X ona:D(A) =X, cad:

3(z,) € D(A) : z, — = dans X.

on a
INRON, A)x —z|| = [|AR\, Az — AR\, A)z,, + AR, Az, — 2 + 7, — 2|

< IAR(A, A)z — AR(A, A)zy|| + | AR(N, A)zyy — ]| + [J2n — 2|
Mais on a :

IAR(A, A)x — AR\, A)z,|| = AR, A) (x — z,)||
< MR, Al — ]
Mais
1RO, A < =1
Donc
AR\, A)z — AR\, A, || < % |z, — ||
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Donc

Al M

ol < [ AT
IAROLA)e - ol < (g3 2

+ 1) |lzn — z|| + | AR(A, A)zp, — 2|
On sait que
Ve e D(A): AR\, A)x = R(\, A)Ax

et
Ve e X : AR\, A)x =x + AR(\, A)x.

En effet : On a (M — A) R(A\, A)z = z,Vx € X donc :

ARMN, A)x — AR(MA)x =z, Vo € X,

donc
ARMNA)x =2+ AR(MA)x =zR (N A) Az, Vo € X,
on a
RANA)(M —A)x=x,Vx € D(A)
donc

AR(M\, A)x — R\, A)Az = =z
AR(N, A)x = RN A)Ax 4+ z,Vx € D (A)

pour z € D(A) : x4+ AR(N, A)z =z + R(\, A)Ax.
Donc AR(M\, A)x = R(\, A)Ax, Yx € D(A), et

ARN, Az, — x| = [|ARN, A)zy|| < [|[RN,A)||—|| Ay || < =——— || Az,
IAR(A, A)zn = @nll = AR, A)zall < (RO, Al = [Aza]] < s [l Azall
Mais z,, —J: x sur X alors :
Ve>0:dngeN:n>ng: |z, —z| <e
Soit e >0:Vn eN:
Al M
Ar—z|| < [ =—/———+1 — A
ARG, )z = ol < (g ts +1) e =l + oy 4]
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Pour w = nyg
Al M
ReA —w

A M M
— +1 —— || Az,
(Re)\—w+ 6+Re)\—wH T

ARG, A)r — 2] < ( T 1) g — 2] + At

Re )l —w

Donc

: . A M +1 M
_ < il Bt -
Re}\goou)\R()\’A)x | _Re}\l—%roo ((Re)\—w T Rer—w A

Mais

M
li —— Az, || =0
Re)\linJrooR,e)\—w 1A,

car ||Az,,|| finie. On a :

, N M +1 , VRe? X+ Im? AM
lim — | = lim +1])e

Re )\ —w Re )\ —w

Im? )\
ReAy/1+ ReQ/\M

Re A\—+o0

B Re}\iig-oo Re \ (1 _ Ri)\) +1]¢
= (M+1)e.
Donc
Re}\iin—&-oo IAR(A, A)z — x| < (M + 1)e — 0 quand £ — 0.
d’ou

lim || AR\, A)z — x| = 0.

Re A—+00

2- Montrons que :  lim AAR(M A)z = Az, Yo € D(A).

Re A—+4o0

Soit x € D(A) : On a

R\, A)Ax = AR\, A)x
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Donc :

lim AR(N\ A)Az = lim MAR(\ A)x.

Re A—+4o00 Re A—+0c0

d’apres 1’équation (1) on a :

lim AR(N A)Az = Ax

Re A—+o0

Donc lim AAR(A A)z = Az d’ou le résultat. m

Re A\—+4o00
Définition 1.17 1-Vz € D (A) : R(\,A) Ax = AR\ A) .
2- La famille (A))aea, € L£(X) ou Ay = X AR(A, A) s’appelle approximation

généralisé de yosida de 'opérateur A.

Ay = X\ AR\, A), Y\ € A,

Remarque 1.8 A, est un opéateur linéaire borné
En effet : Comme A et R (), A) sont linéaire alors : A AR(A, A) est linéaire
c-a-d A est linéaire.

Montrons que : A, est borné : on a :

AN AR A) = X M =M+ Al R(\, A)
= A M-\ = AR\ A)
= MR\ A) =\

Comme 'opération R(\, A) et I sont linéaires Alors A\ AR(\, A) est bornés.
Donc : A AR(MA) € L(X).

Lemme 1.2 Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les

propriétés suivants :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = X .
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ii) Il existe w > 0 et M > 1, telle que A, C p(A) et pour A € A, on a

M *

Si (A))aea,, est Uapprozimation généralisé de yosida de l'opérateur A alors

Ve > 0 et Vo, 5 € A, nous avons :
|eea — x| < MPte@t | Aye — Agz|| Vo € X ett > 0.
Preuve. Soit A\ € A, posons
(Ax = (AAR(X, A)),

Donc
Ay = )\QAR()\, A) = A

Alors (Ay)x est une suite d’opérateur borné, donc on peut écrire e!r =

et()\QAR()\,A)f)\)‘

Alors
o (12
etAN — efxtet,\QAR(,\,A) — oM Z (/\ t)kR()\ A)k
= = —a , )
=0 k!
e < e X [ROX, A
=0 k!
< (N)F M
< -\t ( Vk N*
S UL oo hE
()
) A—w
< Me™
PP
A2¢
< Me Mex—w
Mais
Me_’\te% = Mexsa! f— Me*t.
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Donc
Ve > 0,3 €N, VAEN, (A > \) = || || < Melte),

Soient a, € A, t > 0 et 2 € X étudient (e™ez — eox)
Posons

F(s) = eltm9)4s 8oy,

Remarquons que

Mais on a

d
d—F(s) = elt=)sesha (A 0 — Agx)
s

Nous en déduisons que

HetA“x - etAﬁa:” = HJ%F(S) ds

t
< [ ot e~ ol
0
Pour o, 3 > Ay, on a

t
leter — eoa|| < /¢@wmwwMgwmw%x_Aﬂﬂ@
0

< M@t Agr — Agz|| VE>0et z € X

Proposition 1.7 Soient A et B deux opérateur définies sur X :
SiAC Betp(A)Np(B)# 2 alors A= B

Preuve. On a A C B, donc pour montrer que A = B il suffit de montrer

que B C A.
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Soit = € D(B) on a
p(A) N p(B) # 2

Donc

o Ao € p(A) N p(B)

Cest a dire (Ao — A) " et (Ao — B) ™" exist linéaire et borné .
Posons

y=MI—Blzetz=NI—A"y
Donc z € D(A),or
D(A) c D(B) et D(A) C D(B)
Donc
z € D(B) et Bz = Az.

Nous avons

Donc

=Ml —-B)""y

Alors
=MWl —-B) ' N -Bzr==z

comme z € D(A) alors z € D(A).

Donc
D(B) C D(A)
Alors
A=1B
]
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1.6 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 1.7 Un opérateur linéaire A : D(A) — X est le générateur
infinitésimal d’un semi-Groupe fortement continu (S(t)),s, st et seulement
st

i) A est un opérateur fermé et D(A) = X.

ii) Il existe w > 0 et M > 1, telle que A, C p(A) et pour A € A, on a

M
n < - *
IR APl < =5 meN

Preuve. Soit A le générateur infinitésimal d’'un semi-Groupe fortement
continu (5()),», donc d’aprés le théoréme (2.3) on a A est un opérateur
fermé et a domaine dense d’ou (i).
Et Soit A € A, donc d’aprés le théoréeme (2.5) on a A, C p(A) et d’apres le
théoréeme (2.6) on a :
M

1R, A)"|| < T N
donc on obtient (ii).
Inversement, on suppose (i) et (ii) vérifier soit A € A, et T\(¢) = (e") le
Semi-Groupe uniformément continue engendré par Aj.
Montrons que S, (t) est une suite de Cauchy , Soit «, § € A, et soit x € D(A)
ett > 0.

D’apres le lemme (2.4) on a
IS, () — Sa(t)x|| < M*te“ || Aye — Agz|| Vo € X WVt >0
Et Vo, € A, et x € D(A)

| Aoz — Apz|| = ||Aax — Az + Az — Apz|| < ||Aax — Az|| + || Az — Agz||
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D’apres le lemme (2.3) on a
|Apz — Az|| + || Az — Agz|| — 0 quand «, 8 — oo

Donc

IS, (t)x — Sz(t)z|| — 0 quand «, f — +00

Donc (Sx()),>, est une suite de Cauchy dans X, comme X est un espace de
Banach on a (S)(t)),, est convergente. alors (Sx(t)),s, est ponctuellement
convergente sur D(A), or D(A) est dense dans X, de plus {e!"} est uni-
formément borné.

D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus {e!*}, est ponctuellement conver-
gente sur X.

La convergence de {e! 1}, est uniforme sur [0,7] VT > 0.

Posons S(t)x = )\Erilooem*x on a {er}, converge uniformément sur cha-
cun intervalle [0, 7] dans ce cas S(t)z est une fonction continue c’est a dire
S(t) est fortement continue .

Ona:

S(0)x = /\hlf ¥z = 2 donc T(0) = 1.

D’autre part on a :

S(t) OS(S)m = lim etA/\S(S).f — lim e’y = lim et
A—+o00 A——+oo A —too

Donc

S(t)o S(s)=S(t+s)

Donc (5(t)),s¢ est un Cp-Semi-Groupe .
Soit B le générateur infinitésimal de 7'(t) nous avons ez — T(t)z

uniformément sur [0, 7], VT > 0 dans ce cas {e"z}, est convergent alors :

d : tAx _ 3 d LA
i (&ffoo(@ ”f>> = lm G e,
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Soit © € D(A) on a :

%S(t)x = lim (Aye'™x) = AS(t)x

A——+00

D’autre part

i (&ﬂo(e%)) = 2S(t)s = BS(t)s = S(t)Ba

Donc = € D(B) et Bx = Az ce qui signifie que A C B.

Et comme B est le générateur infinitésimal de T'(¢) :
' tq {A > w'} C p(B) et par hypothése {\ > w} C p(A)

Dans ce cas

YA > max(w,w), A € p(B) N p(A)
Donc
p(B) N p(A) #
D’apreés le proposition (2.5) A = B donc A est le générateur infinitésimal du

Co—Semi Groupe (S(t)),>, - ®

1.6.1 Théoréme de Lumer- philips
Opérateurs dissipatif

Définition 1.18 Soit X un espace de Banache muni de la norme ||.|| et soit

X* I'espace dual du X. Posons :
F(z) = {z" € X (z,2%) = [|lz]|* = [|2"||*} .

On dit que l'opérateure A : D(A) C X — X est disspastif si pour tout

x € X, il existe z* € F' (z) tel que :

Re (Az,z*) <0

20



Chapitre 1. Semi-Groupe d'opérateur linéaire

c-a-d :
(A est disspatif) <= (Vz € X : 2" € F (z) : Re (Az,2*) <0)

Définition 1.19 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans X, est
dissipatif si :

Ve e D(A),Y A>0:|[\x— Az|| > Az

Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.20 Soit X un espace de Banach.

Un opérateur A : D(A) € X — X, linéaire non borné dans X, est m-
dissipatif si :

i) A est dissipatif.

i) Vf € X,¥ A >0, 3x € D(A) telle que : Az — Az = f.

Théoréme 1.8 Si A est m-dissipatif, alors pour tout X > 0, l'opérateur
(M — A) admet un inverse, (A —A)~'f appartient & D(A) pour tout f € X,

et (N[ — A)~ est un opérateur linéaire borné sur X vérifiant :

IO =47 <

> =

Preuve.

Soient A un opérateur m-dissipatif c-a-d les deux conditions sont vérifies et
A > 0.

1- Montrons que : I'opérateur (Al — A) admet un invers :

c-a~d : on va prouver que (A — A) est bijectif.
(M — A) est surjectif
((AI — A) est bijectif) <= ¢ et
(M — A) est injectif
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Montrons que (A — A) est injectif :
Comme (Al — A) est linéaire on montre que ker (A — A) = {0} . On sait
que :

ker (Al —A)={z € D(A): (M —A)z=0}.
Ona: (M —A)(0)=0alors: 0 € ker (A — A), donc
{0} C ker (A] — A) (*)
Prouvons maintenant que :
ker (Al — A) C {0}

Soit © € ker (Al — A) donc: z € D(A) : (Al — A)xz = 0. Mais A est disspas-
tif, donc :

AL = A) ]| = Al

Mais (Al — A) x = 0, donc :
0> Allz]

et comme A > 0 et ||z|| > 0 donc :

Alz] =0
Mais A > 0 c-a-d A # 0. Alors :
]| =0
D’ou
xz=0.
Donc
ker (\] — A) C {0} (**)
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De (%) et (%) on a :
ker (Al — A) = {0}
c-a~-d (A — A) est injectif.

Montrons que (Al — A) est surjectif :
(M — A) est surjectif) <= (Vy e X :dx € D(A): A\ [ - A)z=vy).
Soit y € X, Comme A est m-disspastif posons f =y
dJreD(A): e —Ax =y

Mais : A\x — Az = (Al — A)x Alors 3z € D(A) : A\ —A)z = y c-ad
(M — A) est surjectif.
Alors (M — A) est bijectif c-a-d (M — A) admet un inverse et on a :

(M—A)"": X — D(A)
freOW—-A)7"f

Donc :

VfeX: (M -A "' feD(A).

Montrons que : (A — A)~" est linéaire borné sur X avec (A — A)_IH < 5

-1

Comme (A] — A) est linéaire car A linéaire alors (Al — A)™" est linéaire.

Montrons que : (A\I — A)~" est borné :
(A — A)7 est born¢) <= (J¢> 0 [[(A — A7 fll < cllfll . Vf € X)

Soit f € X alors :
AzeDA): (M -A)x=f

Donc :

JdzeDA):N-A) " z=f
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Donc :

|AL = A) " f]| = |l -

Mais A est disspaostif et x € D (A). Alors :

A=Az > Al
—_——

f
donc
LFI = AL = A7
Donc
Jor =47 £ < 511
Posons : ¢ = + on trouve que : (A — A)~" est borné et on a :
Jor -7 < 5

d’ou le résultat. m

Théoréme 1.9 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire mnon borné dissipatif

dans X. L’opérateur A est m-dissipatif si et seulement si
N > 0 tel que Vf € X, Jx € D(A) vérifiant Nz — Az = f.

Preuve.
Soit A un opérateur linéaire non borné dissipatif.

Montrons que :
(A est m-dissipatif) <= (FNg > 0:Vf € X, Jx € D(A) : Aoz — Az = f)

(=) Supposons que A est m-dissipatif. c-a-d :
i) A est dissipatif.
) Vfe X,VA>0,3xe DA): \x— Az = f.
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et on montre que : INg > 0:Vf € X, dr € D(A): gz — Az = f

En prend A = A\g dans (i1) ona: 3Ny >0:Vf e X, dJxr € D(A) : Moz — Az =
f. D’ou (=) est vérifie.

(<=) Supposons que : Ay > 0:Vf € X, dJx € D(A) : \gr — Az = f et on
montre que : A un opérateur m-dissipatif, c-a-d i) A i) i) A est dissipatif.
HVfeX,VA>0,dze€ DA): \x —Ax = f.

par hypothése on a : A est dissipatif.

Il suffit de montrer que :
Vie X,VA>0,3z € D(A): \x — Ax = f.

Soient f € X, A > 0, on cherche un = € D (A) tel que : \x — Az = f. Ce qui
equivalent a :

AL — AT + Nz — Az = f

c-a-d :

M= Nx+ N —A)z=f

Ce qui equivalent a :
Nl —A)z=AN= X))z + f

D’aprés le théoreme précédent on a : (Aol — A)™" existe est linéaire borné

avec :
L
Donc :
Mol —A) P ol — Az = (Aol — A [f + (Ao — ) 2]
Alors :

z= (Xl —A) T [f+ (Ao — N 2]
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On voit que x est un point fixe de I'opérateur H définit par :

H:X—X
z— Mol — A7 [f + (N — \) 2]
pour x est un solution de I’équation \x — Ax = f il suffit que : x = Hz, c-a-d
x est un point fixe de H.

Montrons que H est contractante :
(H est contractante) <= (Jk € 10,1 : |Hxy — Has|| < k|21 — 22|, Va1, 20 € X)
Soient x1,12 € H on a :

|Hoy — Hasl| = [Nl = A7 [f+ Qo= Nz — (Aol — A) 7" f+ (N — A)
= H()\()I—A)_l ()\0 —)\) (CL’l —.132)”

IA

(Aol = A) 7| Ao = Al 21 — 22 -

Mais : ||(Aol — A)~ H < 1= Donc

[ol = A)7H[ Ao = Al lz1 — 2] < |>\0,\_ A |21 — |
Alors :
|Hzy — Ha| < |/\0)\; Al |21 — o
et comme Mg\ Al 0, pour que H soit contractante il faut que : MO ’\| <1ec-
a-d A €]0,2X].

Donc : pour tout A € ]0,2)¢[ 'applicatipon H est contractante.
Puisque = est un point fixe de H, on trouve que pour tout A € |0,2\,] et

f € X il existe un z € D (A) tel que
A — Az = f.

On peut montrer de méme fagon que pour pour tout A € ]0,2"\o[ et pour

tout n > 1 'applicatipon H est contractante.
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C-a-d
Vn > 1,VYA €10,2"\[,Vf € X,3x € D(A) : \x — Az = f.
Quand n tend vers +o00, on a :
VA €10, +o0[,Vf e X,z € D(A): \x — Az = f.
Donc l'opérateur A est m-dissipatif. m

Théoréme 1.10 Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans X. S’il existe
Xo > 0 pour lequel lopérateur (Aol — A) est une bijection de D(A) sur X et si
(Mol — A)~L est un opérateur borné sur X, alors A est fermé, En particulier,

si A est m-dissipatif alors A est fermé.

Théoréme 1.11 Soit A un opérateur dissipatif & domaine dense sur X. Si

A est fermé et A* est dissipatif alors, A est m-dissipatif.

Définition 1.21 On appelle opérateur m-accrétif un opérateur linéaire non

borné tel que :

1. D(A) = X.

2. Popérateur —A est m-dissipatif.

Corollaire 1.1 Soit A un opérateur m-dissipatif. L’espace (D(A),||.||5) est
un espace de Banach et A|pay € L(D(A), X).

Définition 1.22 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X. La famille d’opé-
rateurs R(\, A), A > 0 définie par R(\, A) = (A\[—A)~! est appelée résolvante
de A. Lopérateur Ay, = NMAR(\, A) est appelé ”approximation de Yosida”
de A.
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Remarque 1.9 Nous avons :

Ay = AARM\A) = AMA = M)R(N\, A) + NR(N\ A) = XR(N\ A) — AT

L’opérateur A est donc un opérateur borné dans X. De plus nous avons

Az = AR(\, A) Az Va € D(A) (1.3)

En effet, pour tout x € D(A), nous avons

AR\, A)Az = AR\, A)(A— XDz + MR\, A) = —dz 4+ N R(\, A)x = Ay

d’aprés I'identité ci-dessus

Théoréme 1.12 Soit A un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans
X. Alors
/\lim IAR(N\, A)z —z||=0 VeelX

De plus
/\lim |[Axz — Az|| =0 Vz € D(A)

Preuve. Voir Equations d’évolution [page 8]. m

Remarque 1.10 Remarquons que le premier résultat du théoréme signi-
fie que AR()\, A) est une approximation de 'identité. Le second signifie que

(Ax)r>0 est une suite d’opérateurs bornés approchant A.
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1.7 Les semi groupe dans un espace de Hil-

bert

Soit H est un espace de Hilbert complexe.

Définition 1.23 Soit A un opérateur non borné dans H de domaine D (A).
1- On dit que A est dissipatif si Re (Az,z) <0, Vo € D (A).

2- On dit que A est conservatif si Re (Az,z) =0, Vo € D (A).

3- On dit que A est accréatif si Re (Az,z) >0, Vo € D (A).

Définition 1.24 Un semi groupe est dissipatif (resp. accréatif, resp. conser-

vatif) si son générateur infinitisimal 'est.

Théoréme 1.13 Soit (S (t)) un semi groupe de contraction de classe C°
dans l’espace de Hilbert H, Alors : si A est le générateur infinitisimal (S (t)) ['opérateur
de A est dissipatif (i.e. A accréatif). Autrement dit :

un semi groupe de contraction de classe C° est dissipatif.

Preuve. Soit A le générateur de C° semi groupe de contraction.

On va montrer que A est un dissipatif c-a-d :
Re (Az,z) <0, Ve e D(A).
Soit z € D(A), on a :

Re (Az,z) = Re<limw,x>

t—0

= lim1 Re (S (t)x — z,x)

t—0t

29



Chapitre 1. Semi-Groupe d'opérateur linéaire

On a:
1 1
< % (1S @) || |||l - HSL‘HQ) (d’apres I'inégalitédeCauchySchwartz)
1
< < (IS@I el !l - lz]%)

Comme (5 (t)),5, est un semi groupe de contraction alors :

1S @) < 1.
Donc :
%Re«s (t)w,2) = (w,2)) < % (Il l* = 1l1)
< 0.

Par passage a la limite quand ¢ — 0 on trouve :
Re (Az,z) <0
Donc A est dissipatif c-a-d le semi groupe de contraction alors :
1S @Ol < 1.
Donc

%Re<5(t)x—x,x> 2= )

AN
O |
f—
£}

IN

D’ou le résultat. m

Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si et

seulement si :

Vo € D(A) (Az,z) <0
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Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est
remplacée par

Vo € D(A), Re (Az,z) < 0.

Preuve. Voir Equations d’évolution [page 9]. m

Théoréme 1.14 Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans H.

Preuve. Voir Equations d’évolution [page 10]. =

Définition 1.25 A* est 'adjoint de A signifie que
Va,y € H : (Az,y) = (z, A™y)

Définition 1.26 Si A: H — H(A € L(H)) A est dit auto-adjoint si :
Va,y € H : (Az,y) = (z, Ay)

Définition 1.27 un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) de domaine
dense dans H est dit auto-adjoint si A = A*, il est dit anti-adjoint si
A= —A"

Corollaire 1.2 Toujours dans le cadre hilbertien on a :

i) Si (A, D(A)) est dissipatif auto-adjoint & domaine dense alors il est m-
dissipatif.

ii) Si (A, D(A)) est anti-adjoint dense alors il est m-dissipatif.

Théoréme 1.15 Soit A: D(A) C X — X un opérateur tel que D(A) = X
alors A est le générateur infinitésimal du Cy— Semi-Groupe de contraction si

et seulement si :

1. A est dissipatif.
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2. 1l existe A > 0 tel que : (A — A) est surjectif.

Preuve. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Semi-Groupe

de contraction (S(t)),, ,donc :
7@ <1

Alors w=0et M =1 donc A, = {\ >0} .

Donc d’apres le théoreme de Hille-Yosida
Au = [0, +o0[C p(A)

Clest a dire : A € [0, +oo[ on a (A\] — A) ™" existe linéaire et borné, donc

(A — A) est bijectif alors il est surjectif d’out (2) . On a

1
VA0 [|ROA)'| < 55 V€ N

Pour n=1o0n a

1R A <

Et poury € X ona:
1
[ =)y < 5 Dyl

Comme y € X et (A — A) est bijectif il existe z € D(A) avecy = (A — A) x

Alors
JAT = A) ] = AJe]
Alors
Il < 5 I = 4)z]
Donc

AL = A)l| = M|
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Donc A est dissipatif alors (1) est vérifie.
Inversement, Supposons que (1) et (2) sont vérifie on a donc A est dissipa-
tif donc (A — A) est injective et comme (2) vérifié alors A est m—dissipatif

donc A est fermé et on a :
|(A—A)7H| < %VA >0

donc w=0et M = 1.
Alors d’aprés Hille-Yosida on a A est le générateur infinitésimal d’un

Cop-Semi-Groupe de contraction.
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CHAPITRE 2

Probléme de Cauchy abstrait

Sommaire
2.1  Equation d’évolution| . . ... ... ... ..... 1
2.2 I’existence de la solution/. . . ... ... ... .. 2
2.3  L’unicité de la solutionl . . . . . .. ... ... .. 4
[2.4 Régularité des solutions| . ... ... ....... 4

Dans ce chapitre, on présente des théorémes d’existence et d’unicité de

solution du probléme de Cauchy abstrait.

2.1 Equation d’évolution

Les équations d’évolution sont des équations qui s’écrivent sous la forme :

W) — Au(t) + f(t), t>0

(P1)
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Ouwu=u(t), A: X — X est un opérateur d’un espace de Banach X

vers X, x est la donnée initiale et f est une application dans X.

Définition 2.1 Le probléme (P;) est appelé probléme de Cauchy non ho-

mogene. Si f =0, on a :

du(t) _
(Py) o = Au(t)
u(0) ==z

C’est un probléme de Cauchy homogene.

2.2 L’existence de la solution

Théoréme 2.1 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Si
A est un générateur infinitésimale d’un Co—semi groupe (T'(t))i>0, alors le

probléme (Py) posséde une solution unique u(t) = T (t)uy.

Définition 2.2 (Solution forte) une fonction u est appelée solution forte
du probléeme (P;) si :

1) u € C([0,400], D(A)) c-a-d u est une fonction continue a valeurs dans
D(A) par rapport a la norme du graphe.

2) u € C'([0, +00[, X) c-a-d u est continument dérivable tant que fonction a
valeurs deX.

3) & = Au+ f et u(0) = ug c-a-d u vérifie 'équation et la condition initiale

du probléme(P;).

Définition 2.3 (Solution faible) On dit que u est une solution faible du
(Py) siu € C0, +oo[, X) il est existe une suite (uy,), tel que :

(tn)n C C°(]0, 4+00[, D(A)) N C(]0, +o0[, X)
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et
du,

Up — U, — — Au, — f

dt
et

U, (0) — ug.
Remarque 2.1 Toute solution forte est une solution faible.

Théoréme 2.2 Si f € C*([0, +o00[, X) et A est un générateur infinitésimale
d’un Co—semi groupe (T(t))i>0. Alors, le probléme (Py) admet une solution

forte s’écrit par :

u(t) =T (t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds.

Proposition 2.1 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi groupe

fortement continue {T'(t)}i>0, alors pour tout x € X, la fonction
u:t—u(t)=T)x
est l'unique solution généralisée du probléme (Ps).

Théoréme 2.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }+>0,
Soit f € L' (0, T, X) continue sur]0,T] et soit :

t

v(t):/T(t—s)f(s) ds, 0<t<T

0
Le probléeme (Py) admet une solution u sur [0, T pour tout x € D(A), si l'une
des condition suivante est satisfaite :
i) v(t) est continument différentiable sur]0,T].
ii) v(t) € D(A) pour 0 <t <T et Av(t) est continue sur]0,T].
Si le probléme (Py) admet une solution u sur [0,T[ pour certains x € D(A),

alors v satisfait a la fois (i) et (ii).
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Corollaire 2.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T(t) }+>o.
Si f(s) est continument différentiable sur [0,T], alors le probléme (Py) admet

une solution u sur [0,T] pour tout x € D(A).

Corollaire 2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }+>0,
soit f € LY0,T,X) une fonction continue sur |0, T[. Si f(t) € D(A) pour
0<t<TetAf(t) e LY0,T, X), alors pour tout x € D(A) le probléeme (P;)

admet une solution u sur [0, 7.

2.3 L’unicité de la solution

Théoréme 2.4 Si A est un générateur infinitésimale d’un Cy-semi groupe

(s(t))t=0 et si u une solution forte du probléme (Py), alors :

u(t) = s(t)ug + /0 s(t —s)f(s)ds.

2.4 Reégularité des solutions

On constate que la régularité est étroitement liée au choix de la condition
initiale on fonction du domaine A de définition il est donc naturel de penser
qu’en imposant plus de "régularité" a wug on obtienne plus de régularité sur
les solutions.

Plus précisément, on définit par récurrence ’espace
D(A*) = {v € D(A* ), Av ¢ D(Ak’l)} , k entier > 2.

on peut vérifier aisément que D(A*) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

(u, v) pary = , (Au; Alv)

j=0
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la norme correspondante est :

k . 2
[ulpiary = EO | A7l :
j=

Théoréme 2.5 Si ug € D(AF) avec k > 2. Alors la solution u du probléme
(Py) est de classe C* ([0;00[; X) et C*7 ([0, +o00[, D(A7)). C’est a dire :

u € C*([0,+00[, X) N C* ([0, +00[, D(A?)) , pour j =0,1,....k.




CHAPITRE 3

Application du semi groupe

Sommaire
[3.1 Equation de la chaleur| . ... ... ........ 1
[3.2 Equation desondes| .. ... ... ......... 6

Dans ce chapitre, on donne des applications de la théorie des semi
groupes et I’étude du probléme de Cauchy abstrait dans la résolution

de quelques problémes de mathématiques tel que I’équation des ondes,

3.1 Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabo-
lique de second ordre, elle joue un role fondamentale pour la description de

I’équation de diffusion.
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3.1.1 Position du probléme
L’équation des ondes dont v est une solution est donnée par :

9 (2,t) — Ao =f, sur Qx[0,T],f€L*()
v =0, sur d x [0,7T7], (3.1)

v (z,0) = vy, sur

ou §2 est un sous-ensemble ouvert borné de R™ de frontiére 0f) lisse par
n

morceaux, vg est une fonction donnée et A = 3 aa_;? désigne le laplacien par
i=0

rapport aux variable de I'espace x et t est le variable de temps.

3.1.2 Existence et unicité

Dans cette section, on étudie l'existence et I'unicité de la solution de

I’équation de la chaleur (3.1]) .

Théoréme 3.1 (existence et unicité) Si vg € H?(Q) x H} (), vy €
H} (Q) et f € L*(0,T;L*(Q)) alors, il existe une solution unique de systéme

avec
v e C(0,T], H(Q) x HL(Q)) nC* ([0, T]; L} () N C* ([0, T, L* () .

Preuve. On va appliquer une conséquence du théoréme de Hille-Yosida et
la théorie du probléme de Cauchy abstrait. On va transformer I’équation
sous la forme d’un probléme de Cauchy abstrait puis on montre que
lopérateur A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement
continu.

1) Conversion de I’équation vers le systéme de Cauchy abstrait.

Soient t > 0 et x € ). D’abord, on définit 'opérateur non borné A comme
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suit :

D(A) = {ueHj(Q):LhueLl* ()},
Au = Au, Yue D(A).

2) La démonstration que A est un générateur infinitésimal d’un
semi groupe fortement continu.
Maintenant, on applique le théoréme du Lumer-Phillips sur 'espace X =

L? (£2) muni du produit scalaire suivant :

(u,v)Lz(Q) = /u (x)v (z)dx,

Q
Pour cela, on prouve que A génére un Cy—semi groupe de contraction et
FeL'0,T; L*(Q)).
Pour montre que A est un générateur infinitésimal d’'un Cy—semi groupe,
on prouve que A est un opérateur m-dissipatif c-a-d, on démontre que A est
maximal et dissipatif.
Premiérement, on montre que A est dissipatif.

On sait que A est dissipatif si pour tout u € D (A) on a :

(Au,u) 20y < 0.

()
Soient u € D (A) on a :
<AU, U>L2(Q) = AU’ u>L2(Q) )

- /Au

et d’apres la formule de Green, on obtient

(A ) oy Z / 8@ aa:, do + / a%f)u@)da, (3.2)




Chapitre 3. Application du semi groupe

et comme u € H} (), alors la formule (3.2)) implique que

. )iy = _Z/ 8:6 81:

= —/Vu () Vu (z) dx

= —/ [Vu ()] dz
Q
< 0

pour tout u € D (A). Alors, A est disspatif.

Deuxiément, on montre que A est maximal c-4-d on prouve que I — A est
surjectif c-a-d (Im (I — A) = X).

pour tout f € L?(Q), il existe une solution unique u € Hj (2) du probléme

variationnel corespondant au probléme
— Au+wu=f, dans Q, (3.3)

et
u=0surl. (3.4)

Dans ce but, en multipliant ’équation (3.3]) par une fonction test v € Hj (),

et en intégrant sur €2, en supposant que u € H? (), alors

/Auv d$—|—/ de—/f

d’aprés la formule de Green on trouve

Z/ 8% 8% +/ (x )v(x)dx—/a%iz)v(x)da:/f(x)v(x)dx,

Q r Q

comme v € Hi (), alors 1'égalité précédente nous donne

Z/ 6% 6% de /u($)0($)dx:/f(x)vxdx
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donc le probléme variationnelle correspondant aux probléme (1.4) et (1.5)
est le suivant :

Trouver u € H} () qui satisfait a (u,u) = L (v), pour tout v € H} (), avec

a: Hy(Q) x Hy () — R

(u,v —>Z/ 8:@ 8@ :U—ir/u(a:)v(x)da:,

Q

et

Il est clair que a(.,.) est une form bilinéaire continue sur H} () x Hg (Q2).

En effet, soit (u,v) € H (Q) x H (Q), on a

la (u,v)] = Z/au(m)av(@dij/u(:v)v(a:)dx

ox; Ox;
=g Q
= Ou (x) Ov () /
<
< E 1/ or. 0w de + [ |u(z)v(z)|dz
=ta Q

D’apres I'inégalité de Cauchy-Scwartz, on a

v (x)
aZEi

UU

ol el
L4 (Q) L2(Q)

L2(9)

8:(:Z

L*(Q)

en utilisant 'inégalité de holder on en déduit que

n 2 % n 2 %
a(u,v)l < Tl v
swon= (S5 V(SIS ) v, v,

=1
la (u,v)| <2 ||u||H1(Q) ”UHHl(Q) :

ou ()
8JIZ'

v ()
Ga:i

et par suite
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Montrons maintenant que a (., .) est coercive, pour tout v € Hj (£2)

o (u,v) = Z/( - )de+/(v(x))2da:

Z/( P, ) dx+/(v(x))2dx
= ||vHH1(m-

D’autre part, L est linéaire continu. En effet, soit v € H{ ()

L(v)| = /f(az)v(as)da:

Par I'inégalité de Cauchy-Scwartz on obtient

L (v)]

IN

||f||L2(Q) ||U||L2(Q)

IN

HfHL2(Q) HUHH1(9)7

d’ot la continuité de L. Alors, touts les hypothéses du théoréme de Lax-
Milgram sont satisfaites, et par suite il existe u € H] () solution du pro-
bléme variationnel. Et puisque Au = u — f € L*(Q), alors u € D (A).

3.2 Equation des ondes

L’équation des ondes est une équation aux dérivées partielles hyperbo-
lique de second ordre, elle joue un réle fondamentale pour la description des
ondes. Elle modélise la propagation d’une onde (électromagnétique, acous-

tique) dans un milieu élastique homogene.
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3.2.1 Position du probléme

L’équation des ondes dont v est une solution est donnée par :
(
%(x,t) —Av=f, surQx][0,T],

v =0, surdQ x [0,77], (3.5)

v (x,0) = v, sur (Q,

% (,0) = vy, sur ),

ou €2 est un sous-ensemble régulier de R", vy, v; sont des fonctions données
n
2 . . .
et A=) % désigne le laplacien par rapport aux variable de I'espace x et
i=0

t est le variable de temps.

3.2.2 Existence et unicité

Dans cette section, on étudie l'existence et I'unicité de la solution de

I'équation des ondes ({3.5)) .

Théoréme 3.2 (existence et unicité) Si vy € H?(Q) x Hy (Q), vy €
H} (Q) et f e L' (0,T;L*(Q)) alors, il existe une solution unique de systéme
(3.5) avec

veC([0,T],H*(Q) x Hy () nC* ([0,T]; L' (Q)) nC? ([0, T, L* (Q)) .

Preuve. On va appliquer une conséquence du théoréme de Hille-Yosida et
la théorie du probléeme de Cauchy abstrait. On va transformer 1’équation
sous la forme d’un probléme de Cauchy abstrait puis on montre que
lopérateur A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement
continu.

1) Conversion de ’équation vers le systéme de Cauchy abstrait.
Soient t > 0 et x € 2. D’abord, on pose :

v
ot

Uy =v et uy =
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et on remplace dans la premiére équation du systéme (3.5)), on obtient :
dur
ot

ou —
3_t2_Au1_f7

—UQ:O,

Alors

du1

ot
% = Aul + f7
ce qui donne

ou

S _ 0 N 0

guz A Uz f

ot
Maintenant, on introduit la nouvelle variable suivant :

~
I
o

e}

u = (ug,us).
On obtient :
du — Ay + F,
dt (3.6)
U <O> = Up = (UO, Ul) >
tel que :

Au = (ug, Auy) et F =
f

avec le domaine de A est donné par :

D(A) = (I (@) N H} () x H} ().

2) La démonstration que A est un générateur infinitésimal d’un
semi groupe fortement continu.
Maintenant, on applique le théoréme du Lumer-Phillips sur I'espace £ =

Hj (Q) x L* () muni du produit scalaire suivant :

(u,v) = [Vu.Vuidz + [usvedz,
Q Q

8
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ou

u = (u1,ug) et v=_(v1,v9).

Pour cela, on prouve que A génére un Cy—semi groupe de contraction et
FelLl'(0,T;L'(Q)).

Pour montre que A est un générateur infinitésimal d’un Cy—semi groupe,
on prouve que A est un opérateur m-dissipatif c-a-d, on démontre que A est
maximal et dissipatif.

Premiérement, on montre que A est dissipatif.

On sait que A est dissipatif si pour tout u € D (A) et A >0, on a :
[Au — Aul] = Alu]|.
Soient u € D (A) et A >0, on a :

A — Aul|®* = (\u— Au; du — Au)
= (Au; ) — (Au; Au) — (Au; du) + (Au; Au)

) ) (3.7)
= [ Aull” + [[Au]” — 2 (Au; Au)
= AP flel® + AN full® = 27 (Au, u)
Mais, on a :
(Au,uy = [VuVurde + [Aujusde. (3.8)
Q Q
On applique la formule de Green sur la deuxiéme terme de 1’équation ((3.8)),
on trouve :
[Dujusde = — [VuyVugdz + [ Vuguan, (§) d€
= —fVu1Vu2dx
Q
En substituant, I’équation (3.9) dans (3.8, on obtient :
(Au,u) = [VusVurde — [Vu Vugde
Q Q (3.10)

= 0.
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En substituant (3.10)) dans (3.7)), on trouve :
2 210112 211 112
[Aw — Aul]™ = (A7 [l 4 [[A[ [Jel]
21112
AN el

v

car ||A|]* ||u|® > 0. Alors :
[Au = Aul| = [[A]} [Jul] -

Donc, A est dissipatif.

Deuxiément, on montre que A est maximal c-a-d on prouve que I — A est
surjectif c-a-d (Im (/ — A) = F).

Pour cela, soient (f,g9) € E et u € D (A) telle que (I — A)u = (f,g), alors

uy —up = f,

(3.11)
Uy — Auq = g.
En remplacant us = u; — f dans la deuxiéme équation, on obtient :
u — Aup = f+g. (3.12)

On multiple I'équations de (3.12) par w € H? () N H} () et on intégre sur
(), on obtient :

Juwde — [Awywdz = [ (fw+ gw) dz. (3.13)
Q Q Q

On applique la formule de Green sur 1’équation , on trouve :
f{ulwd:ﬁjtg{Vuled:v = g{(fwjtgw) dx. (3.14)
On définit sur X = [H? () N Hy ()] la forme bilinéaire a : X* — R par :
a(u,w) = [uwdr+ [VuVwdz.
Q Q

Et la forme linéaire b : X — R par :

b(w) = g{(fw%—gw)da;.

10
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Donc la résolution du systéme (3.11]) est équivalente & :

Trouver u; € X, telle que :
! a (3.15)

a(uy,w) =b(w), pour tout w € X.

Maintenant, pour montrer I’existence et I'unicité de la solution de probléme ,
on utilise le théoréme de Lax-Milgram. Alors pour cela, on prouve que :

- X est une espace de Hilbert.

- La forme bilinéaire a (., .) est continue sur X x X.

- La forme bilinéaire a (., .) est coercive sur X.

- La forme linéaire b (.) est continue sur X.

Il est clair que X est une espace de Hilbert.

% La continuité de la forme bilinéaire a :

On sait que a est une forme bilinéaire continue sur X x X si et seulement

s’il existe un o > 0 telque :
la (u1,w)| < allur]lx |w]ly, pour tout ui,w € X.
Soient u1,w € X, ona :

ja (ur, w)| =

Juiwdz + [Vu Vwdz
) )

< +

Juywdz [Vu Vwdz

) )

< J|ww|dz + [ |Vu Vw|dz.
) Q

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

IN

|a (u1, w)] ||u1||L2(Q) ||w||L2(Q) + ||VU1||L2(Q) ||vw||L2(Q)

< luallx llwllx + llallx flwllx

< 2wl lwlix

AN

On prend a = 2 > 0 alors, il existe a > 0 telle que :

ja (ur, w)| < aflualx [Jwllx -

11
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Donc a (.,.) est continue sur X x X.
% La coercivité de la forme bilinéaire a :

On aa(.,.) est coercive sur X, si et seulement s’il existe un 5 > 0 telque :
a(uy,uy) > Bllurl%, pour tout u; € X.
Soit u; € X, on a :
a(uy,uy) = f(u1)2 dx+§[(Vu1)2 dx

Q
2 2
= ”U1||L2(Q) + “VU1HL2(Q)

2
= wllx

2
> ullx

On prend § =1 alors, il exist 5 > 0 telle que :

a(ur,ur) > B llu |l -

Donc a(.,.) est coercive sur X.
% La continuité de la forme linéaire b :

On a b(.) est continue sur X, s’iln existe un v > 0 telque :
|b(w)] < vl|lw|ly, pourtoutw e X.

Soit w € X, on a :

[ (fw+gw)d
Q

< [ fw|dx+f|gw|dx
Q
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

b (w)]

IN

||f||L2(Q) ||w”L2(Q) + ||g||L2(Q) Hw||L2(Q)
< ||f||L2(Q) Jwllx + ||9||L2(Q) [wl]
< (Il + 9l oy ) ol

12
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On pend v = (HfHB(Q) + HgHL2(Q)) alors, il existe v > 0 telque :

[b(w)] < llwllx -

Donc b(.) est continue sur X.
D’apres le théoréme de Lax-Milgram il existe une solution unique u; € X
telle que :

a(uy,w)="b(w), Ywe X.

% La régularité de la solution

D’apres I’équation (3.14)), On a :

Juwde + [VuVwde = [ (fw+ gw)d
Q Q Q

En utilisant une intégration par partie, on obtient :

Juwde — [Awywdz = [ (fw+ gw) dz.
Q Q Q

Alors

f(ul—Aul—f—g)Ude = 0,
Q

tel que w € H? (Q) N H} (Q) . Alors
—Auy—f—-g =0

donc
—Auy = f+yg.

Donc, il existe u € D (A) solution de (I — A)u = (f, g) pour tout (f,g) € E,
c-a-d Im (I — A) = E alors I — A est surjectif. Donc A est maximal.

Comme A est dissipatif et maximal alors 'opérateur A est m-dissipatif. Et
comme D (A) dense dans E. Alors d’aprés le théoréeme de Lumer-Phillips A

est le générateur infinitésimal d’un Cy- semi groupe.
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Chapitre 3. Application du semi groupe

De théoréeme ([2.2)) on arrive a montrer 'existence et 'unicité de la solution

de I’équation (3.5)) qui donnée par :

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds,

tel que A est le générateur infinitésimal d’un Cj -semi-groupe de contraction

(T'(t))t >o-
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Chapitre 3. Application du semi groupe
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