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Reéesume

Dans ce travail, on s’intéresse au nombre maximal de cycle limite d'une équation
différentielle du deuxieme ordre.

Nous utilisons une méthode de perturbation nommeée: la Méthode de moyennisation
7 Averaging Method ” pour chercher ce nombre.

Mots-clés: Equation différentielle - Cycle limite - Méthode de moyennisation -

Théoréme de Descartes.



Abstract

In this research work, we are interested in the maximum number of limit cycles of
a second order differential equation.

We will use a perturbation method which is called ”Averaging Method” to find this
number.

Keywords: Differential equation - Limit cycle - Averaging method - Theorem the

Descartes.
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INTRODUCTION

Les équations différentielles sont apparues pour la premier fois vers la fin du 17¢™¢ siecle
dans les travaux d’Isaac Newton, Leibniz et Bernoulli. Pendant plus de 300 ans, les équations
différentielles ont servi comme un outil essentiel pour décrire et analyser des problemes dans
beaucoup de disciplines scientifiques.

L’importance des équations différentielles a motivé des générations de mathématiciens
et d’autres scientifiques pour développer des méthodes pour étudier les propriétés de leurs
solutions.

Dans ce travail nous allons utiliser une étude qualitative des équations différentielles

ordinaires pour traiter une classe de systemes différentiels planaires de la forme :

v’ = P(z,y)

ou P(z,y) et Q(x,y) sont des polynémes.

Un des problemes principaux dans la théorie qualitative des équations différentielles est
I’étude de l'intégrabilité et des cycles limites des systeémes différentiels planaires et spéciale-
ment des systemes différentiels planaires polynomiaux.

En 1881, Poincaré a défini la notion de cycle limite d’'un systeme différentiel planaire
comme une orbite périodique isolée dans l'ensemble de toutes les orbites périodiques du
systeme différentiel. Et il a défini la notion de centre d’un systeme différentiel planaire réel,
c-a~-d d'un point d’équilibre isolé ayant un voisinage remplie d’orbites périodiques [5].

En générale, chercher le nombre de solutions périodiques est un probleme difficile et
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souvent impossible, ce probléme est connu sous le nom du deuxi¢me partie du 16°™¢ probléme
de Hilbert. En utilisant la méthode de moyennisation, on réduit ce probleme difficile des
équations différentielles non linéaires [7] & la recherche des racines d’un systéme algébrique.
La méthode de moyennisation (Averaging Theory) est utilisée pour déterminée le nombre
maximal de cycle limite d'un systeme différentiel plan polynomial. L’idée de base de cette
méthode peut étre datée de la fin du 185 siecle avec les travaux de Lagrange et Laplace en
1788 qui ont donnés une justification intuitive de la méthode.

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude d’'une équation différentielle du second ordre qui

s’appelle I’équation de Mathieu [3] modifiée de la forme :

Z+e(l+cos™0)Q(x,y) +x=0; méeN.

Notre mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit les généralités des systemes dynamiques avec un
rappel sur les perturbations (régulieres et singulieres).

Le deuxieme chapitre, contient I’étude du nombre maximal de cycle limite d’une équation
différentielle du deuxieme ordre par la méthode de moyennisation.

Le troisieme chapitre, on utilise la méthode de moyennisation du premier et deuxieme
ordres pour chercher le nombre maximal de cycle limite d’une autre équation différentielle

du deuxieme ordre.



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Ce chapitre contient un rappel des notions générales qui nous aiderons a comprendre ce
mémoire, nous commencons par définir les équations différentielles, systéeme d’équations dif-
férentiels, portrait de phase planaire, solutions périodiques. On présente aussi la notion d’un
cycle limite et on introduira un rappel sur les perturbations régulieres et les perturbations

singulieres avec un apercu sur la méthode de moyennisation.

1.1 Equations différentielles

Définition 1.1

Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une relation entre la variable réelle ¢ et

une fonction inconnue ¢ — y(t) et ses dérivées ', y", ..., y™ au point ¢ définie par :

F(ty(0),y/(0),9" (1), ...y™(1)) = 0. (1.1)
1.2 Systeme d’équations différentielles

Définition 1.2

On appelle systeme différentiel tout systeme de la forme :

X
— = X(1) = F(X(1). (1.2)
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avec

X(t)y=1| .. |etF@y=| ... |, (1.3)

ou f; sont des fonctions de la variable ¢ définies et continues sur un ouvert £ de R a

valeurs dans R".

1.3 Portrait de phase planaire

Définition 1.3

Soit le systeme différentiel
&= P(x(t), y(t)),
y=Qx(t),y(t)),

ou P, sont des polyndémes en x et y a coiefficients réels de degré d.

(1.4)

Le portrait de phase est I’ensemble des orbites qui représentent les solutions du systeme
(1.4) dans I'espace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés comme

des solutions constantes. Le plan (xoy) est appelé plan de phase.

1.4 Solutions périodiques

Définition 1.4

On appelle solution périodique toute trajectoire ¢;(x) de (1.4), telle qu’il existe un

nombre T', vérifiant :

o(t+T,x) = ¢(t, x). (1.5)

Le plus petit réel T' > 0 qui vérifié la formule précédente (1.5) est appelé période.

Remarques 1.1

e Toute solution périodique ce correspond a une courbe fermée dans ’espace des

phases.
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e Toute solution périodique entoure au moins un point d’équilibre.

1.5 Cycles limites

Définition 1.5

Un cycle limite I'(¢) est une orbite périodique isolée. Ceci signifie que les trajectoires
proches ne sont pas fermées mais elles spiralent en approchant ou en s’éloignant du

cycle limite. De plus aucun point d’équilibre n’est sur I'().

1.5.1 Classification des cycles limites

1. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent autour de I', pour ¢ —

+00, le cycle est stable.

Cyele hmite stable.

2. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent, toutes en spirale autour

de I' pour t — —o0, le cycle est instable.

Cyele limite instable.
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3. S’il existe dans son voisinage des trajectoires convergentes et d’autres divergentes, le

cycle limite est semi-stable.

Cyele limite semi stable.

Exemple 1.1

Soit I’équation différentielle
2 2 2 / o
x —|—(:c +x —1).7: +x = 0.
En coordonnées polaires x = rcosf,y = rsinf, I'équation s’écrit :

r'=—r(r* —1)sin%6

0 = —1— (r?* —1)sinf cosd.

Une solution particuliere est donnée par

correspond a un cycle limite, x = cost,y = —sint. De plus on a

>0 0<r<l,

r'<0, r>1,
alors ce cycle limite est stable.

Remarque 1.2

Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes différentiels non-linéaires.
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1.6 Perturbations régulieres

Définition 1.6

P(u,€) est un probléme régulier (ou probléme de perturbation réguliere) si sa solution
U(x,e) admet une série asymptotique de puissance de £ au voisinage de ¢ = 0 et si de

plus hI%Z/{ (x,€) = Uy ot Uy est la solution du probleme réduit P(u,0).
e—

1.7 Perturbations singulieres

Définition 1.7

P(u, e) est un probléme singulier (ou probléme de perturbation singuliere) si sa solution
U(x,e) n’admet pas une série asymptotique de puissance de € au voisinage de € = 0 ou

bien si li_r%lx{(x, e) # Up.

1.8 Meéthode de moyennisation

La méthode de moyennisation est I'une des plus importantes méthodes de perturbations
singulieres utilisée actuellement dans I’étude des cycles limites des systemes dynamiques.
Son idée de base peut étre datée de la fin du 18" siécle, quand en 1788, Lagrange a
formulé le probleme des trois corps gravitationnels comme une perturbation du probleme a
deux corps. Aucune preuve rigoureuse de sa validité a été donnée, jusqu’a ce que Fatou a
donné la preuve de la validité asymptotique de la méthode en 1928. Apres des recherches
systématiques faites par Krylov, Bogoliubov, Mitropolsky... etc. Dans les années 1930, la
méthode de moyennisation devient peu a peu I'une des méthodes classiques qui donne des
conditions pour lesquelles les points singulieres du systéme moyenné fournissent des cycles
limites pour des systémes différentiels ayant un centre. Elle consiste a donner une relation
quantitative entre les solutions d’'un systeme différentiel périodique non autonome et celle

de son systeme différentiel moyenné lequel est autonome.



CHAPITRE 2

CYCLES LIMITES DE L'EQUATION DE MATHIEU

MODIFIEE

2.1 Introduction

La méthode de moyennisation joue un role important dans la recherche des cycles limites
des systemes dynamiques, cette méthode donne une relation quantitative entre les solutions
d’un systeme différentiel périodique non autonome et celle de son systeme différentiel auto-
nome moyenneé.

Le modele mathématique le plus simple d'un systeme dynamique excité dépendant dun

parametre c¢’est ’équation de Mathieu
Z + b(1 + cost)r = 0.

De nombreux auteurs se sont intéressés a étudier ’équation de Mathieu modifiée de cette
forme :

T+e(l+cos™0)Q(x,y) +x=0; meN

Dans ce chapitre, on va traiter cette équation.
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2.2 Théorie de moyennisation du premier ordre

Théoréme 2.1

On consideére ’équation différentielle non autonome sous la forme :

x(r,0) = jg =cF(r,0)+*R(r,0,¢), (2.1)

otr eR,OeS'=R/27Z) et F': D x St = R2 R: D x S'(—gy,50) — R? sont des
fonctions continues, 2m-périodique par rapport a 6 et D est un intervalle ouvert de R.

La fonction moyennée f : D — R associée au systeme (2.1) est définie par :

Fr) = ;ﬂ | " F(r, 0)db.

On rappel que si (7, 0) est la solution du champ vectoriel x(r, 0) tel que r(rg,0) = 7.
Alors on a

(1o, 2m) — 1o = £f(r) + o(€?).

Pour £ > 0 suffisamment petit, les racines simples positives de la fonction moyennée
f(r) fournissent des cycles limites du champ vectoriel x(r, ). Pour étudier les racines

simples positives de la fonction f(r) on appliquera le théoreme de Descartes.
2.2.1 Théoreme de Descartes

Considérons le polyndme réel p(r) = a;, 7" +a;, 72+ - -+a;, 7" avec 0 < iy < iy < -+ < iy,
et a;; # 0 constantes réelles pour j € {1,2,---,n}. Quand a;ja;;+1 < 0, de dire que a;; et
a;j4+1 ont une variation de signe, si le nombre de variations de signes sur m, alors p(r) a au
plus m racines réelles positives.

De plus, il est toujours possible de choisir les coefficients de p(r) de telle sorte que p(r) ait

exactement (n — 1) racines réelles positives.
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Preuve Voir [2]

Application au théoréme 2.1

Considérons le systeme suivant :

Ty (2.2)

y=-z+e(y’—y).

En coordonnées polaires x = rcosf,y = rsinf, le systeme perturbé (2.2) s’écrit sous la

forme

7 =ersin?6(—1+ r?0)

§ = —1 — £(cos @ sin —r2(cos fsin  + cos® A sin)). 2
On sait que :
1;: =1+x+2>+o0(?) si|z] < 1. (2.4)
D’ou
dr

— =ersin®0(r*cos® 0 + 1 —r?) + o(&?)
db (2.5)
=eh(0,r) +o(e?).

De (2.1) on obtient

1 T
Fio = T/O F(6,r)dd

1 27

= —/ rsin®0(r* cos® 0 + 1 — r*)do (2.6)
21 Jo
—1

= ?T(STQ — 4)

Les cycles limites possibles pour I’équation (2.6) sont donnés par les racines positives de
I’équation

Fio(r) = _81T(37»2 _4) =0 (2.7)

On a
2
Flo(T)IO:>7’:§\/§>0,

10
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et

-9 1 2
F1/0<T) = ?TQ + 5 = Fllo (3\/§> =-1 75 0.

D’apres le théoreme 2.1 le systeme (2.2) posséde un seul cycle limite, pour |¢| > 0 suffisam-

ment petit.

2.3 Etude d’une équation différentielle du deuxiéme
ordre

Dans cette section, on va étudier par la méthode de moyennisation le nombre maximal

de cycles limites a partir des solutions périodiques de I’équation suivante [1] :

& +e(l+cos™0)Q(x,y) +x =0. (2.8)

On écrit I'équation sous forme d'un systeme a deux équations différentielles.
On pose
T=yY = T=1y
y+e(l+cos™0)Q(x,y) + = 0.
On aura :
T=1y
y=—x—¢c(1l+cos™8)Q(x,y).
Ou Q(,y) = > aijmiyj-

i+35=0
On écrit ce systeme en coordonnées polaires

T =r7rcosf
;o r>0.

y =rsind

On obtient
. dr _zi+yy wy—azy-— ey(1 4 cos™0)Q(x,y)
dt r N r
—ey(1 + cos™ ) i aijz'y’
_ i+j=0
,

11
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—ersinf(1+cos™6) > a;rcos' Ord sin? 0

_ i+5=0
T
=—c > air't (cosi 0sin**7 0 + cos™™™ @ sin't 0) )
i+j=0
. d0 xy—yi  —x?—ex(l+cos™0)Q(z,y) — y?
9 = — = —
dt r2 r2
ex(l+cos™0) > aya'y’
_ 4 i+7=0
—_1— 5
ercosf(1+cos™b) > a;r'cos’ Ori sin’ 6
_ 1 i+5=0
—_1— 3
=—1—¢ ) ayr! (cos”i 0sin’ @ + cos' ™™ @ sin’ 9) .
i+j=0

Le systeme devient :

ro=—c Y ayr't (cos’ 0sin'*7 0 + cos*™ @ sin'tI 8)
i+7=0
f =-1—¢c > ay rti! (coslﬂ 0 sin? 0 + cos' Tt @ sin’ 9) .
i+5=0

En divisant 7 par 6, on trouve

—e > airt (cos’ 0sin'*7 0 + cos'™™ O sin't (9)

dr . i+5=0
g - i+j—1 1+i g qind I+m+i § qind
—1—c > artt (cos t @ sin’ 0 4 cos't™mti f sin 9)
i+5=0

n
=c > ayr'" (cos’ fsin't7 0 + cos™™ O sin' t 9)
i+7=0

1

X

14+ > a rttit (cos“rZ 0 sin’ 0 + costt™m+i f sin? 9)
i+j=0

D’apres le développement de Taylor :

1
1+

=1—-x+o(z?), |z|<1.

n L . . . .
En posant x = ¢ > ayrt! (cos1+Z 0 sin’ O + cos't™* § sin’ 9), on obtient
i+j=0

12
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dr_ £ zn: agr' (cosi 0 sin*™7 0 + cos"t™ § sin' 0) [1+o(g?)]
dg i+5=0
=¢ Z az-jriﬂ (cosi O sin't7 0 4 cos™™ G gin'tI 0) + 0(52)
i+j=0

=cF(r,0) +o(e?) oul<e<x 1.

On aura F(r,0) = > aijrt (cosl 0 sin'*7 6 + cos™t™ @ sin' I 9)
i+7=0
cette expression détermine la fonction moyennée f(r) définie par :

1 2w
/ F(r,0)dd.

f(7°>:§ 0

Nous considérons deux cas et quelques sous-cas afin d’étudier la fonction moyennée associée
a I'équation différentielle (2.8).

Dans cette étude, nous utiliserons les formules suivantes :

2m
/ cos?@sin?@ =0  Si (p ou q) est impaire
0

2 . (2g — D! 21
D) P 209 — D
/ cos? §sin”? 0 R ICT R e sy /0 cos” 0do (2.9)

(E 1)”
./ cos® 0df = —our 2

1°* cas : Soit m impair

@ Si n est pair, on a
L B, 0)d
o | Fee)

2
=3 / > ayr™ (cos 0 sin'*7 0 + cos"™™ @ sin' i 9) df
T

fi(r) =

i+75=0
1 por nAl L . . . .
N / > ayrt™? (cosZ 0sin'™ 0 4 cos'™™ @ sin'tI 6’) de
2mJo 5
1 I n+1 ) 2 ] )
=— | > @t / (cosz 6 sin®? 0 + cos™™™ 6 sin? 9) dé
2T |isogm1=1 0
1 s set1+2g-1 ( [*T  2041 g2 M ot . 9
N > ass124-17 q (/ cos~ T 0sin*? Odo +/ cos* ™ g gin*? 6d6>
2T | 90114293 0 0
n 2 27
+ > agpggr¥ ! ( / cos? 0sin®? 6d6 + / cos?™ f gin? 9d9>]
20+2q=2 0 0

13



2.3. ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU DEUXIEME ORDRE

n+1-—1
1 2 2m
= — Z agg+172q_17‘2£+2q (/ cos?HmHl ggin2a 6’d9>
2 l+q=1 0
% 2w
+ Z Agp.9q 12T </ cos? 6 sin* 0d9)
l+q=1 0
1 Z 2o (2g — 1)1 (26 + m)!127
Coom | A G2t 20+ 1)(2q + 20 — 1) (20 +3) jarepes <2e+m+ 1>,
— )
. i g g 122071 (2¢g — 1! (2¢ — )27
ot (2 +20)(2q+20—2)---(204+2) 24!
: 20 + m)ll(2q — 1)!!
Z (20412417 20+2q ( N(2g )

2

seemer [ 2 1
T (“;“L)!(2q+2£+1)(2q+2£—1)---(2£+3)

(20 — 1)11(2¢ — DN
204l (g +O)(qg+ L —1)--- (£ +1)

2
©Y a2
1
n
=Y Apr”
k=1

Ou
(20 + m)1(2g — 1)!!

20+m+1

Ag = A2¢41,2q—1
20+m+1
( 2

)!(2q+2£+1)(2q+2£—1)---(2£+3)

(20— 1)1(2g — 1)!
26440l (g + 0)(g + £ — 1) - (£ + 1)

D’apres le théoreme de Descartes, 1'équation (2.8) peut avoir au plus (n — 1) cycles limites.

+ Q20241

® Si n est impair, on a

olr) = - / " R, 0)d0

27r
2r N 1 )
/ > ayrt (cos 0 sin' ™ @ + cos"t™ f sin' I 6’) df
27T i+7=0
1 y2m il o . . , _
=5 / > ayr'™? (COSZ 0 sin'™ 0 + cos"™™ @ sin' 9) df
T itj=1
=— | Y aipertT / (cos’ 0sin®? @ + cos"t™ @ sin*? 9) do
li+2¢—1=1 0
[ n

27 2T
= — > Aopi1.9q_ 12T (/ cos? 1 9 sin%? 0do + / costT 1™ g gin 9d9)
0 0

| 20+142¢=3

14
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n+1 o o
+ > agpqart! ( / cos? 0 sin? 0do + / cos?*™ @ sin? 0d9>
20+2q=2 0 0
1 nT_l 21
= — | > asr10017*H ( / cos? ML g gine 9d0>
2 l+q=1 0
+ Y ageggrttR! < / cos? ) sin*? 0d0>
l+q=1 0
n—1
1 - 20+2q (2¢ — D! (20 + m)!127
=g | 2 B e e ol 1) (@01 3 2 1
T otg=1 (2¢+204+1)(2¢+20—1)--- (20 + )2ze+;n+1 20+m+1 !
2
= (2 )! (20 — 1112
204+2¢—1 qg— D! — D27
+€£1 a2¢,2q—1T (2(] I 26)(2q Lo — 2) o (2£ + 2) 2Ly
n—1
2 (20 + m)(2g — 1))
B Z 21,2017 seimi1 (20+m + 1
fra=t 272 <>!(2q+2£+ )(2¢g+20—1)---(20+3)
& (20— 1)l1(2g — D)
+ a 3 T2€+2q—1 — 1)l4q — 1)
o 20490 (q+ (g +L—1) - ((+1)
= Z Ak’l“k.
k=1

Ou
(20 + m)!1(2g — 1)!!

lek = A20+1,2q—1
’ s [ 20 1
i (T)!(zqmu 1)(2¢ + 20— 1)--- (20 + 3)
(20 — 1)I1(2g — 1)

20vafl (g +0) (g + £ —1) - (L + 1)

+ Q20,21

D’apres le théoreme de Descartes, 1’équation (2.8) peut avoir au plus (n — 1) cycles limites.
2éme cas : Soit m pair

@ Si n est pair, on a

fa(r) = F(r,0)do

Z aijrzﬂ (cosZ 0sin'™’ 0 4+ cos'™™ O sin' 0) de
i+5=0

2r ntl o : , : .
/ > agr'™? (cosZ 0 sin'*7 0 + cos"™ O sin't/ 9) do
0 itj=1
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2.3. ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU DEUXIEME ORDRE

1 [ ntt 4 o, 4
=— | > @ / (cos’ 0 sin?? 0 + cos'™™ 0 sin* 9) de
li+2¢—1=1 0

oy oe41.29-1 [ [*" 2041 2 T o 2
- S ass10g1r T (/ cos* ™ 0 sin*? do —i—/ cos* ™ @ sin q&d@)
| 20+1+2¢=3 0 0

n 27 21
+ > aggggr¥t! (/0 cos? 0sin 0dl + /0 cos2t™ f sin%? Gdﬁ)]

20+2¢=2
ntl-1
1 2 s0r2g (2T 201 2 2l ltm g2
= — Z 20412917 </ cos 0 sin“? 6df + / cos 0 sin“? 9d9>
2m 20+42q=2 0 0

n

2 2T 27
+ > agggar®t! ( /0 cos® 0 sin? 0do + /0 cos? ™ @ sin 9d9)

204-2q=2 J
1 I 2 27 1
=— | Y aggg1r* ! ( / cos? 0 sin? 0do + / cos?™  gin 0d0)
2T (q=1 0 0
I N (2 — D! (20— 1)127
o _qu;l G262¢-17 (2 +20)(2g +20—2)---(20+2) 24!
N (2g — )N (20+m —1)N27
(2 +20)(2q +20—2)--- (20 + 2) 2 <2€+m>‘
2 N (2¢ — 1)!! 20— (204+m— 1D
= 2 @ 2+ O(q+l—1)---((+1)| 21 T 20
Pt (@+O(g+€—=1)---(£+1) ! piem (20+m),
2
%
_ Z Byr2k-1
k=1
Ol
(2 — 1)1 20— (20+m— 1)

By = aseaq-
CT T S (gt =) (1) | 2 +2”§'"<2€+m>'

n
D’apres le théoreme de Descartes, 1’équation (2.8) peut avoir au plus (2> cycles limites.
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2.3. ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU DEUXIEME ORDRE

® Si n est impair, on a

1 2T
falr) = 5 / F(r,0)d
7 Jo
1 2r N o . . . .
- i‘H_] 10-1-‘,-30 H—me-l—l—je de
5 /0 igzoa T (cos sin + cos sin )
1 y2m nAl L . . . .
——— / > ayr'™? (cos’ 0 sin'™7 0 + cos"t™ § sin' 9) d
2mJo 52
[ ntl . o, .
=— | D aigrt! / (CosZ 0sin?? 0 + cos™™ 0 sin?? 9) de
2m |i+2¢—1=1 0
I n 2
= Z a2£+172q717n2£+1+2q71 (/ cos?*1 0'sin21 0do
T | 204+142¢=3 0
27
+ / costT1Hm g gin? Odé’)
0
n+l 2 2
+ > Qg 9q_172 20! ( / cos? 0sin® 0dO + / cos?t™ g sin?? 9d9)
20+2¢=2 0 0
n—1
1 2 2 2
=3 > aseprgq-1r? ( / cos?*1 9 sin%1 0db + / cos?H1m g gin2e 9d6’)
T | 2042¢=2 0 0
nT_H 27 27
+ > aggagr¥t! (/ cos®* 0sin* 0d6 + / cos? ™ ) sin?? 9d9>
20+2¢=2 0 0
[ nTH 27 2
=5 7 aggpqar?tH! (/ cos? 0 sin? 0do + / cos?™ @ sin? 9d8>
T | 0 0
[ nt1
22: 20+2q-1 (2¢g — D! (2¢ — )27
= — 90 9917
o | o= (24 20)(2q+20—2)---(20+2) 20
) (2 — 1! (20 +m — 1)127
(2q + 20)(2q + 20 — 2)---(2£+2)22e% <2€—|—m>'
nt1
5 N (2 — 1! @-D1!, (@20m—1)!
= A0 2917
o ! 2(q+0)(qg+0—1)---(C+1)| 20 p2tm <2€+m>!

2
=3 Bt
k=1
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2.3. ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU DEUXIEME ORDRE

Ou

- (2g — 1)! (20— (20+m— 1)l
= a _
TR (g ) (g - 1) (1) | 2 p2tm <2€+m>'

n—1

D’apres le théoreme de Descartes, 1’équation (2.8) peut avoir au plus ( ) cycles limites.
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CHAPITRE 3

CYCLES LIMITES D’'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU
DEUXIEME ORDRE

3.1 Introduction

Ce chapitre est composé de deux parties : dans la premier partie nous déterminons le
nombre maximal de cycles limites d’un autre type d’équation différentielle du deuxieéme ordre
par la méthode de moyennisation du premier ordre.

Dans la seconde partie nous déterminons le nombre maximal de cycles limites du méme

équation différentielle par la méthode de moyennisation du deuxiéme ordre.

3.2 Théorie de moyennisation du deuxiéme ordre

Théoréeme 3.1

Soit le systeme différentiel suivant :

dx

x(t) = i eF(t,x) + e Fy(t,x) + 3 R(t, x,€). (3.1)

OuF,F5:RxD —R" R:RxD x(—¢f,e7) — R", sont des fonctions continues,

T-périodiques par rapport a t. D est un sous ensemble ouvert de R".
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3.2. THEORIE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

On définit Fig, Foo : D — R"™ telle que :

Fio(z) = ;/{JT Fi(s, z)ds, (3.2)
et
F(2) = ; [ ID-Fi(5,2)uns,2) + Bols, 2] d, (3.3)

y1(s,2) = / Fi(t, s)dt.
0
Supposons que :

-(i) Pour tout Vt € R, Fy € C*, Fy, Fy, R et D, F; sont localement lipschitziennes par

rapport a z. R est différentiable par rapport a ¢.

-(ii) Pour V' C D, un sous ensemble ouvert borné de R", et Ve € (—¢ef,e5) \{0}, il
existe a. € V tel que : Fig (a.) + eFy (a.) = 0, et Det (F}, + €F},) (a) # 0.

Alors, pour |¢| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique isolée (0, ¢)

de I’équation (3.1) telle que ¢(0,¢) — a quand ¢ — 0.

Lemme 3.1

e Si Fj n’est pas identiquement nul, alors les racines simples positives de Fio+¢cFyg
sont principalement les racines simples positives de Fjg pour e suffisamment
petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit la théorie de la moyennée du

premier ordre.

e Si Fg est identiquement nul et Fyy n’est pas identiquement nul, alors les racines
simples positives de Fiy + £F5y sont principalement les racines simples positives
de Fyy pour ¢ suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit la

théorie de la moyennée du second ordre.
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE MOYENNISATION A UNE AUTRE CLASSE D’EQUATION DE MATHIEU

3.3 Application de la méthode de moyennisation a une

autre classe d’équation de Mathieu

1°"¢ ordre

Dans cette partie, nous étudions I’équation différentielle de la forme :
Z+e(l+sin™0)p(x)+x =0, (3.4)

qui peut s’écrire sous la forme :

Ou ¢(z) =Y aa’.

i=0
En passant au coordonnées polaires (r,6) ou :
x =rcosf
;o >0,
y =rsinf
avec
T+ Yy
. /rl .
.oy — YT
0= —""—
r2

xy —xy — ey(1l +sin™ 0)p(x)
r

—ey(1 4 sin™ 6)

a;xrt
0

n

]

r

n

=—c> anr’ (sin 6 + sin!™™ 9) cos' 0

i—0
n

= —¢ Z a;r (Sin 6 cos’ O + sin' ™™ @ cos’ 9) .
i=0
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE MOYENNISATION A UNE AUTRE CLASSE D’EQUATION DE MATHIEU

—2? —ex(1 +sin™0)p(x) — y?

- 2
ex(1+sin™0) Y a;2
_ 1 i=0
— 5
e Y a;r* (cos @ + cos B sin™ f) cos’ 6
— _1 _ 1=0
.
=—1—¢> ar! (coslﬂ' 0 + cos'™ @ sin™ 9) .
i=0
Ce systeme devient :
7= —e ar' (sinfcos’ @ + sin’™™ @ cos' 0) .
i=0
0=-1—¢cY a;r"" (cos'* 0 + cos't Osin™0) .

=0

En divisant 7 par 6, on trouve

—& Y a;r' (sinf cos’ 6 + sin' ™™ 6 cos' 6)
i=0

dr
a1 _ 3 gt (cos'ti g + cos!*ifsin™ 6)
i=0
Y i (i i i 14+m i 1
=&Y ar <sm900$ 0 4 sin""" @ cos 9) X - .
=0 L+¢e 3 airi=t (cos'™ 0 + cos!t fsin™ 0)

=0

D’apres le développement de Taylor

=1- 2, <1.
o =1-wtol@),

En posant z = ¢ 3 a;r"! (cos'™ 6 + cos' ™ #sin™ 6), on obtient
i=0

dr
do

Il

~
I
o

a;r! (sin 6 cos’ 0 + sin'™™ @ cos’ 9) [1+40(e?)]

€

Il

Il
o

a;r' (sin 6 cos' 6 + sin' ™ cos’ 6’) + o(e?)

1

eF(r,0) +o(c?) telle que 0 < e < 1.

On aura F(r,0) = i a;r (sin 0 cos® @ + sin' ™ @ cos' 9).
=0
Nous utilisons les formules (2.9) du chapitre 2.

Nous considérons un seul cas.
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE MOYENNISATION A UNE AUTRE CLASSE D’EQUATION DE MATHIEU

Soit m impair, on a

Fro(r) = — /%F(r 0)do

2 N
/ Z a;r’ sm 6 cos' 0 + sin*™™ 0 cos 6) de
27r

1 . ) ]
N Z a;r’ / (sin 6 cos’ 0 + sin*™ 6 cos’ 9) d@]
27 | 0
e
=— 1> Agip 2T </ sin @ cos®> 1 0do + / n't™m f cos? ! 9d9)
2 2i+1=1 0

[ ] 27
+ Z Qg;T (/ sin 6 cos* 0dh + / n'*t™ g cos? 0d9>

CTE |
=—|> ayr® / sin' ™™ 0 cos? 0do
— 0

1 [XZ% 0 (2¢g — )N (20 — D)!'27
= — A9;T ; ; ; -
o &7 (2¢+20)(2q+2i—2)--- (20 +2) 2l

(2 — 1)11(2g — 1)1
"ol + i) (g +i—1)- (i +1)

(20 — )N(2g — N
20+l (g +i)(g+i—1) - (i+1)
D’apres le théoreme de Descartes, I’équation (3.4) peut avoir au plus ([ZD cycles limites.

Ou Gz = a9;

2¢me ordre

Soit I’équation différentielle suivante :

i+e(1+sin™0)p(x) + (1 + sin™ ) P(z) + = = 0. (3.5)
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE MOYENNISATION A UNE AUTRE CLASSE D’EQUATION DE MATHIEU

On écrit cette équation sous forme d’un systeme a deux équations différentielles.
On pose

T=Yy = IT=1

g+ e(1 +sin™0)p(x) + *(1 +sin™ ) P(z) +z = 0.

On aura :

T=1y
y=—x—¢e(1+sin™0)p(x) —*(1+sin™ ) P(x).

On écrit ce systeéme en coordonnées polaires :

T =rcosf
s> 0.

y =rsiné

On obtient

. dr  zi4yy  xy—axy—ey(l+sin™0)p(x) — e*y(1 +sin™ 0) P(x)

"Ta T r
—ey(1 +sin™0) 3 az’ — e?y(1+sin™0) > bad
B i=0 i=0
B r
—e > a;rtcos'Orsin (1 +sin™0) — e 3 bjrd cos? O.rsinO(1 + sin™ 6)
_ =0 7=0
B r
=—c> ar’ (sin 0 cos’ 0 + sin' ™™ @ cos’ 0) — 2y by (sin 6 cos’ O + sin' ™™ 0 cos’ 9) .
i=0 i=0
i do  xy—yi  —2®—ex(l+sin"™0)p(x) — e’x(1 +sin™0)P(z) — y?

dt 72 72

ex(1 + sin™ 0) > airt + e2z(1 + sin™ 0) 3 bz
2 =

=0

-1 >
e Y airtcos'OrcosO(1 +sin™ @) + e Y b;rd cos? Or cos O(1 + sin™ 6)
_ =0 j=0
-1 >
=—1—¢e> ar" (coslﬂ' 0 + cos'™ @ sin™ 9) —?y bt (coslﬂ 0 + cos'™ §sin™ 9) .
i=0 =0
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE MOYENNISATION A UNE AUTRE CLASSE D’EQUATION DE MATHIEU

Le systeme devient :

= —e Y ar'(sinfcos' 6 +sin' T O cos’ 0) — 2 Y byrd (sinf cos? 6 + sin' T cos’ §) .
i=0 i=0
f=—1—¢ ar" (cos'™ 6 + cos' @sin™ ) — &2 Y byri~! (cos' O + cos' T Gsin™ h) .
i=0 i=0

En divisant 7 par 6, on trouve

dr

—& > a1t (cos' @ sin + cos’ Gsin' ™ ) — e 3 bjrd (cos? @ sin b + cos? O sin* ™ )

dr i=0 7=0

a . > ari=t (cos!ti 0 4 cos! T Osin™ 0) — &2 Y- bri~! (cos!ti 6 4 cos!ti fsin™ 0)
=0 j=0

=¢ Z a;r! (COSi 6 sin 6 + cos’ fsint ™™ 9) + &2 Z bjrj (cosj 6 sin f + cos’ fsint™™ 0)
i=0 j=0

X [1 — (5 Z a;rit (coslH 0 + cos't 0 sin™ 9) + &2 Z bjrj_l (cos“’j 0 + cos' 7 0 sin™ 0))]
i=0 =0
=e> ar (cosi 6 sin § + cos’ O sin**™ 9) +e2y b (cosj 0sin @ + cos’ fsin**™ 9)
=0 i=0
— g2 [Z a;r! (cosi 0 sin § + cos’ O sin* ™™ 9) xS artl (cos“rl 0 + cos'™ 0 sin™ 0)]
i=0 i=0

— g8 {Z a;r! (cosi 0 sin 0 + cos’ fsin* ™™ 9) x> bt (costrl 0 + cos’ Tt 6 sin™ 9)
i=0 =0

+ ) b (cosj 0 sin @ + cos’ O sin' T 9) x> art (CosiJrl 6 + cos"™! fsin™ 9)]
=0 1=0

— ¢t {Z bri (costrl 6 + cos’ T § sin™ 9) x> bl (cosj 0 sin @ + cos’ f sin* ™™ 9) + o).

j=0 7=0

Le systeme (3) est de la forme.

Z; = [Z a;rt (cosi 0 sin 0 + cos’ @ sin*™™ 9)1 €
i=0
+ br? (cosj 6 sin 6 + cos’ fsin' ™™ 6)
=0

<

a;r’ (cosi 6 sin @ + cos’ @ sin' ™™ 9) X Z ar'™! (COSHl 0 + cos'" fsin™ 9)] e? +o(e?%)
i=0

I

o

1=

=cF(r,0) + 2 Fy(r,0) + e R(t, 7, 0),
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE MOYENNISATION A UNE AUTRE CLASSE D’EQUATION DE MATHIEU

ou
Fi(r,0) =) a;r' (cosi 0sin @ + cos’ Asin't™ 0)
i=0
Fy(r,0) =) br! (cosj 0sin @ + cos’ A sin! ™™ 9)

<.
Il
o

n
a;r' <cosl 0sin @ + cos’ @ sin' ™™ 9) x> art! (cosHl 0 + cos™! @ sin™ (9) .
=0

|
.M:

@
i
o

Donc nous allons appliqués le Théoreme 3.1.
Pour passer au second ordre, il faut que Fiy = 0 ceci est équivalent ag; = 0 Vi.

D’abord on calcule :

D, Fy(0,r) et y(6,7).

Ona F(0,r) = 3 ar (cos’ @ sin 6 + cos’ O sin! ™™ @)
=0

(2

D,Fy(0,r) = danr'"! (cosi 0sin @ + cos’ @ sin'*t™ 9)
i=0
[22%] , . .
D, Fy(0,r) = (20 + 1D agy 17 (COSQ’Jrl 0sin 6 + cos® ! @ sin! ™ 6) . as =0 Vi

=0

Ensuite
0 n
0,r)= a;r" (cos’ ssin s + cos’ ssin'*™ s) ds
1\Y, 7
0 4

) [0 ) 0 )
— Agiprr / cos? ™t ssin sds + / cos? ! ggin!t™ SdS] . g =0 Vi
: 0 0

1=0
[25] r 2i+2 i 2 mtk
|1 —cos®t2 0 sin?t™mtr g
= Z CL21'+17”21+1 — Y+ Z | -
= | 20+ 2 i 2+m+k
Maintenant, nous déterminons la fonction Fyg
1 2
Flr) = 5 { /0 (D, Fy(0,1)y1(6,7) + F3(6,7)) d&}
1 27 [nT_l] . . ,
N / > (20 + Dagipr™ (coszl+1 0sin 6 + cos® ! fsin! ™™ 9)
2m |Jo =0
(5]

1 — cos?t24 L psin?tmrk 0) 0

20+1
x mer iy et
;0“2“”“ ( 20+ 2 kz:% "2+ m+k
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3.3. APPLICATION DE LA METHODE DE MOYENNISATION A UNE AUTRE CLASSE D’EQUATION DE MATHIEU

2 n . . .
+ / {Z br’ (cosj 0sin 0 + cos’ A sin' ™™ 0)
0

J=0

= Y agr®t (0052”1 0 sin @ + cos® ™ Gsin' ™ 8)
i=0

5]

2
X > aes17 (cos%” 0 + cos® 2 f sin™ 9) de
=0

n—1 n—1
| [ ) . |
_ : ) i+20+1 2i4+1 : s 1+m
= on ; ;) (20 4 1)agiy1ae417 (/0 Y] n (cos 0 (smé’ + sin 6’)

— cosZi A3 g (sin 0 + sint*™ 9)) de

i 1 2m )
+ Z ch —— / cos?t1 g (sinm+k+3 0 + sin?mth+3 9) d9>
i—o  2+m+kJo
27
0

+ Z bjrj / cos’ 0 (sin 0 + sin'*t™ 9) do
j=0

[=z2] 7] 4 o
_ Z Z a2i+1a2g+1r2z+2g+1 /0 cog?i 23 g (sin 0 + 2sin™! @ + sin?™H! 9) de| .
i=0 (=0

Nous utilisons les formules (2.9) du chapitre 2.
Nous considérons un seul cas.

Soit m impair, on a

1 n . 2w .
Fy(r) = o {Z bjr]/ cos’ Bsintt™ 0d9]
T |5 0
1 —[g] . r2r .
= o jz:(:)ijrQJ/O cos? 0 sin*™™ 9dh
om |2 (20+2)2q+2-2)-(2/+2) ]!

(25 — DIN(2g — D!
20475(q+ ) (g +j—1)--(j+1)

= sz?’zj

S
j=0

., (25 — DII(2q — D!
Y20kl + g+ — 1) G+
D’apres le théoreme de Descartes, ’équation (3.5) peut avoir au plus (BD cycles limites.

O F
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CONCLURSION

Ce mémoire porte sur un aspect important de 1’étude qualitative des systemes différen-
tielles planaires, a savoir les cycles limites. Ceci est justement fait 'objet de la deuxieme
partie du 16™¢ probléme de Hilbert.

Dans ce travail, nous avons appliqué la méthode de moyennisation du premier ordre pour
chercher le nombre maximal de cycles limites d’une équation différentielle du deuxieéme ordre.

Nous avons aussi la méthode de moyennisation du premier et deuxieme ordres pour une

autre classe d’équations différentielles du deuxiéme ordre.
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