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Résumé
Dans ce travail on présente une étude d’un système hyperbolique de type Timoshenko,

dont on discute une étude mathématique concernant l’existence et l’unicité de la solution,

ainsi que la méthode des multiplicateurs afin d’aboutir un résultat de stabilité.

Mots-clés : Mécanique appliquée, Thermoélasticité, Système de Timoshenko, Stabilité

exponentielle.
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Abstract
In this work we consider a Timoshenko type system, for which we prove the existance

and uniqueness of the solution. Furthermore, the multiplier method was used in order to

establish a result on the exponential stability of the energy.

Key-words : Applied mechanics, Thermoelasticity, Timoshenko system, Exponentiel

stability.
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ملخـــــــــــص
الزائدية، المعادلات من مجموعة تمثل التي تيموشينكو معادلات لجملة دراسة نقدم العمل هذا في
الأسي لاستقرار مبرهنة على وللحصول الحل، ووحدانية وجود حول ياضياتية ر بدراسة نقوم حيث

المضاعفات. يقة لطر تحليلية دراسة نقدم للطاقة،
مسائل التطبيقية, الميكانيكا تيموشينكو, معادلات جملة الأسي، الإستقرار المفتاحية: الكلمات

التمدد. و الحرارة
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INTRODUCTION

Une modélisation mathématique décrivant la vibration transversale d’une poutre a été

publié avant tout un siècle, et précisément en 1921, ce modèle issu de la mécanique appliquée

est gouverné par les équations du système suivant :


ρAφtt(x, t) = Sx(x, t)

ρIψtt(x, t) = Mx(x, t) − S(x, t)

(0.1)

(0.2)

où

t et x désignent respectivement le temps et la distance le long de la ligne moyenne de la

poutre dans son état d’équilibre. La fonction φ signifie le déplacement transversal de la

poutre, et la fonction ψ représente la rotation des fibres verticales de la poutre (l’angle de

rotation du filament de la poutre), ρ est la densité de la masse du matériau. De plus, les

notations M , S, A et I représente respectivement, le moment de flexion, la force de cisaille-

ment, l’aire de la section transversale, et le second moment de la section transversale de la

poutre.

Il est à noter qu’une poutre désigne un objet dont la longueur est grande par rapport

aux dimensions transverses, et que le système de Timoshenko est un cas particulier de celui
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de Bresse en négligeant le déplacement longitudinal et certaine constantes. En outre, Les

relations contrainte-déformation pour le comportement élastique de la poutre sont données

par : 
M(x, t) = EIψx(x, t)

S(x, t) = KAG(φx + ψ)(x, t)

(0.3)

(0.4)

où E représente le module de Young, G le module de régidité, et K le facteur de forme

(cisaillement).

En prenant en compte le couplage des équations (0.1)-(0.2) et (0.3)-(0.4), Timoshenko [14]

a établi les équations aux dérivées partielles suivantes pour les vibrations mécaniques dans

le plan de la poutre sans la présence de n’importe quel mécanisme dissipatif


ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ) = 0

ρ2ψtt − bψxx +K(ϕx + ψ) = 0

(0.5)

(0.6)

en posant ρ1 = ρA, K = KGA, ρ2 = ρl et b = El. La stabilité des systèmes de type

Timoshenko dans des domaines bornés a reçu beaucoup d’attention ces dernières années, et

plusieurs de résultats concernant l’existence et le comportement asymptotique de l’énergie

ont été établis. Généralement, trois types de mécanismes dissipatifs ont été considérés :

(a) La dissipation par frottement, obtenue en introduisant un amortissement par frotte-

ment qui peut agir sur la frontière ou dans un voisinage de la frontière.

(b) La dissipation thermique, qui est obtenue par la condition de la chaleur en considérant

la loi de Fourier ou celle de Cattneo.

(c) La dissipation viscoelastique donnée par les effets de mémoires.

Dans le premier chapitre de ce travail on donne quelque notions et outils fondamentales tels

que les espaces, les théorèmes et les inégalités qu’on aura besoin dans les différentes études

ultérieurs.

Ensuite, le second chapitre est consacré a l’étude d’un système d’équations hyperbolique

de type Timoshenko dont l’objectif est de prouver le caractère bien posé du problème.
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Finalement, dans le troisième chapitre, on applique la méthode des multiplicateurs afin

de prouver la stabilité exponentielle du problème de Timoshenko suivant


ρ1φtt − k(φx + ψ)x + γφt = 0, dans (0, L) × (0, T )

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ) = 0, dans (0, L) × (0, T )

(0.7)

(0.8)

avec les conditions initiales est les conditions aux bords

φx(0, t) = φx(L, t) = 0, ψ(0, t) = ψ(., t) = 0, ∀t ≥ 0

φ(., 0) = φ0;φt(., 0) = φ1, ψ(., 0) = ψ0, ψt(., 0) = ψ1 ∀x ∈ (0, L)
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1.1. ESPACE DE SOBOLEV

Dans ce chapitre nous rappelons quelques espaces fonctionnelesW p et certaines inégalités

dans ces espaces qu’on utilisera ultérieurement. De plus, nous donnons brièvement quelques

définitions et théorèmes très utiles pour la suite de ce travail. Dans ce qui suit, on désignera

par Ω un ouvert borné de Rn.

1.1 Espace de Sobolev

1.1.1 Les espaces Lp(Ω)

Définition 1.1.1. On definit l’espace de Lebesgue Lp(Ω) par

Lp(Ω) = {f : Ω → R mesurables telles que∫
Ω

|f(x)|pdx < +∞, si 1 ≤ p < +∞ et sup |f(x)| < +∞, si p = +∞}

Théorème 1.1.1. Les espaces Lp(Ω), munis des normes suivantes

∥f∥Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1
p

, pour 1 ≤ p ≤ +∞ et ∥f∥L∞ = supess |f(x)|

sont des espaces de Banach.

Remarque 1.1.1. Pour p = 2, l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert.

1.1.2 Les espaces de Sobolev Wm,p et Hm

Définition 1.1.2. : Étant donnés un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞, on définit par

récurrence l’espace :

Wm,p(I) = {u ∈ Wm−1,p(I), u′ ∈ Wm−1,p(I)}.

On pose :

Hm(I) = Wm,2(I).

5



1.1. ESPACE DE SOBOLEV

On vérifie aisément que u ∈ Wm,p(I) si et seulement s’ils existe m fonctions g1, .., gm ∈

Lp(I) telles que :

∫
uDjφ = (−1)j

∫
gjφ ∀φ ∈ C∞

c (I), ∀j = 1, 2, ...,m,

où Djφ désigne la dérivée à l’ordre j de φ, lorsque u ∈ Wm,p(I), on peut donc consi-

dérer les dérivées successives u′ = g1, (u
′)′ = g2, ... jusqu’à l’ordre m, on les note

Du,D2u, ..., Dmu. l’espace Wm,p est muni de la norme :

∥ u ∥Wm,p=∥ u ∥Lp +
m∑
α=1

∥ Dαu ∥Lp .

et l’espace Hm est muni du produit scalaire :

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑
α=1

(Dαu,Dαv).

Théorème 1.1.2. Soient Ω un ouvert de Rn et m ∈ N. L’espace Hm(Ω) muni du produit

scalaire précédent est un espace de Hilbert séparable.

Dans le cas où m = 1 on utilise la densité de C∞
c (Ω) pour définir l’espace de Sobolev

suivant :

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) tel que u = 0 sur ∂Ω

}
.

On note généralement par H un espace de Hilbert, et par H ′ son dual.

Théorème 1.1.3. (Lax-Milgram [9]) Soit a (u, v) une forme bilinéaire, continue et coer-

cive. Alors pour tout φ ∈ H ′ il existe u ∈ H tel que

a(u, v) = ⟨φ, v⟩, ∀v ∈ H

de plus, si a est symétrique, alors u est caractérisée par la propriété

u ∈ H et
1
2
a(u, v) − ⟨φ, u⟩ = Min

{
1
2
a(u, v) − ⟨φ, v⟩

}
∀v ∈ H.
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1.2. RAPPEL DE QUELQUES INÉGALITÉS

1.2 Rappel de quelques inégalités

Dans cette section, nous allons donner une série d’inégalités importantes qui sont d’une

grande utilité dans la suite de ce travail.

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Lemme 1.2.1. [5] Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), alors

|(u, v)| ≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 , ∀u, v ∈ H

Inégalité de Poincaré

Lemme 1.2.2. [5] Supposons que I est un intervalle borné, alors il existe une constant C

(dépendant de |I| < ∞ ) telle que

∥u∥Lp(I) ≤ C ∥u′∥Lp(I) , ∀u ∈ W 1,p
0 (I)

Autrement dit, sur W 1,p
0 la quantité ∥′∥Lp(I) est une norme équivalente à la norme de

W 1,p.

Remarque 1.2.1. L’inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev.

Cette inégalité permet de borner une fonction à partir d’une estimation sur ses dérivées et

de la géométrie de son domaine de définition. En fait, ces estimations sont d’une grande

importance pour le calcul des variations.

Inégalité de Young

Théorème 1.2.1. [5] Soient a, b ≥ 0 et p, q deux nombres réels conjugués dans l’intervalle

]1,∞[ , c’est à dire
1
p

+
1
q

= 1, alors pour tout η > 0

ab ≤ ηap + Cηb
q,

où Cη =
1

q(ηp)
p
q

.

7



1.2. RAPPEL DE QUELQUES INÉGALITÉS

Remarque 1.2.2. pour p = q = 2, 1 l’inégalité précédente s’écrit sous la forme suivante

ab ≤ ηa2 +
b2

4η
.

Inégalité de Hölder

Lemme 1.2.3. [5] Soient p et q deux nombres réels conjugués appartiennent à ]1,+∞[.

Alors, pour tous f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω), on a

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1
p
(∫

Ω
|g(x)|qdx

)1
q

Remarque 1.2.3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l’inégalité de

Hölder dans le cas où p = 2 et q = 2.

Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales largement utilisées dans la stabilisation des

systèmes d’évolution dissipatifs et aussi non dissipatifs. En effet, plusieurs résultats concer-

nant l’estimation de l’énergie de certains problèmes dissipatifs sont basés sur les lemmes

suivants :

Lemme 1.2.4. [13] Soient E : R+ → R+ une fonction continue décroissante et

ϕ : R+ → R+ une fonction strictement croissante de classe C1 (R+) telle que :

ϕ(0) = 0 et lim
t→+∞

ϕ(t) = +∞. Supposant qu’il existe p ≥ 0 et d > 0 tels que

∫ +∞

s
ϕ′(t)Ep+1dt ≤

1
d
Ep(0)E(s), ∀s > 0.

alors 
E(t) ≤ E(0)e1−dϕ(t), ∀t > 0 si p = 0

E(t) ≤ E(0)
(

1 + p

1 + pdϕ(t)

)1
p

, ∀t > 0 si p > 0,
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1.3. QUELQUES NOTIONS SUR LES OPÉRATEURS

dans le cas particulier où ϕ(t) = t on déduit les inégalités suivantes :

a) E(t) ≤ E(0)e1−dt, ∀t > 0, si p = 0

b) E(t) ≤ E(0)
(

1 + p

1 + pdt

)1
p

, ∀t > 0, si p > 0,

appelées respectivement, estimation exponentielle [8] et estimation polynomiale[10].

Lemme 1.2.5 (8). Soit E : R+ → R+une fonction continue (décroissante) vérifiant

∫ +∞

s
ϕ(E(t))dt ≤

1
d
E(s), ∀s > 0,

où d est un réel strictement positif et ϕ : R+ → R+est une fonction convexe et strictement

croissante vérifiant ϕ(0) = 0. Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et c1 tels

que

E(t) ≤ ϕ−1
(
ψ−1 (c0t)
c1t

)
, ∀t > t0,

où ψ : R+ → R+est définie par

ψ(s) =
∫ 1

s

1
ϕ(t)

dt,∀s > 0.

1.3 Quelques notions sur les opérateurs

Définition 1.3.1 (4). un opérateur linéaire sur un espace X est une application linéaire

définie sur un sous espace vectoriel D(A) ⊂ X a valeurs dans X, (D(A) s’appelle le

domaine de l’opérateur A).

Définition 1.3.2 (4). Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de

domaine D(A).

On dit que A est monotone (ou accrétif) si

⟨Av, v⟩ ≥ 0 , ∀v ∈ D(A),

A est dissipatif si

⟨Au, u⟩ ≤ 0 , ∀u ∈ D(A),

9



1.4. RAPPELS SUR LA THÉORIE DES SEMI-GROUPES

on dit que A est maximal monotone si de plus

Im(Id + A) = H

ce qui veut dire

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) : u+Au = f

Proposition 1.3.1. Soit A un opérateur monotone maximal, alors

1. D(A) est dense en H,

2. A est un opérateur fermé,

3. Pour chaque λ > 0, (I+λA) est bijective de D(A) sur H, et l’opérateur (I+λA)−1

est borné avec
∥∥∥(I + λA)−1

∥∥∥
L(H)

≤ 1.

Définition 1.3.3. Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire ⟨., .⟩.Soit A un opérateur

linéaire de D(A), sous-espace vectoriel de H, A est maximal monotone ssi

(1) Pour tout x dans D(A),⟨Ax, x⟩ ≥ 0

(2) I+A est surjectif de D(A) sur H.

Définition 1.3.4. Soit A :D(A) ⊂ H → H un operateur linéaire non-borné.

On dit que A est dissipatif si

(Av, v) ≤ 0, ∀v ∈ D(A),

A est maximal Im(I −A) = H c’est à dire

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u−Au = f

1.4 Rappels sur la théorie des semi-groupes

Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire ⟨., .⟩ et de norme associée ∥.∥, et

soit A : D(A) ⊆ H −→ H un opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.4.1. Une famille {S(t)}t≥0 d’opérateurs linéaires continus est dite semi-

groupe fortement continu (ou C0 − semi-groupe) sur H si elle satisfait les propriétés sui-

vantes :

10
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i) S(0) = Id,

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t, s ≥ 0,

iii) Pour chaque x ∈ H,S(.)x est continue sur [0,+∞[. i.e.

lim
t−→0+

∥S(t)x− x∥H = 0.

Définition 1.4.2. un semi groupe fortement continu (T (t))t⩾0 est dit :

ã Uniformément exponentiellement stable s’il existe ϵ > 0 telle que :

lim
t−→∞

eϵt ∥ T (t) ∥= 0.

ã Uniformement stable si :

lim
t−→∞

∥ T (t) ∥= 0.

ã Fortemet stable si :

lim
t−→∞

∥ T (t)x ∥= 0 x ∈ X.

ã Faiblement stable si :

lim
t−→∞

⟨T (t)x, x′⟩ = 0 x ∈ X x′ ∈ X ′.

Théorème 1.4.1. (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire ( non borné ) A est générateur

infinitésimal d’un C0-semigroupe de contraction T (t), t ⩾ 0 si et seulement si :

1. A est fermé et ¯D(A) = X.

2. l’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et por tout λ > 0,

∥ R(λ : A) ∥≤
1
λ
.

Il est á noter que le théoréme de hille-Yosida est un théoréme abstrait de la théorie des

opérateurs linéaire qui permet de démontrer l’existence et l’unicité de la solution d’un

probléme d’évolution.

11
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Il est à souligner qu’on peut encore interpréter ce théorème comme suit

Théorème 1.4.2. (Hille-Yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace

de Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1([0,+∞];H) ∩ C([0,+∞];D(A)),

unique telle que 
du

dt
+Au = 0 sur [0,+∞[

u(0) = u0 ( donnée initiale ).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

1.4.1 Théorème de Lumer-Phillips

Théorème 1.4.3. [10] Soit A : D(A) ⊆ X → X un opérateur linéaire défini sur un sou

espace linéaire D(A) de l espace de banach X , et D(A) domaine dense dans X, alors A

génère un C0 semi-groupe de contractions sur X si of seulement si

(i) A est dissipatif.

(ii) il existe λ > 0 tel que λI −A est surjectif

Remarque 1.4.1. la deuxième condition du théorème de Lumer-Philips veut dire que l’opé-

rateur A est maximal.

1.5 Stabilité

Présentons d’abord les concepts de base de stabilité

Définition 1.5.1. [14] (système autonomes et non autonomes) Le système non linéaire

x = f(x, t)

12
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est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps, c’est-à-dire si l’équation d’étal

du système peut s’écrire x = f(x) sinon, le système est appelé non autonome.

Définition 1.5.2. Un état x∗ est un état d’équilibre (ou point d’équilibre) du système si

une fois que x(t) est égal a x∗, il reste à x∗ pour tout le temps future. Mathématiquement,

cela signifie que le vecteur constant x∗ satisfait f (x∗) = 0 les point d’équilibre peuvent être

trouvés en résolvant les équations algébriques non linéaires.

Définition 1.5.3. [8] (Stabilité au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre x = 0 est

— Stable si, pour chaque ε > 0, il ya δ = δ(e) > 0 tel que

∥x(0)∥ ≤ δ ⇒ ∥x(t)∥ < ε, ∀t ≥ 0.

— Instable s’il n’est pas stable.

— asymptotique stable s’il est stable et of put être choisi tel que.

∥x(0)∥ ≤ δ ⇒ lim
t→∞

∥x(t)∥ = 0.

Définition 1.5.4. [14] (stabilité exponentiel) Un point d’équilibre 0 est exponentiellement

stable s’il existe deux nombres strictement positifs α et λ tel que

∀t > 0, ∥x(t)∥ ≤ α∥x(0)∥e−λt.

Notez que la stabilité exponentielle implique une stabilité asymptotique. Ma is la stabilité

asymptotique ne garantit pas une stabilité exponentielle.

Définition 1.5.5. [14] A une fonction continue scalaire v(x) est dite localement définie

positive si v(0) = 0 et dans une boule BR0

x ̸= 0 ⇒ v(x) > 0,

si v(0) = 0 et que la propriété ci-dessus s’applique a tout l’espace d’état, alors v(x) est dit

globalement positif défini.

13
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Définition 1.5.6. [8] Soit x = 0 un point d’équilibre et D ⊂ Rn un domaine contenant

x = 0. Soit V : D → R une fonction différentiable telle que

V (0) = 0 et V (x) > 0 dats D − {0}.

V (x) ≤ 0 dans D.

Alors, x = 0 est stable, de plus si

V ′(x) < 0 dans D − {0},

alors x = 0 est asymptotiquement stable.
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2.1. MODÉLISATION MATHÉMATIQUE

2.1 Modélisation mathématique

Dans cette section on introduit un préambule mécaniquecontenant un petit aperçu sur

la théorie de la thermoélasticité classique, où on présente une modélisation mathématique

dun phénomène issu de la mécanique qui est gouverné par le systèmes de Timoshenko. Ce

dernier sintéresse aux effets de la chaleur sur les contraintes et déformations dans les corps

solides élastiques et vice-versa, où les contraintes et les déformations proviennent non seule-

ment des forces mécaniques, mais également des variations de la température. Les processus

thermoélastiques ne sont pas totalement réversibles. Si la partie élas- tique peut être récu-

pérée, attendu que les déformations causées par la chaleur sont ré- versibles théoriquement

(par refroidissement), la partie thermique peut être perdue à jamais. De point de vue phy-

sique ce phénomène caractérise la dissipation dénergie durant les transferts thermiques, où

la chaleur se diffuse des zones les plus chaudes aux zones les plus froides de sorte quil faut

une intervention externe pour ramener le système à ses conditions thermiques initiales (état

initiale).

La formulation des équations décrivant le comportement thermoélastique d’un corps élas-

tique thermiquement conducteur est très compliquée, car elle fait appel à beaucoup de lois,

principes et caractéristiques physiques du matériau. En générale, dans la modélisation ma-

thématique des phénomènes issus de la mécanique appliquée, et plus précisément de la ther-

moélasticité,il existe deux grandes approches selon le phénomène mème, la première est

classique où elle fait intervenir la loi de Fourier. Léquation de conservation de la quantité

de mouvement qui décrit les déformations du corps et léquationdeconservationde lénergie

sécrivent comme suit

ρutt = divS + ρf (2.1)

et

et = tr(SFt) − divq + g (2.2)

ou

ρ la densité,

S le tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff,

e l’énergie interne,
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2.1. MODÉLISATION MATHÉMATIQUE

F = I + ∇u le tenseur de gradient de déformation,

q le flux de chaleur,

f la force externe du corps,

g l’apport de chaleur externe.

Notons l’entropie par η et par

ψ = e− (θ + T0)η (2.3)

l’energie libre de Helmholtz

Dans ce cas classique on suppose que ψ , S, η sont des fonctions de (∇u, θ), c’est à dire :

S =
∂ψ

∂(∇u)
(∇u, θ), η = −

∂ψ

∂(θ)
(∇u, θ) (2.4)

et q depend de (∇u, θ,∇θ)

q(∇u, θ,∇θ) ≤ 0, (2.5)

où lexemple adéquat est la loi de Fourier

q = −k∇θ, (2.6)

avec k = k(∇u, θ,∇θ) est le tenseur de conductivité thermique.

Alors,la loi de conservationde lénergie (2.2) peut êtreréécrite sous la forme

(θ + T0)[−
∂2ψ

∂θ2
θt −

∂2ψ

∂∇u∂θ
∇ut] + divq = g, (2.7)

Il est à noter que des conditions initiales et aux limitesdoivent etre rajoutée pour que le

problème soit bien posé. La deuxième approche qui est non classiqueconsiste à utiliser la loi

de Cattaneo

τqt + q + k(∇u, θ)∇θ = 0 (2.8)

Au lieu de la loi de Fourier pour la conduction de la chaleur, on souligne que dans (2.8)

τ >0 est le temps de relaxation. Dans ce cas ψ , S, η sont des fonctions de (∇, θ, q),telles

que
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

S(∇u, θ, q) =
∂ψ

∂(∇u)
(∇u, θ, q), η = −

∂ψ

∂(θ)
(∇u, θ, q), (2.9)

et la loi de conservation de l’energie (2.2) peut etre ecrit comme suit

(θ + T0)ηt +
∂ψ

∂q
qt + divq = g, (2.10)

ce qui est equivalent à

(θ + T0)[−ψθθ − tr(Sθ∇ut)] + [ψq − (θ + T0)ψθq]qt + divq = g, (2.11)

2.2 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, on présente une étude du système de Timoshenko concernant l’exis-

tence, l’unicité et la régularité de la solution en utilisant la théorie du semi-groupe. Soit le

modèle de poutre de Timoshenko suivant



ρ1φtt − k(φx + ψ)x + γφt = 0, dans (0, L) × (0, T )

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ) = 0, dans (0, L) × (0, T )

φx(0, t) = φx(L, t) = 0,ψ(0, t) = ψ(., t) = 0, ∀t ≥ 0

φ(., 0) = φ0, φt(., 0) = φ1,ψ(., 0) = ψ0, ψt(., 0) = ψ1 ∀x ∈ (0, L)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

ce système peut se réécrire sous la forme d’un problème d’évolution abstraite du premier

ordre comme suit


ut(t) = Au(t),

u(t = 0) = u0,

(2.16)

où u := (φ,φt, ψ, ψt)T ce qu’on appele souvent, le vecteur des variables conservatives.

u0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1)T .

le problème (2.16) est dit problème abstrait de Cauchy associé à l’opérateur A.
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

On sait que :

ut =



φt

φtt

ψt

ψtt


=



φt
k

ρ1
(φx + ψ)x −

γ

ρ1
φt

ψt
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φx + ψ)


=



φ

φt

ψ

ψt


,

alors, on peut écrire

Au =



φt
k

ρ1
(φx + ψ)x −

γ

ρ1
φt

ψt
b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
(φx + ψ)


,

où l’opérateur A est définit comme suit :

A =



0 Id 0 0
k

ρ1
φxx −

γ

ρ1
φtt

k

ρ1
ψx 0

0 0 0 Id

−
k

ρ2
φx 0

b

ρ2
ψxx −

k

ρ2
Id 0


,

pour le cadre fonctionnelle on introduit l’espace :

H = H1
∗ (0, L) × L2

∗(0, L) ×H1
0 (0, L) × L2(0, L),

où :

L2
∗(0, L) = {φ ∈ L2(0, L) :

∫ L

0
φ(x)dx = 0},

φx(0, t) = φx(L, t) = 0,

H1
∗ (0, L) = H1(0, L) ∩ L2

∗(0, L),

L2(0, L) = {
∫ 1

0
ψx ≤ +∞},

H1
0 (0, L) = {ψ ∈ H1(Ω), tel que ψ(., 0) = ψ0, ψt(0, L) = ψ1 ψ = 0 sur ∂Ω},
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

H est un espace de Hilbert associé à la norme

∥u∥2
H = ∥(φ, φ̃, ψ, ψ̃)∥2

H

=
∫ 1

0
{ρ1|φ̃|2 + ρ2|ψ̃|2 + b|ψx|2 + k|φx + ψ2|}dx,

d’où, on peut introduire le domaine de A par

D(A) = {u ∈ H/φ1, ψ ∈ H2(0, L), ψ̃ ∈ H1
0 (0, L), φ̃ ∈ H1

∗ (0, L), φx ∈ H1
0 (0, L)},

ce qui caractérise l’ensemble des u qui satisfont les conditions aux limites.

Il n’est pas difficile de voir que A est un opérateur dissipatif dans l’espace H pour lequel

0 ∈ ρ(A), plus précisément

⟨Au, u⟩H =
∫ L

0
φ̃φdx+

k

ρ1
(φx + ψ)xφ̃dx−

γ

ρ1

∫ L

0
φ̃φ̃dx+

∫ L

0
ψ̃ψdx

+
b

ρ2

∫ L

0
ψxxψ̃dx−

k

ρ2

∫ L

0
(φx + ψ)ψ̃dx,

=
1
2
d

dt

∫ L

0
φ2dx+

1
2
k

ρ1

∫ L

0
(φx + ψ)2dx−

γ

ρ1

∫ L

0
φ̃2dx+

1
2
d

dt

∫ L

0
ψ2dx

+
b

ρ2

d

dt

∫ L

0
ψ2
xdx+

k

ρ2

∫ L

0
(φx + ψ)2dx.

ce qui donne :

⟨Au, u⟩H = −γ
∫ L

0
φ̃2dx ≤ 0,

alors, on conclut que l’opérateur A est dissipatif.

Par conséquent, d’après le théorème de Lumer-phillips, on peut conclure que A est un

gémérateur infinitesimal d’un semi-groupe C0 de contruction.

l’approximation des systèmes hyperboliques à l’aide de la théorie des semi-groupes nous

assure le caractère bien posé du problème en utilisant le théorème célèbre suivant

Théorème 2.2.1. Supposons que u0 ∈ D(A), alors il existe une unique solution

u = (φ, φ̃, ψ, ψ̃) au systéme (2.13) satisfaisant u ∈ (R+, D(A) ∩ C1(R+),H)

Démonstration. [2]

On précise que l’idé principale de la preuve repose sur l’approche de semigroupe, ainsi que

sur la théorie de la régularité des équations elliptiques afin d’assurer l’existence d’un unique
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u0 ∈ D(A) tel que (2.16) est satisfait. Parconséquent, on peut aboutir à la maximalité de

l’opérateur A .
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3.1. INTRODUCTION

3.1 Introduction

La dynamique des vibrations des poutres non-linéaires et linéaires a été un sujet de grand

intérêt pendant de nombreuse décennies. Ces vibrations sont naturellement indésirables en

raison de leur endomagemment, pour cette raison les chercheurs ont proposé certaines ma-

nières et approches pour contourner le problème en rajoutant des différents types d’amor-

tissement selon les propriétés physiques de la poutre (viscoélastique,frictionnelles,...), ces

dispositifs sont des amortisseurs internes et ou sur la frontière.

Au cours des dernières années, la stabilité des poutres élastiques, thermoélastiques et

viscoélastiques de type Timoshenko, Bresse, Rayleign et Euler-Bernoulli, et la stabilité des

plaques vibrantes de différents types ont attiré beaucoup d’attention de beaucoup de cher-

cheurs et ingénieurs.

L’étude de la stabilité a une importance majeure dans la théorie de la thermoélectricité,

dont l’objectif est d’atténuer les vibrations par rétroaction (feedback). En effet la stabilisation

consiste à garantir la décroissance de l’ énergie des solutions vers zéro, ce qui détermine le

comportement asymptotique de l’énergie qu’on note généralement par E(t).

Il existe plusieurs types ou degrés de stabilité qu’on peut conclure à travers le calcul de

la limite de l’énergie E(t) lorsque t tend vers l’infini :

— La stabilité forte consiste à analyser simplement la décroissance de l’énergie des solu-

tions vers zéro, c’est à dire :

E(t) −→ 0, lorsque t −→ +∞.

— La stabilité exponentielle représente la décroissance la plus rapide de l’énergie, c’est à

dire pour des constantes positives c et δ :

E(t) ≤ ce−δt, ∀t ≥ 0,

où c dépend des données initiales du problème.

— La stabilité polynomiale consiste à étudier des situations intermédiaires dans lesquelles
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la décroissance n’est pas exponentielle, à titre d’exemple, on écrit :

E(t) ≤ ct−α, ∀t > 0,

où c et α sont deux constantes positives (c dépend des données initiales).

3.2 Energie du système

Afin de chercher la stabilité, il est indispensable de calculer l’énergie du problème de Ti-

moshenko en prenant en compte toutes les conditions initiales et aux limites, et en utlisant

la méthode des multiplicateurs.

Soit le problème de Timoshenko



ρ1φtt − k(φx + ψ)x + γφt = 0, dans (0, L) × (0, T )

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ) = 0, dans (0, L) × (0, T )

φx(0, t) = φx(L, t) = 0, ψ(0, t) = ψ(., t) = 0, ∀t ≥ 0

φ(., 0) = φ0;φt(., 0) = φ1, ψ(., 0) = ψ0, ψt(., 0) = ψ1∀x ∈ (0, L)

(3.1)

oùφ est le déplacement vertical, etψ est la rotation des fibres dans le faisceau et ρ1, ρ2, γ, b, k

sont des constantes positives qui viennent des caractéristique physique de la poutre.

on pose : ρ1 = ρA, k = kGA, ρ2 = ρ et b = EL

multipliant les deux premières équations du problème (3.1) par les fonctions tests φt et

ψt respectivement, et on intègre par partie sur (0, L) avec l’utilisation des condition aux

limites, on obtient


ρ1

∫ L

0
φttφtdx− k

∫ L

0
(φx + ψ)xφtdx+ γ

∫ L

0
φtφtdx = 0

ρ2

∫ L

0
φttψtdx− b

∫ L

0
ψxxψtdx+ k

∫ L

0
(φx + ψ)ψtdx = 0.
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ce qu’on peut simplifier comme suit :


1
2
ρ1
d

dt

∫ L

0
φ2
t + γ

∫ L

0
φ2
tdx+ k

∫ L

0
(φx + ψ)φtdx = 0

1
2
ρ2
d

dt

∫ L

0
ψ2
t dx+

1
2
d

dt

∫ L

0
ψ2
xdx+ k

∫ L

0
(φx + ψ)ψtdx = 0

(3.2)

(3.3)

la somme entre (3.2) et (3.3) nous donne :

1
2
d

dt

∫ L

0

(
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + k(φx + ψ)2
)
dx+ γ

∫ L

0
φ2
tdx = 0 (3.4)

ce qui nous permet de définir l’énergie naturelle de la solution du problème (3.1) par :

E(t) = ρ1

∫ L

0
|φt|2dx+ ρ2

∫ L

0
|ψt|2dx+ b

∫ L

0
|ψx|2 + k

∫ L

0
|φx + ψ|2 (3.5)

avec
d

dt
E(t) = −γ

∫ L

0
|φt|2dx ≤ 0, ∀t ≥ 0.

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section on va étudier la stabilité exponentielle du système de type Timoshenko

(3.1), en prenant le paramètre ou le nombre de stabilité χ =
κ

ρ1
−

b

ρ2
= 0.

Proposition 3.3.1. Le problème (3.1) est exponentiellement stable, tel que

E(t) ≤ µE(0)e−ωt, ∀t ≥ 0.

avec µ et ω sont deux réels positifs.

Preuve

La preuve de la proposition 3.3.1, sera donnée à travers deux lemmes successifs.

Lemme 3.3.1. Soit (φ,ψ) la solution du système (3.1), on définit la fonction F1(t) par :

F1(t) := ρ1

∫ L

0
φt(x, t)

(
φ(x, t) +

∫ x

0
ψ(s, t)ds

)
dx (3.6)
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Pour tout δ > 0, il existe deux constantes positives C1,δ, C2,δ telles que

d

dt
F1(t) ≤ −

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+ C1,δ

∫ L

0
φ2
tdx+ C2,δ

∫ L

0
ψ2
t dx. (3.7)

Démonstration. Tout d’abord, nous utilisons le multiplicateur donné par :

p(x, t) = φ(x, t) +
∫ x

0
ψ(s, t)ds. (3.8)

on multiple la première équation du système (3.1) par p(x, t), on aura

ρ1

∫ L

0
φttpdx− κ (φx + ψ) p|L0 + κ

∫ L

0
(φx + ψ) pxdx+ γ

∫ L

0
φtpdx = 0. (3.9)

En utilisant px = φx + ψ et les conditions aux limites associées au problème (3.1), on

obtient

ρ1

∫ L

0
φttpdx+ κ

∫ L

0
p2
xdx+ γ

∫ L

0
φtpdx = 0. (3.10)

on sait que

φttp =
d

dt
[φtp] − φtpt,

d’où, l’équation (3.10) devient :

ρ1
d

dt

∫ L

0
φtpdx = ρ1

∫ L

0
φtptdx− γ

∫ L

0
φtpdx. (3.11)

l’application des inégalités de Cauchy-Schwarz et Poincaré donne :

ρ1
d

dt

∫ L

0
φtpdx = ρ1

∫ L

0
φtptdx− κ

∫ L

0
p2
xdx− γ

∫ L

0
φtpdx

≤ ρ1

∫ L

0
φtptdx− κ

∫ L

0
p2
xdx+ γ

(∫ L

0
φ2
tdx

)2 (∫ L

0
p2dx

)2

≤ ρ1

∫ L

0
φtptdx− κ

∫ L

0
p2
xdx+ γc1

(∫ L

0
φ2
tdx

)2 (∫ L

0
p2
xdx

)2

,
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on utilise maintenant l’inégalité de Poincaré, alors

ρ1
d

dt

∫ L

0
φtpdx ≤ρ1

∫ L

0
φtptdx− κ

∫ L

0
p2
xdx+ γc1

(∫ L

0
φ2
tdx

)2 (∫ L

0
p2
xddx

)2

≤ρ1

∫ L

0
φ2
tdx+ ρ1

∫ L

0
φt

(∫ x

0
ψtds

)
dx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

+
γ2c2

1

2κ

∫ L

0
φ2
tdx+

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

ce qui implique

ρ1
d

dt

∫ L

0
φtpdx ≤ −

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+

(
ρ1 +

d2c2
1

2κ

) ∫ L

0
φ2
tdx

+ ρ1

∫ L

0
φt

(∫ x

0
ψtds

)
dx︸ ︷︷ ︸

I(t)

.

on pose I(t) =
∫ L

0
φt

(∫ x

0
ψtds

)
dx

d’après l’inégalité de Young, on écrit :

I1(t) ≤
δ

2

∫ L

0
φ2
tdx+ Cδ

∫ L

0

(∫ x

0
ψtds

)2
dx

≤
δ

2

∫ L

0
φ2
tdx+ Cδ

∫ L

0

∫ L

0
ψ2
t dsdx

≤
δ

2

∫ L

0
φ2
tdx+ LCδ

∫ L

0
ψ2
t dx.

d’où

ρ1
d

dt

∫ L

0
φtpdx = −

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+ ρ1

d2c2
1

2κ

∫ L

0
φ2
tdx

+ ρ1
δ

2

∫ L

0
φ2
tdx+ ρ1Lcδ

∫ L

0
ψ2
t dx

= −
κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+ C1,δ

∫ L

0
φ2
tdx+ C2,δ

∫ L

0
ψ2
t dx

où C1,δ = d2c2
1/2κ+ ρ1(1 + δ/2) et C2,δ = ρ1Cδ,

la preuve est terminée.
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Lemme 3.3.2. considèrant le fonctionnel

F2(t) := −ρ2

∫ L

0
ψt (φx + ψ) dx−

bρ1

κ

∫ L

0
ψxφtdx. (3.12)

Supposant

χ =
κ

ρ1
−

b

ρ2
= 0, (3.13)

alors

d

dt
F2(t) = −ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx+ κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+

bγ

κ

∫ L

0
ψxφtdx. (3.14)

Démonstration. en multipliant l’équation (3.13) par px = φx + ψ, nous obtenons

ρ2

∫ L

0
ψttφxdx+ ρ2

∫ L

0
ψttψdx− b

∫ L

0
ψxx (φx + ψ) dx+ κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx = 0.

(3.15)

la substitution des identités suivantes :

ψttφx =
d

dt
[ψtφx] − ψtφtx,

ψttψ =
d

dt
ψtψ − ψ2

t .

dans l’equation (3.15), nous mène à :

ρ2
d

dt

∫ L

0
ψt (φx + ψ) dx =ρ2

∫ L

0
ψtφtxdx+ ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

− b
∫ L

0
ψx (φx + ψ)x dx.

de la première équation du problème de Timoshenko (3.1), on écrit

(φx + ψ)x =
ρ1

κ
φtt +

γ

κ
φt
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alors

ρ2
d

dt

∫ L

0
ψt (φx + ψ) dx =ρ2

∫ L

0
ψtφtxdx+ ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

−
bγ

κ

∫ L

0
φtψx dx−

bρ1

κ

∫ L

0
φttψx︸ ︷︷ ︸

I2(t)

.

on simplifie la quantité

I2(t) = bρ1/k
∫ L

0
φttψx

= −
bρ1

κ

d

dt

∫ L

0
φtψxdx+

bρ1

κ

∫ L

0
φtψxtdx

= −
bρ1

κ

d

dt

∫ L

0
φtψxdx−

bρ1

κ

∫ L

0
φxtψtdx,

alors

−
d

dt
F2(t) =ρ2

∫ L

0
ψtφtxdx+ ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

−
bρ1

κ

∫ L

0
φxtψtdx−

bγ

κ

∫ L

0
φtψxdx

=
ρ2ρ1

κ

(
ρ1

ρ2
−
κ

b

) ∫ L

0
ψtφtxdx+ ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

−
bγ

κ

∫ L

0
φψxdx.

Par conséquent, l’utilisation de l’hypothèse (3.9), nous mène à :

d

dt
F2(t) = −ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx+ κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+

bγ

κ

∫ L

0
φtψxdx. (3.16)

la preuve du lemme est achevée.

Maintenant, il nous reste de démontrer le résultat principale de cette section qui est la

décroissance exponentielle pour la solution du système (3.1). On définit le fonctionnel

L (t) = N1E(t) + F1(t) + F2(t) +N2ρ2

∫ L

0
ψψtdx, (3.17)

oùN1 etN2 sont deux constantes positives, et F1(t) et F2(t) sont données aux deux lemmes

précédents.
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le but de ce qui suit est de vérifier que

α1L (t) ≤ E(t) ≤ α2L (t)

où α1 et α2 sont deux constantes positives.

On a la dérivée

d

dt
L (t) = N1

d

dt
E(t) +

d

dt
F1(t) +

d

dt
F2(t) +N2ρ2

d

dt

∫ L

0
ψψtdx,

alors on peut écrire

d

dt
L (t) ≤ −N1γ

∫ L

0
φ2
tdx−

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+ C1,δ

∫ L

0
φ2
tdx+ C2,δ

∫ L

0
ψ2
t dx

− ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx+ κ

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx+

bγ

κ

∫ L

0
ψxφtdx+N2ρ2

d

dt

∫ L

0
ψψtdx

≤ − (N1γ − C1,δ)
∫ L

0
φ2
tdx− (ρ2 − C2,δ)

∫ L

0
ψ2
t dx+

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

+
bγ

κ

∫ L

0
ψxφtdx+N2 ρ2

d

dt

∫ L

0
ψψtdx︸ ︷︷ ︸

I3(t)

.

on peut simplifier l’intégrale I3 comme suit

I3(t) = ρ2
d

dt

∫ L

0
ψψtdx

= ρ2

∫ L

0
ψtψt + ψψttdx

= ρ2

∫ L

0
ψ2
t + ψ

(
b

ρ2
ψxx −

κ

ρ2
(φx + ψ)

)
dx

= ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx+ b

∫ L

0
ψψxxdx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)ψdx

= ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx− b

∫ L

0
ψ2
xdx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)ψdx.

alors
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d

dt
L (t) ≤ − (N1γ − C1,δ)

∫ L

0
φ2
tdx− (ρ2 − C2,δ)

∫ L

0
ψ2
t dx+

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

+
bγ

κ

∫ L

0
ψxφtdx+N2

(
ρ2

∫ L

0
ψ2
t dx− b

∫ L

0
ψ2
xdx− κ

∫ L

0
(φx + ψ)ψdx

)

= − (N1γ − C1,δ)
∫ L

0
φ2
tdx− (ρ2 − C2,δ −N2ρ2)

∫ L

0
ψ2
t dx+

κ

2

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx

+
bγ

κ

∫ L

0
ψxφtdx︸ ︷︷ ︸
I4(t)

−N2b
∫ L

0
ψ2
xdx−N2κ

∫ L

0
(φx + ψ)ψdx.︸ ︷︷ ︸

I5(t)

les inégalités de Hölder et Poincaré nous mène à

I4 =
∫ L

0
ψxφtdx

≤
1
2

∫ L

0
ψxdx+

1
2

∫ L

0
φ2
tdx

de même on écrit

I5 =
∫ L

0
(φx + ψ)ψdx

≤
1
2

∫ L

0
(φx + ψ)2dx+

1
2

∫ L

0
ψ2dx

≤
∫ L

0
(φx + ψ)2dx+

C2

2

∫ L

0
ψ2
xdx.

d’où, on aura :

d

dt
L (t) ≤ − [N1d− C1,δ − bγ/κ]

∫ L

0
φ2
tdx− [ρ2 (1 −N2) − C2,δ]

∫ L

0
ψ2
t dx

− [N2b+N2κC2/2 − bγ/2κ]
∫ L

0
ψ2
xdx− [N2κ/2 − κ/2]

∫ L

0
(φx + ψ)2 dx.

pour N1 et N2 suffisamment grandes, on peut conclure qu’il existe k0 > 0 tel que :

d

dt
L (t) ≤ −k0E(t), ∀t ≥ 0. (3.18)

d

dt
L (t) ≤ −k0E(t)

≤ −k0α2L(t),
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donc

L ′(t)
L (t)

≤ −k0α2

Alors
∫ L

0

L ′(t)
L (t)

dt ≤
∫ L

0
−k0α2dt

C ′est− − dire ln L ≤ −k0α2t

Cequequ′onpeutsimplifiercommesuiteln L ≤ ke−k0α2t

d′oL ≤ ke−k0α2t

Alors
E(t)
α2

≤ ke−k0α2t,

Ce qui implique

E(t) ≤ kα2e
−k0α2t.

3.4 Stabilité polynomiale

Il est à rappeler que l’objectif de la stabilisation est d’atténuer les vibrations afin de

garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro de façons plus ou moins rapide

par un mécanisme de dissipation. En fait, Almeida Jùnior et al [6] ont montré que le système

(3.1) perd sa stabilité exponentielle dans le cas où le nombre χ ̸= 0, c’est la raison pour

laquelle on cherche dans cette section d’introduire un résultat de stabilité de type différent

pour le système (3.1).

Théorème 3.4.1. Supposant que

χ =
κ

ρ1
−

b

ρ2
̸= 0

alors le système (3.1) a une stabilité polynomiale tel que

||eAtu0||H ≤
1

√
t
||u0||D(A) (3.19)

De plus, le taux de décroissement est optimale.

Démonstration. La preuve de ce théorème repose sur l’utilisation des résultats de Borichev
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et al [1] pour prouver l’estimation (3.19), et le travail de Almeida Jùnior et al [6] pour le

taux de décroissance d’ordre t
1
2 .
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce travail on a introduit la théorie et l’approximation d’un système de type hyper-

bolique. En effet, une étude d’existence et unicité de la solution du problème est discutée en

appliquant la théorie et les techniques des semi-groupes sur le système de Timoshenko, dont

le théorème de Hille-Yosida donne une condition pour que ce problème soit bien posé. En-

suite, une étude de la stabilité uniforme (exponentielle, polynomiale) est élaborée à travers

deux résultats essentiels concernant la stabilité exponentielle et la stabilité polynomiale afin

de garantir un certain taux de décroissance de la solution du problème de Timoshenko vers

zéro.
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