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Abstract

In this manuscript we are interested in the studying the exponentielle stability of lami-
nated beams with interfacial slip, with a unique dissipation, we discuss the regularity of
the solution using the theory of semi-groups, in addition, to studying the stabilization
using the energy theory which is based on the construction of a new functional equivalent
to energy functional called Lyapunov functional.

Key words: Laminated beams, interfacial slip, damping, exponential stability, Lyapunov functional.

Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons à l’étude de la stabilité d’un système élastique
modélisant des poutres laminées avec glissement inter-facial. Nous discutons la régularité
da la solution en utilisant la théorie des semi-groupes et nous étudions la stabilité par
la méthode des multiplicateurs basée sur la construction d’une nouvelle fonctionnelle
équivalente à la fonction énergie appelée Fonctionnelle de Lyapunov.

Mots clés: Poutres laminées, glissement inter-facial, amortissement, stabilité exponentielle, Fonction-
nelle de Lyapunov.
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Introduction

En mécanique, les mouvements vibratoires sont souvent nocives à la structure. Pour

cela, des amortissement de différents types ont été élaborés et incorporés directement dans

le système, sur la frontière. Par exemple, les amortissement de type friction, thermique ou

viscoélastique. Ainsi, dans les application il est crucial que la stabilisation se produit très

rapidement, afin d’empêcher les dommages possibles de la structures ou de son fonctionne-

ment.

Dans [7] hansen et Spies ont dérivée un modèle pour une structure de deux poutres iden-

tiques d’épaisseur uniforme avec une couche adhésive (d’épaisseur et de masse négligeables),

colle les deux surface adjacentes de manière à permettre un glissement tant qu’elles sont en

contact continu l’une avec l’autre. la couche adhésive produit une force de rappel supposé

proportionnelle à la quantité de glissement. Le modèle obtenu est appelé poutres lamellaires

et est donné par : 
ρwtt +G(ψ − wx)x = 0,

Iρ(3stt − ψtt)−D(3sxx − ψxx)−G(ψ − wx) = 0,

3Iρstt − 3Dsxx + 3G(ψ − wx) + 4γs+ 4βst = 0,

(1)

oú w = w(x, t) est le déplacement transversal,

ψ = ψ(x, t) est l’angle de rotation,

s = s(x, t) est proportionnel à la quantité de glissement le long de l’interface.

Les paramètre positif ρ, Iρ, G,D et γ sont le moment d‘inertie de la masse volumique, la

rigidité de cisaillement, la rigidité à la flexion et la rigidité adhésive, respectivement le para-

mètre non-négatif β est appelé amortissement adhésif ou structurel à l’interface.

Les équations de ce système sont du à la théorie des faisceaux de Timoshenko.

De plus, la troisième équation dans (2) est couplée aux deux premières décrivant la dyna-

7



Introduction

mique du glissement inter-facial et elle contient l’amortissement de frottement interne β > 0.

Il est essentiel de noter que lorsque s ≡ 0 on obtient le système standard de Timoshinko,

voir [?] et [14].

Lo et Tatar [9] ont considéré (1) avec un amortissement de frottement supplémentaire (wt)

dans la première équation et ont obtenu un résultat de stabilité exponentielle. Dans le même

article, ils ont considéré (1) (avec d = 1) en présence de deux amortissements viscoélastique,

soit : 
ρwtt +G(ψ − wx)x +G

∫ t

0

h(t− r)wxx(r)dr = 0,

Iρ(3stt − ψtt)− (3s− ψ)xx −G(ψ − wx) +

∫ t

0

h(t− r)(3s− ψ)xx(r)dr = 0,

3Iρstt − 3Dsxx + 3G(ψ − wx) + 4γs+ 4βst = 0,

(2)

où la fonction de relaxation satisfait ξ = 1 −
∫ ∞

0

h(r)dr > 0 et ont obtenu une stabilité

exponentielle à condition que la stabilité fournie 1− ξ en soit suffisant. Précédemment dans

[10], ils ont considéré (3) sans amortissement viscoélastique dans la première équation et ont

obtenu un résultat de décroissance exponentielle à condition que Iρ =
ρ

G
et G satisfaisaient

certaines hypothèses. Nous renvoyons le lecteur au [5],[6], [8], [11], [12], [13], [15] et les

références qui sont citées pour quelques autres résultats.

Dans ce travail nous étudions le système suivant :

ρwtt +G(ψ − wx)x = 0,

Iρ(3stt − ψtt)−D(3sxx − ψxx)−G(ψ − wx) = 0,

3Iρstt − 3Dsxx + 3G(ψ − wx) + 4γs+ 4βst = 0,

w(0, t) = ψx(0, t) = sx(0, t) = wx(1, t) = ψ(1, t) = s(1, t) = 0, t > 0,

s(x, 0) = s0, st(x, 0) = s1, x ∈ (0, 1),

w(x, 0) = w0, wt(x, 0) = w1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1, x ∈ (0, 1).

(3)

et nous montrons qu’il est exponentiellement stable si est seulement si les vitesses de propa-

gations sont égales, c’est à dire :
G

ρ
=
D

Iρ

Notant que tout au long de ce mémoire nous utilisons la norme suivante :

〈u, v〉 =

∫ 1

0

uvdx ; ‖ u ‖2=

∫ 1

0

|u|2dx

où 〈., .〉 et ‖ . ‖2 sont respectivement le produit scalaire et la norme sur L2(0, 1), de plus,

nous utilisons c pour désigner une constante positive générique.
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Introduction

Ce travail se compose de trois chapitre :

Dans le premier chapitre, nous présentons des définitions et des théorèmes très utiles.

Quand au deuxième chapitre, nous démontrons l‘existence et l‘unicité de la solutions du

système considéré.

Enfin dans le dernier chapitre, nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour prouver

notre résultat de stabilité exponentielle.
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Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions concernant les espaces de Sobolev

et les résultats de quelques inégalités, qu’on utilisera ultérieurement. Aussi, nous donnons

brièvement, les définitions et quelques lemmes qui nous seront très utiles pour la suite de

notre travail.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1. [4]

Soit Ω un ouvert de <n, on définit l’espace de Sobolev :

L1(Ω) = {f mesurable sur Ω tel que
∫

Ω

|f |dΩ < +∞}.

Définition 1.2. [4]

Soit Ω un ouvert de <n, on définit l’espace de Hilbert :

L2(Ω) = {f mesurable sur Ω tel que
∫

Ω

|f |2dΩ < +∞}.

Définition 1.3. [4]

Soit Ω un intervalle de <n, on définit l’espace de Hilbert :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) tel que u′ ∈ L2(Ω)}.

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) tel que u = 0 sur ∂Ω}.

1.2 Quelques inégalités utiles

Soit Ω un intervalle de <.
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1.3 Quelques théorèmes utiles

1.2.1 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant
1

p
+

1

q
= 1 alors :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω)× Lq(Ω))2, ∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

p

∫
Ω

|fp|dx+
1

qε
q
p

∫
Ω

|gq|dx.

Si p = q = 2 on a :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω))2,∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

2

∫
Ω

|f 2|dx+
1

2ε

∫
Ω

|g2|dx.

1.2.2 Inégalité de Poincaré

Soit Ω un domaine borné de <, alors il existe une constante positive c telle que :

‖u‖H1
0 (Ω) ≤ c‖u′‖L2(Ω),∀u ∈ H1

0 (Ω).

1.2.3 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soient f et g deux fonctions dans L2(Ω)∫
Ω

|fg|dx ≤
(∫

Ω

|f |2dx
) 1

2
(∫

Ω

|g|2dx
) 1

2

.

1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.1 Théorème de Hille-Yosida[4]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

u0 ∈ D(A) il existe une fonctionnnelle u ∈ C1([0,+∞[;H)∩ ([0,+∞[;D(A)) unique tel que :
du

dt
+ Au = 0 sur [0,+∞[,

u(0) = u0 (donnée initiale).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣ = Au(t) ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

1.3.2 Théorème de Lax-Milgram [4]

Définition 1.4. Soit a : E × E → < une forme bilinéaire, on dit que :

• a est continue sur E s’il existe une constante ca telle que

∀x, y ∈ E, |a(x, y)| ≤ ca||x||E||y||E,

11



Chapitre 1. Notions préliminaires

• a est cœrcive s’il existe une constante αa telle que

∀x ∈ E αa||x||2E ≤ a(x, x),

• a est symétrique si

∀y ∈ E a(y, x) = a(x, y);

Théorème 1.1. Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout

f ∈ H ′
, il existe u unique tel que :

a(u, v) = (f, v) v ∈ H.

12



Chapitre 2
Position du problème et sa régularité

Dans ce chapitre nous définissons le problème à étudier, puis par la théorie des semi-

groupes nous démontrons l’existence et l’unicité.

2.1 Position du problème [2]

Soit le système suivant :



ρwtt +G(ψ − wx)x = 0, dans(0, 1)× (0,∞),

Iρ(3stt − ψtt)−D(3sxx − ψxx)−G(ψ − wx) = 0, dans(0, 1)× (0,∞),

3Iρstt − 3Dsxx + 3G(ψ − wx) + 4γs+ 4βst = 0, dans(0, 1)× (0,∞),

w(0, t) = ψx(0, t) = sx(0, t) = wx(1, t) = 0 = ψ(1, t) = s(1, t), t > 0,

s(x, 0) = s0, st(x, 0) = s1, x ∈ (0, 1),

w(x, 0) = w0, wt(x, 0) = w1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1, x ∈ (0, 1).

(2.1)

Où

D,G, Iρ, ρ, γ, β sont des constantes positives.

w = w(x, t) est le déplacement transversal,

ψ = ψ(x, t) est l’angle de rotation,

s = (x, t) est proportionnel à la quantité de glissement le long de l’interface,

13



Chapitre 2. Position du problème et sa régularité

2.2 L’existence et l’unicité de la solution

Dans cette section, on va utiliser le théorème de Hille-yosida pour démontrer l’existence

et l’unicité de la solution du système (2.1)

Soit l’espace de Hilbert suivant :

H = [H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)]3,

l’espace H est muni du produit scalaire

〈φ, φ̄〉H =

∫ 1

0

[ρuū+Dξxξ̄x + Iρvv̄ + 3Dsxs̄x + 3Iρzz̄ (2.2)

+G〈3s− ξ − wx, 3s̄− ξ̄ − w̄x〉]dx

telle que φ = (w, u, ξ, v, s, z, )t et φ̄ = (w̄, ū, ξ̄, v̄, s̄, z̄)t

Ainsi le système(2.1) peut et̂re réécrit sous la forme :
d

dt
φt = Aφ(t), t > 0,

φ(0) = φ0 = (w0, w1, 3s0 − ψ0, 3s1 − ψ1, s0, s1)T ,
(2.3)

où l’opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est défini par :

Aφ =



u

−G
ρ

(3s− ξ − wx)x
1

Iρ
(Dξxx +G(3s− ξ − wx))

1

Iρ
(Dsxx −G(3s− ξ − wx)−

4γ

3
s− 4β

3
st


,

Où u = wt, ξ = 3s− ψ, v = ξt, et z = st

Le domaine de l’opérateur A est donné par :

D(A) := [H1
0 (0, 1) ∩H2(0, 1)×H1

0 (0, 1)]3

Clairement, D(A) est dense dans H. Ainsi nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité

suivant :

Théorème 2.1. Soit φ0 ∈ H, alors il existe une unique solution faible φ ∈ C(<+,H) du

problème (2.3). De plus, si φ0 ∈ D(A), alors φ ∈ C(<+, D(A)) ∩ C1(<+,H).

14



2.2 L’existence et l’unicité de la solution

Preuve 2.1. Nous allons montrer que l’opérateur A est un opérateur monotone maximal.

C’est à dire que A est dissipatif et I − A est surjectif.

1) A est dissipatif : Pour φ = (w, u, ξ, v, s, z) ∈ D(A), montrons que

〈Aφ, φ〉H ≤ 0 (2.4)

Le calcul direct et le produit scalaire (2.2) donnent

〈Aφ, φ〉H = −G
∫ 1

0

(3s− ξ − wx)xudx+

∫ 1

0

vxξxdx+

∫ 1

0

(Dξxx +G(3s− ξ − wx)dx

+ 4γ

∫ 1

0

zsdx+ 3D

∫ 1

0

zxsxdx+G

∫ 1

0

(3s− ξ − wx)t(3s− ξ − wx)dx

+

∫ 1

0

(3Dsxx − 3G(3s− ξ − wx)− 4γs− 4βst)zdx

En intégrant par parties sur (0,1) et en simplifiant les termes nous arrivons à

〈Aφ, φ〉H = −4β ‖ st ‖2
L2

ce qui prouve (2.4).

2) I − A est surjectif : Autrement dit, pour chaque H = (h1, ..., h6)T ∈ H, nous devons

trouver φ = (w, u, ξ, v, s, z)T ∈ D(A) satisfaisant(I −A)φ = H qui équivalent à :

w − u = h1 ∈ H1
0 (0, 1),

u+
G

ρ
(3s− ξ − wx)x = h2 ∈ L2(0, 1),

ξ − v = h3 ∈ H1
0 (0, 1),

v − 1

Iρ
(Dξxx −G(3s− ξ − wx)) = h4 ∈ L2(0, 1),

s− z = h5 ∈ H1
0 (0, 1),

z − 1

Iρ
(Dsxx −G(3s− ξ − wx)−

4γ

3
s− 4β

3
st) = h6 ∈ L2(0, 1)

de w − u = h1 et de u+
G

ρ
(3s− ξ − wx)x = h2, nous obtenons

w − G

ρ
wxx = h ∈ L2(0, 1), ou h = h1 + h2 −

G

ρ
ψ (2.5)

nous reformulons (2.5) comme suit.

〈w − G

ρ
wxx, k〉L2 =

∫ 1

0

hkdx, pour tout k ∈ H1
0 (0, 1)

En intégrant par parties, nous arrivons à

〈w, k〉L2 +
G

ρ
〈wx, kx〉L2 =

∫ 1

0

hkdx, pour tout k ∈ H1
0 (0, 1) (2.6)
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Chapitre 2. Position du problème et sa régularité

Ainsi nous définissons le problème variationnelle

Υ (w, k) = T (k) pour tous k ∈ H1
0 (0, 1) telles que

Υ : H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1) −→ R, Υ (w, k) = (w, k) +
G

ρ
(wx, kx)

où (., .) désigne le produit scalaire dans L2(0, 1) et

T : H1
0 (0, 1) −→ R, T (k) = (h, k)

il est facile de montrer que Υ est continue et coercive et que la forme linéaire T est continue.

En appliquant le lemme de Lax-Miligram, le problème (2.6) admet une unique solution w ∈

H1
0 (0, 1) pour tout k ∈ H1

0 (0, 1).

Par la densité de H1
0 (0, 1) dans L2(0, 1) et en appliquant le théorème de Agmon-Douglis-

Nirenbeg [3] nous trouvons que w ∈ H2(0, 1), ainsi w ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1).

Maintenant à partir de :

ξ − v = h3 ∈ H1
0 (0, 1)

et de

v − 1

Iρ
(Dξxx +G(3s− ξ − wx)) = h4 ∈ L2(0, 1);

nous obtenons

ξ − D

Iρ
ξxx = ĥ ∈ L2(0, 1), o ĥ = h3 + h4 +

1

Iρ
[G(ψ − wx)− 4βst] (2.7)

On peut reformer(2.7), comme suit

〈ξ − D

Iρ
, k̂〉L2 =

∫ 1

0

ĥk̂dx, pour tout k̂ ∈ H1
0 (0, 1).

avec un raisonnement analogue à ce qui a été fait précédemment, nous aurons :

ξ ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)

ce qui implique

s, ψ ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1),

Notons que w − u = h1 ∈ H1
0 implique u ∈ H1

0 (0, 1).

De la même manière, ξ − v = h3 ∈ H1
0 (0, 1) impliques v ∈ H1

0 (0, 1).

Et d’après v = (3s− ψ)t ∈ H1
0 (0, 1), st, ψt ∈ H1

0 .

Finalement (w, u, ξ, v, s, z) ∈ D(A).

Donc l’opérateur I − A est un surjectif.

A dissipatif et I − A surjectif. Alors d’après le théorème de Hille-Yosida, le problème (2.3)

admet une solution unique.
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Chapitre 3
Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode de multiplicateur pour démontrer la

stabilité exponentielle du système (2.1), le principe de cette méthode est de construire une

nouvelle fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, équivalente à l’énergie classique et

qui décroit exponentiellement.

3.1 L‘énergie du système

Lemme 3.1. L‘énergie définie par

E(t) =
1

2
[ρ ‖ wt ‖2 +Iρ ‖ 3st − ψt ‖2 +D ‖ 3sx − ψx ‖2,

+G ‖ ψ − wx ‖2 +3Iρ ‖ st ‖2 +3 ‖ Dsx ‖2 +4γ ‖ s ‖2], t ≥ 0, (3.1)

satisfait

d

dt
E(t) = −4β ‖ st ‖2≤ 0, t ≥ 0 (3.2)

Preuve 3.1. En multipliant la première équation du système (2.1) par wt, la deuxième par

(3st − ψt) et la troisième par st, en intégrant sur(0.1) et en utilisant l’intégration par partie

et les conditions aux limite, nous trouvons

ρ

∫ 1

0

wttwtdx+G

∫ 1

0

(ψ − wx)xwtdx =
ρ

2

d

dt
‖ wt ‖2 −G < wtx, ψ − wx >= 0. (3.3)

Iρ

∫ 1

0

(3stt − ψtt)(3st − ψt)dx−D
∫ 1

0

(3sxx − ψxx)(3st − ψt)dx−G
∫ 1

0

(ψ − wx)(3st − ψ)dx

=
Iρ
2

d

dt
‖ 3st − ψt ‖2 +

D

2

d

dt
‖ 3sx − ψx ‖2 −G < ψ − wx, 3st − ψt >= 0

(3.4)
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

3Iρ

∫ 1

0

sttstdx− 3D

∫ 1

0

sxxstdx+ 3G

∫ 1

0

(ψ − wx)stdx+ 4

∫ 1

0

γsstdx+ 4

∫ 1

0

βststdx

=
3Iρ
2

d

dt
‖ st ‖2 +

3D

2

d

dt
‖ sx ‖2 +3G < st, ψ − wx > +

2γρ

2

d

dt
‖ s ‖2 +4β ‖ st ‖2= 0, (3.5)

la combinaison de(3.3)-(3.5) et l’utilisation de

−G〈wtx, ψ − wx〉 −G〈ψ − wx, 3st − ψx〉 =
G

2

d

dt
‖ ψ − wx ‖2 −3G〈st, ψ − wx〉,

donne (2.3)

3.2 Les fonctionnelle de la fonction de Lyapunov

Lemme 3.2. Soit la fonctionnelle :

F1(t) := 3Iρ < st, s > +2β ‖ s ‖2 −3ρ < w̄t, s >, t ≥ 0, (3.6)

et soit (w,ψ, s) solution de(2.1). Alors pour tout ε1 ≥ 0,

d

dt
F1(t) ≤ −3D ‖ sx ‖2 −4γ ‖ s ‖2 +ε1 ‖ wt ‖2 +c

(
1 +

1

ε1

)
‖ st ‖2, t ≥ 0, (3.7)

où w̄t =

∫ x

0

wt(y)dy.

Preuve 3.2. En dérivant F1(t)

d

dt

(
F1(t)

)
=

d

dt

(
3Iρ〈st, s〉+ 2β ‖ s ‖2 −3ρ〈w̄t, s〉

)
.

nous trouvons

F ′1(t) = 3Iρ

∫ 1

0

sttsdx+ 3Iρ

∫ 1

0

s2
tdx+ 2β

∫ 1

0

s2dx− 3ρ

∫ 1

0

w̄ttsdx− 3ρ

∫ 1

0

w̄tstdx.

En utilisant la troisième équation du système(2.1),

3Iρstt = 3Dsxx − 3G(ψ − wx)− 4γs− 4βst.

nous obtenons

F ′1(t) =

∫ 1

0

[
3Dsxxs− 3G(ψ − wx)s− 4γs2 − 4βsts

]
dx+ 3Iρ

∫ 1

0

s2
tdx

+ 4β

∫ 1

0

stsdx− 3ρ

∫ 1

0

w̄ttsdx− 3ρ

∫ 1

0

w̄tsdx.
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3.2 Les fonctionnelle de la fonction de Lyapunov

Soit w̄tt =

∫ x

0

wtt(y)dy.

À partir de la première équation du système (2.1) nous trouvons

wtt(y) =
G

ρ
(ψ − wy),

et en intégrant par partie nous arrivons à

F ′1(t) = 3D

∫ 1

0

sxxsdx− 3G

∫ 1

0

(ψ − wx)sdx− 4γ

∫ 1

0

s2dx− 4β

∫ 1

0

stsdx

+ 3Iρ

∫ 1

0

s2
tdx+ 4β

∫ 1

0

stsdx− 3ρ

∫ 1

0

w̄ttsdx− 3ρ

∫ 1

0

w̄tstdx

= 3D

∫ 1

0

sxxsdx− 3G

∫ 1

0

(ψ − wx)sdx− 4γ

∫ 1

0

s2dx+ 3Iρ

∫ 1

0

s2
tdx

− 3ρ

∫ 1

0

(∫ x

0

−G
ρ

(ψ − wy)ydy
)
sdx− 3ρ

∫ 1

0

w̄tstdx

= −3D ‖ sx ‖2 −3G〈ψ − wx, s〉 − 4γ ‖ s ‖2 +3Iρ ‖ st ‖2

+ 3G〈ψ − wx, s〉 − 3ρ〈w̄t, st〉.

En fin

F ′1(t) = −3D ‖ sx ‖2 −4γ ‖ s ‖2 +3Iρ ‖ st ‖2 −3ρ〈w̄t, st〉.

En utilisant l’inégalité de Young et Cauchy-Schwarz, nous obtenons

3ρ < w̄t, st >≤ ε1 ‖ wt ‖2 +
9ρ2

4ε1

‖ st ‖2 . (3.8)

Ce qui donne (3.7)

Lemme 3.3. Supposons
G

ρ
=
D

Iρ
. Alors pour toute solution (w,ψ, s), de (2.1) la dérivée

de la fonctionnelle

F2(t) = −3ρD < wt, sx > +3IρG < ψ − wx, st >, t ≥ 0,

satisfait, pour tout ε2 > 0, l’estimation

d

dt
F2(t) ≤ −G2 ‖ ψ − wx ‖2 +ε2 ‖ 3st − ψt ‖2 +c ‖ sx ‖2 +c

(
1 +

1

ε1

)
‖ st ‖2, t ≥ 0. (3.9)

Preuve 3.3. La dérivée de F2(t) :

d

dt

(
F2(t)

)
=

d

dt

(
− 3ρD〈wt, sx〉+ 3IρG〈ψ − wx, st〉

)
.

est

F ′2(t) = −3ρD

∫ 1

0

wttsxdx− 3ρD

∫ 1

0

wtsxtdx

+ 3IρG

∫ 1

0

(ψ − wx)tstdx+ 3IρG

∫ 1

0

(ψ − wx)sttdx.
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

En utilisant la première et la troisième équation du système(2.1)

ρwtt = −G(ψ − wx)x

3Iρstt = 3Dsxx − 3G(ψ − wx)− 4γs− 4βst.

En intégrant par partie sur (0.1) et en gardant à l’esprit la relation
G

ρ
=
D

Iρ
nous trouvons

F ′2(t) = −3DG

∫
(ψ − wx)sxxdx− 3ρD

∫ 1

0

wtsxtdx+ 3IρG

∫ 1

0

wtstdx

+ 3IρG

∫ 1

0

wtstdx+ 3IρGD

∫ 1

0

(ψ − wx)sxxdx− 3G2

∫ 1

0

(ψ − wx)2dx

− 4βG

∫
(ψ − wx)stdx− 4γG

∫ 1

0

(ψ − wx)sdx.

L’utilisation de ψt = −(3st − ψt) + 3st, donne

F ′2(t) = 3IρG

∫ 1

0

[−(3st − ψt) + 3st]stdx− 3G2

∫ 1

0

(ψ − wx)2dx

−4βG

∫ 1

0

(ψ − wx)stdx− 4γG

∫ 1

0

(ψ − wx)sdx.

C’est à dire

d

dt
F2(t) = −3G2 ‖ ψ − wx ‖2 −4γG〈ψ − wx, s〉 − 4βG〈ψ − wx, st〉

+9IρG ‖ st ‖2 −3IρG〈3st − ψt, st〉. (3.10)

Par l’inégalité de Young et Poincaré nous obtenons

− 4γG〈ψ − wx, s〉 ≤ G ‖ ψ − wx ‖2 +4γ2G ‖ sx ‖2, (3.11)

− 4βG〈ψ − wx, st〉 ≤ G ‖ ψ − wx ‖2 +4β2G ‖ st ‖2, (3.12)

− 3IρG〈3st − ψ, st〉 ≤ ε2 ‖ 3st − ψt ‖2 +
9I2
ρG

2

4ε2

‖ st ‖2 . (3.13)

la combinaison de (3.10)-(3.13) donne (3.9).

Lemme 3.4. Supposons
G

ρ
=
D

Iρ
. Alors pour toute solution (w,ψ, s) de (2.1) la dérivée de

la fonctionnelle

F3(t) = −ρD〈3sx − ψx, wt〉+ 3IρG〈3s− ψ, st〉 − IρG〈3st − ψt, wx〉, t ≥ 0,

satisfait, pour tout, ε2 > 0, l’estimation

d

dt
F3(t) ≤ −DG

2
‖ 3sx − ψx ‖2 +ε2 ‖ 3st − ψt ‖2 +c(1 +

1

ε2

) ‖ st ‖2

+c ‖ sx ‖2 +c ‖ ψ − wx ‖2, t ≥ 0. (3.14)
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3.2 Les fonctionnelle de la fonction de Lyapunov

Preuve 3.4. En différenciant F3(t), en utilisant la première et la troisième équation du

système (2.1) et en intégrant par parties nous trouvons

F ′3(t) = −ρD
∫ 1

0

(3sxt − ψxt)wtdx− ρD
∫ 1

0

(3sx − ψx)wttdx+ 3IρG

∫ 1

0

(3st − ψt)stdx

+ 3IρG

∫ 1

0

(3s− ψ)sttdx− IρG
∫ 1

0

(3stt − ψtt)wxdx− IρG
∫ 1

0

(3st − ψt)wxtdx

= −ρD
∫ 1

0

(3sxt − ψxt)wtdx− ρD
∫ 1

0

(3sx − ψx)
(
− G

ρ
(ψ − wx)x

)
dx

+ 3IρG

∫ 1

0

(3st − ψt)stdx+ 3GIρ

∫ 1

0

(3s− ψ)

(
D

Iρ
sxx −

G

Iρ
(ψ − wx)−

4γ

3Iρ
s− 4β

3Iρ
st

)
dx

−GIρ
∫ 1

0

(3stt − ψtt)wxdx+GIρ

∫ 1

0

(3stt − ψtt)wxtdx

= −DG ‖ 3sx − ψx ‖2 +3IρG〈3st − ψt, st〉 − 3G2〈3s− ψ, ψ − wx〉

− 4γG〈3s− ψ, s〉 − 4βG〈3s− ψ, st〉 −G2〈ψ − wx, wx〉+ (IρG− ρD)〈3sxt − ψxt, wt〉

En utilisant le fait que

wx = −(ψ − wx) + ψ, (3.15)

wx = −(ψ − wx)− (3s− ψ) + 3s, (3.16)

et en considérant l’hypothèse
G

ρ
=
D

Iρ
, nous obtenons

d

dt
F3(t) = −DG ‖ 3sx − ψx ‖2 +3IρG〈3st − ψt, st〉 − 2G2〈3s− ψ, ψ − wx〉

−4γG〈3s− ψ, s〉 − 4βG〈3s− ψ, st〉+G2 ‖ ψ − wx ‖2 −3G2〈ψ − wx, wx〉,

l’estimation(3.14) est obtenu par les inégalités de Young et Poincaré.

Lemme 3.5. Soit (w,ψ, s) solution du système (2.1). Alors la dérivée de la fonctionnelle

F4(t) = −3ρ〈wt, w〉 − 3Iρ〈st, ψ〉 − 6β ‖ s ‖2, t ≥ 0,

satisfait, pour tout ε2, ε3 > 0, l’estimation

d

dt
F4(t) ≤ −3ρ ‖ wt ‖2 +ε2 ‖ 3st − ψt ‖2 +ε3 ‖ 3sx − ψx ‖2 +c ‖ ψ − wx ‖2

+c

(
1 +

1

ε3

)
‖ sx ‖2 +c

(
1

ε2

+
1

ε3

)
‖ st ‖2, t ≥ 0. (3.17)

Preuve 3.5. En différenciant F4(t)

d

dt

(
F4(t)

)
=

d

dt

(
− 3ρ〈wt, w〉 − 3Iρ〈st, ψ〉 − 6β ‖ s ‖2

)
,
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

nous obtenons

F ′4(t) = −3ρ

∫ 1

0

wttwdx− 3ρ

∫ 1

0

w2
t dx− 3Iρ

∫ 1

0

sttψdx− 3Iρ

∫ 1

0

stψtdx− 6β

∫ 1

0

2stsdx.

En utilisant la première et la troisième équation du système (2.1), et

ψ = −(−3s− ψ) + 3s, ψx = −(3sx − ψx) + 3sx, ψt = −(3st − ψt) + 3st

et en intégrant par partie sur(0,1) :

F ′4(t) = −3ρ

∫ 1

0

−G
ρ

(ψ − wx)xwdx− 3ρ

∫ 1

0

w2
t dx−

∫ 1

0

[
− 3Dsxx + 3G(ψ − wx)

+ 4γs+ 4βst

]
ψdx− 3Iρ

∫ 1

0

stψtdx− 12β

∫ 1

0

stsdx

= −3ρ

∫ 1

0

(
− G

ρ
(ψ − wx)x

)
wdx− 3ρ

∫ 1

0

w2
t dx− 3Iρ

∫ 1

0

(
D

Iρ
sxx −

G

Iρ
(ψ − wx)

− 4

3Iρ
γs− 4β

3Iρ
st

)
ψdx− 12β

∫ 1

0

sst − 3Iρ

∫ 1

0

stψtdx

= −3G

∫ 1

0

(ψ − wx)wtdx− 3ρ

∫ 1

0

w2
t dx+ 3D

∫ x

0

sx

(
− (3st − ψt) + 3st

)
dx

+ 3

∫ 1

0

G(ψ − wx)
(
− (3s− ψ) + 3s

)
dx+ 4γ

∫ 1

0

(
− (3s− ψ) + 3s

)
sdx

+ 4β

∫ 1

0

(
− (3s− ψ) + 3s

)
stdx− 12β

∫ 1

0

stsdx− 3Iρ

∫ 1

0

(
− (3st − ψt) + 3st

)
stdx,

d

dt
F4(t) = −3ρ ‖ wt ‖2 +3G ‖ ψ − wx ‖2 −9Iρ ‖ st ‖2 +9D ‖ sx ‖2 +12γ ‖ s ‖2

+3Iρ〈3st − ψt, st〉 − 3D〈3sx − ψx, sx〉 − 4γ〈3s− ψ, s〉 − 4β〈3s− ψ, st〉, t ≥ 0. (3.18)

En utilisant l’inégalité de Young et Poincaré, nous obtenons

3Iρ〈3st − ψt, st〉 ≤ ε2 ‖ 3st − ψt ‖2 +
9I2
ρ

4ε2

‖ st ‖2 (3.19)

− 3D〈3sx − ψx, sx〉 ≤
ε3

3
‖ 3sx − ψx ‖2 +

27D2

4ε3

‖ sx ‖2, (3.20)

− 4γ〈3s− ψ, s〉 ≤ ε3

3
‖ 3sx − ψx ‖2 +

12γ2

ε3

‖ sx ‖2, (3.21)

− 4β〈3s− ψ, st〉 ≤
ε3

3
‖ 3sx − ψx ‖2 +

12β2

ε3

‖ st ‖2 . (3.22)

Substituant (3.19)-(3.22) dans (3.18), nous obtenons (3.17).
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3.3 Résultat de stabilité

Lemme 3.6. Soit (w,ψ, s) solution du système (2.1). Alors la dérivée le la fonctionnelle

F5(t) = −Iρ〈3s− ψ, 3st − ψt〉, t ≥ 0,

satisfait l’estimation

d

dt
F5(t) ≤ −Iρ ‖ 3st − ψt ‖2 +c ‖ 3sx − ψx ‖2 +c ‖ ψ − wx ‖2, t ≥ 0. (3.23)

Preuve 3.6. Comme dans les lemme précédents, l’estimation (2.23) s’ensuit facilement

grâce au système (2.1), l’inégalités de Young et Poincaré.

Maintenant, nous énonçons et nous démontrons le résultat principal de ce travail.

3.3 Résultat de stabilité

On définit la fonctionnelle de Lyapunov L et ou montre qu’elle est équivalente à la

fonctionnelle énergétique E

Théorème 3.1. Supposons
G

ρ
=
D

Iρ
. Alors il existe deux constantes positives a et b telles

que l’énergie E(t) définie par (3.1) vérifie

E(t) ≤ ae−bt, t ≥ 0. (3.24)

Preuve 3.7. On définit une fonctionnelle de Lyapunov

L(t) = NE(t) +N1F1(t) +N2F2(t) +N3F3(t) + F4(t) + F5(t). (3.25)

Où N,N1, N2, etN3 sont des constantes positives à choisir soigneusement plus tard.

1) Démontrons l’équivalence entre L(t) et E(t), soit

|L(t)−NE(t)| = N1F1(t) +N2F2(t) +N3F3(t) + F4(t) + F5(t),

on pose |G(t)| = |L(t)−NE(t)|, alors

|G(t)| ≤ |N1(3Iρ

∫ 1

0

stsdx+ 2β

∫ 1

0

s2dx− 3ρ

∫ 1

0

w̄tsdx)|+ |N2(−3Dρ

∫ 1

0

wtsxdx

+ 3IρG

∫ 1

0

(ψ − wx)stdx)|+ |N3(−ρD
∫ 1

0

(3sx − ψx)wtdx+ 3IρG

∫ 1

0

(3s− ψ)stdx

−GIρ
∫ 1

0

(3st − ψt)wxdx)|+ | − 3ρ

∫ 1

0

wtwdx− 3Iρ

∫ 1

0

stψdx− 6β

∫ 1

0

s2dx|

+ | − Iρ
∫ 1

0

(3s− ψ)(3st − ψt)dx|,
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

d’après l’inégalité de young et cauchy-schwartz :

|G(t)| ≤ 3N1Iρ
2

∫ 1

0

|st|2dx+
1

6N1Iρ

∫ 1

0

|s|2dx+ 2β

∫ 1

0

|s|2dx+
3N1ρ

2

∫ 1

0

|s|2dx

+
1

6N1ρ

∫ 1

0

|w|2dx+
3N2Dρ

2

∫ 1

0

|wt|2dx+
1

6N2Dρ

∫ 1

0

|sx|2dx

+
3N2GIρ

2

∫ 1

0

|ψ − wx|2dx+
1

6N2IρG

∫ 1

0

|st|2dx+
N3ρD

2

∫ 1

0

|3sx − ψx|2dx

+
1

2N3ρD

∫ 1

0

|wt|2dx+
3N3IρG

2

∫ 1

0

|3s− ψ|2dx+
1

6N3IρG

∫ 1

0

|st|2dx

+
IρG

2

∫ 1

0

|3st − ψt|2dx+
1

2IρG

∫ 1

0

|wx|2dx+
3ρ

2

∫ 1

0

|wt|2dx+
1

6ρ

∫ 1

0

|w|2

+
3Iρ
2

∫ 1

0

|st|2dx+
1

6Iρ

∫ 1

0

|ψ|2dx+ 6β

∫ 1

0

|s|2dx+
Iρ
2

∫ 1

0

|3s− ψ|2dx

+
1

2Iρ

∫ 1

0

|3st − ψt|2dx

≤
(

3N2ρD

2
+

1

2N3ρD
+

3ρ

2

)∫ 1

0

|wt|2dx+

(
N3IρG

2
+

1

2Iρ

)∫ 1

0

|3st − ψt|2dx

+

(
N3Dρ

2

)∫ 1

0

|3sx − ψx|2dx+

(
3N2IρG

2

)∫ 1

0

|ψ − wx|2dx

+

(
3N1Iρ

2
+

1

6N2IρG
+

1

6N3IρG
+

3Iρ
2

)∫ 1

0

|st|2dx+

(
1

6N2ρD

)∫ 1

0

|sx|2dx

+

(
1

6N1Iρ
+ 2N1β +

3N1ρ

2
− 6β

)∫ 1

0

|s|2dx.

|G(t)| ≤
(

3N2D

2
+

1

2N3Dρ2
+

3

2

)∫ 1

0

|ρw2
t |dx+

(
N3G

2
+

1

2I2
ρ

)∫ 1

0

|Iρ(3st − ψt)2|dx

+

(
N3ρ

2

)∫ 1

0

|D(3sx − ψx)2|dx+

(
3N2Iρ

2

)∫ 1

0

|G(ψ − wx)2|dx

+

(
N1

6
+

1

2N2I2
ρG

+
1

2N3I2
ρG

+
1

2

)∫ 1

0

|3Iρs2
t |dx+

(
1

2N2ρD2

)∫ 1

0

|3Ds2
x|dx

+

(
1

24N1Iργ
+
N1β

2γ
+

3N1ρ

2γ
+

3β

2γ

)∫ 1

0

|4γs2|dx.

|G(t)| ≤ c

2

∫ 1

0

|ρw2
t |dx+

c

2

∫ 1

0

|Iρ(3st − ψt)2|dx+
c

2

∫ 1

0

|D(3sx − ψx)2|dx

+
c

2

∫ 1

0

|G(ψ − wx)2|dx+
c

2

∫ 1

0

|3Iρs2
t |dx+

c

2

∫ 1

0

|3Ds2
x|dx+

c

2

∫ 1

0

|4γs2|dx,

ainsi, ∃c > 0 telle que

|G(t)| ≤ c

∫ 1

0

1

2
|[ρw2

t + Iρ(3st − ψt)2 +D(3sx − ψx)2 +G(ψ − wx)2 + 3Iρs
2
t + 3Ds2

x

+ 4γs2]|dx.
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3.3 Résultat de stabilité

C’est-à-dire

|G(t)| ≤ c|E(t)|,∀t ≥ 0

|L(t)−NE(t)| ≤ c|E(t)|

|L(t)| ≤ N |E(t)|+ c|E(t)|

|L(t)| ≤ (N + c)|E(t)|

−(N + c)E(t) ≤ L(t) ≤ (N + c)E(t),

nous choisissons N assez grand et nous posons, c1 = −(N + c), c2 = (N + c), nous trouvons

c1E(t) ≤ L(t) ≤ c2E(t), ∀t ≥ 0 (3.26)

donc L(t) et E(t) sont équivalentes.

2) Nous démontrons maintenant (3.24). Alors pour certains c1, c2 > 0, et en utilisant

(3.2), (3.9), (3.11), (3.16), (3.25) et en prenant ε1 =
2ρ

N1

, ε3 =
DG

4
N3, nous arrivons à

L′(t) ≤ −
[
4βN − cN1(1 +N1)− c

(
1 +

1

ε2

)
(N2 +N3)− c

(
N3 +

1

ε2

)]
‖ st ‖2

− 4γN1 ‖ s ‖2 − [3DN1 − c(1 +N2 +N3)] ‖ sx ‖2 −ρ ‖ wt ‖2

− [G2N2 − cN3 − c] ‖ ψ − wx ‖2 −
[
DG

4
N3 − c

]
‖ 3sx − ψx ‖2

− [Iρ − ε2(1 +N2 +N3)] ‖ 3st − ψt ‖2,

nous choisissons N3 suffisamment grand pour que

DG

4
N3 − c > 0,

et N2 suffisamment grand pour que

G2N2 − cN3 − c > 0,

de mème, nous choisissons N1 suffisamment grand pour que

3DN1 − c(1 +N2 +N3) > 0.

Ensuite, nous choisissons ε2 suffisamment petit pour que

Iρ − ε2(1 +N2 +N3) > 0
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que

4βN − cN1(1 +N1)− c
(

1 +
1

ε2

)
(N2 +N3)− c

(
N3 +

1

ε2

)
> 0.

donc, certains d > 0

L′(t) ≤ −d[‖ st ‖2 + ‖ s ‖2 + ‖ sx ‖2 + ‖ ψ − wx ‖2 + ‖ 3sx − ψx ‖2 + ‖ wt ‖2

+ ‖ 3st − ψt ‖2], t ≥ 0. (3.27)

En utilisant (3.1), (3.26) et (3.27), nous obtenons

L′(t) ≤ −λL(t), ∀t ≥ 0. (3.28)

Une simple intégration de (3.28) sur (0.t)

L′(t)

L(t)
≤ −λ

∫ t

0

L′(t)

L(t)
dt ≤

∫ t

0

−λdt,

nous obtenons

lnL(t) ≤ −λt+ c,

d’où

L(t) ≤ L(0)e−λt.

Comme L(t) et E(t) sont équivalentes, alors

c1E(t) ≤ L(0)e−λt.

E(t) ≤ L(0)

c1

e−λt.

En posant a =
L(0)

c1

, nous trouvons

E(t) ≤ ae−bt, t ≥ 0.

Ce qui vérifier l’inégalité (3.24), d’où la démonstration du théorème 3.1.
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Conclusion

Dans notre travail on a étudier la stabilité exponentielle des poutres laminées avec glisse-

ment inter-facial, on a prouver l’existence et l’unicité de la solution par la théorie des semi-

groupes et la stabilité exponentielle, par rapport à un nombre de stabilité précis
G

ρ
− D

Iρ
= 0.
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