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Abstract

In this manuscript we are interested in the studying the exponentielle stability of lami-
nated beams with interfacial slip, with a unique dissipation, we discuss the regularity of
the solution using the theory of semi-groups, in addition, to studying the stabilization
using the energy theory which is based on the construction of a new functional equivalent
to energy functional called Lyapunov functional.

Key words: Laminated beams, interfacial slip, damping, exponential stability, Lyapunov functional.

Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons a 1’étude de la stabilité d’un systeme élastique
modélisant des poutres laminées avec glissement inter-facial. Nous discutons la régularité
da la solution en utilisant la théorie des semi-groupes et nous étudions la stabilité par
la méthode des multiplicateurs basée sur la construction d’une nouvelle fonctionnelle
équivalente a la fonction énergie appelée Fonctionnelle de Lyapunov.

Mots clés: Poutres laminées, glissement inter-facial, amortissement, stabilité exponentielle, Fonction-
nelle de Lyapunov.
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Introduction

En mécanique, les mouvements vibratoires sont souvent nocives a la structure. Pour
cela, des amortissement de différents types ont été élaborés et incorporés directement dans
le systéme, sur la frontiére. Par exemple, les amortissement de type friction, thermique ou
viscoélastique. Ainsi, dans les application il est crucial que la stabilisation se produit trés
rapidement, afin d’empécher les dommages possibles de la structures ou de son fonctionne-
ment.

Dans [7] hansen et Spies ont dérivée un modeéle pour une structure de deux poutres iden-
tiques d’épaisseur uniforme avec une couche adhésive (d’épaisseur et de masse négligeables),
colle les deux surface adjacentes de maniére a permettre un glissement tant qu’elles sont en
contact continu I'une avec 'autre. la couche adhésive produit une force de rappel supposé
proportionnelle a la quantité de glissement. Le modéle obtenu est appelé poutres lamellaires

et est donné par :

pwy + G — wy), = 0,
Ip(gstt - 77btt) - D(Ssxz‘ - wx:c) - GWJ - wx) = 07 (1)
31,51 — 3DSye +3G(Y — wy) + 4ys + 485, = 0,

ot w = w(z,t) est le déplacement transversal,

1 = (x,t) est angle de rotation,

s = s(x,t) est proportionnel a la quantité de glissement le long de 'interface.

Les paramétre positif p,I,, G, D et v sont le moment d‘inertie de la masse volumique, la
rigidité de cisaillement, la rigidité a la flexion et la rigidité adhésive, respectivement le para-
meétre non-négatif 5 est appelé amortissement adhésif ou structurel a I'interface.

Les équations de ce systéme sont du a la théorie des faisceaux de Timoshenko.

De plus, la troisiéme équation dans (2) est couplée aux deux premiéres décrivant la dyna-
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Introduction

mique du glissement inter-facial et elle contient 'amortissement de frottement interne 5 > 0.
Il est essentiel de noter que lorsque s = 0 on obtient le systéme standard de Timoshinko,
voir [?] et [14].

Lo et Tatar [9] ont considéré (1) avec un amortissement de frottement supplémentaire (w;)
dans la premiére équation et ont obtenu un résultat de stabilité exponentielle. Dans le méme
article, ils ont considéré (1) (avec d = 1) en présence de deux amortissements viscoélastique,

soit :

(

¢
pwy + G —wy), + G/ h(t — r)wg,(r)dr =0,
0

L350 — ) — (35 — 1) aw — G(¥) — wy) + / h(t —1)(3s — ¥)eu(r)dr =0,  (2)
0
\ 31,514 —3DSyy + 3G(Y — wy) + 4ys + 485, = 0,

ot la fonction de relaxation satisfait £ = 1 — / h h(r)dr > 0 et ont obtenu une stabilité
exponentielle & condition que la stabilité fournieol — ¢ en soit suffisant. Précédemment dans
[10], ils ont considéré (3) sans amortissement viscoélastique dans la premiére équation et ont
obtenu un résultat de décroissance exponentielle a condition que I, = % et G satisfaisaient
certaines hypothéses. Nous renvoyons le lecteur au [5],[6], [8], [L1], [12], [13], [15] et les

références qui sont citées pour quelques autres résultats.

Dans ce travail nous étudions le systéme suivant :

4

pwu + G — wy), =0,

1,354 — Yut) — D(3800 — Yaa) — G(¢ —wy) =0,

31,51 — 3Dy + 3G (¢ —w,) +4ys + 485, =0,

w(0,t) = Y.(0,1) = 5,(0,t) = we(1,¢) = (1,t) = s(1,£) =0, >0,

s(x,0) = so, s¢(x,0) = s, xz € (0,1),
\ w(z,0) = wo, wy(x,0) = wy,Y(z,0) = o, Yi(x,0) = 1y, x € (0,1).

et nous montrons qu’il est exponentiellement stable si est seulement si les vitesses de propa-

gations sont égales, c’est a dire :

G D
p 1,
Notant que tout au long de ce mémoire nous utilisons la norme suivante :

1 1
(1, 0) = / wdr 5 ulP= / ul?de
0 0

oit {.,.) et || . ||* sont respectivement le produit scalaire et la norme sur L*(0, 1), de plus,

nous utilisons ¢ pour désigner une constante positive générique.

8



Introduction

Ce travail se compose de trois chapitre :

Dans le premier chapitre, nous présentons des définitions et des théorémes trés utiles.
Quand au deuxiéme chapitre, nous démontrons l‘existence et 1‘unicité de la solutions du
systéme considéré.

Enfin dans le dernier chapitre, nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour prouver

notre résultat de stabilité exponentielle.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions concernant les espaces de Sobolev
et les résultats de quelques inégalités, qu’on utilisera ultérieurement. Aussi, nous donnons
brievement, les définitions et quelques lemmes qui nous seront trés utiles pour la suite de

notre travail.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1. ///
Soit Q un ouvert de R", on définit l’espace de Sobolev :

LY(Q) = {f mesurable sur ) tel que/ | f]dQ2 < 400}
0

Définition 1.2. ///
Soit 0 un ouvert de R", on définit [’espace de Hilbert :

L*(Q) = {f mesurable sur 2 tel que/ |f|?d2 < +o0}.
Q

Définition 1.3. ///
Soit Q un intervalle de R", on définit ’espace de Hilbert :

HY(Q) ={ue L*(Q) tel que u € L*(Q)}.

HY(Q) ={uec H(Q) telque u=0 sur 00N}

1.2 Quelques inégalités utiles

Soit €2 un intervalle de K.

10



1.3 Quelques théorémes utiles

1.2.1 Inégalité de Young

1 1
Soient p et ¢ deux réels vérifiant — + — = 1 alors :

b q
1
Y(f,g) € (LP(Q) qu(Q))Q,V5>O,/ |fgldx < E/ | fP|dx + — / lg?|dx.
Q P Ja qger Ja

Sip=qg=2ona:

W(f.0) € (W@)Ye >0, [ (fgldn < 5 [ |Pldat 5 [ [atlar

1.2.2 Inégalité de Poincaré

Soit €2 un domaine borné de R, alors il existe une constante positive ¢ telle que :

lull iy < ellv| 20y, Yu € Hy(Q).

1.2.3 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soient f et g deux fonctions dans L*(Q)

[1ssiae< ([ 15 dsc)é (f |g|2dsc)é

1.3 Quelques théorémes utiles

1.3.1 Théoréme de Hille-Yosida|4]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout
ug € D(A) il existe une fonctionnnelle u € C*([0, +-o00[; H) N ([0, +oo[; D(A)) unique tel que :

d

d_ltL +Au=0 sur [0,4o0],
u(0) =uo  (donnée initiale).

De plus on a

()] < fuol et |Ge0)| = Au(t) < | Auo| ¥t >0

1.3.2 Théoréme de Lax-Milgram [4]

Définition 1.4. Soit a : E x E — R une forme bilinéaire, on dit que :

e a est continue sur E s’il existe une constante c, telle que

Vr,y € B, a(z,y)| < call|lellylle,

11



Chapitre 1. Notions préliminaires

e a est ceercive s’il existe une constante o telle que
Ve € B ayllz||} < alz, x),

® a est symétrique si

Vye E a(y,z) = a(z,y);

Théoréme 1.1. Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout

fe H', il existe u unique tel que :

a(u,v) = (f,v) veH.

12



Chapitre 2

Position du probléme et sa régularité

Dans ce chapitre nous définissons le probléme & étudier, puis par la théorie des semi-

groupes nous démontrons 'existence et I'unicité.

2.1 Position du probléme |[2]

Soit le systéme suivant :

pwy + G(Y —w,), =0, dans(0,1) x (0, 00),
1,354 — Yu) — D(3830 — Yuy) — G —wy) =0, dans(0,1) x (0, c0),
31,51 — 3Dy + 3G(¢Y — wy) + 4ys + 485, = 0, dans(0,1) x (0, 00),
w(0,t) = ,(0,t) = 5,(0,t) = w,(1,t) =0 =1(1,t) = s(1,t), t>0,
s(x,0) = so, s¢(2,0) = s1, x € (0,1),
\ w(z,0) = wo, wi(x,0) = wy,Y(x,0) = o, Yi(x,0) = 1y, z € (0,1).
(2.1)

Ou

D,G,1,,p,v, 3 sont des constantes positives.
w = w(x,t) est le déplacement transversal,
Y = 1(x,t) est angle de rotation,

s = (x,t) est proportionnel a la quantité de glissement le long de Uinterface,

13



Chapitre 2. Position du probléme et sa régularité

2.2 L’existence et I'unicité de la solution

Dans cette section, on va utiliser le théoréme de Hille-yosida pour démontrer I'existence
et 'unicité de la solution du systéme (2.1)

Soit I'espace de Hilbert suivant :
H = [Hy(0,1) x L*(0, ),
I'espace H est muni du produit scalaire

1
(b d)u = / [outt + D&, + 1,00 + 3Ds,S, + 31,22 (2.2)
0

+ G(3s — & —w,, 35 — £ — w,)]dx

telle que ¢ = (w,u,&,v,8,2,)" et ¢ = (w,4,&,,5, 2)"

Ainsi le systéme(2.1) peut efre réécrit sous la forme :

d
E(ﬁt = .A¢(t),t > O,

(2.3)
d(0) = ¢o = (wo, w1, 380 — Yo, 351 — U1, 50, 51)

ou l'opérateur A : D(A) C H — H est défini par :

u
—%(33 — & — Wy,
o (D + G35 — €~ wy)) |
p
1 dy 4B
I—(Dsm —GBs—§&—w,) — 35~ 38

p

Otu=w, E=3s—Y,v=E&, et 2 =9

Le domaine de l'opérateur A est donné par :
D(A) := [Hy(0,1) N H*(0,1) x Hy(0,1)]

Clairement, D(A) est dense dans H. Ainsi nous obtenons le résultat d’existence et d'unicité

suivant :

Théoréme 2.1. Soit ¢y € H, alors il existe une unique solution faible ¢ € C(RT,H) du
probleme (2.3). De plus, si ¢y € D(A), alors ¢ € C(RT, D(A)) N CHRT, H).

14



2.2 L’existence et ’unicité de la solution

Preuve 2.1. Nous allons montrer que l'opérateur A est un opérateur monotone mazximal.
C’est o dire que A est dissipatif et [ — A est surjectif.
1) A est dissipatif : Pour ¢ = (w,u,&,v,s,z) € D(A), montrons que

(Ag, d)3 <0 (2.4)

Le calcul direct et le produit scalaire (2.2) donnent

1

(A, G)n = _G/01(35 —§ — wy)udy +/

1
v&dr + / (D& + G(3s — € — wy)dx
0 0

1 1 1
+ 47/ zsdx + SD/ ZpSgdx + G/ (3s — & —wy)(3s — & —wy)dx
0 0 0
1
+ / (3D5Sze — 3G (35 — & — wy) — 4ys — 4fs;)zdx
0
En intégrant par parties sur (0,1) et en simplifiant les termes nous arrivons a

(Ad, @) = —48 || s¢ |72

ce qui prouve (2.4).
2) I — A est surjectif : Autrement dit, pour chaque H = (hy,...,h¢)" € H, nous devons
trouver ¢ = (w,u,&,v,s,2)" € D(A) satisfaisant(I — A)p = H qui équivalent  :

(

w—u=hy € Hy(0,1),

G
U+ ;(35 — & —wy)e = ho € L*(0,1),
£ —v=hy € Hy(0,1),

v %(ng G35 — € —w,)) = hy € L*(0,1),
p

s—z=hs € H)(0,1),
Ay 4B

1
— (Dsyy — —e—w,) — s - Ty = hg € L2(0,1
\ z Ip( Spz — G(3s — & — wy) 357 3 s¢) = heg € L7(0,1)

G
de w—u=hy et de u+ —(3s — & — wy), = he, nous obtenons

G G
W— —Wee =h € L*(0,1),0u h =hy +hy — —1) (2.5)
p p
nous reformulons (2.5) comme suit.
G 1
(W — —Wyy, kY2 = / hkdz, pour tout k€ Hy(0,1)
p 0
En intégrant par parties, nous arrivons a

1
(w, k)2 + %(wx, ky)p2 = / hkdz, pour tout k € H(0,1) (2.6)
0

15



Chapitre 2. Position du probléme et sa régularité

Ainsi nous définissons le probléeme variationnelle
T(w, k) = T(k) pour tous k € Hy(0,1) telles que
G
T:Hy(0,1) x Hy(0,1) — R, T(w,k) = (w, k) + —(w,, k)
P
ot (.,.) désigne le produit scalaire dans L*(0,1) et
T:Hy0,1) — R, T(k) = (h,k)
1l est facile de montrer que T est continue et coercive et que la forme linéaire T est continue.
En appliquant le lemme de Laz-Miligram, le probléme (2.6) admet une unique solution w €
H;(0,1) pour tout k € Hy(0,1).
Par la densité de Hy(0,1) dans L*(0,1) et en appliquant le théoreme de Agmon-Douglis-
Nirenbeg [3] nous trouvons que w € H*(0,1), ainsi w € H*(0,1) N Hy(0,1).
Maintenant a partir de :

€ —v=nhs e H0,1)

et de
1
v— [—(szgC +G(3s — & —w,)) = hy € L*(0,1);
p
nous obtenons
D, , 1
p p
On peut reformer(2.7), comme suit
D . Lo A
(€ — T k)2 = / hkdz, pour tout k € H}(0,1).
P 0

avec un raisonnement analogue o ce qui a €té fait précédemment, nous aurons :
€€ H*0,1) N Hy(0,1)
ce qui tmplique
s,v € H*(0,1) N Hy(0,1),
Notons que w —u = hy € H& mmplique u € H&(O, 1).
De la méme maniére, & —v = hg € Hy(0,1) impliques v € Hy(0,1).
Et d’apres v = (3s — ), € Hy(0,1), 8,9, € Hy.
Finalement (w,u,&,v,s,z) € D(A).
Donc lopérateur I — A est un surjectif.

A dissipatif et I — A surjectif. Alors d’apres le théoréme de Hille-Yosida, le probléme (2.3)

admet une solution unique.

16



Chapitre

Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode de multiplicateur pour démontrer la
stabilité exponentielle du systéme (2.1), le principe de cette méthode est de construire une
nouvelle fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, équivalente & I’énergie classique et

qui décroit exponentiellement.

3.1 L‘énergie du systéme

Lemme 3.1. L‘énergie définie par

1
E(t) = 5lp || w 12 +1, [ 35 — v I +D || 350 — 4 |,
+G Y —wy [P +3L, || se [IP +3 || Dsy I +4v [ s 7], t >0, (3.1)
satisfait
d 2
EE@) =—45 | s |°’< 0, t>0 (3.2)

Preuve 3.1. En multipliant la premiére équation du systéme (2.1) par wy, la deuziéme par
14 p q Y p t p
(3sy — y) et la troisieme par sy, en intégrant sur(0.1) et en utilisant [’intégration par partie

et les conditions aux limite, nous trouvons

1 1

d

p/ wpwedr + G/ (V) — wy)pwidr = g7 | wy | =G < i, — wy >= 0. (3.3)
0 0

N

1 1 1
Ip/o (384 — W) (3¢ — Yy )daw — D/o (3Su — Yaz) (38 — Yy )dx — G/O (Y —w,)(3sy — )dx

I, d D d
= 2 B = 4 1350 [P ~G < 9 — i, B, — e >= 0

(3.4)

17



Chapitre 3. Stabilité exponentielle

1 1 1 1 1
3[,;/ suSdr — 3D/ SppSidx + SG/ (Y — wy)sdx + 4/ vssidx + 4/ Bssidx
0 0

3, d I's 3D d
2 dt 2 dt

se |l + I'so I* +3G < 50,9 — w, > el I's I* +45 || s [*=0, (3.5)

2 dt
la combinaison de(3.3)-(3.5) et Uutilisation de

Gd

2 —

—G (Wi, Y — Wy) — G — Wy, 35 — y) =

donne (2.3)

3.2 Les fonctionnelle de la fonction de Lyapunov
Lemme 3.2. Soit la fonctionnelle :

Fi(t):=31,< s;,s > +28 | s ||> =3p < wy, s >, t >0, (3.6)
et soit (w, v, s) solution de(2.1). Alors pour tout e > 0,

d 1
LR < -3D 5, 2ty | s 42 | | +c(1 n ;> Is i t20,  (37)
1

ol Wy :/ wy(y)dy.
0

Preuve 3.2. En dérivant F(t)

2 (R0) = 2 (3000 + 281512 =30t ).

nous trouvons
1 1 1 1 1
Fi(t) = 3[,,/ sy sdx + 3Ip/ sidr 428 | s*dr — 3p/ Wy sdr — 3p/ Wy Sydx.
0 0 0 0 0
En utilisant la troisiéme équation du systéme(2.1),
31,54 = 3Ds,; — 3G(Y — wy) — 4ys — 40s,.
nous obtenons
1 1
Fl(t) = / [3Dsms — 3G (Y —w,)s — 4ys* — 4631,,8} dr + SIp/ stdx
0 0

1 1 1
+ 44 s¢sdx — 3p/ Wy sdx — 3p/ wysdzx.
0 0 0

18



3.2 Les fonctionnelle de la fonction de Lyapunov

Soit Wy = / wtt(y)dy
0

A partir de la premiére équation du systéme (2.1) nous trouvons
G
wy(y) = ;(¢ — wy),

et en intégrant par partie nous arrivons a

1 1 1 1
Fl(t) = BD/ SppSdr — BG/ (¢ — wy)sdr — 47/ s?dr — 4ﬁ/ spsdx
0 0 0 0

1 1 1 1
+ SIp/ sidx + 46/ s¢sdx — Sp/ Wy sdx — Sp/ Wy Sidx
0 0 0 0

1 1 1 1
= SD/ SyzSdT — BG/ (Y — wy)sdr — 47/ s*dx + SIp/ stdx
0 0 0 0

1 Le. 1
- 3p/ (/ ——( - wy)ydy) sdx — 3p/ Wy spd
0 o P 0

= =3D || s, ||? =3G(¢) — wy,s) — 4y || s ||> 431, || s¢ |I”
+ 3G (W) — wy, s) — 3p(1wy, St).
En fin
Fi(t) = =3D || s > =4 [| s II” +31, || s¢ II” =3p(wy, s1).

En utilisant inégalité de Young et Cauchy-Schwarz, nous obtenons

9 2
3p < s > e w5 s | (3.8)
€1
Ce qui donne (3.7)

G D
Lemme 3.3. Supposons — = T Alors pour toute solution (w,,s), de (2.1) la dérivée
P P

de la fonctionnelle

Fy(t) = —=3pD < wy, s, > +31pG < tp —w,, 8¢ >, t >0,

satisfait, pour tout €5 > 0, l’estimation

dt
Preuve 3.3. La dérivée de Fy(t) :

%(Fﬁ)) = %( — 3pD(wy, 82) + 3L,G (Y — wy, 3t>>-

d 1
—F(t) < —G* || Y —wy ||? +e2 || 350 — U ||* +c || 52 |? +c(1 + Z) | s¢ ||, t>0. (3.9)
1

est

1 1
Fy(t) = —3,0D/ Wy Sdr — 3pD/ Wy Sgpd
10 ’ 1
+ 3IpG/ (Y — wy )y sedr + 3[pG/ (Y — wy)sydx.
0 0

19



Chapitre 3. Stabilité exponentielle

En utilisant la premiére et la troisiéme équation du systéme(2.1)
PW = _G(¢ - wx)x

31,54 = 3Ds,y — 3G(Y — wy) — 4ys — 48s,.

D
En intégrant par partie sur (0.1) et en gardant a lesprit la relation — = — nous trouvons
p p

1 1
Fy(t) = —SDG/(@/J — Wy )Syppdr — SpD/ WiSpdx + SIpG/ wysidx
1 1 " 01
+ 3[pG/ wySpdx + SIpGD/ (Y — wy)Sppdr — 3G2/ (VY — w,)dx
0 0 0
1
- 466’/(1/} — Wy )Sdr — 4'yG/ (Y — w,)sdx.
0
L utilisation de 1y = —(3s; — ¥y) + 384, donne
1 1
Fy(t) = 31,G / [—(3s¢ — ) + 3s¢)s¢dw — 3G? / (¢ — w,)?dx
’ : ¥
—45G/ (Y — wy)sdr — 47G/ (Y — wy)sdz.
0 0
C’est a dire
d
12t = —3G? || ¢ —w, || 4G (¢ — w,, s) — ABG (Y — wy, 51)
‘I‘glpG || St ||2 —3]pG<3St — wtv St>. (310)
Par 'inégalité de Young et Poincaré nous obtenons

— G —wy,5) SG ¥ —ws | +497G | s |17, (3.11)

—4BG () — wy, 8.) < G || ¥ — wy ||? +4B8°G | s¢ || (3.12)

2

2, 91
—31,G (35t — P, 81) < &2 || 3se — P || +

2
. 1
s (3.13)

la combinaison de (3.10)-(3.13) donne (3.9).

D
Lemme 3.4. Supposons — = T Alors pour toute solution (w,, s) de (2.1) la dérivée de
P p

la fonctionnelle

F3(t) = —pD(3sy; — s, wy) + 31,G(35 — 1, 5¢) — 1,G(3s; — Yy, wy), t >0,

satisfait, pour tout, 5 > 0, l’estimation

d DG 1
= Fy(t) < ——= | 350 = I e || 35t — ¢ || +e(L+ —) || s |I”
dt 2 €9

dcll se ||* e | v —w, ||?, t>0. (3.14)
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3.2 Les fonctionnelle de la fonction de Lyapunov

Preuve 3.4. En différenciant F(t), en utilisant la premiére et la troisieme équation du

systéeme (2.1) et en intégrant par parties nous trouvons

1 1 1
Fi(t) = —pD/ (384t — Yy )wydx — pD/ (38, — V) wydr + BIPG/ (3sy — ) spdx
0 0 0
1

1 1
+ 3IpG/ (38 - Q/J)Sttdl' - IPG/ (SStt - 1/)tt)wxdx - ‘[PG/ (38t - 1/)t)wztdx
0 0 0

1 1 G
= —pD/O (384t — V) wydx — ,OD/O (385 — ¥z) < — ;W — w:c)x) dx
! ! D G 4ry 43
+ 3IPG/0 (3sy — V) spdx + 3GIp/O (3s — 1) (I—psm — j_—p(w — W, ) — 3—1_[)5 — 3—Ipst) dx

1 1
— G[p/ (3Stt — wtt)wrd:x + GIp/ (33tt — @Dtt)thdx
0 0
=-DG || 331’ - ¢x ||2 +3IPG<3315 - ¢t7 3t> - 3G2<3S - Tﬁ, ¢ - wx)
—4vG (35 — 1, 8) — 4BG(35 — 1, 81) — G*( — Wy, w,) + (1,G — pD) (352t — Yut, wy)

En utilisant le fait que

Wy = — (Y —wy) + 9, (3.15)
w, = —(1 —w,) — (3s — ) + 3s, (3.16)
et en considérant [’hypothése — = T nous obtenons

p

d
T (1) = =DG || 35, =y ||* +31,G (351 =, 50) = 2G*(3s =, — wy)

_47G<38 - ¢7 S> - 4BG<3$ - wv 3t> + G2 ” ¢ — Wy H2 _3G2W — Wy, wx>7
Uestimation(3.14) est obtenu par les inégalités de Young et Poincaré.
Lemme 3.5. Soit (w,,s) solution du systeme (2.1). Alors la dérivée de la fonctionnelle
Fy(t) = =3p(w,,w) — 3L,(s;, ) = 68 || s ||*, >0,
satisfait, pour tout g9, €3 > 0, l’estimation
d
g Fat) < =3p || we 1 +ea || 3s: — e |1 +ea || 350 — ¢ 1P e || ¥ —wy |2
1 , (1 1 ,
tel 14+ — ) | s ||°+cl —+ =) |Is | t>0. (3.17)
€3 €2 &3
Preuve 3.5. En différenciant Fy(t)
(7)) = S ( ~ 3plun,w) — 81,050) — 68 | s |
dt 4 - dt P {Wt, W p St ) )
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

nous obtenons
1 1 1 1 1
Fi(t) = —3,0/ wywdr — 3p/ widx — 3],,/ Spdr — SIp/ sthedx — 65 | 2s4sdx.
0 0 0 0 0
En utilisant la premiére et la troisiéme équation du systeme (2.1), et
= —(=3s—1)+3s, ¥, = —(3s, — Yy) + 384, Y = —(3s; — ) + 354
et en intégrant par partie sur(0,1) :
1« 1 1
ﬂwz—w/—-w—wmwm—w/ﬁ@M—/[—£MNﬁmw—w>
0 P 0 0

1 1
+ 4dvys + 4ﬁst1 Ydr — 3Ip/ s¢hpdx — 1203 sgsdx
0 0

1 1 1
= —3p/ ( — g(w — wz)x> wdx — 3,0/ w?dx — 3[,)/ <25m — g(w — wy)
0 0 IP IP
5 Vv 125/ 31 / bed
BIP’}/S 3[ — St X SSt — StV AT

1
= —3G/ (Y — wy)widx — 3p/ 2dx + 3D/ ( (3s¢ — ) + 3st) dx
0

3/1G(¢—wm)(—(3s—¢)+3s>dx+47/0 ( (38—¢)+3s>sd:1:

0
1 1 1
+ 46/ < — (3s =) + 33) s¢dr — 126/ sesdx — 3Ip/ ( — (3s¢ — Yy) + 3St) syd,
0 0 0

d
ZFu(t) = =3p [we [P +3G | —wa [P =91, [ 50 [* +9D || 0 [ +127 || s |

+31,(3s; — Y1, 5¢) — 3D (35, — Wy, Sp) — 4y(3s — 0, 8) —4B(3s — ¢, 5,), t > 0.  (3.18)

En utilisant ["inégalité de Young et Poincaré, nous obtenons

31,(3s; — by, 51) < €2 || 3sp — Uy 12 +i—2 e (3.19)
~8D(8s0 0] < 2 B P4 | (3:20)
—m&—u@s%n%xwm21” o (3:21)
4385 — v < 23— 1P+ s P (322)

Substituant (3.19)-(3.22) dans (3.18), nous obtenons (3.17).
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3.3 Résultat de stabilité

Lemme 3.6. Soit (w,,s) solution du systeme (2.1). Alors la dérivée le la fonctionnelle
F5(t) = —Ip<38—¢,38t—¢t>, tZO,
satisfait ’estimation
d

Eﬂﬁ)S—%H3%—¢HF+CH%x—¢HV+CH¢—wxW7tZU (3.23)

Preuve 3.6. Comme dans les lemme précédents, lestimation (2.23) s’ensuit facilement
grace au systéme (2.1), linégalités de Young et Poincaré.

Maintenant, nous énongons et nous démontrons le résultat principal de ce travail.

3.3 Résultat de stabilité

On définit la fonctionnelle de Lyapunov L et ou montre qu’elle est équivalente a la

fonctionnelle énergétique F

P G D o »
Théoréme 3.1. Supposons — = T Alors il existe deux constantes positives a et b telles
P

que lénergie E(t) définie par (3.1) vé’)m'ﬁe
E(t) <ae™®, t>0. (3.24)
Preuve 3.7. On définit une fonctionnelle de Lyapunov
L(t) = NE(t) + N1 Fi(t) + NoFy(t) + N3 F3(t) + Fu(t) + F5(t). (3.25)

Ou N, Ny, Ny, et N3 sont des constantes positives a choisir soigneusement plus tard.

1) Démontrons l’équivalence entre L(t) et E(t), soit
|L(t) — NE(t)| = N1 Fi(t) + NoFy(t) + N3F3(t) + Fy(t) + F5(t),

on pose |G(t)| = |L(t) — NE(t)|, alors

1 1

1 1
|G(t)] < |N1(31p/ sesdx + 2,6’/ s*dx — Sp/ wesdr)| + |N2(—3Dp/ WS d
0 0 0 0
1 1 1
+ 3IpG/ (v — wy)sdz)| + |N3(—pD/ (385 — g )wedz + 3IpG/ (3s — ¢)sidx
i . 1 "
— GIP/ (3sy — ) wydx)| + | — 3p/ wywdxr — 3Ip/ sppdr — 66/ s*dx|
0 0 0 0

1
-1, / (35 — ) (350 — u)dal,
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

d’apres linégalité de young et cauchy-schwartz :

3N, (! 1 ! 3Nip [*
IG(t)| < 21p/0 AR NI, / ]s|2d:1:—|—2ﬁ/ |s]2da:+—1p/0 |s|*dx
1 Lo 2
+6N1p/ lw| dx+ / |wy|? d:B+6ND / |5z |“dx

3N2GI ng
A /|1/) w dx+6NIG/ 52z + /|3 — s

3N
2 31LpG o2
+ 2N3PD/0 |w|[*dx + ——— / |3s — 1| dqﬁLGNIG/ AR
I 1
—G/ |3St—wt2 2[G Qd.flj‘{‘_/ ‘wt’2d$+_/ |w\2

/|st| dx+—/ Yl dx+66/ 52 + L2 /|3s—¢| da

|33t ¢t| dx

2]

3N2pD 1 3p /1 ) N3I,G 1 /1 )
< — d - - d
>~ < 5 + 2N3pD + 5 ) ; |'U)t| T+ 5 + 2]p . ’3515 "Lpt| T
N3D ! Nyl !
( 3 p) / |3Sx—¢x\2d33+ (M) / |w—wx|2dl‘
2 0 2 0
3N 1, 1 1 31, /1 5 1 /1 )
* ( > TONL,G TGN LG 2 ) | lsldet (Gr,p ) ), 1l
( 1

3N !
+ 2N, 8+ 1’)—65)/ |s|2d.
p 0

3N,D 1 ) NgG
> TaN,Dp )/ |pwt|dw+( 212)/ o(3s: = )l do
N. ! Nol,
T3p>/ \D(Bsx—wm)2|dm+<3 2 )/ |G (¢ — wx) |dx
0

Ny 1 1 1 ) /1 )
mal - Ls2|de + [ =~ Ds?|d
* ( 6 ' 2N,IZG | 2NI%G 2)/0 3yt + <2N2pD2) | [3Dsslde

1 N 3N 3 !
+ 1ﬁ + 110 + _ﬁ / |4’)/32’dx
24N 1,y 27y 2y 2y /) Jo

C 1 & 1 C 1
Gl <5 [ loutido+ 5 [ 15— wPlde+ 5 [ 1D(Es, — va)?lds
0 0 0
C 1 C 1 C 1 C 1
+—/ |G(1/J—wr)2]dx+—/ |3]psf|dx+—/ |3Dsi|dx—|——/ |45 |da,
2 0 2 0 2 0 2 0

ainsi, ¢ > 0 telle que
1
1
G(t) <c / Sllowt + 1,35t = ) + D(3sy = va)* + G — wy)* + 31,57 + 3Ds;
0

+ 47s?)|dx.
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3.3 Résultat de stabilité

C’est-a-dire

G()] < c[E()],VE =0
|L(t) = NE(t)] < c|E(1)]
[L(t)] < NIE@)] + [ E()]
[L(t)] < (N + )| E(t)]
—(N+0)E(t) < L(t) < (N + ) E(1),

nous choisissons N assez grand et nous posons, ¢; = —(N +c¢), ca = (N + ¢), nous trouvons
aBE(t) <L) <cE(t), VYt>0 (3.26)

donc L(t) et E(t) sont équivalentes.
2) Nous démontrons maintenant (3.24). Alors pour certains cy,co > 0, et en utilisant
2p DG

(3.2), (3.9), (3.11), (3.16), (3.25) et en prenant 1 = N TNg, nous arrivons a
1

L'(t) < — |4B8N — eNy(1+ Ny) — ¢ (1 + 5—12) (Ny + N3) — ¢ (N3 + 8—12)} | s |2

— 49N || s [ = [BDN: — e(1+ No+ Ny)] || sz [|* —p [ wr |

DG
(6N et o= P = | PN = ] 135, - |

— [I, —ea(1 4+ No+ N3)] || 3sp — o |I?,

nous choisissons N3 suffisamment grand pour que

DG
TNB —Cc> 0,

et Ny suffisamment grand pour que
G*Ny — ¢N3 — ¢ > 0,
de meéme, nous choisissons Ny suffisamment grand pour que
3DN; —¢(1+ Ny + N3) > 0.
Ensuite, nous choisissons e9 suffisamment petit pour que

Ip—€2<1+N2+N3)>0
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que

1 1
46N—CN1(1+N1)—C<1+8—) (N2+N3)—C(N3—|—€—) > 0.
2 2

donc, certains d > 0

L'(t) < =dlll se [P+ 1 s 1*+ 1 so 1P+ 1 ¢ = wa 1P+ 11 350 — ¢ I* + ]| we [[?

+ [ 35— |IP], ¢ >0. (3.27)
En utilisant (3.1), (3.26) et (3.27), nous obtenons
L'(t) < =AL(t), Vt>0. (3.28)

Une simple intégration de (3.28) sur (0.t)

L'(t)
L(t) s A
t L/(t) t
/0 L(t) dtg/o —\dt,

nous obtenons
d’ot

Comme L(t) et E(t) sont équivalentes, alors
aE(t) < L(0)e ™.

E(t) S L(O) 6_>\t.

En posant a = —=, nous trouvons
1

Ce qui vérifier l'inégalité (3.24), d’ou la démonstration du théoréme 3.1.
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Conclusion

Dans notre travail on a étudier la stabilité exponentielle des poutres laminées avec glisse-
ment inter-facial, on a prouver ’existence et ['unicité de la solution par la théorie des semi-

groupes et la stabilité exponentielle, par rapport a un nombre de stabilité précis — — 7=
P
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