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Aṡfi‹m`affl L`a˛h˚i`o˘u`e¨l



Abstract

In this dissertation, we will focus on the study of real

and fractional integral inequalities.

In the first chapter, we recall some definitions of

classical and generalized convexity.

In the second chapter, we quote some results already

known in the literature.

While the last chapter will be entirely devoted for

some new fractional parameterized Simpson-type

inequalities for functions whose first derivatives are

preinvex.

We mention that these results are submitted for

possible publication[44].

Key words:

Simpson type inequality, Riemann-Liouville integral

operators, Hölder inequality, power-mean inequality,

preinvex functions, s-convex functions, special func-

tions.



Résumé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur l’étude

des inégalités intégrales réelles et fractionnaires.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques

définitions de la convexité classique et généralisée.

Dans le deuxième chapitre, nous citons quelques

résultats déjà connus dans la littérature.

Alors que le dernier chapitre sera entièrement con-

sacré à quelques nouvelles inégalités fractionnaires

paramétrées de type Simpson pour les fonction dont

les dérivées premières sont préinvexes.

Nous mentionnons que ces résultats sont soumis pour

une éventuelle publication [44].

Mots clés :

Inégalité de type Simpson, opérateur intégrale de

Riemann-Liouville, inégalité de Hölder, inégalité des

moyennes d’ordre q, fonctions préinvexes, fonctions

s-convexes, fonctions spéciales.
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Introduction

Les inégalités intégrales constituent un domaine d’étude fascinant et solide au sein du

vaste domaine de l’analyse mathématique. Elles représentent un outil puissant très sollicité

dans divers branches de mathématiques moderne telles que la théorie qualitative des équa-

tions différentielles et des équations aux différences [13, 28, 29, 37, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51],

ainsi que dans l’estimation d’erreur de différentes quadratures en analyse numérique [7, 16, 20,

23, 24, 25, 26, 33, 36, 55].

Le calcul fractionnaire est la branche la plus efficace de l’analyse mathématique qui

traite le problème des intégrales et des dérivées d’ordres non entier. Dans ces dernières dé-

cennies plusieurs travaux traitons les inégalités intégrales sont apparus dans la littérature

[3, 9, 12, 27, 30, 31, 32, 34, 35, 39, 42, 56].

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthèse concernant les inégalités in-

tégrales de type Simpson et d’établir de nouvelles généralisations de ce type d’inégalités

intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexité classique et de

convexité généralisée pour les fonctions à une variable, une esquisse concernant l’intégration

fractionnaire ainsi que quelques identités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités inté-

grales de type Simpson.
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Tandis que le dernier chapitre sera entièrement consacré à des nouvelles inégalités de

type Simpson dans ces nouveaux résultats sont soumis pour éventuelle publication [44].
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques types de convexité classique et généralisée,

quelques classes de fonctions, certaines fonctions spéciales ainsi que quelques identités de

fonctions, concernant la convexité en peut consulter [52].

1.1 Convexité classique et convexité généralisée

1.1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a, b] ⊂ R.

Définition 1.1.1 ([52]) Un ensemble I ⊆ R, est dit convexe si pour tout x, y ∈ I et

pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

tx+ (1 − t) y ∈ I.

Définition 1.1.2 ([52]) Une fonction f : I → R est dite convexe, si

f (tx+ (1 − t) y) ≤ tf (x) + (1 − t) f(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ I et tout t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.3 ([6]) Une fonction positive f : I ⊂ R → R+ = [0,∞) est dite
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s-convexe au second sens pour un certain nombre fixé s ∈ (0, 1], si

f(tx+ (1 − t)y) ≤ tsf(x) + (1 − t)sf(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ I et t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.4 ([1]) Une fonction f : I ⊂ [0,∞) → R est dite fortement s-convexe

au second sens pour un certain nombre fixé s ∈ (0, 1] et c > 0, si

f(tx+ (1 − t)y) ≤ tsf(x) + (1 − t)sf(y) − ct(1 − t) (x− y)2

est satisfaite pour tout x, y ∈ I et t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.5 ([57]) Une fonction f : [0, b] → R est dite m-convexe où m ∈

(0, 1], si

f(tx+m(1 − t)y) ≤ tf(x) +m(1 − t)f(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ [0, b] et t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.6 ([58]) Une fonction f : [0, b] → R est dite étendu (s,m)-convexe

où s,m ∈ (0, 1], si

f(tx+m(1 − t)y) ≤ tsf(x) +m(1 − t)sf(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ [0, b] et t ∈ [0, 1].

1.1.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de la convexité

classique introduite par Hanson [14].

Définition 1.1.7 ([59]) Un ensemble K ⊆ R est dit invexe au point x par rapport à

η : K ×K → R, si

x+ tη (y, x) ∈ K

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

6



Définition 1.1.8 ([59]) Une fonction f : K ⊂ (0,+∞) → R est dite préinvexe par

rapport à η, si

f (x+ tη (y, x)) ≤ (1 − t) f (x) + tf(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.9 ([53]) Une fonction f : K ⊂ R → R est dite préquasiinvexe par

rapport à η, si

f (x+ tη (y, x)) ≤ max {f (y) , f (x)}

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.10 ([19]) Une fonction f : K ⊂ [0,∞) → R est dite s-préinvexe au

second sens par rapport à η, pour un certain nombre fixé s ∈ (0, 1], si

f (x+ tη (y, x)) ≤ (1 − t)sf (x) + tsf(y)

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.11 ([18]) Une fonction f : K ⊂ [0, b∗] → R est dite m-préinvexe par

rapport à η, où b∗ > 0 et m ∈ (0, 1], si

f (x+ tη (y, x)) ≤ (1 − t) f (x) +mtf
(
y
m

)

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

Définition 1.1.12 ([22]) Une fonction f : K ⊂ [0, b∗] → R est dite (s,m)-préinvexe

par rapport à η, où b∗ > 0 et s,m ∈ (0, 1], si

f (x+ tη (y, x)) ≤ (1 − t)s f (x) +mtsf
(
y
m

)

est satisfaite pour tout x, y ∈ K et t ∈ [0, 1].

1.2 Quelques classes de fonctions

Nous rappelons ici, les définitions d’une fonction bornée et d’une fonction lipschitzienne.
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Définition 1.2.1 ([5]) On dit que f est bornée sur [a, b], s’il existe m et M deux

constantes réelles telles que pour tout x ∈ [a, b], on a

m ≤ f (x) ≤ M.

Définition 1.2.2 ([5]) On dit que f est lipschitzienne de rapport L sur [a, b], si pour

tout x, y ∈ [a, b], on a

|f (x) − f (y)| ≤ L |x− y| .

1.3 Quelques fonctions spéciales

1.3.1 Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction spé-

ciale. Elle prolonge la fonction factorielle à l’ensemble des nombres complexes à l’exception

des entiers négatifs

Définition 1.3.1 ([54]) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

Γ(z) =
∞∫
0

e−ttz−1dt.

Remarque 1.3.1 Pour z ∈ N, on a Γ(z) = (z − 1)! = 1 × 2 × 3 × ...× (z − 1).

Remarque 1.3.2 Une propriété importante de la fonction gamma est la relation de ré-

currence suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z), z > 0.
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1.3.2 Fonction bêta

Définition 1.3.2 ([54]) La fonction bêta d’Euler est définie pour tous nombres com-

plexes x et y de parties réelles strictement positives par :

B (x, y) =
1∫
0

tx−1 (1 − t)y−1 dt.

Remarque 1.3.3 La relation entre la fonction gamma et la fonction bêta est la suivante :

B (x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) .

1.3.3 Fonction bêta incomplète

Définition 1.3.3 ([54]) La fonction bêta incomplète est définie pour tous nombres com-

plexes x et y de parties réelles strictement positives et α ∈ (0, 1) par :

Bα (x, y) =
α∫
0

tx−1 (1 − t)y−1 dt.

1.3.4 Fonction hypergéométrique

Définition 1.3.4 ([54]) La fonction hypergéométrique est définie pour Re(c) > Re(b) >

0 et |z| < 1, comme suit :

2F1 (a, b, c; z) = 1
B(b,c−b)

1∫
0

tb−1 (1 − t)c−b−1 (1 − zt)−a dt,

où B(., .) est la fonction bêta.

1.4 Calcul fractionnaire

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 ème siècle jusqu’à nos

jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début à la fin de l’année 1695

quand L’Hospital a soulevé une question à Leibniz en s’interrogeant sur la signification de
dny
dxn lorsque n = 1

2 . Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur une possible

théorie de la dérivation non entière, et à répondu à L’Hospital : ”... cela conduirait à un para-
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doxe ...”. Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaître les premières conséquences

utiles. La première tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée frac-

tionnaire est due à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.

Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de

Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non ”Approche de Riemann-Liouville”. Plus tard,

d’autres théories on fait leurs apparitions comme celle de Grünwald-Leitnikov, de Weyl et

de Caputo etc . Cette théorie n’a cessé d’attirer l’attention des chercheurs vu l’ampleur de

son champ d’application en traitement d’images, biologie, génie civil et en mécanique.

1.4.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1 ([40]) Soit f ∈ L1 [a, b], les intégrales fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville Iαa+f(x) et Iαb−f(x) d’ordre α > 0, où a ≥ 0 est définie par

Iαa+f(x) =
1

Γ(α )

x∫
a

(x− t)α−1 f(t)dt, x > a

et

Iαb−f(x) =
1

Γ(α )

b∫
x

(t− x)α−1 f(t)dt, x < b,

où Γ (α) =
∞∫
0
e−uuα−1du est la fonction gamma d’Euler.

1.5 Quelques inégalités intégrales importantes

1.5.1 Inégalité de Hölder

Théorème 1.5.1 ( [41]) Soit p > 1 et 1
p

+ 1
q

= 1. Si f et g sont des fonctions réelles

définies sur [a, b], et si de plus |f |p et |g|q sont intégrables sur [a, b], alors

b∫
a

|f (x) g (x)| dx ≤

 b∫
a

|f (x)|p dx


1
p
 b∫
a

|g (x)|q dx


1
q

.

1.5.2 Inégalité des moyens d’ordre q

Théorème 1.5.2 ([8]) Soient x = (xi)i=1,2,...,n et p = (pi)i=1,2,...,n deux strictement

positives n-uplet et soit q ∈ R ∪ {−∞,+∞}, l’inégalité des moyens d’ordre q pondérés
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par p est définie par

M [q]
n =



 1
n∑

k=1
pk

n∑
i=1
pix

q
i


1
q

pour q ̸= −∞, 0,+∞,

(
n

Π
i=1
xpi
i

) n∑
k=1

pk

pour q = 0,

min (x1, x2, ..., xn) pour q = −∞,

max (x1, x2, ..., xn) pour q = +∞.

Pour −∞ ≤ q < r ≤ +∞, on a

M [q]
n ≤ M [r]

n .

Remarque 1.5.1 La version intégrale du Théorème 1.5.2 est : pour q ≥ 1 et si |f | et

|g|q sont intégrables sur [a, b], alors

b∫
a

|f (x) g (x)| dx ≤

 b∫
a

|f (x)| dx

1− 1
q
 b∫
a

|f (x)| |g (x)|q dx


1
q

.

1.6 Quelques identités intégrales importantes

Dans cette section, nous exposerons certaines identités établies dans les papiers

[2, 10, 15, 17, 21, 43], qui représentent des résultats cruciaux dans l’étude des inégalités

intégrales.

Lemme 1.6.1 ([17]) Soit f : I ⊂ R → R une fonction différentiable sur I◦, a, b ∈ I◦

avec a < b dont f ′ ∈ L1 [a, b], alors l’identité

1
8

(
f (a) + 3f

(
2a+b

3

)
+ 3f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

= b−a
9

 1∫
0

(
t− 3

8

)
f ′
(
(1 − t) a+ t2a+b

3

)
dt

+
1∫
0

(
t− 1

2

)
f ′
(
(1 − t) 2a+b

3 + ta+2b
3

)
dt

+
1∫
0

(
t− 5

8

)
f ′
(
(1 − t) a+2b

3 + tb
)
dt


11



est satisfaite.

Lemme 1.6.2 ([21]) Soit f : I ⊂ R → R une fonction différentiable sur I◦, a, b ∈ I◦

avec a < b dont f ′ ∈ L1 [a, b], alors l’identité

1
2+2θ

(
f (a) + θf

(
a+2b

3

)
+ θf

(
2a+b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

= b−a
9

 1∫
0

(
t− 3

2+2θ

)
f ′
(
(1 − t) a+ t2a+b

3

)
dt

+
1∫
0

(
t− 1

2

)
f ′
(
(1 − t) 2a+b

3 + ta+2b
3

)
dt

+
1∫
0

(
t− 2θ−1

2+2θ

)
f ′
(
(1 − t) a+2b

3 + tb
)
dt


est satisfaite pour tout θ ∈ ]0,+∞[.

Lemme 1.6.3 ([15]) Soit f : [a, b] ⊂ R → R telle que f ′ est absolument continue et

f ′′ ∈ L1 [a, b], alors l’identité

1
6

[
f (a) + 2f

(
2a+b

3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

]
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

= (b−a)2

54

1∫
0

t (1 − t)
[
f ′′

(
2+t

3 a+ 1−t
3 b

)
+ f ′′

(
1+t

3 a+ 2−t
3 b

)
+ f ′′

(
t
3a+ 3−t

3 b
)]
dt

est satisfaite.

Lemme 1.6.4 ([10]) Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonction telle que f ′ est abso-

lument continue et f ′′ est intégrable sur [a, a+ η (b, a)], alors l’identité

F (a, b, f) = η2(b,a)
54

1∫
0

t (1 − t)
{
f ′′

(
a+ 1−t

3 η (b, a)
)

+ f ′′
(
a+ 2−t

3 η (b, a)
)

+ f ′′
(
a+ 3−t

3 η (b, a)
)}
dt

est satisfaite, où

F (a, b, f) = 1
6

(
f (a) + 2f

(
a+ η(b,a)

3

)
+ 2f

(
a+ 2η(b,a)

3

)
+ f (a+ η (b, a))

)
− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (x) dx. (1.1)
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Lemme 1.6.5 ([2]) Soit f : I ⊂ R → R une fonction différentiable sur I◦, a, b ∈ I◦

avec a < b dont f ′ ∈ L1 [a, b], alors l’identité

1
6

(
f (a) + 2f

(
2a+b

3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− Γ(α+1)

31−α(b−a)α Sα

= b−a
36

 1∫
0

(4tα − 2) f ′
(
(1 − t) a+ t2a+b

3

)
dt

−
1∫
0

(1 − t)α f ′
(
(1 − t) 2a+b

3 + ta+b
2

)
dt

+
1∫
0

tαf ′
(
(1 − t) a+b

2 + ta+2b
3

)
dt

−
1∫
0

(4 (1 − t)α − 2) f ′
(
(1 − t) a+2b

3 + tb
)
dt


est satisfaite, où

Sα = Iα(2a+b
3 )−f(a)+2α−1Iα(a+2b

3 )−f(a+b
2 )+2α−1Iα(2a+b

3 )+f(a+b
2 )+Iα(a+2b

3 )+f(b). (1.2)

Lemme 1.6.6 ([43]) Soit f : I ⊂ R → R une fonction différentiable sur I◦, a, b ∈ I◦

avec a < b dont f ′ ∈ L1 [a, b], alors l’identité

2mf(a)+(3−2m)f(2a+b
3 )+(3−2m)f(a+2b

3 )+2mf(b)
6 − 3α−1Γ(α+1)

(b−a)α Q (a, b, f)

= b−a
9

 1∫
0

(κα −m) f ′
(
(1 − κ) a+ κ2a+b

3

)
dκ

−
1∫
0

(
(1 − κ)α − 1

2

)
f ′
(
(1 − κ) 2a+b

3 + κa+2b
3

)
dκ

+
1∫
0

(κα − (1 −m)) f ′
(
(1 − κ) a+2b

3 + κb
)
dκ


est satisfaite, où m ∈ [0, 1] et

Q (a, b, f) = Iα(2a+b
3 )−f(a) + Iα(2a+b

3 )+f
(
a+2b

3

)
+ Iαb−f

(
a+2b

3

)
. (1.3)

13



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

faisant intervenir quatre points

Dans ce chapitre nous exposerons différents résultats sans démonstration concernant la

deuxième formule des inégalités de type Simpson pour différentes classes de fonctions, dans

le cas usuel et fractionnaire.

2.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonc-

tions dont les dérivées premières sont s-convexes

Dans le papier [17], Laribi et Meftah ont établi certaines inégalités de type Simpson

basées sur l’identité du Lemme 1.6.1.

Théorème 2.1.1 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] et |f ′| est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣18
(
f (a) + 3f

(
2a+b

3

)
+ 3f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

9(s+1)(s+2)

((
2
(

5
8

)s+2
+ 3s−2

8

)
(|f ′ (a)| + |f ′ (b)|)

+
((

1 +
(

3
4

)s+2
) (

1
2

)s+1
+ 9s+2

8

) (∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣ +
∣∣∣f ′

(
a+2b

3

)∣∣∣))

est satisfaite.
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Théorème 2.1.2 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] et |f ′|q est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣∣18
(
f (a) + 3f

(
2a+b

3

)
+ 3f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

9(p+1)
1
p

(3p+1+5p+1

8p+1

)1
p

(
|f ′(a)|q+|f ′(2a+b

3 )|q

s+1

)1
q

+ 1
2

( |f ′(2a+b
3 )|q

+|f ′(a+2b
3 )|q

s+1

)1
q

+
(

3p+1+5p+1

8p+1

)1
p

( |f ′(a+2b
3 )|q

+|f ′(b)|q

s+1

)1
q



est satisfaite, où q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1.

Théorème 2.1.3 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] et |f ′|q est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣18
(
f (a) + 3f

(
2a+b

3

)
+ 3f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

9

(
2

(s+1)(s+2)

)1
q

((
17
64

)1− 1
q

(((
5
8

)s+2
+ 3s−2

16

)
|f ′ (a)|q

+
((

3
8

)s+2
+ 5s+2

16

) ∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣q)1
q

+
(

1
4

)1− 1
q

(
s
4 +

(
1
2

)s+2
)1

q (∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣q +
∣∣∣f ′

(
a+2b

3

)∣∣∣q)1
q

+
(

17
64

)1− 1
q

(((
3
8

)s+2
+ 5s+2

16

) ∣∣∣f ′
(
a+2b

3

)∣∣∣q
+
((

5
8

)s+2
+ 3s−2

16

)
|f ′ (b)|q

)1
q

)

est satisfaite, où q ≥ 1.

Théorème 2.1.4 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] de plus s’il existe deux constantes −∞ < m <

M < +∞ telle que m ≤ f ′ (x) ≤ M pour tout x ∈ [a, b], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣18
(
f (a) + 3f

(
2a+b

3

)
+ 3f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ 25

576 (b− a) (M −m)

15



est satisfaite.

Théorème 2.1.5 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] de plus si f ′est L-Lipschitzenne sur [a, b], alors

l’inégalité

∣∣∣∣∣∣18
(
f (a) + 3f

(
2a+b

3

)
+ 3f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ 41(b−a)2

1728 L

est satisfaite.

2.2 Inégalités intégrales paramétrées de type Simpson

pour les fonctions différentielles s-convexes

Inspirés par le papier [17], Mahmoudi et Meftah [21], ont généralisé les résultats de ce

dernier, en adoptant une nouvelle identité paramétrée donnée par le Lemme 1.6.2, dont les

résultats sont les suivants.

Théorème 2.2.1 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] et |f ′| est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣ 1
2+2θ

(
f (a) + θf

(
2a+b

3

)
+ θf

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

9(s+1)(s+2)

((
3s+4−2θ

2+2θ + 2
(

2θ−1
2+2θ

)s+2
)

(|f ′ (a)| + |f ′ (b)|)

+
(

3θs+(2θ−4)
2+2θ +

(
1
2

)s+1
+ 2

(
3

2+2θ

)s+2
) (∣∣∣f ′

(
2a+b

3

)∣∣∣ +
∣∣∣f ′

(
a+2b

3

)∣∣∣))

est satisfaite pour tout nombre strictement positif θ.

Théorème 2.2.2 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] et |f ′|q est s-convexe au second sens pour un certain

16



nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣ 1
2+2θ

(
f (a) + θf

(
2a+b

3

)
+ θf

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

18(p+1)p+1

(3p+1+(2θ−1)p+1

2(1+θ)p+1

)1
p
(

|f ′(a)|q+|f ′(2a+b
3 )|q

s+1

)1
q

+
( |f ′(2a+b

3 )|q
+|f ′(a+2b

3 )|q

s+1

)1
q

+
(

3p+1+(2θ−1)p+1

2(1+θ)p+1

)1
p
( |f ′(a+2b

3 )|q
+|f ′(b)|q

s+1

)1
q



est satisfaite pour tout nombre strictement positif θ, où q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1.

Théorème 2.2.3 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec 0 ≤ a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] et |f ′|q est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣ 1
2+2θ

(
f (a) + θf

(
2a+b

3

)
+ θf

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ b−a

9((s+1)(s+2))
1
q

((
9+(2θ−1)2

8(1+θ)2

)1− 1
q
((

3s+4−2θ
2+2θ + 2

(
2θ−1
2+2θ

)s+2
)

|f ′ (a)|q

+
(

(2θ−1)s+(2θ−4)
2+2θ + 2

(
3

2+2θ

)s+2
) ∣∣∣f ′

(
2a+b

3

)∣∣∣q)1
q

+1
4

(
2s+

(
1
2

)s−1
)1

q (∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣q +
∣∣∣f ′

(
a+2b

3

)∣∣∣q)1
q

+
(

9+(2θ−1)2

8(1+θ)2

)1− 1
q
((

(2θ−1)s+(2θ−4)
2+2θ + 2

(
3

2+2θ

)s+2
) ∣∣∣f ′

(
a+2b

3

)∣∣∣q
+
(

3s+4−2θ
2+2θ + 2

(
2θ−1
2+2θ

)s+2
)

|f ′ (b)|q
)1

q

)

est satisfaite pour tout nombre strictement positif θ, où q ≥ 1.

Sur la base de la même identité Boutelhig et al. [4], ont obtenu de nouveaux résultats

concernant les cas où les dérivées premières sont bornées ainsi que lipschitziennes.

Théorème 2.2.4 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] de plus s’il existe deux constantes −∞ < m < M < +∞

telle que m ≤ f ′ (x) ≤ M pour tout x ∈ [a, b], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣ 1
2+2θ

(
f (a) + θf

(
2a+b

3

)
+ θf

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ 5θ2−2θ+11

72(1+θ)2 (b− a) (M −m)
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est satisfaite.

Théorème 2.2.5 Soit f : [a, b] ⊂ I → R une fonction différentiable sur I◦ où a, b ∈

I◦ avec a < b. Si f ′ ∈ L1 [a, b] de plus si f ′est L-Lipschitzenne sur [a, b], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣ 1
2+2θ

(
f (a) + θf

(
2a+b

3

)
+ θf

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− 1

b−a

b∫
a

f (u) du

∣∣∣∣∣∣
≤ (b−a)2

648

(
15θ2−6θ+33+6|9−(2θ−1)2|

(1+θ)2

)
L

est satisfaite.

2.3 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonc-

tions dont les dérivées secondes sont fortement s-

convexes

Dans le papier [15], Hua et al. ont discuté les inégalités de type Simpson sous la contrainte

de la s-convexité forte de la dérivée seconde, dont les résultats découle du Lemme 1.6.3.

Théorème 2.3.1 Soit f : [a, b] ⊂ R → R telle que f ′ est absolument continue et

f ′′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′′|q est fortement s-convexe sur [a, b], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣16
[
f (a) + 2f

(
2a+b

3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

]
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 61/q(b−a)2

324

{[
(s−3)3s+2+(s+7)2s+2

(s+1)(s+2)(s+3)3s |f ′′ (a)|q + 1
(s+2)(s+3)3s |f ′′ (b)|q

− c(b−a)2

45

]1/q
+
[

(s−1)2s+2+s+5
(s+1)(s+2)(s+3)3s

(
|f ′′ (a)|q + |f ′′ (b)|q

)
− 11c(b−a)2

270

]1/q

+
[

1
(s+2)(s+3)3s |f ′′ (a)|q + (s−3)3s+2+(s+7)2s+2

(s+1)(s+2)(s+3)3s |f ′′ (b)|q − c(b−a)2

45

]1
q

}

est satisfaite pour tout q ≥ 1 et s ∈ (0, 1].

Théorème 2.3.2 Soit f : [a, b] ⊂ R → R telle que f ′ est absolument continue et

18



f ′′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′′|q est fortement s-convexe sur [a, b], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣16
[
f (a) + 2f

(
2a+b

3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

]
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ (b−a)2

54

[
B
(

2q−1
q−1 ,

2q−1
q−1

)]1−1/q [ 1
3s(s+1)

]1/q
×
{[(

3s+1 − 2s+1
)

|f ′′ (a)|q + |f ′′ (b)|q − 7c(b−a)2(s+1)3s

54

]1/q

+
[(

2s+1 − 1
) (

|f ′′ (a)|q + |f ′′ (b)|q
)

− 13c(b−a)2(s+1)3s

54

]1/q

+
[
|f ′′ (a)|q +

(
3s+1 − 2s+1

)
|f ′′ (b)|q − 7c(b−a)2(s+1)3s

54

]1/q
}

est satisfaite pour tout q > 1 et s ∈ (0, 1]. B (., .) est la fonction bêta.

Théorème 2.3.3 Soit f : [a, b] ⊂ R → R telle que f ′ est absolument continue et

f ′′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′′|q est fortement s-convexe sur [a, b], alors l’inégalité

∣∣∣∣∣∣16
[
f (a) + 2f

(
2a+b

3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

]
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ (b−a)2

54

[
(q−1)2

(2q−1)(3q−2)

]1−1/q [
1

(s+1)(s+2)3s

]1/q
×
{[(

(s− 1) 3s+1 + 2s+2
)

|f ′′ (a)|q + |f ′′ (b)|q − 5c(b−a)2(s+1)(s+2)3s

108

]1/q

+
[(

2s+1s+ 1
)

|f ′′ (a)|q +
(
2s+2 − s− 3

)
|f ′′ (b)|q − 13c(b−a)2(s+1)(s+2)3s

108

]1/q

+
[
(s+ 1) |f ′′ (a)|q +

(
3s+2 − 2s+1 (s+ 4)

)
|f ′′ (b)|q − 9c(b−a)2(s+1)(s+2)3s

108

]1/q
}

est satisfaite pour tout q > 1 et s ∈ (0, 1].

Théorème 2.3.4 Soit f : [a, b] ⊂ R → R telle que f ′ est absolument continue et
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f ′′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′′|q est fortement s-convexe sur [a, b] pour q > 1 et s ∈ (0, 1], alors

∣∣∣∣∣∣16
[
f (a) + 2f

(
2a+b

3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

]
− 1

b−a

b∫
a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ (b−a)2

54

[
(q−1)2

(2q−1)(3q−2)

]1−1/q [
1

(s+1)(s+2)3s

]1/q
×
{[(

3s+2 − (s+ 4) 2s+1
)

|f ′′ (a)|q + (s+ 1) |f ′′ (b)|q − 9c(b−a)2(s+1)(s+2)3s

108

]1/q

×
[(

2s+2 − s− 3
)

|f ′′ (a)|q +
(
2s+1s+ 1

)
|f ′′ (b)|q − 13c(b−a)2(s+1)(s+2)3s

108

]1/q

+
[
|f ′′ (a)|q +

(
(s− 1) 3s+1 + 2s+2

)
|f ′′ (b)|q − 5c(b−a)2(s+1)(s+2)3s

108

]1/q
}

est satisfaite.

2.4 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonc-

tions dont les dérivées secondes sont préquasiin-

vexes

Chiheb et al. [10], ont étudié les inégalités de type Simpson pour les fonctions dont les

dérivées secondes jouissent de la préquasiinvexité et ont élaboré les résultats suivant par le

biais du Lemme 1.6.4.

Théorème 2.4.1 Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonction telle que f ′ est absolu-

ment continue et f ′′ est intégrable sur [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′′| est préquasiinvexe, alors

l’inégalité suivante

|F (a, b, f)| ≤ η2(b,a)
324

((
max

{∣∣∣f ′′
(
a+ 1

3η (b, a)
)∣∣∣ , |f ′′ (a)|

})
+
(
max

{∣∣∣f ′′
(
a+ 2

3η (b, a)
)∣∣∣ , ∣∣∣f ′′

(
a+ 1

3η (b, a)
)∣∣∣})

+
(
max

{
|f ′′ (b)| ,

∣∣∣f ′′
(
a+ 2

3η (b, a)
)∣∣∣}))

est satisfaite, où F (a, b, f) est définie dans (1.1).

Théorème 2.4.2 Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonction telle que f ′ est absolu-

ment continue f ′′ est intégrable sur [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′′|q est préquasiinvexe où q > 1
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avec 1
p

+ 1
q

= 1, alors l’inégalité suivante

|F (a, b, f)|

≤ η2(b,a)
54 (B (p+ 1, p+ 1))

1
p

×
((

max
{∣∣∣f ′′

(
a+ 1

3η (b, a)
)∣∣∣q , |f ′′ (a)|q

})1
q

+
(
max

{∣∣∣f ′′
(
a+ 2

3η (b, a)
)∣∣∣q , ∣∣∣f ′′

(
a+ 1

3η (b, a)
)∣∣∣q})1

q

+
(
max

{
|f ′′ (b)|q ,

∣∣∣f ′′
(
a+ 2

3η (b, a)
)∣∣∣q})1

q

)

est satisfaite, où F (a, b, f) est définie dans (1.1) et B (., .) est la fonction bêta.

Théorème 2.4.3 Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonction telle que f ′ est absolu-

ment continue et f ′′ est intégrable sur [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′′|q est préquasiinvexe pour

q ≥ 1, alors l’inégalité suivante

|F (a, b, f)| ≤ η2(b,a)
324

((
max

{∣∣∣f ′′
(
a+ 1

3η (b, a)
)∣∣∣q , |f ′′ (a)|q

})1
q

+
(
max

{∣∣∣f ′′
(
a+ 2

3η (b, a)
)∣∣∣q , ∣∣∣f ′′

(
a+ 1

3η (b, a)
)∣∣∣q})1

q

+
(
max

{
|f ′′ (b)|q ,

∣∣∣f ′′
(
a+ 2

3η (b, a)
)∣∣∣q})1

q

)

est satisfaite, où F (a, b, f) est définie dans (1.1).

2.5 Inégalités intégrales de type Simpson pour les

fonctions dont les dérivées secondes sont (s,m)-

préinvexes

En s’appuyant sur l’identité du Lemme 1.6.4, Chiheb et al. [11] on introduit de nouvelles

inégalités de type Simpson en jouant sur la classe de convexité parmi les résultats élaborés,

on note :

Théorème 2.5.1 Soit f : [a, a+ η (b, a)] ⊂ ]0,+∞[ → R une fonction deux fois

différentiable telle que f ′′ est intégrable sur [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′′| est (s,m)-préinvexe
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pour certains nombres fixés s,m ∈ ]0, 1], alors l’inégalité suivante :

|F (a, b, f)| ≤ η2(b,a)
54

((2+2s+3+3s+2)s+(6+3×2s+3−3s+3)
3s(s+1)(s+2)(s+3)

) (
|f ′′ (a)| +m

∣∣∣f ′′
(
b
m

)∣∣∣)

est satisfaite, où F (a, b, f) est définie dans (1.1).

Théorème 2.5.2 Soit f : [a, a+ η (b, a)] ⊂ ]0,+∞[ → R une fonction telle que f ′

est absolument continue f ′′ est intégrable sur [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′′|q (s,m)-préinvexe

pour certains nombres fixés s,m ∈ ]0, 1] où q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1, alors l’inégalité :

|F (a, b, f)|

≤ η2(b,a)
54 (B (p+ 1, p+ 1))

1
p

((3s+1−2s+1)|f ′′(a)|q+m|f ′′( b
m)|q

3s(1+s)

)1
q

+
((2s+1−1)(|f ′′(a)|q+m|f ′′( b

m)|q)
3s(1+s)

)1
q

+
(

|f ′′(a)|q+m(3s+1−2s+1)|f ′′( b
m)|q

3s(1+s)

)1
q


est satisfaite, où F (a, b, f) est définie dans (1.1) et B (., .) est la fonction bêta.

Théorème 2.5.3 Soit f : [a, a+ η (b, a)] ⊂ ]0,+∞[ → R une fonction telle que f ′

est absolument continue et f ′′ est intégrable sur [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′′|q (s,m)-préinvexe

pour certains nombres fixés s,m ∈ ]0, 1] pour q ≥ 1, alors l’inégalité

|F (a, b, f)|

≤ η2(b,a)
54×61− 1

q

((2s+2+3s+2)s+7×2s+2−3s+3

3s(s+1)(s+2)(s+3) |f ′′ (a)|q + m
3s(s+2)(s+3)

∣∣∣f ′′
(
b
m

)∣∣∣q)1
q

+
((2s+2+1)s+5−2s+2

3s(s+1)(s+2)(s+3)

)1
q (

|f ′′ (a)|q +m
∣∣∣f ′′

(
b
m

)∣∣∣q)1
q

+
(

1
3s(s+2)(s+3) |f ′′ (a)|q +m

(2s+2+3s+2)s+7×2s+2−3s+3

3s(s+1)(s+2)(s+3)

∣∣∣f ′′
(
b
m

)∣∣∣q)1
q


est satisfaite, où F (a, b, f) est définie dans (1.1).
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2.6 Inégalités intégrales fractionnaires de type Simp-

son pour les fonctions dont les dérivées sont s-

convexes

Bouhadjar et Meftah [2], ont traité l’inégalité de type Simpson via les opérateurs inté-

graux de Riemann-Liouville en utilisant l’identité donnée dans le lemme 1.6.5.

Théorème 2.6.1 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] avec 0 ≤

a < b, dont f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′| est s-convexe au second sens pour un certain nombre

fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

∣∣∣16 (f (a) + 2f
(

2a+b
3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− Γ(α+1)

31−α(b−a)α Sα
∣∣∣

≤ b−a
36

((
2
s+1

(
1 − 2

(
1 −

(
1
2

) 1
α

)s+1)
+ L (s+ 1, α+ 1)

)
(|f ′ (a)| + |f ′ (b)|)

+
(

3(s+1)−2α
(s+1)(α+s+1) + α

(s+1)(α+s+1)

(
1
2

) s+1−2α
α

) (∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣ +
∣∣∣f ′

(
a+2b

3

)∣∣∣)
+ 2B (s+ 1, α+ 1)

∣∣∣f ′
(
a+b

2

)∣∣∣)

est satisfaite, où

L (x, y) = 4B
1−(1

2)
1
α

(x, y) − 4B
(1

2)
1
α

(y, x) , (2.1)

Sα est définie par (1.2) et B (., .) est la fonction bêta.

Théorème 2.6.2 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] avec 0 ≤

a < b, dont f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′|q est s-convexe au second sens pour un certain nombre

fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

∣∣∣16 (f (a) + 2f
(

2a+b
3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− Γ(α+1)

31−α(b−a)α Sα
∣∣∣

≤ b−a
36

((
2p− 1

α

α

(
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ 1

p+1 .2F1
(
1 − 1

α
, 1, p+ 2, 1

2

)))1
p

×

( |f ′(a)|q+|f ′(2a+b
3 )|q

s+1

)1
q

+
( |f ′(a+2b

3 )|q
+|f ′(b)|q

s+1

)1
q


+
(

1
pα+1

)1
p

( |f ′(2a+b
3 )|q

+|f ′(a+b
2 )|q

s+1

)1
q

+
( |f ′(a+b

2 )|q
+|f ′(a+2b

3 )|q

s+1

)1
q



est satisfaite, où Sα est définie par (1.2) et q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1, B (., .) et 2F1 (., ., ., .)
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représentent respectivement la fonction bêta et la fonction hypergéométrique.

Théorème 2.6.3 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] avec 0 ≤

a < b, dont f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′|q est s-convexe au second sens pour un certain nombre

fixé s ∈ (0, 1], alors l’inégalité

∣∣∣16 (f (a) + 2f
(

2a+b
3

)
+ 2f

(
a+2b

3

)
+ f (b)

)
− Γ(α+1)

31−α(b−a)α Sα
∣∣∣

≤ b−a
36

(2−2α
α+1 + 4α

α+1

(
1
2

) 1
α

)1− 1
q

×
(((

2
s+1 − 4

s+1

(
1 −

(
1
2

) 1
α

)s+1
+ L (s+ 1, α+ 1)

)
|f ′ (a)|q

+
(

2α
(s+1)(α+s+1)

(
1
2

) s+1−α
α + 2(s+1)−2α

(s+1)(α+s+1)

) ∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣q)1
q

+
(((

2α
(s+1)(α+s+1)

(
1
2

) s+1−α
α + 2(s+1)−2α

(s+1)(α+s+1)

) ∣∣∣f ′
(
a+2b

3

)∣∣∣q

+
(

2
s+1 − 4

s+1

(
1 −

(
1
2

) 1
α

)s+1
+ L (s+ 1, α+ 1)

)
|f ′ (b)|q

)1
q

+
(

1
α+1

)1− 1
q

((
1

α+s+1

∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣q +B (s+ 1, α+ 1)
∣∣∣f ′

(
a+b

2

)∣∣∣q)1
q

+
(
B (s+ 1, α+ 1)

∣∣∣f ′
(
a+b

2

)∣∣∣q + 1
α+s+1

∣∣∣f ′
(
a+2b

3

)∣∣∣q)1
q

))

est satisfaite, où Sα est définie par (1.2) et q ≥ 1.

2.7 Inégalités intégrales fractionnaires paramétrées de

type Simpson pour les fonctions dont les dérivées

sont convexes

Motivé par les résultats de [2], Nasri et al. [43], ont établi de nouvelles généralisations des

résultats évoqués en construisant une identité dépendant d’un paramètre dont ces résultats

s’appui sur le Lemme 1.6.6.

Théorème 2.7.1 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] avec a < b
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dont f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′| est convexe, alors l’inégalité fractionnaire

∣∣∣∣2mf(a)+(3−2m)f(2a+b
3 )+(3−2m)f(a+2b

3 )+2mf(b)
6 − 3α−1Γ(α+1)

(b−a)α Q (a, b, f)
∣∣∣∣

≤ b−a
9

((
2−m(α+1)(α+2)

2(α+1)(α+2) +m1+ 1
α

2α
α+1 −m1+ 2

α
α

α+2

)
|f ′ (a)|

+
(

8−(1+2m)(α+2)
4(α+2) +

((
1
2

)1+ 2
α +m1+ 2

α

)
α

α+2

) ∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣
+
(

8−(3−2m)(α+1)(α+2)
4(α+1)(α+2) +

((
1
2

)1+ 1
α + (1 −m)1+ 1

α

)
2α
α+1

−
((

1
2

)1+ 2
α + (1 −m)1+ 2

α

)
α

α+2

) ∣∣∣f ′
(
a+2b

3

)∣∣∣
+
(

2−(1−m)(α+2)
2(α+2) + (1 −m)1+ 2

α α
α+2

)
|f ′ (b)|

)

est satisfaite, où Q (a, b, f) est donnée par (1.3).

Théorème 2.7.2 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] avec a < b

dont f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′|q est convexe, alors l’inégalité fractionnaire

∣∣∣∣2mf(a)+(3−2m)f(2a+b
3 )+(3−2m)f(a+2b

3 )+2mf(b)
6 − 3α−1Γ(α+1)

(b−a)α Q (a, b, f)
∣∣∣∣

≤ b−a
9

(mp+ 1
αB( 1

α
,p+1)

α
+ (1−m)p+1.2F1(α−1

α
,1,p+2;1−m)

α(p+1)

)1
p ( |f ′(a)|q+|f ′(2a+b

3 )|q

2

)1
q

+
(
B( 1

α
,p+1)

2p+ 1
αα

+ 2F1(α−1
α
,1,p+2; 1

2)
2p+1α(p+1)

)1
p
( |f ′(2a+b

3 )|q
+|f ′(a+2b

3 )|q

2

)1
q

+
(

(1−m)p+ 1
αB( 1

α
,p+1)

α
+ mp+1.2F1(α−1

α
,1,p+2;m)

α(p+1)

)1
p ( |f ′(a+2b

3 )|q
+|f ′(b)|q

2

)1
q



est satisfaite, où Q (a, b, f) est définie par (1.3) et q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1, B (., .) et

2F1 (., ., ., .) représentent respectivement la fonction bêta et la fonction hypergéométrique.

Théorème 2.7.3 Soit f : [a, b] → R une fonction différentiable sur [a, b] avec a < b
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dont f ′ ∈ L1 [a, b]. Si |f ′|q est convexe, alors l’inégalité fractionnaire

∣∣∣∣2mf(a)+(3−2m)f(2a+b
3 )+(3−2m)f(a+2b

3 )+2mf(b)
6 − 3α−1Γ(α+1)

(b−a)α Q (a, b, f)
∣∣∣∣

≤ b−a
9

((
1−m(α+1)

α+1 + 2α
α+1m

1+ 1
α

)1− 1
q
((

2−m(α+1)(α+2)
2(α+1)(α+2) + 2α

α+1m
1+ 1

α

− α
α+2m

1+ 2
α

)
|f ′ (a)|q +

(
2−m(α+2)

2(α+2) + α
α+2m

1+ 2
α

) ∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣q)1
q

+
(

1−α
2(α+1) + 2α

α+1

(
1
2

)1+ 1
α

)1− 1
q
((

2−α
4(α+2) + α

α+2

(
1
2

)1+ 2
α

) ∣∣∣f ′
(

2a+b
3

)∣∣∣q
+
(

4−(α+1)(α+2)
4(α+1)(α+2) + 2α

α+1

(
1
2

)1+ 1
α − α

α+2

(
1
2

)1+ 2
α

) ∣∣∣f ′
(
a+2b

3

)∣∣∣q)1
q

+
(
m(α+1)−α

α+1 + 2α
α+1 (1 −m)1+ 1

α

)1− 1
q
((

2−(1−m)(α+1)(α+2)
2(α+1)(α+2) + 2α(1−m)1+ 1

α

α+1

− α(1−m)1+ 2
α

α+2

) ∣∣∣f ′
(
a+2b

3

)∣∣∣q +
(

2−(1−m)(α+2)
2(α+2) + α

α+2 (1 −m)1+ 2
α

)
|f ′ (b)|q

)1
q

est satisfaite, où Q (a, b, f) est définie par (1.3) et q ≥ 1.

26



Chapitre 3

Inégalités fractionnaires paramétrées

de type Newton pour les fonctions

différentiables préinvexes

Dans ce chapitre nous présenterons de nouveaux résultats concernant les inégalités frac-

tionnaires de type Newton également connues sous le nom de seconde formule de Simpson

qui sont soumis pour une éventuelle publication [44]. Nos résultats reposent essentiellement

sur l’identité du lemme suivant.

Lemme 3.0.1 Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonctions différentiable sur

[a, a+ η (b, a)] avec η (b, a) > 0 et f ′ ∈ L1 [a, a+ η (b, a)], alors pour tout α > 0 et

ξ ∈ [0, 1] l’identité suivante est vraie

Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

= η(b,a)
9

 1∫
0

(κα − ξ) f ′
(
a+ κ

3η (b, a)
)
dκ

−
1∫
0

(
κα − 1

2

)
f ′
(
a+ 2−κ

3 η (b, a)
)
dκ

+
1∫
0

(ξ − (1 − κ)α) f ′
(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)
dκ

 , (3.1)
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où

Sξ (a, b, η, f) = 1
3

(
ξf (a) + 3−2ξ

2 f
(
a+ 1

3η (b, a)
)

(3.2)

+ 3−2ξ
2 f

(
a+ 2

3η (b, a)
)

+ ξf (a+ η (b, a))
)

et

R (a, b, f) = Iα(
a+ 1

3η(b,a)
)−f(a) + Iα(a+ 1

3η(b,a))+f
(
a+ 2

3η (b, a)
)

+Iα(
a+ 2

3η(b,a)
)+f(a+ η (b, a)). (3.3)

Preuve. Soit

I = I1 − I2 + I3, (3.4)

où

I1 =
1∫
0

(κα − ξ) f ′
(
a+ κ

3η (b, a)
)
dκ,

I2 =
1∫
0

(
κα − 1

2

)
f ′
(
a+ 2−κ

3 η (b, a)
)
dκ,

I3 =
1∫
0

(ξ − (1 − κ)α) f ′
(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)
dκ.

En intégrant par parties I1, on obtient

I1 = 3
η(b,a) (κα − ξ) f

(
a+ κ

3η (b, a)
)∣∣∣κ=1

κ=0

− 3α
η(b,a)

1∫
0

κα−1f
(
a+ κ

3η (b, a)
)
dκ

= 3(1−ξ)
η(b,a) f

(
a+ 1

3η (b, a)
)

+ 3ξ
η(b,a)f (a)

− 3α
η(b,a)

1∫
0

κα−1f
(
a+ κ

3η (b, a)
)
dκ

= 3(1−ξ)
η(b,a) f

(
a+ 1

3η (b, a)
)

+ 3ξ
η(b,a)f (a)

− 3α+1α
ηα+1(b,a)

a+1
3η(b,a)∫
a

(u− a)α−1 f (u) du
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= 3(1−ξ)
η(b,a) f

(
a+ 1

3η (b, a)
)

+ 3ξ
η(b,a)f (a)

−3α+1Γ(α+1)
ηα+1(b,a) I

α(
a+1

3η(b,a)
)−f(a). (3.5)

De même, on a

I2 = − 3
η(b,a)

(
κα − 1

2

)
f
(
a+ 2−κ

3 η (b, a)
)∣∣∣κ=1

κ=0

+ 3α
η(b,a)

1∫
0

κα−1f
(
a+ 2−κ

3 η (b, a)
)
dκ

= − 3
2η(b,a)f

(
a+ 1

3η (b, a)
)

− 3
2η(b,a)f

(
a+ 2

3η (b, a)
)

+ 3α+1α
ηα+1(b,a)

a+ 2
3η(b,a)∫

a+ 1
3η(b,a)

(
a+ 2

3η (b, a) − u
)α−1

f (u) du

= − 3
2η(b,a)f

(
a+ 1

3η (b, a)
)

− 3
2η(b,a)f

(
a+ 2

3η (b, a)
)

+3α+1Γ(α+1)
ηα+1(b,a) I

α

(a+ 1
3η(b,a))+f

(
a+ 2

3η (b, a)
)

(3.6)

et

I3 = 3
η(b,a) (ξ − (1 − κ)α) f

(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)∣∣∣κ=1

κ=0

− 3α
η(b,a)

1∫
0

(1 − κ)α−1 f
(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)
dκ

= 3ξ
η(b,a)f (a+ η (b, a)) + 3(1−ξ)

η(b,a) f
(
a+ 2

3η (b, a)
)

− 3α
η(b,a)

1∫
0

(1 − κ)α−1 f
(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)
dκ

= 3ξ
η(b,a)f (γ1 + η (b, a)) + 3(1−ξ)

η(b,a) f
(
a+ 2

3η (b, a)
)

− 3α+1α
ηα+1(b,a)

a+η(b,a)∫
a+ 2

3η(b,a)

(a+ η (b, a) − u)α−1 f (u) du

= 3ξ
η(b,a)f (a+ η (b, a)) + 3(1−ξ)

η(b,a) f
(
a+ 2

3η (b, a)
)

−3α+1Γ(α+1)
ηα+1(b,a) .I

α(
a+ 2

3η(b,a)
)+f(a+ η (b, a)). (3.7)

En substituant (3.5)-(3.7) dans (3.4), puis en multipliant l’identité résultante par η(b,a)
9 , on

aboutit au résultat désiré.

29



Notre premier résultat concerne les fonctions dont la valeur absolue de la première déri-

vée est préinvexe.

Théorème 3.0.1 Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonction différentiable sur

[a, a+ η (b, a)] avec η (b, a) > 0 et f ′ ∈ L1 [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′| est préinvexe, alors

∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

((
30+11α−3α2

12(α+1)(α+2) − ξ + 2α
α+1ξ

1+ 1
α + α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α + α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (a)|

+
(

30+7α−3α2

12(α+1)(α+2) − ξ + 2α
α+1ξ

1+ 1
α + 2α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α − α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (b)|

)

est satisfaite.

Preuve. A partir du Lemme 3.0.1, les propriétés de la valeur absolue et la préinvexité

de |f ′|, on a

∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

 1∫
0

|κα − ξ|
∣∣∣f ′

(
a+ κ

3η (b, a)
)∣∣∣ dκ

+
1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ ∣∣∣f ′
(
a+ 2−κ

3 η (b, a)
)∣∣∣ dκ

+
1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|
∣∣∣f ′

(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)∣∣∣ dκ


≤ η(b,a)

9

 1∫
0

|κα − ξ|
((

1 − κ
3

)
|f ′ (a)| + κ

3 |f ′ (b)|
)
dκ

+
1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ ((1 − 2−κ
3

)
|f ′ (a)| + 2−κ

3 |f ′ (b)|
)
dκ

+
1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|
((

1 − 2+κ
3

)
|f ′ (a)| +

(
2+κ

3

)
|f ′ (b)|

)
dκ


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= η(b,a)
9

 1∫
0

|κα − ξ|
(
1 − κ

3

)
dκ+

1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ (1 − 2−κ
3

)
dκ

+
1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|
(
1 − 2+κ

3

)
dκ

 |f ′ (a)|

+

 1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ 2−κ
3 dκ+

1∫
0

|κα − ξ| κ3dκ

+
1∫
0

|ξ − (1 − κ)α| 2+κ
3 dκ

 |f ′ (b)|

 . (3.8)

On a

ψ1 (α, ξ) =
1∫
0

|κα − ξ|
(
1 − κ

3

)
dκ =

1∫
0

|(1 − κ)α − ξ| 2+κ
3 dκ,

ψ2 (α, ξ) =
1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|
(
1 − 2+κ

3

)
dκ =

1∫
0

|ξ − κα| κ3dκ,

L1 (α) =
1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ (1 − 2−κ
3

)
dκ

et

L2 (α) =
1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ 2−κ
3 dκ.

On calcule les intégrales, commençons d’abord par ψ2 (α, ξ) :

ψ2 (α, ξ) =
1∫

0

|ξ − κα| κ3dκ

=
ξ

1
α∫

0

(ξ − κα)
κ

3
dκ+

1∫
ξ

1
α

(κα − ξ)
κ

3
dκ

=
[
ξκ2

6
−

κα+2

3(α+ 2)

]κ=ξ 1
α

κ=0
+
[

κα+2

3(α+ 2)
−
ξκ2

6

]κ=1

κ=ξ 1
α

= 1
3(α+2) − ξ

6 + α
3(α+2)ξ

1+ 2
α . (3.9)
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Calculons ψ1 :

ψ1 (α, ξ) =
1∫

0

|κα − ξ|
(
1 − κ

3

)
dκ

=
1∫

0

|κα − ξ| dκ−
1∫

0

|κα − ξ| κ3dκ

=
ξ

1
α∫

0

(ξ − κα) dκ+
1∫

ξ
1
α

(κα − ξ) dκ−
1∫

0

|κα − ξ| κ3dκ

=
[
ξκ−

κα+1

α+ 1

]κ=ξ 1
α

κ=0
+
[
κα+1

α+ 1
− ξκ

]κ=1

κ=ξ 1
α

−
1∫

0

|κα − ξ| κ3dκ

= 2α+5
3(α+1)(α+2) − 5ξ

6 + 2α
α+1ξ

1+ 1
α − α

3(α+2)ξ
1+ 2

α . (3.10)

Calculons L2 (α) :

L2 (α) =
1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ 2−κ
3 dκ

=
2
3

1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ dκ−
1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ κ
3
dκ

=
2
3

( 1
2 ) 1

α∫
0

(
1
2

− κα
)
dκ+

2
3

1∫
( 1

2 ) 1
α

(
κα −

1
2

)
dκ

−
( 1

2 ) 1
α∫

0

(
1
2

− κα
)
κ

3
dκ−

1∫
( 1

2 ) 1
α

(
κα −

1
2

)
κ

3
dκ

=
2
3

[
κ

2
−
κα+1

α+ 1

]κ=( 1
2 ) 1

α

κ=0
+

2
3

[
κα+1

α+ 1
−
κ

2

]κ=1

κ=( 1
2 ) 1

α

−
[
κ2

12
−

κα+2

3(α+ 2)

]κ=( 1
2 ) 1

α

κ=0
−
[

κα+2

3(α+ 2)
−
κ2

12

]κ=1

κ=( 1
2 ) 1

α

= 6−5α−3α2

12(α+1)(α+2) + 2α
3(α+1)

(
1
2

) 1
α − α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α . (3.11)
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Calculons L1 (α) :

L1 (α) =
1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ (1 − 2−κ
3

)
dκ

=
1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ dκ−
1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ 2 − κ

3
dκ

=
( 1

2 ) 1
α∫

0

(
1
2

− κα
)
dκ+

1∫
( 1

2 ) 1
α

(
κα −

1
2

)
dκ−

1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ 2 − κ

3
dκ

=
[
κ

2
−
κα+1

α+ 1

]κ=( 1
2 ) 1

α

κ=0
+
[
κα+1

α+ 1
−
κ

2

]κ=1

κ=( 1
2 ) 1

α

−
1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ 2 − κ

3
dκ

= 6−α−3α2

12(α+1)(α+2) + α
3(α+1)

(
1
2

) 1
α + α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α . (3.12)

En substituant (3.9)-(3.12) dans (3.8), nous obtenons le résultat souhaité.

Corollaire 3.0.1 Dans le Théorème 3.0.1, si on prend η (b, a) = b− a, on obtient

∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(2a+b
3 )+(3−2ξ)f(a+2b

3 )+2ξf(b)
6 − 3α−1Γ(α+1)

(b−a)α Θ (a, b, f)
∣∣∣∣

≤ b−a
9

((
30+11α−3α2

12(α+1)(α+2) − ξ + 2α
α+1ξ

1+ 1
α + α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α + α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (a)|

+
(

30+7α−3α2

12(α+1)(α+2) − ξ + 2α
α+1ξ

1+ 1
α + 2α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α − α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (b)|

)
,

où

Θ (a, b, f) = Iα(2a+b
3 )−f(a) + Iα(2a+b

3 )+f
(
a+2b

3

)
+ Iα(a+2b

3 )+f (b) . (3.13)

Corollaire 3.0.2 Dans le Théorème 3.0.1, si on prend α = 1, on obtient

∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(a+ 1
3η(b,a))+(3−2ξ)f(a+ 2

3η(b,a))+2ξf(a+η(b,a))
6

− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

9

(
45
72 − ξ + ξ2

)
(|f ′ (a)| + |f ′ (b)|) .
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Corollaire 3.0.3 Dans le Théorème 3.0.1, si on prend ξ = 3
8 , on obtient la seconde

inégalité de Simpson

∣∣∣S3
8

(a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

((
42−5α−15α2

24(α+1)(α+2) + 2α
α+1

(
3
8

)1+ 1
α + α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α + α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (a)|

+
(

42−13α−15α2

24(α+1)(α+2) + 2α
α+1

(
3
8

)1+ 1
α + 2α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α − α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (b)|

)
.

Corollaire 3.0.4 Dans le Corollaire 3.0.3, si on prend α = 1, on obtient

∣∣∣∣∣∣∣
f(a)+3f(a+ 1

3η(b,a))+3f(a+ 2
3η(b,a))+f(a+η(b,a))

8 − 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 25η(b,a)

576 (|f ′ (a)| + |f ′ (b)|) .

Corollaire 3.0.5 Dans le Corollaire 3.0.4, si on prend η (b, a) = b− a, on obtient

∣∣∣∣∣∣f(a)+3f(2a+b
3 )+3f(a+2b

3 )+f(b)
8 − 1

b−a

b∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣
≤ 25(b−a)

576 (|f ′ (a)| + |f ′ (b)|) .

Corollaire 3.0.6 Dans le Théorème 3.0.1, si on prend ξ = 39
80 , on obtient la seconde

inégalité de Simpson corrigée

∣∣∣S39
80

(a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

((
366−131α−177α2

240(α+1)(α+2) + 2α
α+1

(
39
80

)1+ 1
α + α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α + α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (a)|

+
(

366−211α−177α2

240(α+1)(α+2) + 2α
α+1

(
39
80

)1+ 1
α + 2α

3(α+1)

(
1
2

) 1
α − α

6(α+2)

(
1
2

) 2
α

)
|f ′ (b)|

)
.

Corollaire 3.0.7 Dans le Corollaire 3.0.6, si on prend α = 1, on obtient

∣∣∣∣13f(a)+27f(a+ 1
3η(b,a))+27f(a+ 2

3η(b,a))+13f(a+η(b,a))
80

− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 2401η(b,a)

57600 (|f ′ (a)| + |f ′ (b)|) .
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Corollaire 3.0.8 Dans le Corollaire 3.0.7, si on prend η (b, a) = b− a, on obtient

∣∣∣∣∣∣13f(a)+27f(2a+b
3 )+27f(a+2b

3 )+13f(b)
80 − 1

b−a

b∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣
≤ 2401(b−a)

57600 (|f ′ (a)| + |f ′ (b)|) .

Le résultat suivant traite le cas où la première dérivée en valeur absolue à une certaine

puissance q > 1, est préinvexe.

Théorème 3.0.2 Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonction différentiable sur

[a, a+ η (b, a)] avec η (b, a) > 0 et f ′ ∈ L1 [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′|q est préinvexe,

alors

∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

(ξp+ 1
α

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ (1−ξ)1+p.2F1(1− 1

α
,1,p+2;1−ξ)

α(p+1)

)1
p

×
((

5|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

6

)1
q +

(
|f ′(a)|q+5|f ′(b)|q

6

)1
q

)

+
(

1
α2p+ 1

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ 2F1(1− 1

α
,1,p+2; 1

2)
α21+p(p+1)

)1
p ( |f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q



est satisfaite, où q > 1 avec 1
p

+ 1
q

= 1, B (., .) et 2F1 (., ., ., .) représentent respectivement

la fonction bêta et la fonction hypergéométrique.

Preuve. A partir du Lemme 3.0.1, les propriétés de la valeur absolue, l’inégalité de

Hölder et la préinvexité de |f ′|q, on a

∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9


 1∫

0

|κα − ξ|p dκ


1
p
 1∫

0

∣∣∣f ′
(
a+ κ

3η (b, a)
)∣∣∣q dκ


1
q

+

 1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣p dκ


1
p
 1∫

0

∣∣∣f ′
(
a+ 2−κ

3 η (b, a)
)∣∣∣q dκ


1
q

+

 1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|p dκ


1
p
 1∫

0

∣∣∣f ′
(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)∣∣∣q dκ


1
q


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≤ η(b,a)
9


 1∫

0

|κα − ξ|p dκ


1
p
 1∫

0

((
1 − κ

3

)
|f ′ (a)|q + κ

3 |f ′ (b)|q
)
dκ


1
q

+

 1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣p dκ


1
p
 1∫

0

((
1 − 2−κ

3

)
|f ′ (a)|q + 2−κ

3 |f ′ (b)|q
)
dκ


1
q

+

 1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|p dκ


1
p
 1∫

0

((
1 − 2+κ

3

)
|f ′ (a)|q + 2+κ

3 |f ′ (b)|q
)
dκ


1
q



≤ η(b,a)
9

 1∫
0

|κα − ξ|p dκ


1
p (5

6
|f ′ (a)|q +

1
6

|f ′ (b)|q
)1

q

+

 1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣p dκ


1
p (1

2
|f ′ (a)|q +

1
2

|f ′ (b)|q
)1

q

+

 1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|p dκ


1
p (1

6
|f ′ (a)|q +

5
6

|f ′ (b)|q
)1

q

. (3.14)

On pose

I1 =
1∫

0

|κα − ξ|p dκ =
1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|p dκ,

I2 =
1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣p dκ.
Calculons I1 et I2, commençons d’abord par I1 :

I1 =
1∫

0

|κα − ξ|p dκ

=
ξ

1
α∫

0

(ξ − κα)p dκ+
1∫

ξ
1
α

(κα − ξ)p dκ.

On a :

ξ
1
α∫

0

(ξ − κα)p dκ =
1
α

ξ∫
0

up(ξ − u)
1
α

−1du [u = ξ − κα]

=
1
α

1∫
0

(ξx)p(ξ − ξx)
1
α

−1ξdx [u = ξx]
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=
ξp+ 1

α

α

1∫
0

xp(1 − x)
1
α

−1dx

=
ξp+ 1

α

α
B
(
p+ 1, 1

α

)

et

1∫
ξ

1
α

(κα − ξ)p dκ =
1
α

1−ξ∫
0

(1 − ξ − u)p(1 − u)
1
α

−1du [κα = 1 − u]

=
(1 − ξ)p+1

α

1∫
0

(1 − x)p(1 − (1 − ξ)x)
1
α

−1dx [u = (1 − ξ)x]

=
(1 − ξ)p+1

α(p+ 1)
1

B(1, p+ 1)

1∫
0

(1 − x)p(1 − (1 − ξ)x)
1
α

−1dx

= (1−ξ)1+p

α(p+1) .2F1
(
1 − 1

α
, 1, p+ 2; 1 − ξ

)
.

Alors

I1 =
ξp+ 1

α

α
B
(
p+ 1, 1

α

)
+ (1−ξ)1+p

α(p+1) .2F1
(
1 − 1

α
, 1, p+ 2; 1 − ξ

)
.

Calculons I2 :

I2 =
1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣p dκ

=
( 1

2 ) 1
α∫

0

(
1
2 − κα

)p
dκ+

1∫
(1

2)
1
α

(
κα − 1

2

)p
dκ.

On a :

(
1
2

) 1
α∫

0

(
1
2 − κα

)p
dκ =

1
α

1
2∫

0

up
(

1
2 − u

) 1
α

−1
du [u = 1

2 − κα]

=
1
α

1∫
0

(
1
2x
)p (1

2 − 1
2x
) 1

α
−1 1

2dx [u = 1
2x]

=
1

α2p+ 1
α

1∫
0

xp(1 − x)
1
α

−1dx

=
1

α2p+ 1
α

B
(
p+ 1, 1

α

)
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et

1∫
( 1

2 ) 1
α

(
κα − 1

2

)p
dκ =

1
α

1
2∫

0

(
1
2 − u

)p
(1 − u)

1
α

−1 du [κα = 1 − u]

=
1
α

1∫
0

(
1
2(1 − x)

)p (
1 − 1

2x
) 1

α
−1 1

2dx [u = 1
2x]

=
1

α2p+1

1∫
0

(1 − x)p
(
1 − 1

2x
) 1

α
−1
dx

=
1

α2p+1(p+ 1)
1

B(1, p+ 1)

1∫
0

(1 − x)p
(
1 − 1

2x
) 1

α
−1
dx

= 1
α2p+1(p+1) .2F1

(
1 − 1

α
, 1, p+ 2; 1

2

)
.

Alors

I2 =
1

α2p+ 1
α

B
(
p+ 1, 1

α

)
+

1
α21+p (p+ 1)

.2F1
(
1 − 1

α
, 1, p+ 2; 1

2

)
.

En substituant I1 et I2 dans (3.14), nous obtenons l’inégalité requise.

Corollaire 3.0.9 Dans le Théorème 3.0.2, si on prend η (b, a) = b− a, on obtient

∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(2a+b
3 )+(3−2ξ)f(a+2b

3 )+2ξf(b)
6 − 3α−1Γ(α+1)

(b−a)α Θ (a, b, f)
∣∣∣∣

≤ b−a
9

(ξp+ 1
α

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ (1−ξ)1+p.2F1(1− 1

α
,1,p+2;1−ξ)

α(p+1)

)1
p

×
((

5|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

6

)1
q +

(
|f ′(a)|q+5|f ′(b)|q

6

)1
q

)

+

 1
α2p+ 1

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+

2F1

(
1− 1

α
,1,p+2; 1

2

)
α21+p(p+1)


1
p (

|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q

 ,
où Θ (a, b, f) est définie par (3.13).

Corollaire 3.0.10 Dans le Théorème 3.0.2, si on prend α = 1, on obtient
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∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(a+ 1
3η(b,a))+(3−2ξ)f(a+ 2

3η(b,a))+2ξf(a+η(b,a))
6

− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

9

((
ξp+1+(1−ξ)1+p

p+1

)1
p

((
5|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

6

)1
q +

(
|f ′(a)|q+5|f ′(b)|q

6

)1
q

)

+ 1
2

(
1

p+1

)1
p
(

|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q

)
.

Corollaire 3.0.11 Dans le Théorème 3.0.2, si nous utilisons l’inégalité discrète des

moyenne d’ordre r i.e. xr + yr ≤ 21−r (x+ y)r pour x, y ≥ 0 et 0 ≤ r ≤ 1, on obtient

∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

2
(
ξp+ 1

α

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+ (1−ξ)1+p.2F1(1− 1

α
,1,p+2;1−ξ)

α(p+1)

)1
p

+

 1
α2p+ 1

α
B
(

1
α
, p+ 1

)
+

2F1

(
1− 1

α
,1,p+2; 1

2

)
α21+p(p+1)


1
p

 ( |f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q
.

Corollaire 3.0.12 Dans le Corollaire 3.0.11, si on prend α = 1, on obtient

∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(a+ 1
3η(b,a))+(3−2ξ)f(a+ 2

3η(b,a))+2ξf(a+η(b,a))
6

− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

9

(
2
(
ξp+1+(1−ξ)1+p

p+1

)1
p

+ 1
2

(
1

p+1

)1
p

) (
|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q
.

Théorème 3.0.3 Soit f : [a, a+ η (b, a)] → R une fonction différentiable sur

[a, a+ η (b, a)] avec η (b, a) > 0 et f ′ ∈ L1 [a, a+ η (b, a)]. Si |f ′|q est préinvexe,

alors
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∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

((
1

α+1 − ξ + 2α
α+1ξ

α+1
α

)1− 1
q

((
ψ1 (α, ξ) |f ′ (a)|q + ψ2 (α, ξ) |f ′ (b)|q

)1
q

+
(
ψ2 (α, ξ) |f ′ (a)|q + ψ1 (α, ξ) |f ′ (b)|q

)1
q

)

+
(

1−α
2(α+1) + α

α+1

(
1
2

) 1
α

)1− 1
q (

L1 (α) |f ′ (a)|q + L2 (α) |f ′ (b)|q
)1

q


est satisfaite, où q ≥ 1.

Preuve. A partir du Lemme 3.0.1, les propriétés de la valeur absolue, l’inégalité des

moyennes d’ordre q et de la préinvexité de |f ′|q, on a

∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9


 1∫

0

|κα − ξ| dκ

1− 1
q
 1∫

0

|κα − ξ|
∣∣∣f ′

(
a+ κ

3η (b, a)
)∣∣∣q dκ


1
q

+

 1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ dκ
1− 1

q
 1∫

0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ ∣∣∣f ′
(
a+ 2−κ

3 η (b, a)
)∣∣∣q dκ


1
q

+

 1∫
0

|ξ − (1 − κ)α| dκ

1− 1
q
 1∫

0

|ξ − (1 − κ)α|
∣∣∣f ′

(
a+ 2+κ

3 η (b, a)
)∣∣∣q dκ


1
q



≤ η(b,a)
9


 1∫

0

|κα − ξ| dκ

1− 1
q

×

|f ′ (a)|q
1∫
0

|κα − ξ|
(
1 − κ

3

)
dκ+ |f ′ (b)|q

1∫
0

|κα − ξ| κ3dκ


1
q

+

 1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ dκ
1− 1

q

×

|f ′ (a)|q
1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ (1 − 2−κ
3

)
dκ+ |f ′ (b)|q

1∫
0

∣∣∣κα − 1
2

∣∣∣ 2−κ
3 dκ


1
q

+

 1∫
0

|ξ − (1 − κ)α| dκ

1− 1
q
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×

|f ′ (a)|q
1∫
0

|ξ − (1 − κ)α|
(
1 − 2+κ

3

)
dκ+ |f ′ (b)|q

1∫
0

|ξ − (1 − κ)α| 2+κ
3 dκ


1
q


= η(b,a)

9

((
1

α+1 − ξ + 2α
α+1ξ

α+1
α

)1− 1
q

((
ψ1 (α, ξ) |f ′ (a)|q + ψ2 (α, ξ) |f ′ (b)|q

)1
q

+
(
ψ2 (α, ξ) |f ′ (a)|q + ψ1 (α, ξ) |f ′ (b)|q

)1
q

)

+
(

1−α
2(α+1) + α

α+1

(
1
2

) 1
α

)1− 1
q (

L1 (α) |f ′ (a)|q + L2 (α) |f ′ (b)|q
)1

q

 ,
où nous avons utilisé (3.9)-(3.12). La preuve est ainsi achevée.

Corollaire 3.0.13 Dans le Théorème 3.0.3, si on prend η (b, a) = b− a, on obtient

∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(2a+b
3 )+(3−2ξ)f(a+2b

3 )+2ξf(b)
6 − 3α−1Γ(α+1)

(b−a)α Θ (a, b, f)
∣∣∣∣

≤ b−a
9

((
1

α+1 − ξ + 2α
α+1ξ

α+1
α

)1− 1
q

((
ψ1 (α, ξ) |f ′ (a)|q + ψ2 (α, ξ) |f ′ (b)|q

)1
q

+
(
ψ2 (α, ξ) |f ′ (a)|q + ψ1 (α, ξ) |f ′ (b)|q

)1
q

)

+
(

1−α
2(α+1) + α

α+1

(
1
2

) 1
α

)1− 1
q (

L1 (α) |f ′ (a)|q + L2 (α) |f ′ (b)|q
)1

q

 ,
où Θ (a, b, f) est définie par (3.13).

Corollaire 3.0.14 Dans le Théorème 3.0.3, si on prend α = 1, on obtient

∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(a+ 1
3η(b,a))+(3−2ξ)f(a+ 2

3η(b,a))+2ξf(a+η(b,a))
6

− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

9

 (1−ξ)2+ξ2

2

((7−15ξ+18ξ2−2ξ3)|f ′(a)|q+(2−3ξ+2ξ3)|f ′(b)|q

9((1−ξ)2+ξ2)

)1
q

+
((2−3ξ+2ξ3)|f ′(a)|q+(7−15ξ+18ξ2−2ξ3)|f ′(b)|q

9((1−ξ)2+ξ2)

)1
q

 + 1
4

(
|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q

 .
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Corollaire 3.0.15 Dans le Théorème 3.0.3, si nous utilisons l’inégalité discrète des moyenne

d’ordre q, on obtient

∣∣∣Sξ (a, b, η, f) − 3α−1Γ(α+1)
ηα(b,a) R (a, b, f)

∣∣∣
≤ η(b,a)

9

(
2
(

1
α+1 − ξ + 2α

α+1ξ
α+1

α

)1− 1
q (ψ1 (α, ξ) + ψ2 (α, ξ))

1
q

(
|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q

+
(

1−α
2(α+1) + α

α+1

(
1
2

) 1
α

)1− 1
q (

L1 (α) |f ′ (a)|q + L2 (α) |f ′ (b)|q
)1

q

 .
Corollaire 3.0.16 Dans le Corollaire 3.0.15, si on prend α = 1, on obtient

∣∣∣∣2ξf(a)+(3−2ξ)f(a+ 1
3η(b,a))+(3−2ξ)f(a+ 2

3η(b,a))+2ξf(a+η(b,a))
6

− 1
η(b,a)

a+η(b,a)∫
a

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
≤ η(b,a)

36

(
4 (1 − ξ)2 + 4ξ2 + 1

) (
|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

)1
q
.

Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressé à l’étude des inégalités de type 3
8 -Simpson

dite aussi inégalité de type Newton, et d’autre part essayer d’établir de nouvelles estimations

concernant ce type d’inégalités.

La première partie représente un rappeler de certaines classes de fonctions, fonctions

spéciales, intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie, nous avons présenté certain résultats concernant les inégalités

de type Simpson classique et fractionnaire via certains genres de convexités classiques et

généralisées.

Tandis que la troisième partie été dévoué entièrement à des nouveaux résultats que nous

avons établi concernant les inégalités intégrales fractionnaire de type Simpson via la préin-

vexité. Notons que ces résultats sont soumis pour une éventuelle publication.
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