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Abstract

In this dissertation, we will focus on the study of real
and fractional integral inequalities.

In the first chapter, we recall some definitions of
classical and generalized convexity.

In the second chapter, we quote some results already
known in the literature.

While the last chapter will be entirely devoted for
some new fractional parameterized Simpson-type
inequalities for functions whose first derivatives are
preinvex.

We mention that these results are submitted for
possible publication|44].

Key words:

Simpson type inequality, Riemann-Liouville integral
operators, Holder inequality, power-mean inequality,
preinvex functions, s-convex functions, special func-
tions.



Résumé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur I’étude
des inégalités intégrales réelles et fractionnaires.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques
définitions de la convexité classique et généralisée.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons quelques
résultats déja connus dans la littérature.

Alors que le dernier chapitre sera entierement con-
sacré a quelques nouvelles inégalités fractionnaires
paramétrées de type Simpson pour les fonction dont
les dérivées premieres sont préinvexes.

Nous mentionnons que ces résultats sont soumis pour
une éventuelle publication [44].

Mots clés :

Inégalité de type Simpson, opérateur intégrale de
Riemann-Liouville, inégalité de Holder, inégalité des
moyennes d’ordre q, fonctions préinvexes, fonctions
s-convexes, fonctions spéciales.
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Introduction

Les inégalités intégrales constituent un domaine d’étude fascinant et solide au sein du
vaste domaine de I'analyse mathématique. Elles représentent un outil puissant tres sollicité
dans divers branches de mathématiques moderne telles que la théorie qualitative des équa-
tions différentielles et des équations aux différences [13, 28, 29, 37,45, 46, 47, 48, 49, 50, 51],
ainsi que dans l'estimation d’erreur de différentes quadratures en analyse numérique 7, 16, 20,

23,24, 25, 26, 33, 36, 55).

Le calcul fractionnaire est la branche la plus efficace de I'analyse mathématique qui
traite le probleme des intégrales et des dérivées d’ordres non entier. Dans ces dernieres dé-
cennies plusieurs travaux traitons les inégalités intégrales sont apparus dans la littérature

3,9,12,27, 30, 31, 32, 34, 35, 39, 42, 56].

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthese concernant les inégalités in-
tégrales de type Simpson et d’établir de nouvelles généralisations de ce type d’inégalités

intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexité classique et de
convexité généralisée pour les fonctions a une variable, une esquisse concernant l'intégration

fractionnaire ainsi que quelques identités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités inté-

grales de type Simpson.



Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré a des nouvelles inégalités de

type Simpson dans ces nouveaux résultats sont soumis pour éventuelle publication [44].



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques types de convexité classique et généralisée,
quelques classes de fonctions, certaines fonctions spéciales ainsi que quelques identités de

fonctions, concernant la convexité en peut consulter [52].

1.1 Convexité classique et convexité généralisée

1.1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a, b] C R.

Définition 1.1.1 ([52]) Un ensemble I C R, est dit conveze si pour tout x,y € I et

pour tout t € [0, 1], nous avons

tr + (1 —t)y € I.

Définition 1.1.2 ([52]) Une fonction f : I — R est dite convexe, si

fz+ (1 —-t)y) <tf(x)+(1—1) f(y)
est satisfaite pour tout ¢,y € I et toutt € [0, 1].

Définition 1.1.3 ([6]) Une fonction positive f : I C R — R, = [0,00) est dite



s-convexe au second sens pour un certain nombre fixé s € (0,1], si

fitz+ (1 —t)y) <t°f(x)+ (1 —t)°f(y)
est satisfaite pour tout ¢,y € I ett € [0, 1].

Définition 1.1.4 ([1]) Une fonction f : I C [0,00) — R est dite fortement s-conveze

au second sens pour un certain nombre firé s € (0,1] et ¢ > 0, si

fltw+ (1 —t)y) <t°f(@)+ (1 —1)°f(y) — ct(1 —t) (x — y)*
est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].

Définition 1.1.5 ([57]) Une fonction f : [0,b] — R est dite m-convere o m €
(0,1], si
ftz +m1 —t)y) <itf(z)+m(l—1)f(y)

est satisfaite pour tout ¢,y € [0,b] ett € [0,1].
Définition 1.1.6 ([58]) Une fonction f : [0,b] — R est dite étendu (s, m)-conveze

ou s,m € (0,1], si

ftz+m(1l—t)y) <t°f(z)+m(1—1)°f(y)

est satisfaite pour tout ¢,y € [0,b] ett € [0,1].

1.1.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de la convexité

classique introduite par Hanson [14].

Définition 1.1.7 ([59]) Un ensemble K C R est dit invexe au point & par rapport a
n: K XK —R,si
z+tn(y,z) € K

est satisfaite pour tout ¢,y € K ett € [0,1].



Définition 1.1.8 ([59]) Une fonction f : K C (0,+00) — R est dite préinveze par

rapport a m, st

Fx+tn(y,z)) <A —1t)f(z)+tf(y)

est satisfaite pour tout ¢,y € K ett € [0,1].

Définition 1.1.9 ([53]) Une fonction f : K C R — R est dite préquasiinveze par

rapport a m, si

f(x+in(y,x)) < max{f(y),f ()}

est satisfaite pour tout ¢,y € K ett € [0,1].

Définition 1.1.10 ([19]) Une fonction f : K C [0,00) — R est dite s-préinveze au

second sens par rapport a m, pour un certain nombre firé s € (0,1], si

fx+in(y,z) < (1 —19)°f (x) +°f(y)
est satisfaite pour tout x,y € K ett € [0,1].

Définition 1.1.11 ([18]) Une fonction f : K C [0,b*] — R est dite m-préinvexe par

rapport a m, ou b* > 0 et m € (0,1], si

f(x+tn(y,@) < (1 —t)f(x)+mtf (L)
est satisfaite pour tout ¢,y € K ett € [0,1].

Définition 1.1.12 ([22]) Une fonction f : K C [0,b*] — R est dite (s, m)-préinveze

par rapport a m, ou b* > 0 et s,m € (0,1], si

fl@+tn(y,2) < (1—t)° f(x) +mtf (2)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € [0,1].

1.2  Quelques classes de fonctions

Nous rappelons ici, les définitions d’une fonction bornée et d’une fonction lipschitzienne.



Définition 1.2.1 ([5]) On dit que f est bornée sur [a,b], sil existe m et M deuz

constantes réelles telles que pour tout ¢ € [a, b], on a
m < f(x) < M.

Définition 1.2.2 ([5]) On dit que f est lipschitzienne de rapport L sur [a,b], si pour
tout x,y € [a,b], on a
|[f () = fW)| < Llx—yl.

1.3 Quelques fonctions spéciales

1.3.1 Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction spé-
ciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres complexes a I'exception

des entiers négatifs

Définition 1.3.1 ([54]) Pour tout nombre compleze z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit
oo
'(z) = /e‘ttz_ldt.
0

Remarque 1.3.1 Pourz €N, onaTl(z) = (z—1)!'=1Xx2Xx3 X ..X (2 —1).

Remarque 1.3.2 Une propriété importante de la fonction gamma est la relation de ré-
currence suivante :

I'(z+1) =2I(2),z > 0.



1.3.2 Fonction béta

Définition 1.3.2 ([54]) La fonction béta d’Buler est définie pour tous mombres com-
plexes x et y de parties réelles strictement positives par :
1

B (z,y) = /tm—l (1 — )Y dt.

0

Remarque 1.3.3 La relation entre la fonction gamma et la fonction béta est la suivante :

B (z,y) = 5250,

1.3.3 Fonction béta incomplete

Définition 1.3.3 ([54]) La fonction béta incompléte est définie pour tous nombres com-
plezes x et y de parties réelles strictement positives et a € (0,1) par :
«

B. (z,y) = /tm—l (1 — )’ dt.
0

1.3.4 Fonction hypergéométrique

Définition 1.3.4 ([54]) La fonction hypergéométrique est définie pour Re(c) > Re(b) >

0 et |z| < 1, comme suit :
1
oFy (a,b,c52) = m/tb—l (1—t)"' (1 — 2t)“dt,
0

ou B(.,.) est la fonction béta.

1.4 Calcul fractionnaire

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 ™€ siecle jusqu’a nos
jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de I'année 1695
quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant sur la signification de
% lorsque n = % Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur une possible

théorie de la dérivation non entiere, et a répondu a L’Hospital : ... cela conduirait a un para-



doxe ... Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premieres conséquences
utiles. La premiere tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée frac-
tionnaire est due a Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de
Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non ”"Approche de Riemann-Liouville”. Plus tard,
d’autres théories on fait leurs apparitions comme celle de Griinwald-Leitnikov, de Weyl et
de Caputo etc . Cette théorie n’a cessé d’attirer I’attention des chercheurs vu 'ampleur de

son champ d’application en traitement d’images, biologie, génie civil et en mécanique.

1.4.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1 ([40]) Soit f € L'a,b], les intégrales fractionnaires au sens de
Riemann-Liouville I, f (x) et I} f(x) d’ordre oo > 0, ot @ > 0 est définie par

xr

f@ = [@-0" fdt, z>a

L(a) J,
et
;b
I° f(z) = r(a){ (t —2)* ' f(t)dt, = <b,
ouT' (o) = ?oe_“ua_ldu est la fonction gamma d’Euler.
0

1.5 Quelques inégalités intégrales importantes

1.5.1 Inégalité de Holder

Théoréme 1.5.1 ( [41]) Soitp > 1 et % + % = 1. Si f et g sont des fonctions réelles

définies sur [a, b], et si de plus | f|P et |g|? sont intégrables sur [a, b], alors

/blf(w)g(w)ldw < (/blf(w)lpdw)p (/b Ig(w)lqdw)

1.5.2 Inégalité des moyens d’ordre g

1
q

Théoreme 1.5.2 ([8]) Soient x = (Ti)iz1,9,..m €t P = (Pi)iz1,9,.n deuz strictement

positives n-uplet et soit ¢ € R U {—o0, 400}, l'inégalité des moyens d’ordre q pondérés

10



par p est définie par

Q=

n Z Dix; pour q 3& — 00, 07 —|—OO,

M[‘I] — ( n

min (1, Tay .oy Tp) pour ¢ = —o0,

max (&1, Loy .oy Tp) pour q = +o0o.

Pour —oo < g < r < 400, on a
Ml < prlrl,

Remarque 1.5.1 La version intégrale du Théoréme 1.5.2 est : pour q > 1 et si |f]| et

lg|? sont intégrables sur [a, b], alors

1-1
q

J1f @ g @) de < (/If(w)ldw) (/|f<w)| |g<w>|qczw)

1.6 Quelques identités intégrales importantes

Q=

Dans cette section, nous exposerons certaines identités établies dans les papiers
[2,10,15,17,21,43], qui représentent des résultats cruciaux dans 'étude des inégalités

intégrales.

Lemme 1.6.1 ([17]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I°
avec a < b dont f' € L' [a,b], alors lidentité

é(f(a)+3f(2“T“’)+3f(%2”)+f(b))—ﬁ/f(U)du

— (/ (1 —t)a+t222) dt

1

+/ t—* t)2a—|—b+ta+2b)dt
0
1

+ t—f —t)“+2b—|—tbdt)
I #or)

11



est satisfaite.

Lemme 1.6.2 ([21]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I°
avec a < b dont f' € L' [a,b], alors lidentité

i (F () + 0F (=52) + 0F (252) + £ (b)) — 72, [ f (w) du

|

(t—3) £ ((1—t) 2 4 tot2) dt

‘ 0"

1
[ (t=35) £ (1 —t)a+ t252) at
0

+

_|_

o~Y—0n ot

(t—2%55) £/ (1 — 1) L2 + tb) dt)

est satisfaite pour tout @ € |0, +o0].

Lemme 1.6.3 ([15]) Soit f : [a,b] C R — R telle que f’ est absolument continue et
f” € L' [a,b), alors l'identité

L[f @) +2f (352) + 20 (“42) + £ )] - 2, [ £ (2) da

o)’ /t 1 —t) [ (Ea+ 5) + £ (Ha + 2Z50) + 7 (La + 35tb)] dt

est satisfaite.

Lemme 1.6.4 ([10]) Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction telle que f' est abso-

lument continue et " est intégrable sur [a,a + n (b, a)], alors l'identité

1
F(a,b,f) = %/t(l—w{f’(w%n(b,w)

+f”(a+ 2ty (bya)) + 7 (a + 25in (b, a))} dt
est satisfaite, ot

F(ab,f) = §(f(a)+2f(a+"%2) +2f (a+ 209) + f (a+n(b,a)))
a+n(b,a)

3 / f (z) dz. (1.1)

o n(b,a)

12



Lemme 1.6.5 ([2]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I°
avec a < b dont f' € L' [a,b], alors l'identité

6 (F (@) + 27 (58) +2F (“52) + £ (1) — 5 0= Sa

1
= 1’3_6“(/(4ta—2)f’((1—t)a+t2";b)dt
0
1
— [ =6 (- ) 2 4 et at
0

1
—|—/t°‘f’((1—t)‘%rb+t%2b)dt
0

— / (4(1—t)* —2) f ((1—t) *52 + tb) dt)

est satisfaite, ot

So = Izz%,,)-f(a)+2“—1I‘(1#)-f(“7“’)+2“—II‘(*%T+,,)+f(“T+”)+Ig#)+f(b)- (1.2)

Lemme 1.6.6 ([43]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I°
avec a < b dont f' € L' [a,b], alors l'identité

2mf(a)+(3—2m) f (242 )+(B3—2m) f(2522) +2mf(b)  go—ip(a+1

= b‘g“(/(no‘—m)f’((l—n)a—kn%f’)dn

0

(@ =m =) F (= 25 4 ) a

+/(na —(1=m)) f (1 — k) 2 + kb) dn)

est satisfaite, ou m € [0,1] et

Q(aby ) = Ity F(a) + I+ F () + L (552) . (13)

()" (22)

13



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

faisant intervenir quatre points

Dans ce chapitre nous exposerons différents résultats sans démonstration concernant la
deuxieéme formule des inégalités de type Simpson pour différentes classes de fonctions, dans

le cas usuel et fractionnaire.

2.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonc-
tions dont les dérivées premieres sont s-convexes

Dans le papier [17], Laribi et Meftah ont établi certaines inégalités de type Simpson

basées sur 'identité du Lemme 1.6.1.

Théoreme 2.1.1 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ou a,b €
I° avec0 < a <b. Si f' € L' [a,b] et |f'| est s-convere au second sens pour un certain

nombre fizé s € (0, 1], alors l'inégalité suivante :

L(f(a)+3F (2%2) + 37 (“42) + £ (b)) — ﬁ/f (u) du

< saist (20077 +52) (7 @1+ 15 @)

(1 @) @) ) (1 (252 [ (=52)

est satisfaite.

14



Théoreme 2.1.2 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ou a,b €

I° avec 0 < a < b. Si f' € L' [a,b] et |f'|? est s-convere au second sens pour un certain

nombre fizé s € (0, 1], alors l'inégalité suivante :

(F (@) +3f (2%2) + 3F (“£2) + £ (b)) — ﬁ/f (u) du

1
8

((3’”“+5p+1) ('f'(“>"’+lf'<2a+b>l)

9(p+1)7 st s+

1 1
1 (17 CE) ()T 3ot 5 (17282 @)\ @
+2( : s+1 : +( 8p+ )p 3s+1

_Q
N——

est satisfaite, ou q > 1 avec % + % =1

Théoreme 2.1.3 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ou a,b €

I° avec 0 < a < b. Si f' € L' [a,b] et |f'|? est s-conveze au second sens pour un certain

nombre fizé s € (0,1], alors l'inégalité

(f (@) +3F (252) + 3F (“£2) + £ (b)) — ﬁ/f (u) du

1
8

b—a 7 s+2 33—2 q
< T (s+1)(s+2) (4 (( ) )|f (a)l

(0" e
D7 (é)”z)q(

, <a+zb)‘q>%
3

%
/
N

Q
_|_
S
N—

est satisfaite, ou q > 1.

Théoreme 2.1.4 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ot a,b €
I° avec 0 < a < b. Si f/ € L'[a,b] de plus s’il existe deux constantes —oo < m <

M < +oo telle que m < f' (x) < M pour tout € [a, b], alors l'inégalité

L(f (@) +3F (2552) + 3F (“52) + £ (0) — %, [ f (w) du
< 2 (b—a)(M—m)

576
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est satisfaite.

Théoreme 2.1.5 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ou a,b €
I° avec 0 < a < b. Si f' € L'[a,b] de plus si f'est L-Lipschitzenne sur [a, b], alors
l’inégalité

< 4(—a)’
172;1 L

L(F (@) +3F (252) + 37 (“82) + £ (0) — 2, [ f (w) du| <

est satisfaite.

2.2 Inégalités intégrales paramétrées de type Simpson
pour les fonctions différentielles s-convexes

Inspirés par le papier [17], Mahmoudi et Meftah [21], ont généralisé les résultats de ce
dernier, en adoptant une nouvelle identité paramétrée donnée par le Lemme 1.6.2, dont les

résultats sont les suivants.

Théoreme 2.2.1 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ot a,b €
I° avec 0 < a < b. Si f' € L' [a,b] et |f'] est s-conveze au second sens pour un certain

nombre fizé s € (0, 1], alors l'inégalité

s (F (@) +0F (252) 4+ 0 (£2) + £ (b)) — ;L. [ £ (w) du

< st (B2 +2(255)77) UF @)+ 15 O

+ (0 + () 2 (at)™) (r ()] + 1 (+42)))

est satisfaite pour tout nombre strictement positif 6.

Théoreme 2.2.2 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ou a,b €

I° avec 0 < a < b. Si f' € L' [a,b] et |f'|? est s-convexe au second sens pour un certain

16



nombre fizé s € (0,1], alors l'inégalité

s (F (@) + 0F (2252) + 0F (=£2) + £ (b)) — 72, [ f (w) du

IA

18(p+1)P Tt 2(146)PT1 s+1

1
b—a (<3P+1+(20—1)P+1)II’ (lf'(a)|q+|f'(2a§rb)|q)q

s+1 2(140)P*1! s+1

1
n <|f’(2a§rb)|q+|f’(‘“5%)|q>q 4 (3P+1+(20 1)""‘1) (|f’(“+2b)| +|f’(b)|q> )

est satisfaite pour tout nombre strictement positif @, ou. q > 1 avec % + % =1.

Théoreme 2.2.3 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ot a,b €
I° avec0 < a <b. Si f' € L' [a,b] et |f’'|? est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fizé s € (0,1], alors l'inégalité

——/f(u)du

) )1 @l

ara0 (f (@) + 05 (357°) +6F (“5) + £ (b)

)
i (ot ) ™ (ot 2 (2
(0 2 (55) ) I ()
v (2o ()7) () + )’
() (e 2 a20)™)

+ (a2 (22) ) 1 o))

’ (a+2b>’q
3

est satisfaite pour tout nombre strictement positif 0, ou. q > 1.

Sur la base de la méme identité Boutelhig et al. [4], ont obtenu de nouveaux résultats

concernant les cas ou les dérivées premieres sont bornées ainsi que lipschitziennes.

Théoreme 2.2.4 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ou a,b €
I° aveca < b. Si f' € L' [a, b] de plus s’il existe deux constantes —oo < m < M < +oo
telle que m < f' (x) < M pour tout € [a, b], alors 'inégalité

s (£ (@) +0F (252) + 0f (=52) + £ (b)) — ;2. [ f (w) du

502—20+11
AS W(b—a)(M—m)

17



est satisfaite.

Théoreme 2.2.5 Soit f : [a,b] C I — R une fonction différentiable sur I° ou a,b €
I° aveca < b. Si f' € L' [a,b] de plus si f'est L-Lipschitzenne sur [a,b], alors l'inégalité

s (£ (@) +0F (252) + 0F (“52) + £ () — 3%, [ £ (w) du

2_ _ _1)2
(bf;;;)z (150 66+33+6|£2) (26—-1) |> I
- (1+6)

est satisfaite.

2.3 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonc-
tions dont les dérivées secondes sont fortement s-

convexes

Dans le papier [15], Hua et al. ont discuté les inégalités de type Simpson sous la contrainte

de la s-convexité forte de la dérivée seconde, dont les résultats découle du Lemme 1.6.3.

Théoréme 2.3.1 Soit f : [a,b] C R — R telle que f' est absolument continue et

f” € L' [a,b]. Si |f"|? est fortement s-convexe sur [a,b], alors l'inégalité

L (@) +2F (2552) + 2f (=52) 4 £ (0)] — 2, [ f (@) dm

61/9(b—a)® [[(s—3)3°F24(s4+7)25F2 | op q 1 " q
< 324 {[ croeraeras | (@1 + Grgagae 1£7 (0]

1/q 2
<o—a)” (s=1)2°F2+s+5 " q " q 11c(b—a)
- } + [<S+1)(s+2)(s+3)3s (|f (@)|*+ |f” (b)] ) — Helb—a)®

45

T/q

1
+ [(8+2)(3+3)3s

1
q |, (s—3)35t24(s47)2°+2 a4  c-a)?|9
" (a)|* + s(s+1)(s+2)?s+3)38 17 @) — 45 ] }

est satisfaite pour tout ¢ > 1 et s € (0, 1].

Théoréme 2.3.2 Soit f : [a,b] C R — R telle que f' est absolument continue et

18



f” € L' [a,b]. Si |f"|? est fortement s-convexe sur [a,b], alors l'inégalité

L (@) +2F (2552) + 2f (=52) 4 £ (0)] — 2, [ f (@) dm

< (b—a)? [B (2q—1 2q_1)}1—1/q{ 1 }1/q

54 g—1’ g-1 33(s+1)

2 <11/
x {[(354—1 . 2s+1) |f” (a)|q + |f// (b)|q _ Tc(b—a)?(s+1)3 } 1

54

54

2 s 1/q
|7 (@7 + (3 = 2041) |7 (o) — T 0 }
est satisfaite pour tout ¢ > 1 et s € (0,1]. B (.,.) est la fonction béta.

Théoreme 2.3.3 Soit f : [a,b] C R — R telle que f' est absolument continue et

f” € L' [a,b]. Si |f"|? est fortement s-convexe sur [a,b], alors l'inégalité

L[f (@) +2F (2552) 4 2f (52) + £ ()] — 2, [ £ (@) da

< (b—a)? (g—1)? 1-1/q [ 1 }1/11
— 54 (2¢—-1)(3¢—2) (s+1)(s+2)3¢

% {|:((S _ 1) gs+1 4+ 2s+2) |f” (a')lq + |f// (b)lq __ Be(b—a)“(s+1)(s+2)3°

1/q
108 }

108

2 s 1/q
+ {(254-18 + 1) |f// (a)|q + (2s+2 s — 3) |f// (b)lq __ 13¢(b—a)”(s+1)(s+2)3 }

108

s11/4
DI @I + (372 = 271 (s + ) |7 (B — b= GEnies| }
est satisfaite pour tout ¢ > 1 et s € (0, 1].

Théoréme 2.3.4 Soit f : [a,b] C R — R telle que f' est absolument continue et

19



f” € L' [a,b]. Si |f"|? est fortement s-conveze sur [a,b] pour ¢ > 1 et s € (0,1], alors

L[ (@) +2F (2552) 4 2f (=52) + £ ()] — 2, [ £ (@) da

< (b—a)? (g—1)? 1-1/q [ 1 }l/q
— 54 (2¢—-1)(3¢—2) (s+1)(s+2)3¢

108

2 s11/a
% {{(33—1—2 . (S + 4) zs—i—l) |f// (a)|q + (S + 1) |f// (b)|q _ 9¢(b—a)“(s+1)(s+2)3 }

s11/a
x[(2042 = s = 3) 17" (@1 + (2415 4+ 1) |77 (B)| — Zet=eleiniesne]

2 s11/
17 (@17 + (5 = 1) 3 4 2077) |7 (b) |7 — 20 Genieenn] }

108

est satisfaite.

2.4 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonc-
tions dont les dérivées secondes sont préquasiin-

vexes

Chiheb et al. [10], ont étudié les inégalités de type Simpson pour les fonctions dont les
dérivées secondes jouissent de la préquasiinvexité et ont élaboré les résultats suivant par le

biais du Lemme 1.6.4.

Théoreme 2.4.1 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction telle que f est absolu-
ment continue et f" est intégrable sur [a,a + n (b,a)]. Si |f”| est préquasiinveze, alors

['inégalité suivante

324

|F (a,b, f)] < 222 ((max

f” (a, + %n (b, a)) s | f” (a)|})
+ (max{ " (a + §n (b, a)> f" (a + %77 (b, a)) )})
+ (max {|£” ®)], £ (a + 2n (b,0))|}))

9

est satisfaite, ou F (a, b, f) est définie dans (1.1).

Théoreme 2.4.2 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction telle que f' est absolu-

ment continue f” est intégrable sur [a,a 4+ n (b, a)]. Si |f”|? est préquasiinveze ot g > 1

20



avec % + % =1, alors l'inégalité suivante

|F (a7 ba f)'

G (B (p+1,p +1))r

x ((maX{ £ (a+ 1 @)1 @I})"

1" (a+ 2 )" |5 (a+ 2 b,a)|"})

+ (max {157 [ (a+ 20 0,0)) )

IA

Q=

- (mx

est satisfaite, ou F (a,b, f) est définie dans (1.1) et B (.,.) est la fonction béta.

Théoreme 2.4.3 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction telle que f est absolu-
ment continue et f” est intégrable sur [a,a + n (b,a)]. Si |f”|? est préquasiinveze pour

q > 1, alors l'inégalité suivante

1
q

L7 (@)]7})
£ (a+ 20 (,a)[" |7 (a + 30 (5,0))["})
+ (max {|#” ®)|", |#" (a + 2n (b, a))\"})5>

" (a+ in(b,a))

324

|F (a,b, f)] < 1o ((max{

Q=

q
9

(x|

est satisfaite, ou F (a, b, f) est définie dans (1.1).

2.5 Inégalités intégrales de type Simpson pour les
fonctions dont les dérivées secondes sont (s,m)-
préinvexes

En s’appuyant sur I'identité du Lemme 1.6.4, Chiheb et al. [11] on introduit de nouvelles
inégalités de type Simpson en jouant sur la classe de convexité parmi les résultats élaborés,

on note :

Théoréme 2.5.1 Soit f : [a,a + n(b,a)] C ]0,+0coc[ — R une fonction deuz fois
différentiable telle que f” est intégrable sur [a,a + n (b,a)]. Si |f”| est (s, m)-préinvexe
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pour certains nombres fizés s, m € 10, 1], alors l'inégalité suivante :

(2+2S+3+3S+2)s+ (6+3><23+3—38+3)

2 a
|F (a, b? f)| S 1 SZ ) < 38(3+1)(S+2)(S+3) > (|f” (a)l + m

' ())
est satisfaite, ou F (a, b, f) est définie dans (1.1).

Théoréme 2.5.2 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] C ]0,+oco][ — R une fonction telle que f’
est absolument continue f” est intégrable sur [a,a + n (b, a)]. Si |f”|? (s, m)-préinveze

pour certains nombres fizés s,m € ]0,1] ou g > 1 avec 117 + % = 1, alors l’inégalité :

|F (a,b, f)]
1
2 b,a 1 gst1l_ogs+1 |f"(a)|q+m f” % N\ q

< TP (B(p+1p+ 1) ((( A (z)l )

35(1+s) 35(1+s)

+ ((25*1—1)(lf"<a>|‘Z+m|f~(i)|q))‘11 + ('f"(“"”m(?'”l—f“)lf"(;;)'q)3)

est satisfaite, ou F (a, b, f) est définie dans (1.1) et B (.,.) est la fonction béta.

Théoréme 2.5.3 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] C ]0,+oo[ — R une fonction telle que f'
est absolument continue et f" est intégrable sur [a,a + n (b, a)]. Si |f”|? (s, m)-préinveze

pour certains nombres firés s, m € 10, 1] pour q > 1, alors l'inégalité

|F (a, b, f)
1
n?(b,a) (28+2+3S+2)S+7X28+2_3S+3 " q m m(b\[7)?
< 5Ax6 T (( 3%(s+1)(s+2)(s+3) £ (a)] T 55G672)619) f (RM

1
n(b\|9 e
" ))’
1 ” q (2s+2+3s+2)s+7><23+2_3s+3
+ (38(s+2)(s+3) 17 (@) + m e e

1
(28+2+1)s+5_28+2 q " q
+ (3s(s+1)(s+2)(s+3) (|f (@) +m

@)

est satisfaite, ou F (a, b, f) est définie dans (1.1).
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2.6 Inégalités intégrales fractionnaires de type Simp-
son pour les fonctions dont les dérivées sont s-
convexes

Bouhadjar et Meftah [2], ont traité I'inégalité de type Simpson via les opérateurs inté-

graux de Riemann-Liouville en utilisant 'identité donnée dans le lemme 1.6.5.

Théoréme 2.6.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec 0 <
a < b, dont f' € L*[a,b]. Si |f’| est s-convexe au second sens pour un certain nombre

fixé s € (0, 1], alors l'inégalité

5 (F @427 (352) + 27 (“52) + £ (1) — 552 Sal

< oo ((+ (1 —2(1- (;)3)S+I) L L(s+Ladt 1>) (17 @] +1F ®))

()l 1 (=52)])

3(s+1)—2 1 e
S —4aQ [0 [e%
+ ((s+1)(a+s+1) + (s+1)(a+s+1) (5) ) (

+2B (s +La+1)|f (4]

est satisfaite, ot

L(z,y) =4B 1 (®y) — ( ) L (Y, ) , (2.1)

1-(1)*

S, est définie par (1.2) et B (.,.) est la fonction béta.

Théoreme 2.6.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec 0 <
a < b, dont f' € L'[a,b]. Si |f'|? est s-conveze au second sens pour un certain nombre

fixé s € (0, 1], alors l'inégalité

(@2 <2“+"> b2 (B2 1 £ () — R |
b( 2P & ,P-I-l)-i-pil.zFl(l_i,l,p+2,;>)>p

(If(a)l"+|f'(2a+b)|) <|f/(a+2b)| +|f'(b)|q) )

s+1 s+1
LB [(1FCED )N T (1))
+ (pa+1) (( s+1 + st+1

est satisfaite, ol Sy est définie par (1.2) et ¢ > 1 avec % + % =1, B(.,.) el aF1 (cyeyey.)
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représentent respectivement la fonction béta et la fonction hypergéométrique.

Théoreme 2.6.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec 0 <

a < b, dont f' €

L' [a,b]. Si|f'|? est s-conveze au second sens pour un certain nombre

fixé s € (0, 1], alors l'inégalité

2—2«a 4o 1 - a
@
+ a+1 (7) >

]_ a
ey (3) T GrDatstD)

s+l1—a
1) « _2(s+1)—2a
(8+1)(a+s+1) ( ) + (s+1)(a+s+1)>

( (a) + 2 (352) + 2F (“52) + f (8) — 58 0w S

1-1

L(1-(0)Y) T et Laty)ir @

=+ 2(s+1)—2a> /(2a+b>‘q>
3

QR

1

Hll—(VfH+£@+1a+n)fww>
)
=))))

Qlm

f’( )\ +B(s+1,a+

1 (a+b\ |9 1
f(2)‘ +0¢+S+1

est satisfaite, ot S, est définie par (1.2) et ¢ > 1.

2.7 Inégalités intégrales fractionnaires paramétrées de

type Simpson pour les fonctions dont les dérivées

sont convexes

Motivé par les résultats de [2], Nasri et al. [43], ont établi de nouvelles généralisations des

résultats évoqués en construisant une identité dépendant d’un parametre dont ces résultats

s’appui sur le Lemme 1.6.6.

Théoréme 2.7.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec a < b
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dont f' € L' [a,b]. Si |f'| est convexe, alors l'inégalité fractionnaire

2mf(a)+(3—2m)f( 252 ) +(3—2m) f (2422 ) +2mf(b)  3a-1p(a+1
& )6 (=%) - (b—((z)‘j_)g(a’vbaf)’

< 5 (R w2 - w1 (@)
(252)

8—(1+2m)(a+2)+ (1)1+%—|—m1+% o
4(a+2) 2 a+2

8—(3—2m)(a+1)(a+2) 1\ ta 1+1) 2
st ¢ ()7 + @ —mys) 2
a+2b
(=52)

(
— (1) a—myE) )
(

2— (12(;7253’!4-2) + (1 _ m)l‘i‘a 012) |fl (b)|>

+ o+

+

est satisfaite, ou Q (a, b, f) est donnée par (1.3).

Théoreme 2.7.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec a < b

dont f' € L' [a,b]. Si |f'|? est conveze, alors l'inégalité fractionnaire

2mf(a)+(3—2m)f(2%2) +(3—2m)f(2E22)+2mf(b)  3o—1p(a+1
CEN IR 250 0,

— 9 o a(p+1)

< bea ((m”*B(imH) 4 Qo (agt e m)> <|f (a)|q+|f(2“+")|>

1
(B(;,p+1) zFl(a;al,mz;;))i (|f'(2a;b)|"+|f'(ag%)|")q
+ + ;

20+ & o 2P+ 1a(p+1)

1 1
" ((1—m)”+3‘B(i,p+1) n mp+1-zF1(°‘;1,1,p+2;m)>’” (If'("*ﬁ’)l"ﬂf’(b)v')q)

«a a(p+1) 2

est satisfaite, ot Q (a, b, f) est définie par (1.3) et ¢ > 1 avec % + % =1, B(.,.) et

2F1 (5.9 .5 .) représentent respectivement la fonction béta et la fonction hypergéométrique.

Théoreme 2.7.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec a < b
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dont f' € L' [a,b]. Si |f'|? est conveze, alors l'inégalité fractionnaire

2mf(a)+(8-2m)f (252) +(3-2m) f (2F2) +2mf () 30-1D(at1)
6

S (a,b, f)
< e (et Zegmaed) T (Spepiern o 2o
— G ) P @)+ (et 4 eum R | ()1
(st + 2 0) " (@ (0 ()

(et + 2 ()7 - () b ()’

4(a+1)(a+2) a+1l \2 a+2 \2
(a+D)-a | 2 142\ 70 ((2-0-m)(@t)(@t2) | 200-m)'td
+ < a+l + a+1 1—m) a) << 2(a+1)(a+2) + a+1

_ a(l—m)1+%
a+2

est satisfaite, ou Q (a, b, f) est définie par (1.3) et ¢ > 1.
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Chapitre 3

Inégalités fractionnaires paramétrées
de type Newton pour les fonctions

différentiables préinvexes

Dans ce chapitre nous présenterons de nouveaux résultats concernant les inégalités frac-
tionnaires de type Newton également connues sous le nom de seconde formule de Simpson
qui sont soumis pour une éventuelle publication [44]. Nos résultats reposent essentiellement

sur 'identité du lemme suivant.

Lemme 3.0.1 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonctions différentiable sur
[a,a + n (b,a)] avec n (bya) > 0 et f’ € L* [a,a + n (b, a)], alors pour tout o« > 0 et

& € [0,1] lidentité suivante est vraie

a—1 a
Se (a,b,m, f) — Z G UR (a, b, f)

— ﬂ(ba) (/(R —&f a—|—377(b a))dli
[ (7 = 3) £ (a 250 b ) s

+ [ €= =r)*) f (a+ 250 (b)) dm) , (3.1)
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ol

Se (a,byn, f) = % (Ef (a) + 3;226.12 (a + %"7 (b, a’))
+ 22¢ (a+ 2n(b,a)) + £f (a+n(b,a)))

et

RE@OD = T )y O T Tty (a + 30 (b, a))

+I9 +f(a+mn(b,a)).
(a+§n(b»a))

Preuve. Soit
I=1—1,+ Is,

ou
L= [(x*=¢)f (a+%n(b,a))dk,

D f (a+ %50 (b,a)) d,

E-Q-=r)f (a + 25 (b, a)) dk.

o
I
/N
=
Q

|
iy

En intégrant par parties Iy, on obtient

r=1
Il = n(lia) (K/a o €) f (a + gn (b’ (1,)) ’m:O
1
—né‘f‘a) KOS (a + gn (b, a)) dr
0
= 2095 (a+in(ba)) + 35S (a)
U(b,a) 3 ’ n(bva)
1

—néf’a) KOS (a, + gn (b, a)) dk
0

= Somd (atin(,0) + 35557 (@
a+§"l(b7a)
atly a—1
_,73-1-1(1,’&) / (’U, - a’) f (’U,) du

a
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= oaf (a+ina) + 3555 (@

_wp’t _fla 3.5
170‘+1(b,a) (a-l—%n(b,a)) f( ) ( )
De méme, on a
_ 3 1 2—k k=1
L = —iy (5% =3)f(a+ 3 (00)

1

+n(?a) K*Lf (a + 2_7”77 (b, a)) dk

0
3 1 3 9
= Tmeal (a, + 51 (b, a)) — oyt (a, + 3m (b, a,))
a+2 b,a
gat1l, +3n( ) 2 a—1
T e (bay / (a+2n(b,a) —u)  f(u)du
a+%7‘[(b,a)
. 3 1 3 o
= “moad (a + 51 (b, a)) — oyt (CL + 3m (b, a))
32l (a+1) ja 2
+ 77“+1(b7¢1) I(a.{_%y](b,a))-l-'f <a + 377 (b7 a’)) (36)
et
= i € =0 (ke 0)
3 7 na) s n(b,a))|

s / (A =m) 1 (a+ 20 (b)) de
= S f (@t (5,0) + 2590 F (a+ 20 (b,a))
(ba)/(1 — k) f(a+ 20 (ba)) dr

= 55F (m+n(ba) + 208 f (a+ 2n (b,a))
(1+77(b7a)
atil,, a—
e / (a+ 7 (bya) — u)* ' f (u) du
at2n(b.a)

= a)f (a +m(b,a)) + 3;7((1b,_a€))f (a + %77 (b, a))

a+1 «
—?}%W-I 9 +f(a+n(b,a)). (3.7)
B (a-]—g’r](b,d))

n(b,a)
9

En substituant (3.5)-(3.7) dans (3.4), puis en multipliant I'identité résultante par , on

aboutit au résultat désiré. m

29



Notre premier résultat concerne les fonctions dont la valeur absolue de la premiere déri-

vée est préinvexe.

Théoreme 3.0.1 Soit f : [a,a + n(b,a)] — R une fonction différentiable sur

[a,a 4+ 1 (b,a)] avecn (bya) > 0 et f' € L' [a,a + 1 (b,a)]. Si |f'| est préinvexe, alors

8¢ (a,bym, f) — TGEFUR (a, b, f)|

< n(b,a)

n*(b,a)

— 9

est satisfaite.

30+7a—3a? 20 141
+ <u~<a+1><a+z> St ot o

1 2
30+11la—3a 2a g141 a 1)« a 1)«
((12<a+1)(a+2) £+ o€ T s (5) + s (5) ) |f’ (a)]

i (1) s (3)°) 17 @)

+1

Preuve. A partir du Lemme 3.0.1, les propriétés de la valeur absolue et la préinvexité

de |f’|, on a

IA

IA

8¢ (a, by, f) — E IR (a, b, f)|

"Ia(b,a)
1
n(l; a) ( / | K&
0

! a—|—gn(b,a))’dn
1
—l—/‘n"—%

! (a + 5% (b, a,))‘ dk

(a—i— 25y (b, a))’dn)
5 (/"‘”‘a—ﬂ — )1 @]+ 515 (®)]) dr
+ [ r = 3 (1 = ) If @] + 521 v)]) dr

1= = nl (1 )i @+ (34 15 0) s
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1 1
= ([ - €11 = )t [ o =3 (1 5
0 0
1
—l—/|£— (1— k)| (1 - 2= dn) | (a)]
1 1
+(/w—;— -t
0 0

+ /|s — (1= ®)"] Tdn) # <b>|) -

On a
1 1
¥i(en8) = [k —gl(1=5)dr= [](1—r)" — ¢l Z=ar,
0 0
1 1
2 (0,8) = [l6— (1 —r)"|(1—2=) de = [ |¢ — k7| 5dr,
0 0
1
Ly (a) = /‘na—%‘(l—z_{)dm
0
et

1

Lo (a) = / ‘no‘ — %’ 2 tdk.

0
On calcule les intégrales, commengons d’abord par ¥, (o, £) :
Y2 (e, §) = [ |6 — k% 3dr

(& —na) dke /1(k; - &) dn

O\Jg‘r’_‘ O\,_,

Q\»—\

Q-

k=&

[&KZ Ra+2

ot2 Er2 k=1
6 3(a+2) [

3(a+2) 6

1
k=0 r=E€a

_ 1 13 142
— 3(@+2) 6 + 3(0?;2)E .
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Calculons 5 :

Y (€)= [|k*—€(1-5)dn

o—_
EX

1
K = €l dr — [ |k* — €] 5dr
0

O\EH o—_ .

1 1
= [E—rdn+ [(x" =g dr— [ |s® — ¢l 5dr
¢a 0
atl K= ot k=1 1
- [E"_a_‘_lnzo a+1—€ﬁn:£é—0/|&a—€|'§dn
= satiers — o T o - samé (3.10)

Calculons L, (o) :

1
Lr(a) = /‘Féa—%‘?dn
0
2
3

_2[k kT n=(3)= +2 kotl g1t
32 a+41],._, 3lat+1 2,1
K2 ot2 k=(3)= ot2 2751
1 2
— 6—50—3a? 2a 1\« 1)«
= Deihery T aes (3)° ey (G)° (3.11)
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Calculons £; (o) :

L) (a) = /’n"‘—%(l—%)dn

1

- /yﬂa_fydn_/ym o e

0
H= 1 1 9 _ k
= / <—n°‘>dn+ / (H',a—)dh‘,—/‘lﬂ‘,a %’ 3 dk
0 (h& 0
K o+l (3@ o+l k15=1 1 N2—K
= |5~ + - = —/’no‘—i‘ dk
2 a+1],, a+1 2 HE )
1 2
_ 6—a—3a2 1\ a 1\ o«
e T sam (3)° T s (3) (3.12)

En substituant (3.9)-(3.12) dans (3.8), nous obtenons le résultat souhaité. m

Corollaire 3.0.1 Dans le Théoréme 3.0.1, si on prend n (b,a) = b — a, on obtient

26 f (a)+(3—2€) £ (25t ) +-(3—2¢) £ (2422 ) +2¢ £(b) a—1p(q

b—a 30+11la—3a 1+ 1 é a
< 5 <(12(a+1)(a+2) £+ a+15 *+ 5 ( ) T 8t2) ( ) ) £ ()]

304+7a—3a? 141 1 > «
T (12(a+1)(a+2> €+ 2587 + 5255 (3) — s (3)° ) I (b)|>

o

6 (a’ b f) (2a+b)_f(a) + I?2GT+I7)+f (%Zb) + I(a#)‘i‘f (b) * (313)
Corollaire 3.0.2 Dans le Théoréme 3.0.1, si on prend o« = 1, on obtient

2¢f(a)+(3—2¢) f (a+3n(b,a) ) +(3—2¢) f (a+3n(b,a) ) +2¢ f (a+n(ba))
6

a+77(b7a)
—wim | f@)az

< 2D (B e+ ) (If (@)l + | D))

33



Corollaire 3.0.3 Dans le Théoréme 3.0.1, si on prend & = %, on obtient la seconde

inégalité de Simpson

Ss (aybym, f) — LGSR (a, b, f)|

n*(b,a)
< nba) 42— 50—15a2 20 (3\ta o 1\ & o 1\a ’
= 9 24(a+1)(at2) t att (E) + 3(at1) (5) + 6(at2) (5) |f" (a)]

42-13a—150> 20 (3\1Ta 20 (1\a _ _ « 1\a ’
+ (24(a+1)(a+2) + o (s) + 3@+ (2) 6(at2) (2) ) | f (b)|> .

Corollaire 3.0.4 Dans le Corollaire 3.0.3, si on prend o« = 1, on obtient

a,+’l](b,a)
F(@)+3f(a+in(b,a))+3f(a+2n(b,a))+f(at+n(b,a))
( 3 ) 8( 3 ) _ n(l;l,a) / ,f (z) dz

a

< P (@) + 17 ().

Corollaire 3.0.5 Dans le Corollaire 3.0.4, si on prend n (b,a) = b — a, on obtient

b
a 2a+b a+2b
fla)+37(2%t0 )-8+3f(—3 )+£(®) bfa/f (2) dz

< P2 @+ 1 (D).

39

50, On obtient la seconde

Corollaire 3.0.6 Dans le Théoréme 3.0.1, si on prend & =

inégalité de Simpson corrigée

Sss (@, b,m, f) — EHEADR (a,b, )|

n*(b,a)
< n(ba) <<366—131a—177a2 4+ 20 (@)1"'&_'_ o (l)i_'_ a (1)2) I (a)]
= 9 240(a+1)(a+2) at1 \80 3(at+1) \2 6(at+2) \2

366—211a—177a2 20 (39\1ta 20 1\a a 1\ 2
+ ( 240(a+1) (a+2) + a+1 (%) + 3(a+1) (5) T 6(at2) (5) |f, ®)1)-

Corollaire 3.0.7 Dans le Corollaire 3.0.6, si on prend o = 1, on obtient

13f(a)+27f (a+3n(b,a))+27f (a+Zn(b,a) ) +13f(a+n(ba))
80

a+77(b7a)
— s | f@)az

< 2000a) (| 7 (a)| + | f (B)]) .
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Corollaire 3.0.8 Dans le Corollaire 3.0.7, si on prend n (b,a) = b — a, on obtient

b
13f(a)+27F (252 ) +27 7 (2522) +13£(b)
(3)80 (52) —ﬁ/f(z)dz

< e (F (@] + 15 (d)]) -

Le résultat suivant traite le cas ou la premiere dérivée en valeur absolue a une certaine

puissance q > 1, est préinvexe.

Théoréme 3.0.2 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction différentiable sur
[a,a 4+ 1 (b,a)] avec i (bya) > 0 et f’ € L'[a,a + n(b,a)]. Si |f’|? est préinveze,

alors

‘SE (aabanaf) - w’R’(a’b,f)‘

n*(b,a)

< na) ((ep+é B (1, p+ 1) + (1—€>1+"-2F1(1—;,1m+2s1—€)>;'
— 9 «a «

a(p+1)

1 1
51f (a)|?+1f (B)|? @ If/(@)|74+5f'(5)|7\ a
% (( a - )q 4+ ( a E )q)

a2Ptd a21+p(p+1)

i < B (Lp+1)+ 2Fl(1‘3’14’+2?5))’1’ (|f’(a)|"-2+|f'<b)|")2)

est satisfaite, ou q > 1 avec %4—% =1, B(.,.) etoF;y (.y.,.,.) représentent respectivement

la fonction béta et la fonction hypergéométrique.

Preuve. A partir du Lemme 3.0.1, les propriétés de la valeur absolue, l'inégalité de

Holder et la préinvexité de | f/]?, on a

8¢ (a,b,m, f) — T IR (a, b, f)|

n*(b,a)
1 » /1 7
< aba) ({ K™ — €7 dn) ({ £ (a+ %n (b, a))\qdn)
1 p /1 a
—|—</‘K/a—;’pdn) (/ Vil (a—{—z;“n(b,a))‘qdm)
0 0

+ (/ € - (1 —r)T dn) (/ f' (a+ 220 (b, a>)\qdn)
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A
S
o
G
—
~
O\H
=
Q
o
=
QU
&
N——

E (/ (=51 @|"+ 51 ®)) dn) E
+ (/ w3l dn)p (/ (=22 1F @1+ 5= |F (0)]") dn)q
(Jie-a-mrras) (J 02y are s ona) |
; ((/lm a%m)p (217 @0 g1r (b)rl)‘l’
e = aPaw) (L1 + L o)’
5 2 2

Jie-a —m)“V’dn)

=

IA
S
=

(=
G

P

(17 @I+ 1 <b)|q)3). .14
On pose
I = /|n —£|”dm—/|£ (1 — k)" dr,

I2 = /‘K’,

Calculons I et Iy, commencons d’abord par I :

I, = [|k*—¢Pdr

1

(6 — r*)Pdr + / (k* — €)P dk.
3

O\IS\"—* "=

Rl

On a :

£
£ —r*)Vdr = 1/up(§—u)i_1du [u = &€ — K°]
o

O\JE‘L
~~

= [(ey(e — o)t edn u=cal
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€p+§ 1 )
— 7/:1:”(1 — a:)E_ld:c
x %

£p+§
= - B (p +1, é)

et
1 1-¢
1 ,
[ —gran = = [(1-g-wr(—widu [x*=1-1q]
¢t T
1 — &)prtt 1 1_
- (a) /(1 —z)’ (1= 1 —§&z)>dr [u=(1-¢§)z]
0
L-gptt 1 .
~ a(p+1) B(Lp+1) /(1 —z)’(1 - (1 —&)z)=""de
’ 0
= COTLR(1-2L,p+21-¢).
Alors
1
p+E 1+p
L=" B(p+1,)+ S R (1-51,p+21—¢).

Calculons I, :

On a:

Ri=

3) L4 -
[ G-r)an = = [wr(i-u) T du w=f-w
0 101
= LG (G-30) e =3
0
1 i
T azrta O/acp(l_w)i tdax

:—J—B@+L9

2Pt
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(% — u)p (1-— u)é_1 du [K*=1— u]

1 1%
/ (na—%)pdn = ao/

(3=
1
1 D é—l
= a/(;(l - ac)) (1 - %:1:) sde [u = ;x]
0
1
1 13
_ _ p 1 \a
= a2P+1/(1 x) (1 2:1:) dx
0
1
1 1 14
= 1—2)’(1—1z)* dx
G BLprn O (15
_ 1 1 1
= W-ZFl (1 ) 1,p+ 2; 5) .
Alors

1

I, =
: a2l (p + 1)

B(p+1,2)+

1 .1
E .2F1 (1 — ) 1,p+2, 5) .

En substituant Iy et Iy dans (3.14), nous obtenons 'inégalité requise. m

Corollaire 3.0.9 Dans le Théoréme 3.0.2, si on prend n (b,a) = b — a, on obtient

26f (a)+(3—2€) (252 ) +(3—2¢) £ (2522 ) +2¢£(b) a-1p
(25 )6 (“%2) 3 (b_t(l?jl)@(aab,f)‘

1 _#\1+p _1 .1 %
S b—Ta ((EPZQB (i,p—i_ 1) + (1 é) -2F1(1 aalap+271 6))

a(p+1)

1 1
51£/(a)|*+1£/ (D))« |/ (a)|7+5]f"(b)|" ) a
x (Lerpren? , (rarsror))

1
2Fy 1—§,1,p+2;5)

1
+ (e () + 25l (!

ot © (a, b, f) est définie par (5.13).

Corollaire 3.0.10 Dans le Théoréme 3.0.2, si on prend o = 1, on obtient
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2¢£(a)+(3—28) f (a+ 3 n(b,a) ) +(3—26) f (a+2n(b,a) ) +2¢f (a+n(bra))
6

a—HI(b’a)
—in | f(2)az

a

1
< alba) ((sp+1+(1—s)1+">ﬂ° ((5|f’(a)|q+|f’(b)|")c11 n (|f’<a)|q+s|f'(b)|q)é>
- 6 6

9 p+1
1 , q , g\ L
3 () (remgran)?)

Corollaire 3.0.11 Dans le Théoréme 3.0.2, si nous utilisons linégalité discréte des

moyenne d’ordre v i.e. x" +y" < 27" (x + y)" pour x,y > 0 et 0 < r < 1, on obtient

‘SS (a’b,naf) - WR(a’bvf)‘

n*(b,a)

1
< n(ba) (2 (sp+éB (l,p n 1) n (1—6)1+”-2F1(1—;,1,p+2;1—5))p

= 9 a(p+1)

1
+( 1 B(i,p+1)+2F1£12:+°1',,’(1;i?;))p (If’(a)l"-zi-lf’(b)lq)%.

a2P+%

Corollaire 3.0.12 Dans le Corollaire 3.0.11, si on prend o« = 1, on obtient

2¢f(a)+(3—2¢) f (a+3n(b,a) ) +(3—2¢) f (a+Zn(b,a) ) +2¢ f (a+n(ba))
6

‘1+77(b7a)
— i | f@)az

a

1 1
(b,a) 14— \P | 1 1 \p )\ (IF @I HF G
< 5 <2( p+1 ) +5(ﬁ>p ( 2 )q'

Théoreme 3.0.3 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction différentiable sur
[a,a + n (b,a)] avec n(bya) > 0 et f’' € L' [a,a + n (b,a)]. Si |f’'|? est préinveze,

alors
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‘SE (aabv"%.f) - w’l{(a,b f)’

n*(b,a)
< 2o ((QH £+ 2Py ((¢1 (a0, €) | £ (@)|" + 2 (, €) | £ ()] )%

+ (%2 (&) IF @1 + 1 (2,0 | B)IY)")

a0 @@ e seir o)

est satisfaite, ou q > 1.

Preuve. A partir du Lemme 3.0.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des

|, on a

moyennes d’ordre q et de la préinvexité de |f’|?, on

‘Sﬁ (aabanv.f) - %R(a,b,f)‘

< 2ba) (/m —Eldn) B (7|n°‘—£|
(s (e

' (a+ 25 (b,a))[* d"é)

1
q

f (a + 3m (b, a))‘q dn;)

1
q

1-1 1
q

+(]|£—<1—n>“|dn) q(Zm—

0

n(ba) (/m £|dn)

1—1
q

IA

1
q

f (@) /m — &) (1= 5)ds + |f @) /|~ ag«m)

1
q

1

x (If’ (@I [ |s = 3| (1 = 2= di + 1 )" [ s = 3] ?dn)
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. (|f, @I 16— (1 = m)°| (1 = =) dw + 1F O [ 16— (1 - 5)°] ”;dfc)

= 10 (s = 64 256) T (11 @017 @I+ 2 (0. I 1)
+ (%2 (@, &) [ (@) + 1 (s, €) | (b)lq)‘l’)

1, 1-1

+ (e e (3)7) (@I @I+ L2 (@) 1F <b)|q)q) :
ou nous avons utilisé (3.9)-(3.12). La preuve est ainsi achevée. ®

Corollaire 3.0.13 Dans le Théoréme 3.0.3, si on prend n (b,a) = b — a, on obtient

2¢f(a)+(3-28) 5 (2%52) +(3-29) 7 (2522) +267()  32-'T(a+t1
( 3 )6 ( 3 ) _ (b—((z)‘j_ )@(a,b,f)’

IA

0 <(+ —et 2) T (9 (@, 01 @)1+ 42 () 7 O

+ (42 (@ &) 1F (@I + 1 () 1 ()])°)

+ (e + 3 0))

’ (£1 (@) IF" (@)|" + L2 (@) |’ (b)|q)‘1’> :

ot © (a, b, f) est définie par (3.13).
Corollaire 3.0.14 Dans le Théoréme 3.0.3, si on prend o« = 1, on obtient

2¢f(a)+(3—28) f (a+3n(b,a) ) +(3—26) f (a+3n(b,a) ) +2£f (a+n(ba))
6

a+77(baa)
1
— i | FR)dz

a

1
< k) [ (1-8’+€ ((7—15£+18£2—2€3)If’(a)l“+(2—3£+2€3)If’(b)lq)‘1
= 9 2 9((1-£)%+¢2)

1
n (2—-3¢4+2€3) £/ (a)|"+ (7—15¢+1862—2¢3) |/ (b)|? | @ 41 (|f'(a)|q+|f'(b)|q)%
9((1-6)*+¢2) 4 2 :
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Corollaire 3.0.15 Dans le Théoréme 3.0.3, si nous utilisons l'inégalité discréte des moyenne

d’ordre q, on obtient

‘Sé (a,bﬂ?,f) - %R(a’l%f)‘
< 2o (2 (5 — &+ 226°8) 77 (41 (0, &) + ¥ (a0, €))7 (L@ HIONT e
1\a
+ (2(a+1) + ot a+1 (7> )

1_,

(L1 () |f (@) + L2 () | ()] )3)

Corollaire 3.0.16 Dans le Corollaire 3.0.15, si on prend o = 1, on obtient

2¢f(a)+(3—2€) f (a+3n(b,a) ) +(3—2€) f (a+ 2n(b,a) ) +2¢ f (a+n(bya))
6

a+n(b,a)
o 77(;,0') / f (z) dz

a

< 2 (4(1 - ) 4 4¢? 4 1) (L@@

Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressé a I'étude des inégalités de type ¢ 3_Simpson
dite aussi inégalité de type Newton, et d’autre part essayer d’établir de nouvelles estimations
concernant ce type d’inégalités.

La premiere partie représente un rappeler de certaines classes de fonctions, fonctions
spéciales, intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie, nous avons présenté certain résultats concernant les inégalités
de type Simpson classique et fractionnaire via certains genres de convexités classiques et
généralisées.

Tandis que la troisieme partie été dévoué entierement a des nouveaux résultats que nous
avons établi concernant les inégalités intégrales fractionnaire de type Simpson via la préin-

vexité. Notons que ces résultats sont soumis pour une éventuelle publication.
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