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Résumé

L’identification des systémes par modele non entier a été initiée dans les années 1990, et de
nombreux résultats ont été obtenus depuis. Néanmoins, la plupart de ces résultats utilisent des
méthodes appartenant a la famille des méthodes a erreur de prédiction, qui sont des méthodes
classiques basées sur la régression linaire et qui permettent d’estimer les paramétres du
systeme. Cette étude s’inscrit dans la continuité des travaux précédemment réalisés dans ce
domaine de recherche. L’objectif de cette thése est I’identification et 1I’estimation des systémes
linéaires et non linéaires d’ordre fractionnaire. Plus particuliérement, nous nous intéressons a
I’identification d’un mod¢le linéaire formul¢ a partir d’une équation différentielle fractionnaire

modele (H,.,,). L’étude s’appuie également sur une structure a blocs orientée de type

1n2
Hammerstein, combinant une dynamique linéaire fractionnaire et une non-linéarité statique,
dans laquelle les paramétres du systeme fractionnaire ainsi que ceux du bloc non linéaire sont
estimés simultanément. Ces approches développées reposent sur la représentation en régression
linéaire des équations différentielles fractionnaires, utilisant la methode a erreur de prédiction
fondée sur les moindres carrés récursifs. Dans ce contexte, nous avons aussi proposé et
développé un modéle de suspension semi-actif a base de fluide électrorhéologique (ER) d’ordre
fractionnaire basé sur une représentation en espace d’état, offrant un cadre plus flexible et

représentatif pour améliorer le processus d’identification et d’analyse du systéme. Les résultats

de simulation montrent 1’efficacité de cette approche.

Mots-clés : Identification, Modélisation, Systémes d’ordre fractionnaire, Calcul fractionnaire,

Estimation, Identification en temps réel

Abstract

The identification of systems based on non-integer models began in the 1990s, and significant
progress has been made since. However, the majority of these results are obtained using
prediction-error methods, which are classical techniques grounded in linear regression, these
methods enable the estimation of the system parameters. Nevertheless, the majority of these
studies utilize prediction-error-based methods, which are classical linear regression techniques
enabling the estimation of system parameters. The objective of this thesis is the identification
and estimation of linear and nonlinear fractional-order systems. More specifically, we focus on

the identification of a linear model formulated from a fractional differential equation of the



model (H,,,) type. The study also relies on a block-oriented Hammerstein structure,
combining a fractional linear dynamic with a static nonlinearity, in which the parameters of
both the fractional system and the nonlinear block are estimated simultaneously. These
approaches are built upon the linear regression formulation of fractional differential equations,
utilizing the prediction-error method founded on recursive least squares. In this context, we also
proposed and developed a fractional-order semi-active suspension model based on
electrorheological (ER) fluid and formulated in a state-space representation. This model
provides a more flexible and representative framework for improving the system identification
and analysis process. The simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed

method.

Keywords: Identification, Modeling, Fractional Order Systems, Fractional Calculus,

Estimation, Real-time identification.
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Introduction géneérale

C’est en 1695 que la théorie du calcul fractionnaire a été mentionnée pour la premiere
fois dans la correspondance entre L’Hopital et Leibniz, lorsque ceux-ci ont abordé la question
de l'interprétation d'une derivée d'ordre (1/2). Au 19-eme siécle, Liouville et Riemann ont
formulé une définition cohérente de la dérivée d’ordre fractionnaire, ces recherches ont initié
la théorie de la dérivation et de I’intégration fractionnaires, domaine qui a connu une expansion

marquée a partir de la seconde moitié du siecle [1-3].

Les modeles non entiers sont aujourd’hui largement utilisés pour caractériser le
comportement dynamique de nombreux systemes physiques, mettant en évidence leur potentiel
significatif pour améliorer la précision des modéles pour divers domaines d’application,
notamment les processus électrochimiques [4-7], les matériaux viscoélastiques [8- 14], la
robotique et la modélisation d’environnement[15-20], le domaine de I’automatique pour la
commande robuste telle que le contréleur d’ordre fractionnaire CRONE (Commande Robuste
d’Ordre Non Entier) constitue une approche avancée du controle robuste basée sur le calcul
fractionnaire. Cette méthode permet de concevoir des controleurs dont I’ordre n’est pas
nécessairement entier, offrant ainsi une plus grande flexibilité pour s’adapter aux incertitudes
et aux variations des systémes dynamiques [21], la commande PI*D* d’ordre fractionnaire avec
différentes stratégies d’ajustement, l'utilisation d'un contrdleur PI*D¥, qui se distingue par
I'emploi d'intégrateurs et de différenciateurs non entiers pour une plus grande précision. [22-
23].

Dans le traitement du signal, 1’utilisation des opérateurs d’ordre fractionnaire a donné
naissance a plusieurs nouveaux concepts tels que les filtres dits fractionnaires. Ces filtres offrent
une precision accrue dans la résolution fréquentielle [24,25]. Le calcul fractionnel améliore le
traitement du signal en permettant des représentations flexibles de signaux complexes. Il permet
notamment d’améliorer le débruitage des signaux et des images [26-32]. Dans le domaine de la
bio-ingénierie, des modéles fractionnaires ont été introduits pour modéliser 1’effet des cellules

cancereuses sur les cellules immunitaires [33,34]. Et également appliqués en économie [35-38].

Par ailleurs, I’identification des systémes d’ordre fractionnaire constitue un domaine de

recherche actif et complexe, contrairement aux systémes d’ordre entier. L’ordre non entier



introduit des complexités supplémentaires dans la relation entre les données expérimentales et

les parametres du modeéle.

L’identification des systemes par modéle non entier a été initiée dans les années 1990. Depuis
les premieres études sur I’identification de systemes & modeles non entiers dans le domaine
temporel [39-45] que fréquentiel [46-49]. Plusieurs systémes ont été développés pour le
contréle par ordre fractionnaire, couvrant des aspects tels que I'analyse de stabilité, I'analyse du
domaine temporel, et Iutilisation de I’analyse fréquentielle et de I’espace d’états est répandue.
Néanmoins, La plupart des méthodes relévent des approches fondées sur I’erreur de prédiction
(PEM), basées sur la minimisation de I’erreur d’estimation, avec des ordres de dérivation

connus ou inconnus.

L’identification des systémes d’ordre fractionnaire, qu’ils soient linéaires ou non
linéaires, fait I’objet d’un intérét grandissant dans la communauté scientifique, en raison de leur
capacité a modéliser plus fidelement les phénomenes dynamiques complexes. De nombreux
travaux se sont particulierement concentrés sur les systémes linéaires [50-55], tandis que les
systemes non linéaires, bien que mentionnés dans certaines contributions [43, 44, 56-58] restent

relativement moins explorés et constituent encore un champ de recherche en développement.

Récemment, ce sujet a regu d’énormes contributions et est devenu un outil puissant et largement
utilisé en automatique. |l est reconnu que la modélisation et I’identification d’un systéme
dynamique complexe constituent des étapes cruciales pour la simulation, la conception du
contrble, un ensemble de méthodes a été développé pour I’identification des modeles lineaires.
Ainsi, I’identification des systémes non linéaires attire un intérét important, demeurant un

champ de recherche ouvert, sans cadre théorique général disponible a ce jour.

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés a 1’identification des systémes linéaires
et non linéaires d'ordre fractionnaire pour des applications de contrdle, de supervision ou de
commande de processus industriel. Le premier systeme etudié, considere en particulier
I'identification d'un modele representé par des équations différentielles d'ordre fractionnaire
(FDE) en estimant les paramétres du systéme des ordres non entiers a partir de données

temporelles, en particulier ce modele de type H, Le systeme Hammerstein qui a regu

1nz:
beaucoup d’intérét dans la littérature spécialisée, est considéré aussi dans cette étude. Il est
constitué d’un bloc dynamique non linéaire en série avec un bloc dynamique linéaire. Ayant

pour but la modélisation et I'identification de systemes non linéaires d'ordre fractionnaire, nous



avons utilisé une méthode récurrente pour estimer les parametres de la partie linéaire et de la

partie non linéaire du modele.

Dans le cadre de cette theése, nous allons aussi proposer un modele d’ordre fractionnaire
pour caractériser un systéme de suspension semi-active a fluide rhéologique, développé et
identifié¢ pour un quart de véhicule équipé d’un amortisseur électro-rhéologique (ER). Ce
systéme présente un comportement non linéaire, car son comportement dépend de relations non
proportionnelles entre excitation et réponse, et parce que la variation de viscosité avec le champ
électrique suit une loi non linéaire. Le but de cette étude est d’arriver a une meilleure
représentation des dynamiques de ce systéme de suspension comparativement au modele

d’ordre entier utilisé actuellement.
Obijectifs et contribution de la thése

Les systemes d'ordre fractionnaire peuvent mieux représenter la dynamique des nombreux
systemes physique et électromécanique comparativement aux modeles d'ordre entier. En
particulier dans le cas ou le comportement du systeme présente des propriétés de mémoire et
d’hérédité.

L'objectif principal de cette these est la modélisation et l'identification de divers
processus en utilisant des modeles d’ordre fractionnaire. En effet, I'utilisation du calcul
fractionnaire permet de prendre en compte des dynamiques complexes caractérisées par une
certaine mémoire ce qui contribue a améliorer I’efficacité, la robustesse ainsi que les
performances du systeme face aux différentes perturbations temporelles. Bien que les avantages
de I’identification des systémes d’ordre fractionnaire soient importants, nous visons a obtenir

un modeéle exploitable dans un contexte de commande et de supervision.
Structure de la thése

Le manuscrit se compose de quatre chapitres, organisés de la maniere suivante :

Chapitre 1: Il présente les concepts de base de la théorie des opérateurs fractionnaires
nécessaires a la compréhension des chapitres ultérieurs, ainsi que les différents outils
mathématiques pour le calcul d’ordre fractionnaire. Tout d’abord, les définitions des opérateurs
d’ordre fractionnaire, leurs propriétés et leurs transformées de Laplace sont exposées. L’accent
est mis sur les systémes fondamentaux d’ordre fractionnaire, incluant les notions de base sur

leur représentation via des équations différentielles d’ordre fractionnaire, la résolution de ces



équations et leurs propriétés, ainsi que leur représentation dans 1’espace d’état. Enfin, les
techniques d’approximation des systémes d’ordre fractionnaire par des méthodes fréquentielles

et par des fonctions rationnelles sont présentées et implémentées.

Chapitre 2: Est consacré a la présentation des principaux aspects de l'identification des
systemes, et définit les méthodes classiques d'identification récursive fondées sur le principe
des moindres carrées. Une attention particuliére est apportée a I'algorithme RLS avec facteur
d'oubli, cette méthode est en effet fondamentale pour la compréhension des algorithmes

d'identification récursives.

Chapitre 3 : Ce chapitre est structuré en deux parties, la premiére est dédiée a I’identification et
a I’estimation d’un modé¢le linéaire représenté par une équation différentielle dans le domaine
temporelle. Pour ce modéle, noté H, ,,, laméthode d'identification est basée sur la méthode de
singularité de Charef, les résultats obtenus nécessitent des recherches plus approfondies. La
seconde partie porte sur la modélisation et I’identification d’un systéme non linéaire d’ordre
fractionnaire, fondée sur le modele de Hammerstein introduit au chapitre 2. La méthode
récursive est utilisée afin d’estimer séparément les composantes linéaire et non linéaire du

systeme, ce qui permet d'obtenir des résultats plus précis d'identification.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’application de la méthode d’identification proposée a un
systeme de suspension électrorhéologique (ER) semi-actif, intégrant de maniére dynamique un
amortisseur non linéaire ER. Un modele fractionnaire est développé, I’étude s’appuie sur la
formulation classique du modéle quart de véhicule pour un systeme de suspension semi-actif a

fluide électrorhéologique (ER).

Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats réalises et suggere les

perspectives futures pour la suite de ce travail de recherche.



Chapitre 1

1 Principes  fondamentaux du  calcul

fractionnaire

1.1 Introduction

Les systeémes d’ordre fractionnaire ont fait 1’objet d’un intérét croissant dans les sciences
appliquées et I’ingénierie. La complexité analytique liée a ces fonctions a limité leur étude
théorique, ce qui a conduit au développement et a I’'usage généralis¢ de méthodes numériques
et d’approximations pour leur modélisation, leur analyse et leur mise en ceuvre. Cependant, de
nombreux phénomenes physiques peuvent étre décrits a I’aide de modeles d’ordre fractionnaire.
Ce qui rend le calcul d'ordre fractionnaire nécessaire pour les expliquer. Ce chapitre présente
les bases théoriques des opérateurs d’ordre fractionnaire nécessaire au développement des
chapitres suivants. Il couvre les définitions, les principales propriétés et les méthodes
d’approximation de ces opérateurs, en introduisant d’abord les outils mathématiques

fondamentaux.

1.2 Bases theéoriques des intégrales et dérivées fractionnaires

1.2.1 Outils mathematiques de base

Au début de cette section, afin de faciliter la compréhension des intégrales et dérivées
fractionnaires et de fournir des outils pour résoudre les problémes de calcul fractionnaires, nous
présentons les principaux outils mathématiques qui seront utilisés tout au long du chapitre. I

s’agit des fonctions Gamma, Beta et Mittag-Leffler
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1.2.1.1 La Fonction Gamma

La fonction gamma notée I'(z) constitue une généralisation de la fonction factorielle aux les
nombres complexe. Elle est définie, pour tout nombre complexe (z) dont la partie réelle est

positive, par I’intégrale suivante :
o —

M) = [ "e*u?'du ,vz€R (1.1)

Pour les valeurs complexes de z, la partie réelle doit étre positive pour obtenir la valeur

finie de z, la fonction Gamma a la propriété suivante :
La fonction Gamma est liée a la factorielle par cette relation :
r'(n) = (n—1)! 1.2)
Pour un entier naturel n > 1 Autrement dit, si n est un entier positif :
rmM=m-1DxnN-2)x..x1 (1.3)

Une autre propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence.

I(z+1) =2l(2) (1.4)

Cette relation montre que I'(z) est une extension naturelle de la factorielle pour les nombres

non entiers.

Pourn =1,T(1) = 0! =1, la fonction Gamma peut étre étendue a tous les nombres

complexes sauf les entiers négatifs et zéro, ou elle présente des pbles.

1.2.1.2 Fonction Béta

La fonction béta notée B(p, q) est définie de la maniére suivante :

B(p,q) = [,(1 —wP'udu, p,q €R, (L5)
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La relation entre la fonction Béta et Gamma est donnée par la relation suivante :

r r
B(p,q) = Tror s = B(p,), p.a €R, (L.6)

1.2.1.3 Fonction Mittag-leffler

La fonction de Mittag-Leffler, essentielle en calcul fractionnaire, constitue une généralisation
de la fonction exponentielle. La version & deux parametres de cette fonction est définie par la

relation suivante :

k
Eqp(z) = Z,iom, a>0 >0 (1.7)

La fonction a un seul paramétre est définie comme suit :

k
Ea(2) = Xiormery >0 (1.8)
Clairement,
k
Ea,l(z) = Zlocozoﬁ = Ea(Z) (1-9)

Lorsque =1 la fonction E,,(z) est souvent utilisée dans le cadre des équations

différentielles fractionnaires.

Par exemple, variation du deuxieme parametre dans I'équation (1.7) donne :

k k
Ei1(2) = Zfzoﬁ = Z;?:oi—! =e? (1.10)
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Figure 1.1 Fonction Gamma

Lorsque a=1etf =1, la fonction de Mittag-Leffler devient une fonction

exponentielle classique.

k+1

_yo _3 _yo _3 _lgoe 377 _ e?-1
E1,(2) = Xk=o Tk+2) Y=o (1) ZZk:O ) 2 (1.11)
e K ® k
Z 3
Fia@) =) ==y
P r'(k+3) P (k+ 2)!
1o 32 ef-1-3
N z_zz":" r(k+2)! 52 (1.12)
Dans le cas généralisé :
1 _ k
Eym(2) = s (6% - Zi ) (1.13)
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De plus, la variation du premier parameétre de dans I'équation (1.7) donne :

o sz o sz
Ez,1(Z) = Zk:om = Zk:o@ = cosh(z) ) (1.14)

z2k*1 sinh (3)
2k+1) z

o 2k 1 woo
E22(8) = Eilo gy = 5 Zheo; (1.15)

La fonction de fonction de Mittag-Leffler joue un role important dans de nombreux
domaines, notamment en théorie des équations différentielles fractionnaires et dans 1’étude des

processus aléatoires anormaux ou non locaux.

1.3 Operateurs d’ordre fractionnaire

1.3.1 Définitions en calcul fractionnaire

Un opérateur fractionnaire est un concept en mathématiques, plus précisément en analyse
fractionnaire. L’opérateur intégro-différentiel " D#, souvent noté comme (1.16), est une

généralisation des opérations de dérivation et d'intégration a des ordres non entiers, et il est

défini en fonction du parameétre a, qui peut prendre différentes valeurs comme suit [59] :

a
%ﬁt) a>0

e, De f(8) =4 f(B) a=0 (1.16)
[Lf@dr®  a<0

Ou a est I’ordre de I’opération, généralement nombre réel o € R, ¢ty et t sont les limites de

I’opération.

Voici les propriétés de cet opérateur intégro-differentiel . Df* pour différents cas de

a comment évaluer I'ordre fractionnaire dérivée ou intégrale de la fonction originale f(t).

e Lorsque a = l'opérateur . D¢ correspond a une dérivation fractionnaire.
e Sia = 0, l'opeérateur fractionnaire devient I'opérateur identité. Si a <0, I’intégrale

d'ordre (—a) est appliquee a la fonction.
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e Si a est un nombre complexe, sa partie réelle determine si des actions différentielles ou

intégrales sont effectuées.

1.3.2 Formule d'intégrale de Cauchy d’ordre fractionnaire

1.3.2.1 Formule d’intégrale Cauchy

La formule fondamentale en analyse complexe de l'intégrale de Cauchy, s’écrit comme suit :

n!

an _on f@
O = Londr (1.17)

2mj

Avec c un contour fermé qui entoure les poles de la fonction f(t). Si n est remplacé par un
nombre non entier « il y aura une singularité isolée en t = t. Cette singularité peut étre
supprimée lors du calcul d'intégrales sur un chemin fermé. La formule peut donc étre étendue

pour traiter les dérivées d'ordre fractionnaire.

Définition 1.1: La formule intégrale de Cauchy d'ordre fractionnaire o est définie comme :

pef(t) =g SO g0 (1.18)

2j Yo (z-t)etl

Ou l'ordre o peut étre de n'importe quel nombre réel positif. La dérivée d'ordre a d’une
fonctionf (t) par rapport a t peut étre calculée. Il peut également étre démontré avec la formule

de Cauchy que si a n'est pas un entier, la formule ci-dessus est toujours valide.

1.3.2.2 Formule de dérivée et d'intégrale d'ordre fractionnaire pour des fonctions

usuelles

Les dérivées d'ordre entier n des fonctions sinus et cosinus sont montrées ci-dessous :

n

[sin (at)] = a"sin (at + E) @ [cos (at)] = a"cos (at + %) (1.19)

dtn 2/’ dtn

Lorsque on remplace n par un nombre réel «, les formules ci-dessus restent valable.

10
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Par conséquent, les dérivées et I’intégrale d'ordre fractionnaire peuvent étre exprimées comme

suit :

D{[sin (at)] = a®sin (at + ?) ,D¢[cos (at)] = a*cos (at + %) (1.20)

De plus, la dérivée d'ordre n de la fonction t™ peut étre obtenue comme suit :

dn m!

m _ _ m—n m—n
ot = mim—1)..(m—n+ 1)t = ! t (1.21)
Ce qui peut étre généralisé au cas d'ordre fractionnaire
a,m _ '(m+1) _
DM = Tt > -1 (1.22)

La figure (1.2) ci-dessous représente I’intégration non entiére pour la fonction échelon

pourdifférentes valeurs dea .

Amplitude

2 -

0 1 2 3 4 5 6
Temps (s)

Figure 1.2 L’intégration fractionnaire d’ordre e de la fonction échelon

Dans [1], des formules de dérivée d'ordre fractionnaire pour des fonctions plus couramment

utilisées sont présentées.

11
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1.4 Définitions Grinwald-Letnikov

1.4.1 Calcul des dérivées d'ordre élevé

Avant de présenter la définition de Grinwald-Letnikov de la dérivée d’ordre fractionnaire, on

définit d’abord la premiére dérivée.

Dérivée d’ordre 1(ou premiere dérivée) :

Lf (t)—hm - () = f(t=h)]

dt1

Dérivée d'ordre 2 (ou la deuxieme dérivée) :

S F@© = lim LIF(©) = 2 (£ — h) + £ (£ — 2h)]

En appliquant plusieurs fois la méthode, on peut obtenir la dérivée d'ordre n.

T f @ = lim 3 (<1 (7) £ (e - jh)

datn -0 h™

L’expression binomiale définie comme suit :
(1=2)" = 2jea (-1 (}) 2/ = Tjea (1) 5

La formule des coefficients binomiaux, aussi appelée formule du binéme.

= (7) - j!(:ij)!

1.4.2 Calcul fractionnaire de Grunwald-Letnikov

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

La définition ci-dessus, pour les non-entiers «a, la difficulté réside dans le fait que I'expression

binomiale n'est plus une somme finie, mais une somme infinie de la forme :

(1=2) = E0() (§) 2 = Zowf?

12

(1.28)
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Par conséquent, les coefficients binomiaux étendus peuvent étre écrits comme suit :

& — 1y (@) = _COT@rD
wit= (=D (f)_I‘(j+1)I‘(a—j+1) (1.29)

Supposons que, lorsque t < t,, la fonction y(t) =0, par conséquent une somme finie peut étre
utilisée pour se rapproche de I'infini, et la définition de Griinwald-Letnikov peut étre introduite.

Théoréme 1.1 : La dérivée fractionnaire d'ordre a au sens de Griinwald-Letnikov est définie

par la limite suivante :

(t— to)

LDEF(E) = lim o sl e 17 (%) f(£— jh) (1:30)

Ou [ -] signifie la partie entiere du nombre.,h est la période d’échantillonnage.

Avec w¥

it =(= 1)/ ( ) représente les coefficients coefficient binomial de (1 — z)¢

Les coefficients peuvent obtenus de maniére récursive a partir de cette relation :
(@) _ (@) _ _atly (@ . _
wi® =1, w = (1 j) w, j=12. (1.31)

Lorsque on base sur la définition (1.29) la différentiation fractionnaire peut étre facilement

calculée a partir de I'équation suivante :

[(t to) [(t—to)

LDEF(D) = limaz 30 (=17 (§) FlE—jh) ~ e f(E =W TL3 hug re - jmyaa2

La définition de G-L de l’intégration d’ordre fractionnaire est formulée comme suit :

(t- to)

Gtgzz*f(t>=%g1>;“f<t>=;ggh%az[ e () e = jm (1.33)

1.5 Définition de Riemann-Liouville
1.5.1 Intégrale d’ordre éleve
Considérons d’abord les intégrales d’ordre entier. Il est évident que 1’intégrale du premier ordre

de la fonction f(t) peut étre exprimée comme suit :

13
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d—l
dt—1

f® = J; f@dr (1.34)

On peut également voir que I’intégrale du second ordre peut étre écrite comme :

d—Z

“SF© = f) [} f@ddt = [} f@)(e - 1)d) (1.35)

De méme, I'intégrale d'ordre n peut étre évaluée a partir de :

d—"n t 1 t f(@)
O =[..[, f@Oduds,..di= = J, (t_f;—n dt (1.36)
n
n

1.5.2 Définition d'ordre Fractionnaire de Riemann-Liouville

Si on remplace le nombre entier (—n) par nombre réel (—a), l'intégrale d'ordre fractionnaire

de Riemann-Liouville peut étre définie comme suit :
Définition 1.2

L'intégralede Riemann-Liouville de la fonction f(t) est définie comme suit

_ 1t f@) 1 _
WD (D) = s S = T =g~ DT () (137)

(*) représente le produit de convolution.

En autre, lorsque 0 <a <Iet que l'instance de temps initiale t, = 0, la notation peut étre
simplifiée avec D~% et f(t). La définition de Riemann-Liouville est la plus utilisée en calcul
fractionnaire. Les indices des deux cotés de l'opérateur D représentent les limites inférieure et

supérieure de I'intégrale [60].

Les dérivées d'ordre fractionnaire ne peuvent pas étre définies simplement en
remplagant (—a) par «a, la définition doit étre donnée en termes d'intégrales. Considérons

maintenant la dérivee d'ordre B si que n — 1<f <n.

Noté n = [B]. L’expression de la dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville devient
comme sulit :

dn

RDEF(E) ==

|5, P f ()] (1.38)

14
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A partir de l'intégrale ci-dessus, les dérivees fractionnaires d'ordre Riemann-Liouvillepeut étre

aussi formulée comme suit.
Définition 1.3

Supposons que n — 1 < B < n, etnotons n = [ B]. La dérivée de Riemann-Liouville d'ordre

fractionnaire peut étre exprimée par cette relation :

RLpB _ 1 ar .t f@
toDc f (O =t o deo oo 47 (1.39)

Ou le nombre entiernesttelque n—1 < g < n.
1.6 Définition de Caputo

Dans les définitions de Griinwald Letnikov et Riemann Liouville des dérivées fractionnaires, la
gestion des valeurs initiales non nulles de la fonction f(t) peut poser certains défis, car ces
définitions s’appuient souvent sur des intégrales ou des sommes qui prennent en compte les
valeurs passées de la fonction. Cela peut influencer la facon dont les valeurs initiales (ou

conditions initiales) affectent la dérivée fractionnaire de la fonction.

Dans les définitions de Grunwald Letnikov et Riemann Liouville présentées
précédemment, les valeurs initiales non nulles de la fonction f(t) ne sont pas traitées de
maniere satisfaisante. Par conséquent, dans la définition de Caputo des dérivées fractionnaires,
I’un des principaux avantages est qu'elle permet de traiter de maniére plus naturelle, les valeurs

initiales non nulles de la fonction £ (t).
Définition 1.4

On définit la dérivée de Caputo d’ordre fractionnaire a de la maniére suivante :

(m+1)
EDEF(E) = 2 [F LD an (1.40)

r(1-a)’to (t—-1)¢

avec a = m + y,mest un nombre entier 0 < a < 1 de méme, d'aprées la definition de Caputo,

I'integrale est décrite par cette définition.

15
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Définition 1.5

Caputo a proposé une autre définition de la dérivée d’ordre fractionnaire, donnée par :

Cn=Y _ 1 t_ f@
tth f) = Ty Yo T—ry 1Y dt (1.41)

1.7 Propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire

Les principales propriétés des opérateurs d’intégration et de dérivation d’ordre fractionnaire

sont présentées ci-dessous :

1- Lorsque f(t) est une fonction analytique en ¢, alors sa dérivee fractionnaire . D f(t) est

une fonction analytique en t eten a.

2- Poura = n, ou n est un entier, I'operateur . D¢ f(t) coincide avec la derivée classique de

n.

3- Pour a = 0 l'operateur . D f (t)ecorresponda I’operateuridentité ;¢ DY f (t) = f(t)

4- La différentiation et I’intégration d’ordre fractionnaire constituent des opérations linéaires.:
t,DEle f(O) +dy®)] = ¢ DEF() +d Dy (D)

5- La regle additive propre au semi-groupe
(DEDEFO)] = o DE[,DEF(O)] = DI £ (1)
1.7.1 Transformeée de Laplace des opérateurs d'ordre fractionnaire

La transformée de Laplace de I’intégrale d’ordre fractionnaire o , ns’exprime s’exprime sous

la condition suivante (n — 1 < a < n) est donnée par :

L[, DEf()] = s~ LIf(¢] (1.42)

D’apres la définition de Riemann-Liouville, la transformée de Laplace de la dérivee

d’ordre fractionnaire s’écrit :

16
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LIEDEf O] = s“LIF (O = XkZos*[o, DE O], (1.43)

L’applicabilit¢ pratique de cette transformée reste limitée en raison de 1’absence

d’interpénétration physique des valeurs initiales[tol)g‘_k_1 f (t)]t_t pourk =0..(n—1).
—t0

D’apres la définition de Caputo, la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre

fractionnaire a s’exprime par:
LIEDEF(®)] = sF(s) = Zpzg s X1 B (to) (1.44)

Cette transformation est largement utilisée en pratique en raison des valeurs initiales
conventionnellesf ®(t,), pour k =0,1,..(n—1). Alors, pour l'étude et l'analyse des

systemes, la définition de Caputo semble étre la plus appropriée que les deux autres.
1.7.2 Représentation des systemes fractionnaires

Dans cette section, nous exposons trois modes de représentation des systémes a ordre non entier

. les équations différentielles, la fonction de transfert et la représentation en espace d’état.
1.7.3 Equation différentielle fractionnaire

Plusieurs systemes dynamiques peuvent étre modélisés a I’aide d’équations différentielles

comportant des dérivées d’ordre fractionnaire.
a,Dy(t) + an_D1y(t) + -+ a; D2y (t) + a; DUy (t) + agD*y(t)
= b, DYmu(t) + -+ + by DV u(t) + byDYou(t) (1.45)
Ou:
u(t) et y(t) désignent respectivement I'entrée et la sortie du systéme, (a,,, b,,,) € R? avec :

O<ap<a;<..<ap,, 0<yo<y:<..<Vm ,(anVm ) sontles ordres de la dérivation

ordonnés pour des raisons évidentes d'identifiabiliteé.

Comme dans le cas d'une équation différentielle a dérivés entieres les ordres de la

dérivation doivent vérifier la contrainte a,,> y,,, pour que le systéme soit strictement propre.
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Lorsque a,, =y,, le systeme est juste propre.

L’application de la transformée de Laplace a 1’équation différentielle (1.45), avec
conditions initiales nulles, conduit aux modeles de fonction de transfert d’ordre fractionnaire

entrée-sortie sous la forme suivante :

__Y(s) _ bysYM4by_qsYm-1.b sV14+pysY0

Uu(s) anpson+a,_1s%n-1+---+a,5%14+q7s%0

H(s) (1.46)

Si tous les ordres de dérivation sont des multiples entiers de 1’ordre fondamental, avec «,,
Ym = ka, a € R*, on dit que le systéme est d’ordre commensurable, et ’équation (1.45)

devient de la forme suivante :

Yoo @ DFy(t) = Y7o b D u(t) (1.47)

Pour les systémes d'ordre fractionnaire commensurable, la fonction de transfert ci-dessus prend

la forme suivante :

Tt o br(sHF
;(Lzo ak (Sa)k

H(s) = (1.48)

Cette expression peut étre considérée comme une fonction pseudo-rationnelleH (1) pseudo-

rationnelle de la variable A = s©.

m k
HQ) = p=s

T (1.49)

La fonction de transfert d’ordre fractionnaire introduit la notion de pdles et de zéros
fractionnaires dans le plan complexe s,dans le cas d’un systéme d’ordre fractionnaire

commensurable (1.48).
1.7.3.1 Analyse dans le domaine temporel des systémes d’ordre fractionnaire

La dynamique d’un systéme d’ordre fractionnaire peut étre modélisée a I’aide d’une équation

différentielle s’écrivant comme Suit :
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a;D%x(t) + a,D%x(t) + - + a,_1 D 1x(t) + a,D%*x(t) = 1(t) (1.50)
Avec :

u(t) = byD"u(t) + b,D2u(t) + -+ + by, DYmu(t) (1.51)

Ou 1(t) est composée de la combinaison linéaire d'un signal u(t) et de ses dérivées d'ordre

factionnaire.

Supposons éegalement que la fonction de sortie x(t) a des conditions initiales nulles.

Pour simplifier la présentation, supposons que a; > a, > -+ > a,_1> a, > 0.
Théoréme 1.2:

La solution finale est obtenue a partir de l’équation (1.50)

5]

x(t) = o |0() = By X 1w Px(t - jh) (1.52)

i= 1hal

h%i

Proof : Considérons la définition de Griinwald-Letnikov dans (1.32). La forme discrete de

celle-ci peut étre réécrite comme suit :

5]

1 [(t to)
(D) ~ X

w Dx(t = jh) = —|x(©) + Z5_F 'w@x(e - jh)| (153)

Avec w peut étre évalué de maniére récursive a partir de la formule (1.31).

1.7.3.2 Exemples illustratifs

Des exemples illustratifs sont présentés pour implémenter la méthode de la solution d'équations
différentielle par I'approximation Griinwald-Letnikov, on va considérer deux exemples de

systémes.
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Exemple 1:

On considere un systéme d’ordre fractionnaire modélisé par 1’équation différentielle linéaire

d’ordre fractionnaire suivante :

X0 4 x (1) = u(®) (1.54)

data
La fonction de transfert associée au systéme s’écrit sous la forme suivante :

H(s) =29 = 1

Uu(s) T osa41

(1.55)

u(t) est I'échelon unité.

La figure 1.3 présente la réponse indicielle du systéme d’ordre fractionnaire défini par
I’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire (1.54), obtenue pour diverses valeurs du

parameétre a

1.6 I
7/ "\ —0=0.7]
L /N —os12
1.2 / \AB —oa=1.7
1 ’/\ T / \u
< Y- k/
0.6 %
0.4///
O.ZW
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps (s)

Figure 1.3 Influence du parameétre a sur la réponse indicielle du systéme d’ordre fractionnaire.
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Exemple 2 :

Considérons un systéme d’ordre fractionnaire décrit par I’équation différentielle linéaire

d’ordre fractionnaire suivante :

D1.05u t D0'62u t
® 422 U0
dtl.OS dt0'62

D2'13x(t) D1'36x(t) D°'75x(t)
s T 29 a3 T 3855 + 1.5x(t) =

+u(t) (L56)

La fonction de transfert associée au systéme s’écrit sous la forme suivante :

1.05 0.62
H(S) _ X(s) _ st9°+1.25%°%+1 (1.57)

U(s)  s21342,5513643850.7541,5

u(t) représente I’échelon unité.

La réponse indicielle du systéme d’ordre fractionnaire, modélisé par 1’équation différentielle
linéaire d’ordre fractionnaire, est présentée pour diverses valeurs des paramétres (a) et (y )

dans la figure (1.4).

0.7

0.6
e
0.5 /

X(t)
T ———

0.3 /
0.2

0.1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps (s)

Figure 1.4 Réponse indicielle du systeme d'ordre fractionnaire de I'équation (1.56)

1.7.4 Présentation fractionnaire dans I'espace d'état

Le modele genéralisé d'espace d'états d'ordre fractionnaire a entréees multiples et sorties

multiples (MIMO) peut étre représenté comme sulit :
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D*x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.58)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.59)

Avec a = [aya; ... ay] et que les ordres fractionnaires soient commensurables ou
incommensurable.u € Rle vecteur d’entrée sous forme de colonne, x € R™ est le vecteur
colonne d'état,y € RP et le vecteur d’état en colonne, A € R™"est la matrice d'état,
B € R™*!est lamatrice d'entrée, C € RP*" est la matrice de sortie, D € RP*! désigne la matrice

de transmission directe.

Dans I’analyse et la représentation en espace d’état, la notation précédente établit que la
différentiation d’ordre fractionnaire D% est effectuée seulement sur 1’élément x; de I'état x
dans I'équation (1.58), ou (1.58). On I’appelle L’équation d’état, de nature fractionnaire, est

complétée par I’équation (1.59), qui définit la relation de sortie du systeme.

Dans un cas particulier, le modele d’ordre fractionnaire décrit ci-dessus peut étre ramené a une

forme simplifiée.

a; = a,1 < i <n, l'équation d'état dans I'espace des états (1.58) devient :

Dex(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.60)

L’application de la transformée de Laplace au systéme (1.60), en considérant la définition de

Caputo de la dérivée fractionnaire, conduit a I’expression suivante :
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s¥X(s) —s* 1x(0) = AX(s) + BU(s) =

{X(s) = (s"1 - A)'BU(s) + (s°1 — A) 15 1x(0) (1.61)

Y(s) = €X(s) + DU(s)

avec I € R™"

En supposant des conditions initiales nulles, ¢’est-a-dire x(0) = 0, la matrice identité permet

d’obtenir :

X(s) = (s*I — A)'BU(s)
{ Y(s) = €X(s) + DU(s) (1.62)
D’ou on obtient la matrice de transfert G(s) telle que :
Y(s) = G(s)U(s),G(s) = C(s*I—A)"'B+D (1.63)

Comme pour les systetmes d’ordre entier, la représentation d’un systéme d’ordre

fractionnaire dans 1’espace d’état peut admettre plusieurs formes équivalentes.

On définit I comme la matrice identité de dimension (n X n ), et G(s) comme une matrice de
fonctions de transfert de dimension pligne eticolonne, dont chaque élément est un rapport de

polyndmes en puissances entieres s<.

En conséquence de I'imposition @; =a, la dynamique correspond désormais a celle d’un

systeme d’ordre commensurable.

Considérons un systeme SISO dont la fonction de transfert d’ordre fractionnaire

commensurable est de la forme (1.48), avec a,, = 1 et (m < n).

Le systeme d’état suivant, appelé forme canonique commandable, constitue une représentation

équivalente de la fonction de transfert donnée par 1’équation (1.48).
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1.7.4.1 Représentations des systemes SISO dans I'espace d'état

On considere un systeme SISO décrit par une fonction de transfert d’ordre fractionnaire
commensurable, donnée par (1.48) avec a,, = 1 et (n < n), Le systéme d’état suivant, connu
sous I’appellation de forme canonique commandable, constitue une représentation équivalente

de la fonction de transfert donnée par 1’équation (1.48).

[ D%y ] o 1 0 0 0 ¥ 0]
D%x, [ o 0 1 0 0 ] X2 |0|
o] s s 0 S | ;
D |~ 0 0 0 1 0 ||xnea|Flol® (1.64)
D%, _, l 0O 0 0 0 1 J X, 1 [OJ
| D%x,, | —Qy —a; —a —Ap_y An-1 l Xn J 1
X1
X2
y = [bo - bnao b1 - bnal bTL—Z - bna’Tl—Z bn—l - bnan_l] : + bnu (165)
Xn-1
le
Oub; =0,pourm<i<n
On peut aussi représenter (1.48) par la forme canonique observable suivante :
[ Daxl ) O 0 O 0 —aO x1 [ bO - bnao
D%x; 100 00 =-a||l* by — bna,
: 01 0 0 0 -—a : 5
= 1.
Daxn—z 0 P Xn_o + : u ( 66)
D%xp_4 U 1 0 “%n-2ffxp bn—2 — bpan—
| pax, ] 0 0 7 0 1 Tn-1ll x, [b,,_1 — bpay_1]
X1
X
y=[0 0 il (1.67)
xn

Oub; =0, pour m<i<n
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1.7.5 Critere de stabilité pour les systémes d’ordre fractionnaire

D’apreés la théorie de la stabilité des systemes linéaires invariants dans le temps, un systéme est
stable lorsque les racines de son polyndme caractéristique possedent une partie réelle

strictement négative, c¢’est-a-dire qu’elles sont situées dans la moitié gauche du plan complexe.

Dans le contexte des systémes linéaires d’ordre fractionnaire commensurable, la
stabilité est définie selon des critéres distincts de ceux utilisés pour les systémes d’ordre entier.
Les systemes fractionnaires peuvent, dans certains cas, posséder des racines a partie réelle
positive, ¢’est-a-dire situées dans la moitié droite du plan complexe tout en restant stables. Par
ailleurs, plusieurs auteurs ont montré, a I’aide de différentes méthodes, que pour les systémes
lin¢aires d’ordre fractionnaire commensurable, la stabilité au sens entrée bornée-sortie bornée
(BIBO) peut étre analysée a 1’aide d’une méthode complexe fondée sur le principe de
I’argument des racines de 1’équation caractéristique [62,63]. On peut alors exprimer la condition

de stabilité de la fagon suivante.
Théoreme 1.3

La condition de stabilité d’un systeme linéaire d’ordre fractionnaire commensurable, décrit

par l’équation (1.47) et dont la fonction de transfert correspond a l’équation (1.48), est vérifiée

si et seulement si :larg (1;)] > a=,i=1.2..n. Les A; ( 1<A< n ) sont les racines du
2

dénominateur de la fonction de transfert P(s?) = Y™, a;(s%)* qui est un polyndme en s¢.
Théoréme 1.4

Pour un systeme linéaire d’ordre fractionnaire H(s) commensurable décrit par [’équation
d’état ( 1.63), les valeurs P; représentant les pdles du systeme sont obtenues comme solutions

de [’équation suivante : det(s*I — A) = 0

La stabilité au sens BIBO (Bounded Input-Bounded Output) est garantie si et seulement si
[’ensemble des valeurs propres de la matrice A satisfait les conditions énoncees par le

théoréme de Matignon [64],s0it.

larg ()| > aZ,i=12..n (1.68)
2
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L’équation est satisfaite pour 0 < a <2, le systéme peuvent étre déterminés a partir des poles,

p; = /’1}/“, A; représente les valeurs propres de la matrice A [65,63].

N , . 1 ... .
Dans le cas des systemes d'ordre commensurable rationnel. a = p cette condition devient :

larg (A)] > % i=12..n (1.69)

Ainsi que n est le nombre maximal de péles p; .

La figure 1.5 illustre les zones de stabilité des systémes linéaires d’ordre fractionnaire

commensurable en fonction de 1’ordre de dérivation.

Im A

iwfm 12 am /2
Re Re / Re
. Zpue :| Zone instable Zone
instable : .
instable
0<a<l1 a=1 1<a<2

Figure 1.5 Influence de I’ordre de dérivation sur les zones de stabilité des systémes linéaires d’ordre

fractionnaire commensurable [72].
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1.7.5.1 Controlabilité et observabilité

Dans I’analyse en espace d’état, la controlabilité et 1’observabilité jouent un role central, et leur
traitement pour les systémes d’ordre fractionnaire commensurable a été traité dans la littérature
[62,66-68]. Dans le cas considéré, les conditions de controlabilité et d’observabilité coincident

avec celles définies pour les systémes linéaires d’ordre entier.

Mcomz[B AB A®’B An_lB] (170)

1.7.5.2 Critére de contrdlabilité

Un systéme d’ordre fractionnaire commensurable, défini par les équations d’état (1.58) et
(1.59), est dit controlable si la matrice de contrélabilité (1.68) posséde un rang complet n,

correspondant au nombre de variables d’état.

c
CA
M,,s =| CA2 (1.71)

CA.n—l

1.8 Méthodes d’approximation analogique appliquées aux

opérateurs d’ordre fractionnaire

De nombreuses méthodes d’approximation analogique des opérateurs d’ordre fractionnaire ont
été proposées dans la littérature dans la littérature, I. Petras et al. [69] présentent une étude

complete des principales méthodes existantes.

Parmi les approches les plus couramment employées pour 1’approximation analogique
des opérateurs d’ordre fractionnaire figurent la méthode CFE (Continued Fraction Expansion),
la méthode de Carlson, la méthode de Matsuda, la méthode d’Oustaloup et celle de Charef [70-
72].
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Les méthodes proposées par Oustaloup et Charef sont les plus largement employées

dans la littérature, et feront I’objet d’une analyse approfondie dans ce chapitre.
1.8.1 Méthode d'Oustaloup

L’approximation de I’opérateur d’ordre fractionnaire s¥sur la bande de fréquences [w; wp],
peut étre réalisée grace a la méthode d’Oustaloup, Cette méthode repose sur 1’utilisation d’une
fonction rationnelle caractérisée par une distribution récursive de zéros et de pdles d’ordre

entier, définie comme suit [74,75] :

Hy(s) = K TTN-_y 2k (L.72)

Stwy

Pour I’équation (1.72), ( N ) correspond a I’ordre d’approximation, avec les zéros, les pdles et

le gain du filtre définis comme suit :

k+N+%(1—y) k+N+%(1—y)

w), = wp (Z—:) AR ey (Z—Z) A K = w)(1.73)

1.8.1.1 Exemple représentatif de la mise en ceuvre d’un dérivateur d’ordre

fractionnaire

Considérons le dérivateur d’ordre fractionnaire représenté par la fonction de transfert suivante

Hp(s) = s%5.

Ou la méthode d’Oustaloup est employée afin d’approximer cet opérateur par une fonction
rationnelle définie sur une bande de fréquences déterminée [w;, w;]=[0.001 rad/s 10000 rad/s]
avec N=30.

La figure (1.6) suivante illustre les tracés de Bode correspondant au dérivateur d’ordre

fractionnaire et a sa fonction rationnelle d’approximation
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Bode Diagram
T FTFT

40 T T T T T T T 33331 T

//

Magnitude (dB)
N
o =)
( I I
1 1

bbb bbb bbb bbbttt
10 10 10° 10" 10° 10" 107 10° 10 10°
Frequency (rad/s)

Phase (deg)

Figure 1.6 Diagramme de bode du dérivateur s%5

1.8.2 Méthode de Charef : Fonction de Singularité

Cette approche permet d’approximer 1’intégrateur et le dérivateur d’ordre fractionnaire par une
fonction rationnelle sur une bande de fréquences définie. L’intégrateur est, quant a lui, approché
a I’aide de la technique du pole a puissance fractionnaire (FPP) et le dérivateur par la technique

du zéro a puissance fractionnaire (FPZ) [76,77].

L’approximation des systémes d’ordre fractionnaire de premier et deuxieéme ordre est présentée

dans cette section.
1.8.2.1 Approximation des systemes du premier ordre

Dans le domaine fréquentiel, la fonction de transfert FPP (Pole Power Fractional) suivante
permet de modéliser un systeme fractionnaire du premier ordre (single fractional system)
[71,77] :

H(s) = (1.74)

Ou 1/P; est la constante de temps, et 0 <y <l est l'ordre non entier.

Le diagramme de Bode de H(s) montre que la ligne théorique de pente -20y dB/dec est
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approchée par une structure en zigzag composee de segments interconnectés dont les pentes
alternent entre 0 dB/dec et —20 dB/dec, conformément a la figure (1.7). L’analyse des
comportements asymptotiques, aux basses et aux hautes fréquences, de la fonction de transfert
du modele du premier ordre fractionnaire met en évidence que les premiéres et dernieres
singularités de 1’approximation doivent nécessairement étre des pdles. Par conséquent,

I’expression de cette approximation peut étre reformulée comme suit :

(1.75)

Y
s N—ao TN <1+i)
(1+2) Mo ( 1+

En considérant que ’erreur entre la trajectoire en zigzag et la trajectoire souhaitée est donnée

par y (dB)

A
Mod (dB)
l Py P, Z, P z, P, z, fréquence
—3y dB/dec i

—20y dB/dec

Figure 1.7 Diagramme de Bode du modele (1.74) avec une pente présentant une pente de —20y dB/dec

et de son approximation des zigzags a —20 dB/dec et 0 dB/dec [71]
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Ainsi, la relation (1.75) peut étre reformulée de la maniére suivante :

H(s) = N T (1.76)

Ou (N+1) correspond au nombre total de singularités, déterminé en fonction de 1’étendue de la

bande de fréquences.
1.8.2.2 L'algorithme récursif pour les p6les et zéros a puissance fractionnaire

En considérant que I’écart entre la représentation en zigzag et la réponse idéale est de y(db), la
détermination des poles et des zéros de la fonction de singularités s’effectue selon la procédure

suivante :

avec :
ier po [z5]
Le premier pble du systeme : P, = Pr10!20v

Yy
Le premier zéro du systeme : z, = PT10[1°(1—Y>]

i
Le second pole P; = 2010[107

y
Le second zero : z; = P010[10(1—y>]

eme 7 el
Le N°™ zéro: zy_, = Py_,10'00-»

\ v
Le (N+1)*™ péle du systeme : Py = zN_llo[wv
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a et b sont désignés comme les rapports de position.

Z_O_Z_l ZN-1 Pl_PZ Py b (177)
Py Py PNn—1 Zp z ZN-1 .

Ou Py cette valeur représente la fréquence correspondante a —3ydB, P, singularité initiale qui

est déterminee par y(dB) et Py est singularité finale, déterminée par N.

En se référant a [77], les valeurs des pdles et des zéros de la fonction de singularité peuvent étre

déterminées, conformément aux relations suivantes :
P, = (ab)'P,, z; = (ab)'aP, (1.78)
Pour i=1,2,3,...

Il en résulte que la fonction rationnelle approximée s’exprime sous la forme :

() | M ()

H(s) = — =~ U (ab)siapo (1.79)
(1+ﬁ) Hli\’:()(l-l-l’_i) l_[év=0(1-|-(ab)il’o)
lOg Wmax
N = integer <—loi(:b°) )> +1 (1.80)

Avec (w4 désignant la fréquence maximale de la bande de travail, les deux derniers pdles

doivent satisfaire :
PN—1 < Wmax <PN
1.8.2.3 Systéme du second ordre

Considérons le systéme fractionnaire du second ordre décrit par :
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1

(ﬁ”fa“)
Avec y un nombre reel positif tel que 0 < y < 1, deux cas peuvent étre identifiés :
e lecasou0<y<0.5
Dans cette situation, la fonction (1.81) peut étre approchée par :
s s \7
—_ 1 —_—
(s < G w82
(ﬁ‘l‘Zﬁa‘l‘l)
avec B = (" et n =1 — 2y, F,(s) peut aussi étre approximée par :
Sy1) MG 1+2
F(s) ~ et I (1+2) (1.83)

52 s N s
(ﬁ‘l’Zﬁ;‘Fl) Hi=1 1+P_i

Les points singuliers, pbles P; et zéros z;, sont donnés par :

P, = (ab)taz,,pouri=1,2,3,..,N,z; = (ab)""'z,, pour i=2...3,N-1 (1.84a)

avec.

_y
z, = wvb,a = 1010G-m (1.84b)
_ ] L g @
b = 10lon N = m (184C)

y est ’erreur tolérée en dB.

Pour un ordre d’approximation (N), en considérant la bande de fréquences de travail spécifiée

par Wy qx AVeC Py—_1<Wmax < Pn, ON obtient la valeur suivante :
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o252

l
N = Partie entiére de I F1

“log (ab)_ + 1] +1 (1.85)

F,(s) peut s’écrire sous la forme d’une fonction paramétrique d’ordre N+2

bmoSN +bm1sN 14+ bpy

Fe(s) = sN+24qp s+ 1+ tapnin (1.86)
Ou les coefficients b,y; et a,,; sont a calculés d’apres les valeurs des P;, z;, B et w
e Pour05<y<l1
Dans ce cas, la fonction (1.82) est approximée par :
Fo(s) = 7= () (1.87)

avec B = (¥ etn = 2y — 1, on obtient les valeurs singuliéres suivantes:

P, =(ab)"'P, i=1,2,..,N,z;=(ab)""'aP, i=2,..,N—1 (1.88a)

ou
Yy
P, = wVb, a = 10700-n (1.88b)
_aalZ] L log@
b = 10honl, 1 = log(ab) (1.88¢)

y est ’erreur tolérée en dB

F,(s) peut aussi se mettre sous la forme d’une fonction de transfert paramétrique (1.83).
1.8.3 Exemples illustratifs

Des exemples illustratifs sont presentés pour implémenter la méthode d'approximation de

Charef, on va considérer deux modeles de systemes
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Exemplel :

La représentation en fonction de transfert H(s) d’un systéme du premier ordre est formulé

comme suit :

1

H(s) = (0.25+1)

(1.89)

La représentation en fonction de transfert H(s) d’un systéme du premier ordre fractionnairem

est donnépar :

1
(0.2s+1)Y

H,(s) = (1.90)

L’approximation de Charef par une fonction rationnelle est effectuée pour différentes cas de
(y =03,y =055,y = 0.9)

Les réponses indicielles des systemes H(s) entier et H,(s) pour differents cas de m sont

illustrées respectivement sur la figure 1.8
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Figure 1.8 Réponses indicielles du systéme entier 1¢" ordre et le systéme fractionnaire pour

différentes valeurs de y
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Exemple 2 :

La représentation en fonction de transfert H(s) d’un systéme du deuxiéme ordre est donné par

H(s) =+ 199 (1.91)

$2+20s+1)

avec,w =10rad/s,{ =1

La représentation en fonction de transfert H(s) d’un systéme du deuxiéme ordre fractionnaire

y est donne par :

100
(s24+20s+1)Y

H,(s) = (1.92)

L’approximation de Charef par une fonction rationnelle est effectuée pour différentes cas de

(y =09,y =07,y =0.55)

Les réponses indicielles des systemes H(s) entier et H,(s) pour différents cas de y sont

illustrées respectivement sur la figure 1.9
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Figure 1.9 Réponses indicielles du systéme entier 2°™ ordre et le systéme fractionnaire pour

différentes valeurs de y
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Chapitre 1 Principes fondamentaux du calcul fractionnaire

Les figures (1.8) et (1.9) présentent le gain obtenu sur le temps de montée pour chacun des deux

exemples.
1.8.4 Approximation d’un intégrateur d’ordre fractionnaire

Dans le domaine des fréquences, la fonction de transfert de I’opérateur intégral fractionnaire

peut étre représentée par la fonction irrationnelle suivante [71]:
Hi(s) == ,pour0<y<1 (1.93)
En considérant (s = jw ) comme fréquence complexe et (y >0) tel que: 0 < y <1.

Considérant une bande de fréquences [w;,wy], la modélisation de cet opérateur fractionnaire

peut s’effectuer via un pole a puissance fractionnaire (PPF) selon la formule suivante [77]:

—_ K
H(s) = =y (1.94)
Si on suppose que pour [wy, wy], 0N &, w > w., On peut écrire :
K _ Kol 1
H(s) = aavialarakbe ks H;(s) (1.95)

wc

Avec K,=1/(w/}) etw, est la fréquence de coupure du PPF est déterminée a partir de la

&
fréquence basse w,;, par la relation w, = a)m/ 1057 — 1 avec & est I'erreur d’approximation

maximale permise dans la bande de fréquence donnée [wy,, wp].

Pour modéliser le PPF de I’équation (1.94), et par conséquent I’ intégrateur d’ordre fractionnaire
en tant que systéme lin€aire invariant dans le temps, il est nécessaire d’approximer sa fonction

de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle [77], [76].

La méthode d’approximation consiste a représenter la pentede —20 ydB/dec du diagramme de
Bode du PPF par une série de segments en zigzag, alternant des pentes de —20 ydB/décade et
de 0, ce qui se traduit par une alternance de pdles et de zéros positionnés sur 1’axe réel négatif

du plan (s), de fagon a ce que :
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Pp< zp<P;<z;<...<zZy_1<Py.

Par conséquent, I’approximation peut s’écrire comme suit :

N—1{4,5
Kr  _ M=o (1+Zi)

S - B
~\Y N S
(1+(DC) Hi=0(1+P_i)

H(s) =

(1.96)

Les P; et les z; correspondent aux poles et aux zéros de I’approximation. L’utilisation
d’une méthode graphique [77] montre que ces pbles et zéros se répartissent selon une
progression géométrique. Cette méthode graphique d’approximation repose initialement sur
une erreur d’approximation (y) en dB et sur la détermination de la bande de fréquence

concernée.
Wmax = 100wy,.

Le nombre de poles d’approximation (N) peut étre déterminé par :

o9 (@b) (1.97)

)

N = Partie entiére de I

La disposition des singularités (pbles et zéros) est organisée selon les deux progressions

géométriques suivantes :
P; = (ab)'P,, pour i=0,1,2,3,..,N (1.98a)

z; = (ab)ta Py, pour i=0,1,2,3,...,N (1.98b)

Les coefficients a et b, désignés comme rapports de position, sont définis en fonction de (y) et

y par les expressions suivantes :
_y Y
a = 1010@-»  h = 1010v (1.98c)

Le pole initial (P,) et le zéro initial (z,) sont déterminés par [77]:

PO = (DC\/B, Zy = aPO (198d)

38



Chapitre 1 Principes fondamentaux du calcul fractionnaire

Pour évaluer la contribution de chaque pble au processus de relaxation, il convient de
décomposer la fonction rationnelle en une somme de fonctions élémentaires, selon la forme

suivante :

Nty
H(s) — K, [Ti=o (1+(ab)laPo) — Z?]:o(L (199)

N S S
Hi=°(1+(ab)lpo> +(ab)lpo)

Les coefficients (h;), correspondant aux résidus, sont calculés selon la relation suivante :

; .
Hy=31(1+%) HI_\I=—01(1_(ab)(l J))
h =K (@baPe ! ¢ i=0,1,..N (1.100)
l Il_[’y . -(1 (ab)lpo) ", ji(1-(ab)G-D)’ "
j=0,j#1 (ab)iPo !

1.8.5 Approximation d’un dérivateur d’ordre fractionnaire

La fonction de transfert de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est, dans le domaine

fréquentiel, représentée par la fonction irrationnelle suivante :
Hp(s) =s? ,pour0< y <1 (1.101)

Avec s =jw la fréquence complexe et m un nombre positif tel que 0 <y < 1.
Dans une bande de frequence donnée [wj, wy], L opérateur considéré peutétre modélisé au

moyen d’un pdle a puissance fractionnaire (ZPF) comme suit [71,76] :

H(s) = Kp(1 + wic) v (1.102)
Si on suppose que pour, [wy,, w,] 0N aw > w,, on peut écrire :
Sous I’hypothése que w > w, pour [w,, wy], il est possible d’écrire :
G(s) =Kp () =557 =Gp(s) (103)
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En posant Kp=w/, la fréquence de coupure w, du ZPF est obtenue a partir de la fréquence

basse w,, par la relation suivante w, = a)bwflo(m) - 1.

Dans le but de modéliser le zéro d’ordre fractionnaire de 1’équation (1.100), et ainsi le
dérivateur d’ordre fractionnaire, en tant que systéme linéaire invariant dans le temps, il est
nécessaire d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle. Cette
approximation repose sur la représentation de la pente de (20 y dB/dec) dB/décade sur le
diagramme de Bode du ZPF par une succession de segments en zigzag, alternant des pentes de
(20) dB/décade et de (0) dB/décade, ce qui correspond a une alternance de poles et de zéros

positionnés sur 1’axe réel négatif du plan (s), de maniére a ce que [76] :
Pyp<zy<P;<z;<...<zy_1<Py

Par conséquent, I’approximation peut s’écrire comme suit :

H(s) = Kp(1 + wi)y ~ K (104)

L’application d’une méthode graphique simple [77] révele que les poles et les zéros de
I’approximation se disposent selon une progression géométrique. La méthode graphique
d’approximation commence par spécifier I’erreur d’approximation (y) en dB et la bande de

fréguence concernée w,,, = 100 wy,.

Le nombre total de poles d’approximation (N) peut étre calculé selon :

l Wmax
Ml +1 (1.105)

N = Partie entiére de [
log (ab)

Les singularités (pdles et zéros) sont arrangées selon les deux progressions geométriques

suivantes :
z; = (ab)izo,pour i=0123.. N (1064a)
P; = (ab)taz,, pouri=0,1,2,3,..,N (106b)
zo=w~ND,Py=a (106¢)
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En conséquence, la fonction rationnelle d’approximation dans la bande de fréquence

considérée s’exprime comme suit :

(i) (107)
H?’:o(l"';)

(ab)ia zZo

Hp(s) =5V=KD(1+wi)y ~ Kp

HDT(S)) est développée sous forme de

Pour des considérations pratiques de mise en ceuvre, (

fonctions élémentaires, de maniére a ce que :

1+—=
Hp(s) _ lKD ?I:_Ol ( (ab) zo) (108)

s s S )
(1+(ab)‘azo

1.9 Méthodes de discrétisation des opérateurs d’ordre

fractionnaire

De maniére générale, deux types de méthodes permettent de discrétiser les dérivées d’ordre

fractionnaire, la discrétisation directe et la discrétisation indirecte.

Dans les méthodes de discrétisation indirecte, deux étapes sont requises d’abord
I’approximation analogique du dérivateur ou de l’intégrateur, puis la discrétisation de la
fonction de transfert ainsi obtenue en s. Les méthodes de discrétisation directe comprennent le
développement en série directe de I’opérateur d’Euler, le développement fractionnaire continu
de Tustin, ainsi que les approches fondées sur I’intégration numérique [78,79], pour I'obtention
des modéles discrets des systemes d’ordre fractionnaire, il est nécessaire d’utiliser des
approximations directes des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire. En appliquant cette
démarche a I’équation (1.47) de H(s), on peut exprimer la fonction de transfert discréte

géneérale du systéeme sous la forme

bin(@(z” 1) M +by_1 (w(z~1))VM—1 by (w(z” 1)) +bo(w(z71))Y0
an(w(z7)) M +an_1(w(z™)) -+ +as (w(z7H)) 1 +ao(w(z71))*0

H(s) = (1.109)
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Dans cette expression, (w(z‘l)) désigne I’équivalent discret de 1’opérateur de Laplace (s),

formulé en termes de la variable complexe (z) ou de I’opérateur de décalagez™

1

La discrétisation des systemes fractionnaires s’effectue a 1’aide de plusieurs types d’opérateurs,

parmi lesquels Euler Grinwald, Tustin, Simpson et Al-Alaoui.

On rappelle que s = jo correspond & la fréquence complexe, la variable z =eU®T) est

complexe, T désignant la période d’échantillonnage.
e Euler (Grinwald) :
Elle est formulée de la maniére suivante :

w(z™)" = (% (1- z-l))a =~ (1-az + 52522 4 )

e Tustin :

Elle est formulée de la maniere suivante :

2 1-z71\%

(w(z™)* = (T 1+z-1) - (%)“ (1—-2az ' +2a%z72+ )

e Simpson :

Elle est formulée de la maniére suivante :

e (3 =2z )+ 27D
wz=))" = (T 1+4z7 1 +2°2 )

[24
=(3) (1 —4az' +2a(4a +3)z72 + )

e Al Alaoui :

Elle est formulée de la maniere suivante :

(1.110)

(1.111)

(1.112)

(W) = (_E) S () (1-tart + (- Bar Za?) 2 1) (atg)

7
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Ces méthodes présentent la limitation d’aboutir a des modeles d’ordre €levé, ce qui

complique leur utilisation pour des simulations en temps réel.

1.10 Conclusions

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions fondamentales du calcul d’ordre fractionnaire,
en détaillant. L étude a porté sur les fonctions spécifiques, les définitions et propriétés des
opérateurs d’ordre fractionnaire, ainsi que sur leur représentation et transformée de Laplace.
Nous avons ensuite abordé I’approche numérique de Griinwald-Letnikov pour la dérivation et
I’intégration fractionnaires, en vue de résoudre les équations différentielles d’ordre
fractionnaire. Deux représentations des systemes a ordre non entier ont été discutées : par

fonction de transfert et en espace d’état.

Puis on s’est intéressé aux méthodes d’approximation analogiques dans le domaine
fréquentiel, en particulier les méthodes d’Oustaloup et de Charef, ont fait I’objet d’une attention
particuliére et ont été présentées en détail. La méthode de Charef, détaillée dans son intégralité,
a été particulierement mise en avant, étant actuellement I’approche la plus employée pour la
simulation et pour I’approximation de I’intégrateur correspondant, par un modéle rationnel de
dimension finie dans le but d'identifier et d'estimée les paramétres des systéemes d'ordre

fractionnaire on la présenterais dans la suite de notre travail.
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2 ldentification des systemes

2.1 Introduction

L'identification des systémes est une discipline fondamentale de I'automatique et du traitement
du signal consacrée a la construction des modéles mathématiques de systemes dynamiques a
partir de mesures expérimentales. Grace a ces modéles, il est possible de prédire le
comportement de systemes physiques (mécaniques, électroniques, biologiques, etc.) sans
connaissance détaillée de leur architecture interne, c’est par ce processus que se définissent la
classe de modeéles a utiliser et les valeurs des parametres correspondants. Identifier un processus
dynamique revient a construire un modele qui, a partir des données expérimentales d’entrée et

de sortie, restitue le comportement réel du systeme [80].

L’identification s’effectue le plus souvent en minimisant un critere de qualité
représentant 1’écart entre la réponse mesurée du processus et la réponse simulée du modéele pour

un ensemble déterminé de sollicitations.

Différentes méthodes d’identification sont détaillées ci-apres, chaque cas correspond le plus

souvent a I’un des schémas présentés dans les figures (2.1) et (2.2)

e(t) h(t) :
Processus Algorithme Modéle

d’identification

Figure 2.1 Identification par analyse du comportement entrée sortie
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La determination des parameétres d'un systéme a partir de I'observation de sa sortie, compte-
tenu de I'entrée appliquée figure (2.2).

»  Processus
u(t) Algorithme
/ d’identification
> Modéle
Systeme
d’adaptation

Figure 2.2 Identification de type paramétrique

Le role de I’algorithme adaptatif consiste a ajuster les paramétres du modele prédictif a
chaque échantillon, en se fondant sur les informations obtenues du systéme, afin que le modele

reproduise la relation entrée-sortie caractéristique.

2.2 ldentifiabilité

L’identifiabilit¢ est un concept fondamental dans les problémes d’identification. En
identification, I’identifiabilité garantit qu’a partir des données entrées-sorties, la procédure
fournit des parameétres uniques et un modéle fidéle au comportement réel du systéeme [81].
L’identifiabilité est principalement déterminée par deux éléments : le type et la complexité du
modeéle, d’une part, et la disponibilité des données d’autre part, ce qui améne a distinguer deux

notions :

e Identifiabilité a priori : ou identifiabilité théorique, elle consiste a vérifier que la
relation entrée-sortie de la structure est injective, condition nécessaire avant toute

identification a posteriori.
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e ldentifiabilité a posteriori : également appelée identifiabilité pratique. Une fois que
I’1identifiabilité a priori est établie, 1’objectif consiste a vérifier que la condition d unicité

de la solution du probléme d’estimation est satisfaite a partir des mesures disponibles.

L’¢tude de I’identifiabilité d’un systéme repose sur deux étapes. La premiére fait appel & un
signal test possédant une richesse d’information suffisante pour solliciter les différentes
dynamiques du systeme considéré. Choisir ce type d’entrée renforce 1’identifiabilité et implique
qu’aucune trajectoire ne peut correspondre au méme signal de commande qu’une autre
trajectoire distincte. Dans la deuxiéme étape, on spécifie les conditions suffisantes assurant
I’unicité de la représentation d’une réponse T, en considérant que la trajectoire du systéme est

définie sur un intervalle de temps finie.
2.3 Le processus d'identification

L’identification consiste a déterminer expérimentalement le modele dynamique d’un systéme
en s’appuyant sur les relations mathématiques existant entre ses variables. La construction de

ce type de modele suit une procédure itérative en cing phases [81],(voir la figure (2.3))

e Extraction de données : Cette étape consiste a mesurer les variables considérées
comme caractéristiques du systéeme. Ces variables incluent les variables externes
influengant le systéme, les variables internes décrivant 1’état du systéme, ainsi que
les variables de sortie correspondant a la réponse du systeme. La présence de
perturbations non mesurables, agissant sur le systeme en entrée ou en sortie, rend
généralement le processus de modélisation plus complexe

e Structure du modéle : La définition de la structure du modele joue un rle central,
étant donné qu’elle influence la classe dans laquelle on cherche a obtenir une
description appropriée du systéme. A cette étape, il convient de considérer, les
principaux éléments comprennent, la représentation du modele (equation
differentielle, espace d’état ou entrée-sortie), le paramétrage et I’ordre du modéle.

e Critere d’identification : Cela correspond a la spécification d’une fonction
mathématique utilisée pour quantifier I’évaluation des performances du mod¢le
estime. La littérature présente différentes formes de critéres d’identification, le plus
répandu étant I’erreur quadratique moyenne entre la sortie prédite par le modele

estimé et la sortie observée.
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e Estimation du modéle : L’algorithme permettant d’obtenir le modéle estimé,
fondé¢ sur la structure choisie et le critére d’identification retenu.

e Lavalidation du modele : Il représente aussi un aspect essentiel. Plusieurs tests
de vérification, impliquant des procédures et signaux d’excitation variés, doivent
étre réalisés pour apprécier dans quelle mesure le modele permet d’estimer

correctement les sorties observées.

Initialement, on recueille les données, puis on choisit la structure du modele et le critére
d’ajustement, pour enfin retenir le modele optimal. Si le premier modele ne permet pas
d’atteindre la précision souhaitée, 1l faut revenir sur les étapes précédentes de la procédure afin

de les réexaminer la procédure.
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Connaissances préalables

Extraction de \

données

Choix de la

structure de

A

modeéle

Choix d’un

A

critére d’ajustement

Identification des

A

parametres de modele

v
Validation Insuffisante

\ 4

de modele

a réserver

Figure 2.3 Schéma de la procédure générale d’identification des Systemes [81]

Identifier un systeme implique de choisir une architecture connectant 1I’entrée a la sortie, utilisée

pour estimer les paramétres du modele a partir des données mesurées.
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2.4 Techniques d’identification des systémes

Afin d’obtenir une connaissance quantitative approfondie du systéme, diverses méthodes
d’identification ont vu le jour au cours des derniéres années. Ces méthodes sont

particulierement adaptées aux procédés industriels.
2.4.1 Méthodes d'identification du modele non paramétrique

Les diverses méthodes non paramétriques, (analyse fréquentielle, réponse indicielle,
impulsionnelle) peuvent aider a choisir la structure du modele dont cette derniére peut étre

déterminée, soit part corrélation, soit par la transformée de Fourier.
2.4.2 Méthodes d’identification du modéle paramétrique

Dans cette section, nous étudions les méthodes fondées sur le modele paramétrique. Ce modeéle
vise a caractériser un systeme a partir d’'un ensemble de parametres a estimer, ce qui revient a
déterminer le vecteur de parametres correspondant. Ces approches sont couramment employées
dans le domaine industriel pour I’identification des systémes dynamiques. Deux principales
catégories de méthodes peuvent étre distinguées. D’une part, les méthodes paramétriques

graphiques, et d’autre part, les méthodes paramétriques statistiques.
2.4.2.1 Méthodes paramétriques graphiques

L’objectif consiste a élaborer des modéles paramétriques a partir de modéles non
paramétriques. En exploitant les réponses temporelles (notamment a un échelon) ou
fréquentielles du systéme afin d’en déduire les paramétres caractéristiques. L'approche
graphique est simple a réaliser et permet d'obtenir les différents paramétres constituant la
fonction de transfert. Il existe plusieurs modeles de représentations graphique tels que le modeéle
de Broida, Strejc [82].

2.4.2.2 Méthodes statistiques

La disponibilité des calculateurs numériques permet désormais la mise en ceuvre d’algorithmes
d’estimation automatique des parametres des modeles échantillonnés représentant les procédés
étudiés. Le traitement des données d’entrée et de sortie peut étre effectué afin d’extraire les

informations nécessaires a I’identification et a I’analyse du comportement du systéme au moyen
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d’algorithmes non récursifs (traitant un ensemble de données sur un intervalle de temps donn¢)
ou récursifs (effectuant un traitement itératif des données). Ces approches se distinguent par
leur capacité a opérer en temps réel tout en mobilisant des ressources de calcul limitées. En
revanche, 1’identification paramétrique statistique s’appuie généralement sur I’analyse de
I’écart entre la sortie observée du procédé y(t) et la sortie estimée y(t) par le modele, cet écart

étant communément désigné sous le terme d’erreur de prédiction.
2.4.3 Différentes Structure des modeles paramétriques

Pour les systemes dynamiques, le bruit blanc peut influencer le comportement du systéme a

plusieurs niveaux, donnant ainsi lieu a différentes structures de modeles.
2.4.3.1 Modele ARX

La formulation du modéle ARX (AutoRegressivewitheXogenous input) s’appuie sur I’équation

aux différences suivante :
y(t) = —ay(t — 1) — - — a,, y(t —na) + bou(t — d)+.. +by, u(t —n, —d) + e(t) (2.1)

Graphiquement, elle s’exprime par la mise en série de deux filtres, conformément a la

figure (2.4) présentée.

e(t)
_r
A(g™h)
u(t) 1 ‘
R o

Figure 2.4 Représentation en blocs de la structure AutoRegressive

Dans la structure de modele Auto Regressive, le bruit blanc est filtré par le polynéme T
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L’équation aux différences montre que la sortie du systéme dépend linéairement des valeurs

antérieures des entrées et des sorties, traduisant ainsi la relation dynamique qui lie ces variables.
2.4.3.2 Modele ARMAX

La formulation du modele ARMAX s’appuie sur I’équation aux différences suivante :

y(t) = —a;y(t —1) — - —a,, y(t —na) + bou(t —d) + -+ by, u(t —n, — d)
+e(t)+cie(t) + ¢y e(t —ne) (2.2)
e(t)
Cla™h
A(g™)
u(t) B(q™Y) ‘
a0

Figure 2.5 Représentation en blocs de la structure ARMAX

2.4.3.3 Modéle OE

La structure de modéle OE (Output Error) repose sur I’équation aux différences suivante :
y(@®) = —fiy(t =1) = = fo,(t =ng) + bou(t —d) + -+ by, u(t —np — d)

+e(t) + fre(t—1) + -+ fnfe(t — nf)(2.3)

Graphiquement, elle s’exprime a travers le diagramme figurant dans la figure 2.6
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U B(g™h

F(g™1)

Figure 2.6 Représentation en blocs de la structure OE

{w(t) =—fiw(t—1)—-— fnfw(t — 1) + bou(t —d) + -+ by, u(t —np — d) (2.4)

y() = w(t) +e(t)

Dans le modéle OE, le bruit est modélisé de la maniére la plus simple, sous la forme
d’un bruit blanc ajouté a la sortie du systéme. La représentation graphique ainsi que le systéme
d’équations (2.4) illustrent I’indépendance entre la dynamique du systéme et le bruit, tandis que

I’équation aux différences (2.3) qui met en avant la difficulté d’estimation des parametres.
2.4.3.4 Modele BJ

La structure du modéle Box—Jenkins (BJ) repose sur 1’équation aux différences suivante :

w(t) =—fw(t—-1) - - fnfw(t - nf) + bou(t — d) + -+ + b, u(t —n, — d)
v(t) = —dyv(t — 1) — = dy, v(t — ng) + e(k) + cre(t — 1) + = + ¢, e(t —n,) (2:5)
y(@) = w(t) +v(t)
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Graphiquement, elle s’exprime a travers le diagramme figurant dans la figure 2.7.

e(t)
Cqa™)
D(g™1)
u(t) e | w(® ‘ v(t)
o B — 50
F(g™)

Figure 2.7 Représentation en blocs de la structure BJ

Le modele de Box et Jenkins constitue une représentation particulierement complete des
systemes dynamiques, intégrant un bruit coloré v(t) tout en restant indépendant de la

c(g™h)
D(@g™Y)

encore, le choix de ce modele implique un plus grand nombre de parameétres a estimer et doit

dynamique du systeme. La coloration du bruit blanc e(t)est réalisée par le filtre Ici

étre motivé en comparaison d’un modele plus simple, comme le modele OE.

2.5 ldentification basée sur lI'erreur de sortie

Le fonctionnement de cette méthode d’identification est représenté schématiquement comme
illustré dans la figure (2.8), le modéle dépend de (n) paramétres 6 (i), i variantde 1 an . Il s’agit
alors de déterminer les valeurs de (i) qui minimisent le critere. Ce dernier est généralement

choisi sous la forme ] = ¥ £2(i).

Systéme Yi

u; <+> & | Critére | _

f

Modélj/
Vi

Figure 2.8 Principe d'identification fondé sur I'erreur de sortie
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La recherche des paramétres optimaux (i) se fait par programmation non linéaire. IL
s'agit d'utiliser un algorithme qui a partir de paramétres non optimaux (i) et un critere J

donne les paramétres (i)

De nombreux algorithmes ont été développeés, parmi eux, les plus utilisés sont présentés ci-

dessous :

e Gradient
e Quasi Newton
e Nelder et Mead

e Algorithmes génétiques
2.6 ldentification basée sur I'erreur de prédiction

Dans ce cas, nous supposerons que le modeéle obtenu constitue un prédicteur, c¢’est-a-dire qu’il
permet de calculer la sortie a I’instant i en fonction des entrées et des sorties réelles aux instants

précédents u(i — k)et y(i — k).

y(@@)

—] Systéme

‘ e(i
w(@) — @— Critére

Figure 2.9 Principe d'identification fondé sur I'erreur de sortie

A titre d'exemple parmi ces méthodes les plus utilisées, on peut citer les algorithmes récursifs,

a laguelle nous reviendrons par la suite.
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2.7 Estimateur de moindre carrée

La méthode des moindres carrés, qui constitue le fondement de nombreuses approches
d’identification et d’estimation de parametres, repose sur la minimisation d’une fonction

quadratique V (6, t) définie comme suit (2.6) :

V(6,1) = Tkt £2(0) (2.6)

Pour un processus LTI avec des perturbations £2(t), la sortie du systéme y(t) peut étre exprimée

sous la forme d’une régression linéaire de la maniére suivante :

y() =T (£)0 +&(t) 2.7)
Ou:
y(t) : Lasortie a I'instant t

T (t) : Vecteur de régression contenant les entrées et sorties passées

) =[-yt—-1).y(t—ny))ult—1)..u(t —n, —d)] (2.8)

0: vecteur de parametres a estimer.

by ..bp, | (2.9)

Critére des moindres carrés (2.9) consiste a réduire au minimum la somme des carrés des

différences entre les données observées et les valeurs estimées :

V(0,0 =T, (@) — 9T (£)6)> (2.10)
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On appelle erreur de prédiction 1’écart entre la sortie réelle du systéme et celle estimée par le

modéle.

e(®) =y —9@®) =y — " ()0 (2.11)

L’estimateur des moindres carrés (LS) est défini comme celui qui minimise la fonction de cofit

suivante :
V(0,1) =33k €2(t) = 3 Xk, (0 (D) — 9T (1)6)? (2.12)

Dans le cadre d’une régression linéaire, cette propriété peut étre réalisée au sens des moindres
carrés par un estimateur 8(t) qui minimise le critére quadratique (2.11), le minimum étant

atteint pour :
Pour lequel I'erreur d'équation &(t/0) est définie par :

e(t/6) = y(t) = 9(t) (2.13)
y(t) : est la sortie estimée.

On introduit les notations suivantes :

Y(©) = G y(@) . y(O)" (2.14)
E®) = (e(1) £(2) ... ()T (2.15)
o™ (1)
o) =| (2.16)
o™ (t)
PO = (2" ©O®) " = (T p(O97 (1) (2.17)
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Par conséquent, 1’estimateur des moindres carrés peut étre représenté de la maniere suivante :
i T Lo
0= (cp (t)cp(t)) " (t)Y (2.18)

A cet effet, il convient de remarquer que, lors de la réalisation d’une nouvelle

acquisition, les matrices ®” (£)Y (t) s’expriment comme suit :

_[o"-1)
Y(t) = [Y(yt(;)l)] (2.20)

En substituant ces deux équations dans I’expression (2.19), il en résulte :
~ -1
6(t) = (07 (t— DO~ 1) + (e (1) (@t - DY(t—1) +p(B)y(D) (221)

Nous constatons que la matrice (®7(t — 1)®(t — 1) + (p(t)(pT(t))_l est grande. Pour
un grand nombre d’échantillons N, le calcul de I’inverse n’est pas approprié, on utilise alors la
méthode récursive des moindres carrés. Cette équation implique toujours, a ce niveau, une
inversion matricielle. Afin de réduire la complexité numérique de ce calcul, 1’utilisation du
lemme d’inversion matricielle permet de contourner cette difficulté.

Lemme 2.1

Soient A, B, C et D des matrices dont les dimensions permettent que le produit (BCD) ainsi que
la sommeA + BCDsoient correctement définis. En supposant de plus que A et C soient

regulieres. On utilise le lemme d’inversion matricielle, qui s exprime de la maniére suivante :

(A+BCD) ™' = A1 = A"1B(C~! + DA~1B)~1DA 1(2.23)

Preuve : par multiplication directe, on obtient que
(A+BCD)(A™' —A7'B(C™*+ DA™'B)™'DA™)

=1+ BCDA™*—B(C™* + DA™'B)"'DA™!
—BCDA™'B(C™'+ DA™'B) 1pA~?

=] —BCDA ' —BC(C™*+ DA *B)(C™' + DA™'B)"'DA™!
=1
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2.8 Algorithme Moindres Carrés Récursifs (RLS)

Lors de I’application de ce lemme a :

P = (07 (®0®) = (07t - DO - 1) + 9O’ ®)

La construction de la forme récursive de I’estimateur des moindres carrés s’avéere aisée :

0(t) =0(t—1) +K(t)e(t) (2.24a)
e®)=y@t) — T (OOt —-1) (2.24b)
K@) =P(®)ep(t) = P(t-Do(0) (2.24¢)

I+@T@®P(t-1)e(t)

P(t) =P(t—1)—K(®)eT(®)P(t—1) (2.25d)

Ce qui permet de démontrer que ’initialisation de I’algorithmed’adaptation paramétrique

peuts’effectuer de la maniére suivante:

8(0) = 0,P(0) = (2.16)
avec § = 0.01 par exemple.

Cette méthode est fondamentale pour I'identification des systemes dynamiques, et aussi sont
utilisées en filtrage et en contr6le, les algorithmes récursifs offrent un compromis optimal entre

précision et complexité calculatoire pour l'identification en temps réel.
2.8.1 L’algorithme RLS avec facteur doubli
La fonction de colt a minimiser a chaque instant t définie comme suit :
V(0,8 =53 A (D) — ¢ (0)6)? (2.27)

A: Facteurd'oubli (0< A <1)

L’algorithme des moindres carrés récursifs (RLS) est mis en ceuvre selon la formulation

suivante :
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1-Intialisation :
6(0)=0, P(0) = cI (¢ » 1)

2-Mise a jour recursive des équations suivantes:

e Gain: K(t) = “(pig)_:()t‘p_(g(p a (2.28a)
e Erreur:e(t) = y(t) — T ()8(t — 1) (2.28b)
e Paramétres:0(t) = 0(t — 1) + K(t)e(t) (2.28¢)
e Covariance: P(t) = %[1 —K@®)eT®]P(t—1) (2.28d)

2.9 Les systéemes non linéaires

Il existe de multiples approches pour decrire les systémes non linéaires [83]. Dans cette section,
nous examinerons plusieurs représentations non linéaires de processus dynamiques, en nous
concentrant sur les modéles non linéaires simples adaptés aux schémas d'identification

parametrique.
2.9.1 Les séries de Volterra

Les séries de Volterra ont été utilisées pour la premiére fois par Nober Wiener pour analyser
les systémes non linéaires [84-87]. Ce modéle est défini comme étant une extension de la

réponse impulsionnelle linéaire a une réponse non linéaire.

Le modeéle de Volterra, classé parmi les modéles polynomiaux non récursifs, est caractérisé par

la relation d’entrée a sortie suivante :
y(t) = X2y Zﬁ:o ZE:O ﬁ,:o hi Gy - ) H{V=1 u(t —ji) (2.29)

Dans laquelle u correspond a I’entrée, y a la sortie, et h; au noyau de Volterra d’ordre

N.

Les j,l =1,..,N sont des entiers. On peut interpréter un noyau d’ordre Ncomme la
généralisation a ’ordre N de la réponse impulsionnelle, concept bien connu Dans le cas des

systemes linéaires, le mod¢le tronqué a temps discret d’ordre N peut étre exprimé comme suit
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y(®) =X 2 02K o XN o i Gy e i) TIRSq ut = ) (2.30)
2.9.2 Les structures blocs orientés

Le comportement d’un systéme non linéaire peut étre représenté de manicre relativement simple
a I’aide de modeles composés de blocs orientés (ou structurés) [88].Ces derniers se composent
constitués 1l comprend deux catégories de blocs €lémentaires : des blocs linéaires dynamiques
et des blocs non linéaires statiques, qui peuvent étre combinés par interconnexion de différentes
manieres (soit en série, en paralléle ou en boucle fermée), de cela, ils peuvent décrire une large

classe des systéemes non linéaires.

Dans ce qui suit, nous allons présenter certains modeles blocs orientés couramment
utilisés. Dans la littérature, les modéles les plus étudiés incluent le modele Hammerstein, le
modele Wiener, ainsi que les modéles combinés Hammerstein-Wiener et Wiener-Hammerstein
[89].

2.9.2.1 Le modéle Hammerstein

Le modéle Hammerstein a été présenté pour la premiére fois en 1930 par le mathématicien
allemand A. Ce modeéle, classé parmi les modeéles non linéaires a blocs orientés les plus simples
et les plus utilisés, 1l comprend un bloc non linéaire (NL) en série avec un bloc linéaire (L),
comme illustré a la Figure 2.10. L’élément non linéaire peut prendre en compte les non-

linéarités de 1’actionneur et d’autres effets non linéaires placés a I’entrée du systéme [90].

Malgré leur simplicité, les modéles Hammerstein se sont avérés capables de décrire avec
précision une grande variété des systemes non linéaires dans divers domaines tels que les
systemes biologiques non linéaires [91], la commande prédictive [92], la modélisation des

processus de transfert de chaleur [93, 94], le contrdle du carburant dans les moteurs [95],...etc

Entrée u(t)

Sortie y(t)
—>

N N S L

Figure 2.10 Modéle Hammerstein

Le systéme de Hammerstein est décrit par :
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u(t) : signal d'entrée
y(t) : sortie du systeme.
la non-linéarité est souvent un polynomiale

N(u(t)=ag + a;u(t) + a,u(t)? + azu(t)® + - a,u(t)? (2.31)
2.9.2.2 Le modeéle Wiener

C’est en 1958 que N. Wiener a étudié pour la premiére fois le modéle qui porte son nom [96].
La configuration du modéle Wiener (L-NL), montrée a la figure (2.11), s’obtient en échangeant
les positions du bloc linéaire et du bloc non linéaire dans le modéle Hammerstein [97]. Le signal
d’entrée passe d’abord par le sous-systémelinéaire, produisant le signal de sortie intermédiaire

qui est ensuite traité par le modele non linéaire pour fournir le signal de sortie du modele.

Ce modele peut étre utilisé pour la modélisation des systemes linéaires avec des capteurs placés

a la sortie.

IIs ont été utilisés pour modéliser les systémes biologiques [14], la colonne de distillation [98],

et le moteur a courant continu [99],...etc

Entrée L Sortie
—> N F—>

Figure 2.11 Modele Wiener

2.9.2.3 Le modele Hammerstein-Wiener

La combinaison en série d’un modele de type Hammerstein et d’un modele de type Wiener
conduit & un modeéle hybride, dénommé Hammerstein-Wiener, présenté a la figure 2.6. Il est

constitué d’un bloc linéaire dynamique (L) inséré entre deux blocs non linéaires statiques.

Ces configurations présentent des capacités de modelisation plus elevées pour des systemes
complexes. Le modéle Hammerstein-Wiener se révéle bien adapté a représenter les systemes

dont les actionneurs et capteurs présentent des caractéristiques non linéaires.
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Il a par ailleurs été employé avec succés pour décrire de nombreux processus
technologiques tels que le biréacteur de fermentation [100], le systeme musculaire squelettique
[101], le procéde chimique [102], ... etc.

Entrée L Sortie
— | N - »

Figure 2.12 Modele Hammerstein-Wiener

2.9.2.4 Le modele Wiener-Hammerstein

La combinaison inverse conduit a ce qu’on appelle le modéle Wiener-Hammerstein illustré sur

la figure (2.7).

Leurs applications réelles se trouvent principalement en biologie [103, 104] mais aussi dans la

modélisation des amplificateurs de puissance [105].

Entree N

L Sortie
_—» Lad

A 4
—

Figure 2.13 Modéle Wiener-Hammerstein

La flexibilité des structures blocs orientés repose sur les différents choix concernant la

représentation des sous systemes linéaires et non linéaires.
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2.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons presenté une étude théorique fondamentale sur I'identification des
systemes dynamiques, incluant les structures de modeles linéaires (ARX, ARMAX, OE, BJ) et
les modelesnon linéaires (séries de Volterra, modéles a blocs orientés). Ces méthodes offrent
un cadre systématique pour l'identification. La méthode des moindres carrés récursifs a
¢galement été décrite dans le cadre de la minimisation de I’erreur de prédiction. C’est un
algorithme d'identification adaptatif et en temps réel. Le chapitre suivant sera consacré a la

problématique de I’identification et de I’estimation des systémes d’ordre fractionnaire.
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Chapitre 3

3 Identification  des  systemes  d'ordre

fractionnaire

3.1 Introduction

Le domaine de I’identification des systemes d’ordre fractionnaire représente un enjeu majeur
pour I’analyse et la modélisation des systémes dynamiques. Contrairement aux systémes
d’ordre entier, I’ordre non entier introduit des non-linéarités supplémentaires dans la relation
entre les données expérimentales et les parameétres du modéle. Dans le domaine temporel, les
méthodes d’identification des systémes d’ordre non entier peuvent étre classees selon la

minimisation de I’erreur d’équation ou de I’erreur de sortie.

Les méthodes d’identification fondées sur la minimisation de I’erreur d’équation ont été
développées dans le cadre de I’estimation des coefficients des équations différentielles d’ordre
fractionnaire, en supposant que les ordres de dérivation sont connus. Ces méthodes reposent sur
I’estimation des coefficients par la méthode des moindres carrés. Au cours de ce chapitre, nous
distinguons deux parties : la premiére est consacrée a la modélisation et a l'identification d’un
systeme linéaire sous forme d’équation différentielle d’ordre fractionnaire, en utilisant
I’approximation de singularité¢ de Charef. Le deuxiéme systeme est non linéaire et structuré en
blocs complexes définis par la séparation d’un comportement statique non linéaire et d’un
comportement linéaire fractionnaire invariant dans le temps (LTI) au sein de differents blocs.
L’interconnexion de ces blocs integre le modéle de Hammerstein. L’estimation des parametres,
dans les deux cas, repose sur I’utilisation d’un algorithme récursif pour identifier les coefficients

du modéle.
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3.2 Modele fractionnaire H,, p,

Considérons le modéle H,_ ,, est définie par deux dérivatives m, et m, donné par cette

équation différentielle [106,107] :

amy@® | d"2y()
Aoy () + ay —— =+ ——— = bou(t) (3.1)

tel que m, et m, I'ordre de dérivations fractionnaire tel que m,<m,

my =n

avec{ m, =n, + 1, (3.2)
ou
0<n;<1,0<n, <1
La représentation d’état 1’équation (3.3) représente la formulation correspondante de
I’équation (3.1):
d™x ()
dtnll - xZ(t)
d™2x,(t
dtxnzz( ) = _a0x1(t) — aq1Xy (t) + U(t) (33)

y(t) = bou(t)

Le schema de bloc equiva--lent des équations d’état du modele H,, ,,, est illustré sur la figure
(3.1)

"2 ™

\ 4

u(t) y(t)
—®

\ 4
S
o

A

Figure 3.1 Schéma bloc du systeme non entier
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3.3 ldentification du systeme fractionnaire H,, p,

Dans cette exemple, 1’objectif principale de ce travail est l'identification des paramétres a ,
a,, by du model H,, ,,. En utilisant I'algorithme RLS avec Facteur d'oubli pour I'estimation de

ces parameétres [108].

On va trouver un modéle linéaire par rapport aux parametres, basé sur une intégration

répétée. A cet effet, le systéme fractionnaire du modele H,, ,,. peut étre exprimé par :

1Mz
D™ (y) + a; D™ (y) + apy = bou (3.4)

Nous pouvons écrire :

D™*2(y) + a; D™ (y) + apgy = bou (3.5)

1
s(ni4nz)’

Puis, en intégrant I'équation différentielle avec on obtenu :

[ (DM () + a I (D™ y () + g™ (y) = bol ™7 (w) (3.6)
Ou [™*"z(D™M*M2(y)) représente l'intégration fractionnaire de D™ *"z(y) d'ordre n, + n,.
Cela permet d'écrire :

"D™(y) = y(t) (3.7)

En utilisant la propriété de composition des opérateurs d'intégration itérée est donnée comme :

e (f)=1"(1"2(f))
Par conséquent I'équation devient comme suit :

y+al"(y) + ag "2 (y) = bo I"*"2 (w) (3.8)

La transformation matricielle correspondante de 1’équation (3.8) est donnée par :

Qo
y(@©) = [-1"""2(y) —1"2(y) ™72 () ] [all (3.9)

bo
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L’équation matricielle (3.9) peut étre réécrite sous la forme de régression linéaire équation
(3.10).

y(t) = )"0 (3.10)

Avec @7 le vecteur de donnée.

() = [-I"M*T2(y) — [™2(y) ™72 (u)] (3.11)
Selon :0 = [a, a; by] est le vecteur des paramétres & identifier
avec
agy, a4, by, sont les parameétres réels du systéme.

OU Iy, 4n,(Dn,+n,(¥)) traduit I’opération d’intégration fractionnaire de Dy, ,,,(y) d'ordre

ny + n,.

L’approximation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire, telle que développée par Charef a été

utilisée voir section (1.8.4), pour calculer les différentes intégrales de vecteur ¢.

Considérer le systeme au repos a 1’état initial représente une condition requise pour la méthode

d’identification.
3.4 Choix du signal d’excitation

Le choix du signal d’excitation exerce une influence significative sur la qualité de 1’estimation
parametrique. Il est nécessaire d’exciter le systéme sur toute sa plage fréquentielle tout en

préservant son point de fonctionnement. Dans notre étude en choisi le signal PRBS.

3.5 Identification sans bruit du modele fractionnaire du modele

Hn1n2

Dans cette partie, l'identification sans bruit du modéle (Hnlnz) est étudiée en utilisant

I’algorithme RLS avec facteur doubli, le modéle fractionnaire simulé a été obtenu en utilisant

les paramétres suivants: a,=3, a;=1, by=4, n,=0.5, n,=0.2.
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Les parametres choisis doivent assurer la stabilité du systéme. La méthode de singularité
de Charef est simulée dans une bande de fréquences [w,, wy], avec w,=10"3rds/s,
et w,=103 rd/s, avec une période d'échantillonnage Te=0.1s, le systéme est excité par un signal

binaire pseudo-aléatoire, (PRBS) d"amplitude égal a 1 figure (3.1).

PRBS Excitation input

[ 50 100 150
Samples

Figure 3.2 Signal d'excitation PRBS

Les données de mesure pour I'identification sont considérées a partir d'un signal généré
(PRBS).

''''' Modele estimé

| -k
N ~—

—— Modéle réel }\

15

0.5

Amplitude

-0.5

Temps(s)

Figure 3.3 Sortie mesurée et modele estimé par la méthode RLS
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L'erreur

14

12

0.8

0.6

Amplitude

0.4

0.2

0 J A N\ v _AM
-0.2

0 5 10 15
Temps(s)

Figure 3.4 L’erreur entre la sortiec du modéle estimé et celle du systéme réel.

Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau 3.1 suivant :

Tableau 3.1 Identification sans bruit du Modéle (H,,, p,)

Parameétres ao a, b,
Simulation 3 1 4
Estimation 0.0088 -0.8114 -2.1487
L'erreur quadratique 1.8132
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3.6 Discussion des résultats

La figure 3.3 illustre la sortie réelle du modele ainsi que son estimation, avec une erreur
résiduelle d’amplitude négligeable figure 3.4. Cependant, on observe que les parametres
estimés du modele divergent des valeurs réelles du systéme tableau 3.1. Il est évident que les
paramétres ne convergent pas vers les valeurs réelles du modé¢le, méme si ’erreur entre le
modele estimé et le modéle réel tend vers zéro. Ce probleme est fréquent dans les techniques
d’identification et nécessite des recherches approfondies afin d’assurer une excitation suffisante

du systeme.
3.7 Modele du systeme de Hammerstein d*ordre fractionnaire

Dans cette partie le deuxiéme systéme simulé est un systeme non lineaire de Hammerstein

d'ordre fractionnaire caractérise par la figure (3.5) suivante :

n(t)

u(t) l y(t)
— N G |—a0—>

v(t)'

Figure 3.5 Configuration du modéle de Hammerstein

Le systéme se compose d'une partie statique non linéaire N connectée a une partie
dynamique linéaire H. Le signal intermédiaire v(t) résulte de la distorsion par une non-linéarité

statique du signal d'entrée u(t), lequel est filtré par un systeme linéaire.

Ou y(t) représente la sortie du systéme et n(t) un bruit de perturbation. La partie non linéaire

est une fonction de I'entrée u(t), et I'on suppose que
SUpPu(e) IN ()| < (3.12)

Cette condition n'est pas contraignante des lors que seuls des systémes stables sont considérés,
supposons une stabilité BIBO (Entrée Bornée - Sortie Bornée). Si H est stable, N (u(t)) doit étre

bornée pour toute donnée d'entrée admissible afin d'assurer la stabilité du systeme complet.

Lorsque N est inconnue, elle peut étre approchée par un développement polynomial [81].
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v(t) = N(u(®)) = Ty et () (3.13)

Ou M € N et a; € R. La nature statique N de implique que u(t) et v(t)présentent des temps
de transition identiques mais des amplitudes différentes. Cette hypothése est conforme aux
conventions des modéles de Hammerstein. Le signal virtuel v(¢),résultant de N(u(t)), est
traité par la partie linéaire Gqui peut étre décrite par une équation différentielle, une fonction
de transfert ou une représentation d'état. Dans ce travail, H est étendu a la classe des modéles

linéaires fractionnaires.
agy(t) + a;D™ary(t) + - +a, D™ery(t) = byD™1v(t) + - + b]Dnblv(t) +n(t) (3.14)
n(t) est un bruit de perturbation.

Cette nouvelle classe de modeles inclut la classe des modeéles linéaires entiers de Hammerstein.
3.8 Modélisation des systeme d’ordres fractionnaire

Considérons un systeme LTI monovariable (SISO), initialement au repos pour t=0.
Ce systeme H peut étre décrit par I'équation différentielle :

a;DMay(t) + -+ +a D ary(t) = by D™1v(t) + - + bD v (t) + n(t) (3.15)

Ou ay..,ar, by..,b; sont des coefficients reels, u(t) et y(t) représentant respectivement les

signaux d'entrée et de sortie.

Ces coefficients sont différenciés a des ordres réels (entiers ou non entiers) n,_ .., ng, et n,, M,

Le systeme G étant initialement, en supposant le systéeme au repos initial, les transformées de
Laplace prennent la forme suivante : de D™e1y(t) et D™p1v(t) désignent respectivement
s"aiY(s) et s™1V (s).

En appliquant la transformée de Laplace a 1’équation (3.15), on obtient :

a;s™Y(s) + - +a,s"Y(s) = bys™V(s) + -+ bjsnblV(s) + e(s) (3.16)
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La fonction de transfert G définit :

Mphyy... "bj
G(s) = ) - a2 by (3.17)

V(s)  a;s"@14--+apstaL

Dans le cadre de l'analyse de stabilité BIBO (Entrée Bornée Sortie Bornée), des

conditions suffisantes de stabilité sont données par :
Jo HL7TG()}dt = k < +oo (1.18)

Ou G(s) correspond a la transformée de Laplace associée a la réponse impulsionnelle du
systeme. La décomposition structurelle des systemes non entiers permet de définir une
condition de stabilité [62].

3.9 Identification de modele proposé systéeme de Hammerstein

d'ordre fractionnaire

Considérons un systeme de Hammerstein fractionnaire en l'absence de perturbation, décrit par

I'équation suivante [109]:

G(s)=—2—, 0<n, <1
Ttazs™ (3.19)

N(u(®) = au(t) + u(t)?

Ce systeme admet eégalement une représentation par équation différentielle d'ordre

fractionnaire, caractéristique le systéme a ordre non entier sera comme suit :
DM (y(®) + -y (D) = 2v() (3.20)
avec:

v(t) = au(t) + u(t)? (3.21)
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Puis par intégration de I'équation différentielle avec I'opérateur 5%1 on obtient :

y() = - aill"l (y(@®) + %1”1 (u®) + 2—‘1’1"1 (u(t)? (3.22)

De fagon similaire, la transformation matricielle correspondante de I'équation est donnée par :

1

| & |
y(@) = [-1"(y@®)m (w@®)I™ w®)®)] [%’ =p®)"0 (3.24)
b
@ définit par :
o = [-I"(y(©) I (u(®)) ™ (u(®)?)] (3.25)
le vecteur 6 est regroupant les parametres a identifier.
0=l (326)

On définit I’erreur comme la différence existante entre la sortie observée du systéme et la sortie

estimeée par le modele.

e®) =y -y (3.27)

Considérant que :
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) =®"o(t—-1) (3.28)
6(t): vecteur des parameétres estimés

Du fait de la linéarité de la sortie du modele vis-a-vis des paramétres, 1’application de la
méthode des Moindres Carres Recursifs (RLS) a facteur doubli, s’avére appropriée pour leur
identification. Pour estimer ces parameétres. Les intégrales fractionnaires on le calcule par

I'approximation de Griinwald-Letnikov (voir section (1.4.2)).
3.10 Discussion des résultats

Cette section présente les résultats de simulation obtenus a 1’aide de I’algorithme RLS avec

facteur d’oubli, appliqué a I’identification d’un systéme de Hammerstein d’ordre fractionnaire.

Les parameétres du systeme, que nous allons choisir de maniere a ce que le systeme soit stable,

sont définis comme suit :
a, = O.S,bo = 1, a = 1,n1 = 0.2 '
On prend la fréquence d'échantillonnage Te=0.01s, le systéme est excité par un signal PBRS.

Les résultats de simulation obtenus a 1’aide de 1’algorithme RLS sont illustrés dans les figures

suivantes:
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| |~ Réponse réelle
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Figure 3.6 La sortie mesurée et la sortie du modéle estimé
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Figure 3.8 Variation temporelle du paramétre a,
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Figure 3.9 Variation temporelle du parametre o

La figure 3.6 met en évidence les deux sorties, correspondant respectivement au systéme réel
et au modele simulé. On peut observer que les deux sorties présentent une grande similarité, la
sortie du modele reproduisant fidelement celle du systeme réel. Les paramétres estimés (a,, by,
a) et les résultats relatifs au modeéle sont illustrés dans les trois figures suivantes : figure 3.7,
figure 3.8 et figure 3.9. Celles-ci permettent de constater que les parameétres estimeés convergent

vers les valeurs exactes du systeme réel.
3.11 Conclusion

Le travail présenté dans ce chapitre porte sur une contribution a I’identification paramétrique
des systemes d’ordre fractionnaire. Le principe repose sur I'utilisation d’un algorithme récursif
en ligne basé sur laméthode des moindres carrés récursifs (RLS) avec facteur d’oubli, appliquée
a deux types de modeles fractionnaires. Le premier modéle consideré est le modéle (Hy, ).
Dans cet exemple, la méthode de singularité de Charef est utilisée afin d’approximer les
intégrales d’ordre fractionnaire. Les parametres identifiés ne correspondent pas exactement a
ceux du systéeme physique. Le second modele étudié est le modele de Hammerstein d’ordre
fractionnaire, pour lequel 1’approximation de Griinwald-Letnikov est utilisée. Nous avons
identifié non seulement les parametres du modeéle, mais également les coefficients du polynéme
représentant la partie non linéaire du systeme. Les résultats obtenus par simulation sont

satisfaisants.
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4 Identification par modele fractionnaire d’un

systeme Electromécanique

4.1 Introduction

Les électromécaniques jouent un role important dans de nombreuses applications modernes,
allant de I’ingénierie automobile a la robotique, en passant par les dispositifs industriels et les
équipements domestiques. Leur intérét réside dans leur capacité a convertir efficacement
I’énergie électrique en mouvement mécanique. Dans ce chapitre, nous nous intéressons au
systeme de suspension semi-active a base de fluide électro-rhéologique (ER), comme illustré a
la figure 4.1. Ces systémes jouent un role fondamental dans I’amélioration des performances
du véhicule, permettant d’adapter en temps réel la raideur et 1’amortissement face aux

irregularités de la route.

Figure 4.1 Systéme de suspension semi-active électro-rhéologique
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L’identification de ces systémes constitue une étape cruciale pour comprendre leur
comportement dynamique. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’identification du systéme
de suspension d’ordre fractionnaire, qui est décrite par une représentation d’état développée

dans [110].

4.2 Etat de I'art sur les systemes de suspension semi active (ER)

Les systemes de suspension occupent une place essentielle dans I’amélioration des
performances dynamiques du véhicule, en particulier en matiere de confort de conduite et de
tenue de route, constitue un enjeu majeur. Elle influence également les performances de
freinage ainsi que la stabilité globale du véhiculeen maintenant le confort des occupants du
vehicule et en les isolant de maniére satisfaisante des bruits routiers, les bosses et les vibrations.
Le systeme de suspension est divisé en une partie de masse suspendue et une partie de masse
non suspendue. Les suspensions semi-actives sont aujourd'hui de plus en plus utilisées dans
I'industrie automobile en raison de leur efficacité. Tout en étant moins codteuses et consommant
moins d'énergie que les suspensions entierement actives, de nombreuses études ont examiné les
avantages comparatifs des éléments actifs et passifs (Savaresi et al. [111], Ikonen [112], Pham
et al. [113], Theunissen et al. [114]. Une problématique majeure de ces applications inclut la
dynamique et la conception de commande basée sur la modélisation, reposant sur un nombre
réduit de capteurs, afin d'améliorer le confort du véhicule et la tenue de route [115].

Divers modeles ont été congus en fonction des caractéristiques de I'amortisseur réglable
présent dans chaque type de suspension semi-active, en employant plusieurs méthodologies
présentant des niveaux variables de complexité et de précision. Les principaux modeles peuvent
étre classés en fonction de leurs caractéristiques statiques et dynamiques Stanway et al. [116],
Lozoya-Santos et al. [117], Soong et al. [118].

Les systemes de suspension permettent de reéduire la charge d'impact transmise par la surface
de la route au chéssis, en transférant de maniere fluide la force et le couple entre la carrosserie
du véhicule et les roues Savaresi et al. [119]. En effet, ils exercent un impact majeur sur le
confort de conduite, la stabilité et la sécurité du véhicule, tandis que leur qualité et leurs

performances sont directement liées a la durée de vie des équipements Yang et al. [120].

L'assiette du véhicule varie en fonction des irrégularités de la route, mais cela peut étre

atténué par un systeme de suspension plus performant, un systéme capable de s'adapter aux
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conditions de la route pour ajuster de maniére optimale I'amortissement des amortisseurs en
anticipant les irrégularités, améliorant ainsi le confort de conduite. Clairement, les nombreux
projets de recherche sur les techniques de contrdle capables d'améliorer cette action de
suspension revétent une grande importance, mais il est également important que le modele
dynamique de cette suspension soit le plus performant possible, avec des propriétés intrinseques
avantageuses en termes de réactivité et de controlabilité. Mais il est également crucial que le
modeéle dynamique de cette suspension soit le plus performant possible, doté de propriétés
intrinséques avantageuses en matiére de réactivité et de controlabilité Zhao et al. [121],
Buyiikképri et al.[122], Klockiewicz et Slaski [123]. C'est pourquoi un axe majeur de la
recherche dans ce domaine réside dans la conception de nouvelles structures et I'emploi de
matériaux innovants pour la réalisation de ces systemes, et pour obtenir des modeéles permettant
de faciliter le contréle, d'atteindre des performances inégalées et d'assurer des réponses aussi
rapides que précises, (Krauze [124], Soliman et Kaldas, [125]).

Les véhicules équipés de systéemes de suspension conventionnels, reposant sur un
amortisseur hydraulique et les ressorts mécaniques présentent des performances limitées en
termes de tenue de route et de confort de conduite. Les travaux de recherche menés dans le
domaine des transports ont conclu que 51 % des accidents graves de voiture sont dus a un
capotage. En effet, le systeme de suspension automobile doit étre capable d'absorber rapidement
les chocs de la route et de revenir lentement a sa position normale, tout en maintenant un contact
optimal entre le pneu et la route.

Les recherches sur la conception et la modélisation des systemes de suspension semi-
active revétent une importance cruciale pour I'industrie automobile. Récemment, la théorie du
calcul fractionnaire s'est rapidement développée, principalement en tant que fondement pour de
nombreuses disciplines appliquées, notamment les équations différentielles d'ordre
fractionnaire (FDE) et la dynamique d'ordre fractionnaire. Les applications du calcul
fractionnaire (FC) sont aujourd'hui extrémement variées. De nombreux chercheurs ont déployé
des efforts considerables pour appliquer ces connaissances en pratique (probléemes de physique
et de sciences de I'ingénieur), encouragés par les propriétés trés intéressantes de ces systemes,
comme leur robustesse naturelle contre les fluctuations de gain et leur mémoire longue (Ladaci
et al. [126], Kissoum et al.[127]). Cependant, certains problémes physiques restent sujets a
débat et controverse, tout comme la modélisation et I'identification des systemes fractionnaires
(Monje et al. [65], Seghiri et al.[128], Ladaci and Benchaita [129]),

Contrairement aux équations différentielles d'ordre entier, qui sont bien maitrisées, la résolution

analytique des équations différentielles fractionnaires (FDE) est nettement plus complexe, voire
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quasiment impossible pour les équations d'ordre supérieur. La difficulté s'accroit
particulierement lorsque I'ordre du systéme augmente. Dans le cadre de nos recherches, les
approximations dans les domaines temporel et fréquentiel ont été réalisées a 1’aide de
I’approche de Griinwald-Letnikov et de la méthode de singularité poropsées par Charef et al
[77], sont utilisées pour la modélisation et la simulation de systéemes d'ordre fractionnaire
définis par des équations différentielles fractionnaires. Dans le contexte de la recherche actuelle,
plusieurs travaux antérieurs ont proposé diverses stratégies de commande d'ordre fractionnaire
pour la régulation des systéemes de suspension automobile (Zeraati [130], Nguyen et al. [131],
Memlikai et al. [132]). D'autres ont déja suggéré des modeéles d'ordre fractionnaire pour la
modélisation et I'identification de ces systémes (You et al., [133], Wenjing et al., [134]).

Dans ce travail, nous proposons un modele linéaire d'ordre fractionnaire pour identifier
et approximer le modéle non linéaire de suspension semi-active ER, généralement représenté
par un modeéle linéaire d'ordre entier comme dans Pham et al. [135,136], Cet partie présente
une description de la modélisation de la suspension semi-active dans un systéeme quart de
véhicule et encore présente la modélisation des systéemes d'ordre fractionnaire proposée pour le

systeme de suspension semi-active.
4.3 Systeme de suspension semi-active pour véhicule

Le modéle dynamique de I'amortisseur non linaire d'un systéme de suspension semi-actif a
fluide électrorhéologique (ER) est décrit par Nguyen et al. [137] selon Guo et al [138]. Ainsi,
le modéle le phénoménologique de la suspension semi active peut étre formulé sous la forme

de I'équation non linéaire suivante :

Fd = koxd + Coxd + ﬁvtanh(klxd + lecd) (41)

ou
F, est la force d’amortisseur.
Co» C1, ko, k1, f SONt des paramétres constants.

xq4 et x4 désignant respectivement la déflexion et la vitesse de déflexion de
I’amortisseur,vcorrespond a I’entrée du systéme de commandese définit comme le rapport

cyclique du signal PWM (modulation de largeur d'impulsion).
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D'apres I'équation (4.1), la force d'amortisseur F,; est décomposée en une deux parties, une force

non contr6lée et une partie contr6lée, comme suit :

Fg=Fct+E (4.2)

ou
La force d’amortissement non contrélée est définit par I’équation suivante :
Fuc = koxd + Coxd (43)

La force d'amortissement contrdlée est définit par cette équation :

FC = fCFnlv (45)
avec .

F,; = tanh (kyx4 + ¢c1%4) (4.6)

L’équation (4.2) décrit uniguement le comportement statistique de I'amortisseur ER. Dans le
but d'élaborer un modeéle orienté commande, intégrant ses caractéristiques non linéaire et
dynamiques, le comportement de fluide ER doit étre pris en compte dans la force
d'amortissement contr6lée, on applique un filtre du premier ordre sur la composante
commandée f. permet d’approximer demaniere suffisamment prise le comportement

dynamique de I'amortisseur on obtient ainsi :

TFer + Fr = F; (4-7)

ou F,, désigne la force d'amortissement contrdlée enintégrant le comportement dynamique de

I'amortisseur.

En substituant de I’équation (4.5) dans (4.6), la dynamique associée a la force F,, est définie

par I’expression suivante :
: 1 1
For = _;Ezr +;chnlv (4.8)

En posant u,;=F,;v la force dynamique F,, est alors exprimée sous forme suivante :
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- 1 fe
For = —=Fer +?unl (4.9)

T

Par conséquent, le modele dynamique non linéaire de I'amortisseur semi-actif (ER) peut étre

formulé de la maniére suivante :

fe (4.10)

{ Fg=Fyc + Fer
. 1
Fpr = _;Fer +?unl

L'ensemble des parametres du modéle de suspension semi active (ER) présente dans le
tableau 4.1 [136].

Tableau 4.1 Valeurs des paramétres du modéle quart de véhicule équipé d'un amortisseur ER

Parametre Description Valeur Unité
mg Masse suspendue 0.27 kg
My Masse non suspendue 0.25 kg

ks Rigidité du ressort 1396 N/m

k. Rigidité du pneu 12270 N/m

ko Coefficient de rigidité de I'amortisseur passif 170.4 N/m

Co Coefficient d'amortissement visqueux 68.83 N.s/m
kqy Coefficient d'hystérésis di au déplacement 218.16 N.s/m
1 Coefficient d'hystérésis di a la vitesse 21 N.s/m
f: Force seuil dynamique du fluide (ER) 28.07 N

T Constante du temps 43 ms

4.4 Description du modele quart de véhicule

Dans cett partie est consacrée a la presentation du modele du systéme quart de véhicule d'un

systeme de suspension semi active a fluide électro-rhéologique, illustre a la figure 4.2.
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Figure 4.2 Modeéle suspension semi-active quart de voiture

“us

Le modele de référence décrit le comportement dynamique de la masse suspendue my,
associée a la carrosserie, et de la masse non suspendue, englobant les composants de la roue et
de la masse non suspension. (m,), associe au systéme roue. Les deux masses sont reliées par
les éléments de suspension, tandis que le pneumatique est idéalement représenté par un ressort
de rigidité k.

Le signal de commande est défini par le rapport cyclique du PWM, génere par la carte d'E/S,

puis convertir en tension a lI'aide d'une pilote électronique figure (4.3).
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Figure 4.3 Schéma de principe du banc d’essai d’un systeme de suspension semi active

En application de la deuxieme loi de newton relative au mouvement, les équations dynamiques

du systeme relative peuvent étre formulées comme suit :

{ mgZs =—-K—-F4

. 4.11
MysZys = F+Fqg—F; ( )

ou:
F; = kg(z5 — z,5) est la force du ressort.
F; = k:(z,s — z,) est la force du pneu.

La force de ’amortisseur F; est donnée par 1’équation (4.10), avec une déflexion x; =

Zgef = Zs — Zys -
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Les équations dynamiques du systéme peuvent étre reformulées de la maniére suivante :

{ M Zs =F — Fye — Fer (4 12)

MysZys =FK+E:.+F,—F

La substitution de I'équation (4.10) dans I'équation (4.12) et en appliquant les transformations

nécessaires conduit a formulation suivante :

MeZs = (ks + ko)(zs - Zus) - CO(ZS - Zus) —F,

MysZys = (ks + ko) (Zs — zys) + (25 — Zys) + For — ke (2ys — 2y) (4.13)

R 1 f.
o = _;Fer +?Cunl

Avec zget z,,, désignant respectivement les déplacements accociés a la masse
suspendue et a de la masse non suspendue, alors que z,., représente le déplacement de la route,
aVEC Xq = Zger = Zs — Zys, |€ Systeme dynamique peut étre réécrit comme suit :

{ M Zs =F —FEc—Fr (412)

MysZys =FK+FE:+F,—F

En substituant 1’équation (4.10) dans 1’équation (4.12) et en transformant, on obtient les

équations différentielles régissant le systéme sont :

Zg = mis((ks + ko)(zs - Zus) - CO(ZS - Zus) - Fer) )
zus = mius ((ks + kO)(Zs - Zus) + Co (Zs - Zus) + Fer - kt(zus - Zr)) (4-13)

. 1 f
F,r = _;Ear +?Cunl

Les paramétres mg, kg, k;, ky, co, f- et T sont définis dans le tableau 4.1.
En définissant les états du systeme comme suits :
— T J : T
X = [xl X2X3 x4x5] - [Zs = ZysZs Zys — Zr Zys Eer] € R™
y = [Zs, Z,s]" € R™, et les variables mesurées, la dynamique du systéme, exprimées sous

forme d'espace d'états, se presentent sous la forme suivante [136] :
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{a'c = Ax + Buy; + D;w
y=Cx+Dw

Ou les matrices A, B, C,D; D, sont définies comme suit [136] :

(4.14)

i 0 0 0 -1 0 1
(ks + ko) Co 0 Co 1
mS mS mS mS
| o 0 0 10
A= (ks + ko) o ke _ Co 1
muS muS muS mus mus
1
0 0 0 0 -
- T .
T
B = [0, 0,0,0, E]
T
(ks + ko) Co 0 Co 1
C _ ms ms mS mS
(ks + ko) ¢o ke Co 1
muS muS muS mus mus
0O O
0O O
0 0.01
D1 =|1—-1 0 ,DZ =
0 0 0 0.01
0 O

w = (r:) regroupe les perturbations agissant sur le systéeme, la composante z, représente la

dérivée du profil de la route, et la composante représente n le bruit de mesure provenant des

capteurs.

Les sorties considérées peuvent étre mesurées a l'aide d'accelérométres montés sur la

masse suspendue et la masse non suspendue. u,,; est I'entrée de commande du systeme (4.14),

le profil de la route est présenté par une succession de bosses sinusoidales z, = 15 sin(4mt).

86



Chapitre 4  Identification par modéle fractionnaire d’un systéme Electromécanique

L’étude du systéme de suspension en boucle ouverte permet de mettre en évidence ses
propriétés critique et identifier la plage fréquentielle en régime permanent adaptée a la
conception d'une loi de commande et a I'obtention d'un modele identifié cohérant.

Le digramme de bode est ainsi utilisé pour representer la réponse fréquentielle du

systeme l'absence de perturbation de la route et le bruit de mesure est presenté a la figure 4.4.
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Figure 4.4 Diagramme de bode du systeme de suspension semi active (ER)

4.5 Modélisation proposée d'un systeme d'ordre fractionnaire

L'analyse théorique du systeme présentée dans la section 4.3 a permis d'établir un modele
d'espace d'état (4.16) du systeme de suspension, qui constitue la base du développent du modéle

identifié a I'ordre fractionnaire [110].
Dans cette étude, nous proposons de modéliser le systeme de suspension semi actif (ER)

a l'aide d'un modele a ordre fractionnaire. Dans le but d'améliorer ses caractéristiques

intrinseques et de permettre de meilleure performance sur la route.
Le modeéle d'espace d'état d'ordre fractionnaire proposé est défini comme suit :
D%x = Ax + Buy, + Diw
{ y=Cx+D,w (4.15)

ou, x € R™, le vecteur d'état u,,; représente I'entrée de commande y € R™ la sortie

w € Rreprésente la perturbation de laroute, et @ € R avec 0 < a < 1 est I'ordre de dérivation
fractionnaire.
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tel que : Dy'=[Dy,, Dy, ..., Dx. 1".

Ainsi, le systéeme simulé a ordre fractionnaire est obtenu en intégrant le vecteur d'état de la

selon I'expression suivante :

— Ja
{ x = 1*(Ax + Buy + Diw) (4.17)

y=Cx+Dw

avec, I*{.}. intégration fractionnaire d'ordre «

4.6 Simulation du systéme d'ordre fractionnaire

Des simulations numériques ont été effectuées afin d'evaluer les performances du modeéle
fractionnaire (4.17). Objectif est d'améliorer les performances du systéme de suspension du
vehicule, en le rendant plus efficace et robuste grace a l'introduction d'opérateurs d'ordre

fractionnaire dans le modele identifié du systeme de suspension quart de vehicule.
4.6.1 Validation du modele dans le cas ideal

L'analyse effectuées dans des conditions idéales, considérées en l'absence de perturbation du
profil de la route et le bruit de mesure, les réponses indicielles du systeme de suspension semi
active (ER) a ordre fractionnaire, considerant le cas entier (¢ = 1) et deux valeurs
fractionnaires(a = 85),et (@ = 95), permettent ainsi d'établir une comparaison directe entre la

dynamique entiere et fractionnaire.

Les accélérations corresponant a de la masse suspendue et a de la masse non suspendue
du systeme de suspension sont présentent respectivement sur la figure (4.5) et la figure (4,6)
pour différents ordres de la valeurs a.
La premiere remarque met en évidence que les valeurs optimales de I'ordre fractionnaire sont
celle proche de I'unité. En pratique les valeurs a sont comprises entre 0.8 et 1, traduisent un
comportement réaliste du modele, pour des valeurs plus faibles, le systeme devient

excessivement oscillatoire et perd son intérét.
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La figure (4.5) montre les différentes réponses de la premiére sortie Z, (accélération de la masse
suspendue). Nous remarquons que le temps de réponse du modéle a ordre fractionnaire est plus
court, ainsi qu’une diminution de 1’amplitude, en particulier pour a = 0,85. Cela traduit une

réaction plus rapide aux variations de la référence et du profil du chassis.

Amplitude (m/s?)

4 | I | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Temps(s)

Figure 4.5 L'accélération de la masse suspendue Zg

Les mémes remarques sont observées dans la figure (4.6), qui présente les différentes réponses
de la deuxieme sortie Z,,; (accélération de la masse non suspendue). On constate que le modele
a ordre fractionnaire présente un temps de réponse plus court, ainsi qu’une légére augmentation
de ’amplitude, notamment pour o = 0,85. Cela traduit une réaction plus rapide aux variations
de la référence et du profil routier.

Ces résultats de simulation valider notre choix d'un modéle a ordre fractionnaire et justifier son
utilisation dans le cas idéal considéré, avec un but d'améliorer ses performances lorsque le

systéme sera soumis au bruit des capteur et aux perturbation routiéres.
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Amplitude (m/s?)
N
1

4 | | | 1 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Temps(s)

Figure 4.6 L'accélération de la masse non suspendue Z,,

4.6.2 Test de robustesse

Dans le butde comparer les différentes performances de sortie en fonction de I'ordre
fractionnaire du modéle de suspension semi-active (ER), en définissant le critére quadratique

de fonction colt & est définie comme suit :

I8 = [EA0r® =y @)? (4.18)
Ou
yr -la sortie du systeme fractionnaire sans perturbation de route et sans bruit de mesure.
Yrw lasortie du systeme fractionnaire en présence de perturbation de la route et bruit de mesure.

Les valeurs optimales de d'ordre fractionnaire correspondent a celles qui minimisent le critére

d'erreur.

En prenant u,;= 0.5 et en appliquant une perturbation additive ainsi que des bruits au
modele du systéme (4.15) pour différentes valeurs de I’ordre a. Nous obtenons les résultats

présentés dans le tableau 4.2, ou le critere est calculé séparement pour les deux sorties Z, et

Zys-
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Tableau 4.2 Critere d'erreur quadratique en fonction de I'ordre fractionnaire dans des conditions de

conduite bruitées et perturbées.

« Je() JeGas)
0.83 0.0087 0.0060
0.84 0.0001 0.0061
0.85 0.0094 0.0061
0.86 0.0098 0.0062
0.87 0.0102 0.0063
0.88 0.0107 0.0064
0.89 0.0111 0.0065
0.90 0.0116 0.0067
0.91 0.0122 0.0068
0.92 0.0128 0.0069
0.93 0.0134 0.0071
0.94 0.0141 0.0073
0.95 0.0148 0.0074
0.96 0.0156 0.0076
0.97 0.0165 0.0079
0.98 0.0174 0.0081
0.99 0.0184 0.0083

1 0.0195 0.0086

4.7 Discussion des résultats de simulation

Comme I’illustre le tableau (4.2), une augmentation de 1’ordre fractionnaire o entraine une
¢lévation du critére d’erreur associé aux sorties d’accélération de la masse suspendue (Z) et
de la masse non suspendue (Z,). A I’inverse, la diminution de o se traduit par une réduction

du critére d’erreur relatif a ces deux sorties du systéme.

e |l est donc clair que l'utilisation du modeéle d'ordre fractionnaire pour la suspension semi-
active ajoute un nouveau parameétre de réglage, qui constitue en fait un nouveau degré de

liberté pour ce nouveau modele.
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e L'identification de l'ordre fractionnaire optimale « = 0.83, permet d'affiner la modélisation
du comportement dynamique du systeme et d'optimiser ses performances aux perturbations

routieres et aux bruits de mesures.

e Les résultats obtenus montrent que le modele fractionnaire proposé pour le systéeme de
suspension semi active (ER) est plus performant et plus robuste que le modele a ordre
entiere cette amélioration est particuliérement significative en ce qui concerne les sorties
correspondant a I’accélération de la masse suspendue et non suspendue, cela se traduit par
une meilleure capacité d’absorption des vibrations et donc un confort accru pour les

passagers.

4.8 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé un modele linéaire d'ordre fractionnaire pour
I'identification d'un systéme de suspension semi-active (ER) de véhicule, dans le but de rendre
ce systéme plus efficace et plus robuste. Les résultats de simulation permettent d’optimiser les
performances du systéme face aux perturbations routiéres et aux bruits de mesure, notamment
en ce qui concerne ’accélération de la masse suspondue et non suspendue. Ensuite, nous avons
montré que réduire cette accélération et filtrer les oscillations dans ce systéeme fractionnaire
offre au concepteur un nouveau degré de liberté. Cela présente un intérét important pour le
confort, la sécurit¢ et la prévention de la perte d’adhérence du véhicule, en réduisant
I’accélération de la masse suspendueet non suspendue et en filtrant les oscillations, la
transmission des vibrations entre les roues, le chassis et les passagers est atténuée, contribuant
ainsi a I’amélioration du confort global. Ainsi, le filtrage des oscillations constitue un parametre
déterminant qui influence les performances dynamiques du systéme et joue un réle essentiel
dans la stabilisation du comportement dynamique du véhicule, dans I’amélioration du contact

roue-sol et dans la réduction de 1’'usure des composants mécaniques.
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Conclusion géenérale et perspectives

Actuellement, le calcul fractionnaire suscite un intérét croissant en raison de son efficacité

relativement a la modélisation et a 1’identification des systémes dynamiques.

Cette these s’attache essentiellement a 1’étude et a I’identification des systémes linéaires
et non linéaires d’ordre fractionnaire dans le domaine temporel, I’identification s’impose
également comme une phase préalable essentielle a la conception de nombreuses stratégies de

commande et de supervision de processus industriels et technologiques.

Dans le premier chapitre, nous avons expose les concepts essentiels concernant les opérateurs
et les systémes d’ordre fractionnaire, servant de base a la compréhension et a 1’élaboration de

notre étude.

Le deuxiéme chapitre expose les processus d’identification des systemes dynamiques, en
mettant en évidence les principales méthodes d’identification des systémes, les approches
paramétriques et non paramétriques se complétent dans le processus d’identification. La
méthode non paramétrique fournit une description initiale du comportement sans imposer de
structure, tandis que 1’approche paramétrique permet une modélisation précise fondée sur
I’estimation des parametres. Leur combinaison offre une représentation a la fois flexible et
rigoureuse du systeme étudié. Nous avons introduit I’algorithme des Moindres Carrés Récursifs
(RLS), largement utilisé pour son efficacité dans I’estimation en ligne des paramétres et sa
capacité a s’adapter aux variations temporelles. Enfin, nous avons abordé le cas des différentes
de systémes non linéaires, dont la complexité nécessite des structures de modélisation
spécifiques. Ce chapitre constitue ainsi une base essentielle pour les travaux d’identification
qui seront développeés dans le chapitre suivant, notamment dans le cadre de 1’application aux

systémes fractionnaires.

Dans le troisieme chapitre, deux modéles sont identifiés. Le premier correspond a un modele
linéaire noté H,_ ,,, dont les parametres sont estimés a partir de I’erreur de prédiction. Les
intégrales fractionnaires sont approximées a 1’aide de la méthode de singularité proposée par
Charef. L’estimation des parametres est réalisée a 1’aide de I’algorithme des moindres carrés
récursifs avec facteur d’oubli, largement utilisé pour 1’estimation adaptative en temps réel. Le

second modele correspond a un systéme non linéaire représenté sous la forme d’une structure
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a blocs orientés, plus précisément un modele de Hammerstein d'ordre fractionnaire.
L’identification porte & la fois sur la partie linéaire fractionnaire et sur la partie non linéaire du

systeme. Les résultats de simulation obtenus se révélent tres satisfaisants.

Le quatriéme chapitre a présenté le développement d’un systéme de suspension semi-active a
fluidre electrorélogique (ER) d’ordre fractionnaire, congu pour renforcer la robustesse face aux
perturbations routiéres et aux bruits de mesure, tout en améliorant le confort de conduite.
L’identification de I’ordre fractionnaire a permis d’adapter finement la dynamique du systéme
et d’optimiser ses performances globales. A I’avenir, ce modéle pourra étre étendu pour
intégrer des conditions routieres variables et des incertitudes du systeme, permettant ainsi
d’optimiser davantage la performance de la suspension et le confort des passagers dans des

scénarios réels.
Ce travail ouvre plusieurs perspectives est travaux futurs intéressantes.

1- Application de la technique d’identification proposée a des systémes réels dont le modele
s’adapte aux systemes de Hammerstein d’ordre fractionnaire, afin de réaliser une validation

expérimentale des résultats et de confirmer les performances des approches développées.

2-Etendre 1’étude réalisée sur les systémes de suspension semi-actifs a fluide électrorhéologique
en appliquant une stratégie de commande d’ordre fractionnaire, accompagnée d’une

optimisation des efforts de commande.

3- 1l serait pertinent d’étendre les méthodes proposées a des systémes plus complexes,

notamment des systemes multi-entrées multi-sorties (MIMO) et des systémes a retard.

4- L’intégration de techniques d’intelligence artificielle pourrait également améliorer la

précision de ’identification et la robustesse face aux perturbations.

5- Enfin, I’optimisation des algorithmes en vue d’une implémentation en temps réel constitue

une perspective prometteuse pour des applications industrielles.
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