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Abstract

This research work is devoted to the study of integral inequalities of trapezium type for
functions whose first derivatives in absolute values are convex, concave, s-concave and
s-convex.

We are interested in the classical and fractional integral inequalities of trapezoidal types
of which we have treated the cases where the absolute value of the first derivative as well
as the absolute value of the first derivative to a certain power enjoy a certain type of
convexity or concavity.

Key words : Trapezium type inequality, Holder inequalities, Jensen inequalities, inequalities
power-mean, convex functions, concave functions, s-convex functions, s-concave functions, Riemann-
Liouville integral operator, special functions .

Résumé

Ce mémoire de recherche concerne I’étude des inégalités intégrales de type trapéze pour
les fonctions dont les dérivées premieres en valeurs absolues sont convexes, concaves,
s-convexes, s-concaves.

Nous somme intéressé aux inégalités intégrales classiques et fractionnaires de types
trapezes dont nous avons traité les cas ou la valeur absolue de la premiére dérivée ainsi
que la valeur absolue de la dérivée premiére a une certaine puissance jouissent d’un
certain type de convexité ou concavité.

Mots clés : Inégalité de type trapeze, inégalités de Holder, inégalités de Jensen, inégalités des
moyennes d’ordre (, fonctions convexes, fonctions concaves, fonctions s-convexes, fonctions s-concaves,
opérateur intégrale de Riemann-Liouville, fonctions spéciales.
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INTRODUCTION

Les inégalités jouent un role important dans diverses branches des mathématiques mo-
dernes telles que la théorie de ’espace de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, 'analyse réelle, ’analyse complexe, I'analyse numérique, la théorie qualitative des

équations différentielles et des équations aux différences, etc.

le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18%™€ et
19 ®me siecles par d’éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy et é’eby.§ev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens :Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littérature dans ce contexte

est vaste et variée.

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes manieres. Des
nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extension ainsi
que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fractionnaires et

discrets.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthese concernant les inégalités intégrales
de type Hermite-Hadamard classiques et fractionnaires.

Ce mémoire est structuré comme suite :



Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques types de convexités et concavité, fonc-
tions spéciales, une esquisse concernant l'intégration fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville, ainsi que quelques inégalités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le deuxieme chapitre nous traitons les inégalités de type trapeézes pour les fonctions

dont les premieres dérivées sont convexes, concaves ainsi que s-convexes, s-concaves.

Le dernier chapitre sera consacré aux inégalités fractionnaires dont nous verrons 'ana-
logue fractionnaire de I'inégalité d’Hermite-Hadamard ainsi que les inégalités des trapezes

fractionnaires.



CHAPITRE

PRELIMINAIRE

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques propriétés et définitions mathématiques.
En premier lieu, nous commengons par les type des convexités et concavités. Apres, nous
déterminons les fonctions gamma et béta ainsi que 'intégrale fractionnaire au sens Riemann-
Liouville. Enfin, nous mentionnons quelques inégalités telles que l'inégalité de Holder, et

I'inégalité des moyennes d’ordre q et I'inégalité de Jensen.

1.1 La convexité

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1.1 (/5]) Une fonction f : I — R est dite conveze, si :

fz+ A —-t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.1.2 (/2]) Une fonction positive f : [0,00) — R est dite s-convere au



second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si :

fltz + (1 —t)y) <t°f(x)+ (1 —-1)°f(y)

est satisfaite pour tout &,y € [0,00) et tout t € [0,1].

1.2 La concavité

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.([8])

Définition 1.2.1 Une fonction f : I — R est dite concave, si :

flx+ (1 —-t)y) > tf (x) + (1 —1) f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.2.2 Une fonction positive f[0,00) — R est dite s-concave au second

sens pour un certain nombre firé s € (0,1], si :

fltz + (1 —t)y) >2tf(x)+ (1 —1)°f(y)

est satisfaite pour tout x,y € [0,00) et tout t € [0, 1].

1.3 Fonctions spéciales

1.3.1 la fonction gamma

la fonction gamma ( ou fonction d’Euler de deuxiéme espéce ) est une fonction qui

prolonge la factorielle aux valeurs réelles.

Définition 1.3.1 (/9]) La fonction gamma est définie par l'intégrale suivante :
—+o0
T':a —>/ et 14, (1.1)
0

tel que o € R7, .



Propriété 1.3.1 Une propriété importante de la fonction gamma est la relation de récur-
rence sutvante :
I'a+1) =al (o) a>0 (1.2)
en effet, T (a + 1) = [;7° e ttot=1dt .
Pour 0 < a < b et en intégrant par parties, on a :
b b
/ etot1-lgy = / ettedt
a a
b b
= (—t"‘e_t} +a/ ettt dt
a a
a® b* b

=" +a | e tt*ldt

Sia — 0T et b — 400, on trouve :
I'a+1)=0—-0+ ol (a)

Donc

I'la+1) =al ()

Propriété 1.3.2 La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car, on a pour tout
n € N.
'n+1) =n! (1.3)

Raisonnons le par récurrence si m = 0, alors :
ro+1)=r@)=1=0!
Supposons que la formule est vraie pour n — 1 :
'n—1)41)=TMn)=(Mn-1).

Et montrons qu’elle est vraie pour n.



D’aprés léquation (1.2), on trouve :

I'(n+1) =nl(n)
=n(n—1)T'(n—-1)
=n(n—-—1)(n—-2)T(n—2)

=nn—1)(n —2) ... 3211 (1)

On peut calculer aussi :

Foo
r(1):/0 etdt

_ (-]t _
_(e L —0+1=1.
Alors
'n+1)=nn—1)(n —2).......... 321
=n!l.
Donc
I'n+1) =n!

Et selon le dernier résultat on a :

I'(2)=1;T(1) = ;T (3) = 2;T (4) = 6......

1.3.2 la fonction béta

Définition 1.3.2 (/4]) La fonction béta (ou fonction d’Euler de premiére espéce) est
définit par :
1
B: (p,q) — / Pl (1 — x)7 ' du, (1.4)
0

tels que : p > 0 et g > 0.

1.3.3 La relation entre la fonction gamma et la fonction béta

La fonction béta est liée a la fonction gamma par :

_I'(p)T(9)

B@ﬂ%—rw+m (1.5)



1.4 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f est une fonction continue sur 'intervalle [a, b], on considére l'intégrale :

10f () = [ f (@) de

, . (1.6)
1
IPF(t) = [ dt [ f(2)de,
D’apres le théoreme de Fubini on trouve :
9 1 2-1
IOf (1) =1 [ (=) f (2) de, (1.7)
En répétant la méme opération n fois on obtient :
If”f(t):/ dtl/ dtz/ / )" f (@) de
n—1
=i L= @
pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy et comme nous avons (n — 1)! = T (n),

Riemann c’est rendu compte que la derniere expression pourrait avoir un sens méme quand
n prend des valeurs non entieres, alors c¢’était naturel de définir 'opérateur d’intégration

fractionnaire comme suit :

Définition 1.4.1 (/7)) Soit f € L" [a,b] , pour tout x € [a,b] et o € R*, on appelle
intégrale fractionnaire ( a gauche), de Riemann-Liouville de f d’ordre o et on note I3, la

fonction définie par :

i) = [¢-2) f@)de,  t>a (18)

r (a)

On on appelle intégrale fractionnaire ( a droite), de Riemann-Liouville de f d’ordre o et on

note I* , la fonction définie par :

I f(t) = F(la)/tb (€ —t)* " f(x)dx, t<b (1.9)

ou I' (o) désigne la fonction gamma.

Cas particulier : I2+f (t) =1I) f(t)=f(t), (ie I, est Uopérateur identité ).



Remarque 1.4.1 Pour simplifier l’écriture, on notera dans la suite Is par I,
+

Remarque 1.4.2 Par le simple changement de variable s = t — x, on remarque que Ig+

peut étre écrite sous la forme suivante :

1

1850 =50 /OH s 1 (¢ — s) ds. (1.10)

(autre définition de l'intégrale de R-L).

1.5 Quelques inégalités

1.5.1 Inégalité de Holder
Définition 1.5.1 (/1)) Soit p,q > 1 tel que % + % = 1. Si f et g sont deuz fonctions
réelles définies sur [a,b] et si |f|P et |g|? sont des fonctions intégrables sur [a, b], alors :

1

Lo ([1s0rs) ([ o)

1.5.2 Inégalité des moyennes d’ordre q ( power-mean )

Définition 1.5.2 ([10]) Soient @ = (®;);_1 5, €t P = (Pi)im1a,.. ., deus n-uplet
strictement positives et soit ¢ € RU{—o0, 400}, l'inégalité des moyens d’ordre q pondérés

par p est définie par :

Q=

nl Z piwg pour q # — 00, 07 —|—OO,

> pri=l
k=1 n
lq] — n ) Zpk
Mx (Eﬁﬁ”)’“ﬂ pour q = 0,
min (1, Tay ..oy Tp) pour ¢ = —o0,

max (&1, Loy ey Tp) pour q = +o00.

Pour —oo < g <r < 400, on a

Ml < prlrl,



La version intégrale de l'inégalité de la moyens d’ordre q est : pour ¢ > 1 et si |f]| et |g|?

sont intégrables sur [a, b], alors :

o

q

/ablf(:v)g(w)ldfv < (/ablf(w) Id:c>1_3 </ab|f(a:) llg (x) |qda:>

1.5.3 Inégalité de Jensen

Définition 1.5.3 (/6]) Soient I C R un intervalle et f : I — R une fonction continue
et convexe, pour toute fonction convexe f et les nombres (1, T2y eeees x,) dans le domaine

de la fonction, et (ay, Qgy .eeee.. a,) sont les facteurs de pondération positifs, alors :

n

Z a;x; Z a;f (x:)
i=1 < i=1

n

=
D> ai > a
=1

=1

f

Si les facteurs de pondération sont égauz, alors :

f =1 < i=1
n - n

Si f est une fonction concave sur I, alors :

n

z": a;x; Z a; f (x;)

i=1
fl=w|2——7—
D> a > a
Les variables (€1, T2y .eeee. x,) peuvent étre une fonction d’une autre variable t ou x; =

g (t), et les sommes sont remplacées par des intégrales et les facteurs de pondération avec

une fonction de pondération non négative.



CHAPITRE

INECALITES DES TRAPEZES

([11], [3], [12])

2.1 Quelques identités intégrales

Lemme 2.1.1 Soit f : I° C R — R une application différentiable sur I°, a,b € I° avec
a <b. Si f' € Lla,b], alors l’égalité suivante est satisfaite :

fl@+f@®) 1
2 b—a

b b — 1
/ f(z)dz = 2"/ (1—2t) f' (ta+ (1 —t)b)dt (2.1)
a 0
Preuve. En utilisant un changement de variable et en posant :

I:/Ol(l—2t)f’(ta—i—(1—t)b)dt

10



On intégré I par parties par rapport a t sur l'intervalle [0, 1], on a :

I:/Ol(l—2t)f’(ta—|—(1—t)b)dt
(1 —2t) f (ta+ (1 —t)b)]" 1f(ta+ (1 —1t)b)
:< a—b>b ] +2/0 a—>b dt
_fla)+f ()
b—a

0

bfa/olf(ta—i—(l—t)b)dt

En substituant I dans (2.1), nous obtenons :

f(a)—zkf(b) _bia/abf(a;)dm:b;a’[f(agjj:(b) —bia/olf(ta—l—(l—t)b)dt
f(a)—zkf(b) _bia/abf(a;)dac:f(a)—;f(b) —/Olf(ta—l—(l—t)b)dt

En utilisant le changement de variable x = ta 4+ (1 — t) b, t € [0, 1], on trouve :

/Olf(ta,—|—(1—t)b)dt: bac’:(_mzdm
Alors
f(a):f(b)_bia/abf(w)dm:f(a);‘f(b)_bia/abf(w)dw

Donc I'égalité est vérifiée. m

2.2 Inégalités intégrales des trapezes pour les fonc-
tions convexes

Théoreme 2.2.1 Soit f : I° C R — R une application différentiable sur I°,a,b €
I° avec a < b. Si lapplication |f’| est conveze sur [a,b], alors l'inégalité suivante est
satisfaite :

(b —a) (I (a)| + [ (b)])
8

fla+f) 1
2 b—a

/abf(w)dw’S

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de 'identité du lemme 2.1.1,

11



puis en utilisant le fait que |f’| est convexe, on a :

HCES U Ny

— ‘b;a/ol(l—%)f’(ta—l—(l—t)b)dt'

b—a 1 ,
< o [ —2t1f (ta+ (1 - ) b)) at
b— 1
< 5 =2l @]+ (-6 1F ®)]) at
b— 1 b— 1
_ 2a|f’(a)|/0 |1—2t|tdt—|—2a|f’(b)|/0 11— 2t (1—¢)dt (2.2)

On pose

1
IL = / 11 — 2t[tdt
0

1
12=/ 11— 2¢[ (1 —¢)dt
0

Calculons I et Iy, commencons d’abord par I :

1
I = / 1 — 2t|tdt
0

z 1
:/ (1—2t)tdt—|—/ (2t — 1)t dt
0 :

Il
-
CHR
|
%)
w| %,
| I
o
+
N
w|
|
V| T
| I
[ =

Alors I; = i

12



Calculons I :
1
12:/ 11— 2¢[ (1 —¢)dt
0
% 1
:/ (1—2t)(1—t)dt+/ (2t — 1) (1 — t) dt
0 :

:/j (2t2—3t—|—1)dt+/11(—2t2+3t—1)dt

1

t3 t2 2 t3 t2 1
2— —3— +t —2— 43— —t
ER R
1

0

~

Alors I, = i
En substituant I; et I dans l'inégalité (2.2), on obtient :

<2 r@i(5) + 5w ()

(’" D1 g @+ i o))

T IO [ @y

Alors

F@EIO L e < G20

Donc l'inégalité est vérifice. m

Théoreme 2.2.2 Soit f : I° C R — R une application différentiable sur I°,a,b € I°
avec a < b, et soit p > 1. Si l'application |f’|1’%1 est conveze sur [a,b], alors l'inégalité
suivante est satisfaite :

(b—a) [|f' (@)[7T + | f (b) |7 5
2(p+1)r 2

fla)+f(b)
2

~ [ f@ds <

Preuve. En utilisant le lemme 2.1.1 :

b—a

f(a);f(b) _bia/abf(a:)dw:

13



Entrez la valeur absolue sur les c6té de lemme 2.1.1, on obtient :

/bf(:v)d.’l; < b_za/ol|1—2t||f’(ta—|—(1—t)b|dt (2.3)

|f(a)+f(b)_ 1
2 b—a

On applique 'inégalité de Holder a I'inégalité (2.3), on obtient :

1
q

‘f(a)Jrf(b)_ 1
2

/abf(m)dw

_pP_ 4 .
Comme |f’|P=T est convexe, on déduit :

e =T AT

1 p—1
b—a

< = (/01|1—2t|pdt>”</Ol(t|f'(a)|piﬁ+(1—t)|f'(b)|pfﬁ)dt)”(2.4)

Calculons l'intégrale suivante, on a :

1 1 1
/ 11 — 2t[Pdt = / (1 — 2t)Pdt + /1 (2t — 1)” dt
0 0 3

_ (1(1 - 2t)”+1r N (1 (2t — 1)”“] 1

2 p+1 0 2 p+1 N
1 1
= —
2(p+1) 2(p+1)
1
Cp+1

Alors

1 1
/ 11— 2tPdt = ———
0 p+1

En outre, comme :

[ (0 @17+ a1 @) ae =17 @1 (5] + @ (-G
_ 17 (@) |71 + 1 (0) |7
2

14



En substituant les intégrales précédentes dans I'inégalité (2.4), on obtient :

fla) v 1) _ 1 - a) [lf’(a)|v—”1+|f'<b>|v—”1 >

2 b—a

< ;
2(p+1)r

[ f @) de

2
Donc l'inégalité est vérifice . m

Théoreme 2.2.3 Soit f : I° C R — R une application différentiable sur I°,a,b € I°
avec a < b, pour q > 1. Si |f'|? est convere sur [a,b], alors linégalité suivante est

satisfaite :

‘f(a)ntf(b)_
2

1 b—a [|f (@) +|f (b)"]
b—a/af(x)dmS 4 [ 2

Preuve. Du lemme 2.1.1, on a :

‘f(a)Jrf(b)_ 1
2

b—a 1
<= — ’ -
P <= /0 11 — 2¢t| | (ta + (1 — t) b)| dt

[ § @) da

Et d’apres l'inégalité des moyennes d’ordre q (power-mean), on obtient :

/01|1—2t||f’(ta—|—(1—t)b)|dt

=

q

< (/01|1—2t|dt)1_‘1‘ </01|1—2t| £ (ba+ (1= 1) B)[" dt)

Puisque | f’|? est convexe, on trouve :
f@+f@®) 1
‘ 2 b—a /a f (@) do
b— 1 =g q
< S0 [ in—2ba] [ 1n—2 1 @1+ @ - 018 ) 1 dt

En outre, comme :

/0|1—2t|dt:/0 (1—2t)dt—|—/; (2t — 1) dt s

15



D’autre part :

/01|1_2t|(t|f'(a) 194 (1 —t)|F (b)) dt
= |f’(a)|q/01|1—2t|tdt-|—|f'(b)|q/01|1_2t|(1_t)dt

= i@ (5) o (;)

| (@) |7+ [ (b) |7
4

D’apres les égalités (2.5) et (2.6), on déduit :

yﬂ@+fwx_ 1
2

b—a cb-a <1>1‘3 (If’ @)+ |f’ (b)lq);

b
/af(:zz)d:c_ 2 2 4

Alors

[ ¥ @) dz <7 -

VOO+f@)_ 1
2 b—a

<b—a[uwww+uwwqi

m Donc 'inégalité est vérifiée.

2.3 Inégalités intégrales des trapéezes pour les fonctions

concaves

Théoreme 2.3.1 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° et a,b € I
avec a < b telle que f' € L' ([a,b]). Si |f’|? est concave sur [a,b], pour ¢ > 1 et, alors

,[(a+ 3b ,(3a+b
() (7))

I’inégalité suivante est satisfaite :

F@+f® 1 <b—a[q—1r;1<
2 b—a - 4 2g —1

/abf(a:)da:

Preuve. Du lemme 2.1.1, on a :

fla)+F(b)
2

bia/abf(w)dw:l)_zcb/()l(l_zt)f'(ta+(1—t)b)dt

16



Apres simplification, on trouve :

HCES U Ny

b—a
<
- 2

% 1
V (1 —2¢) |f' (ta+ (1 — ) b) |dt—|—/ (2t — 1) |f' (ta + (1 —t)b)|dt]
0 1
’ (27)
On applique 'inégalité de Holder a l'inégalité (2.7), on trouve :

‘f(a)Jrf(b)_ 1
2

b_a/abf(zc)da:

g—1 £

I’;‘L(/ja—zt)qfldt)q(/j|f’(ta+(1—t)b)|qctt>q

4 b-e (/11(2t—1)<131dt)q </11|f’(ta—|—(1—t)b) |th>q

IA

2
On a
1
} . (1—2t)as |° 1 q—1
/ (1 — 2'[:)‘7_71 dt = — (21] = 2 =
— (2q—1) _
0 2 (qq_il> 0 a1 2 (2(1 1)
1 (2t — )5 1 1
_a_ — a-1 q—
/ (2t — 1) dt = <21] = 2@ T
1 — -1) _
: 2 (21 ) 220D 2(2q — 1)
Donc
1 1 _ 1
/2 (1—2t)q%1dt:/ (2t —1)eTdt =+~
0 1 2 (2q — 1)
On a

/5 If (ta + (1 — t) b) |9dt = /§t0|f’(ta—|— (1 — ) b) |9dt
0 0
Comme | f’|? est concave et d’apres I'inégalité de Jensen, on trouve :

q

& 1F (ta+ (1= ) b) [1dt _
[ t9dt B

r & 19 (ta + (1 — t) b) dt
[ todt

Alors

I (fé 0 (ta + (1 — 1) b) dt) '

/§t0|f’(ta—|—(1—t)b) 7dt < </2t°dt> 1
0 0 J¢ todt

17



Donc

[F17 o+ @ = ny)rar = [F 015 (0t (1~ 1)0) ra
§;<A%wﬁ>jypgua+<1—wbwu)

1 (2.8)
J& todt
Calculons les intégrales suivantes :

1
i 1
/ztodt:—
0 2

2 3 3 3b
/(ta—l—(l—t)b)dt:(a—b)/ tdt—l—b/ 1dt =T
0 0 0

8

En remplagant les intégrales précédentes dans I'inégalité (2.8), on obtient :

[ 17 e = vy e < g (212)
0 2 4

q

Et de maniere analogue :

q

JI1F (e + (1= £y b) 2t <

2

1| ,/(3a+b
2 (57)

Alors
f(a) + f(b) 1 b
’ 2 _b—a,/a'f(w)d23
R )
2 \2(2¢—1) 2 4
b—a g—1 T ,(3a+b N
+ 2 amoy) G ()
Donc

f@+fm) 1
2 b—a

b b—a|qg—1 e
| f (@) de) < = [2q_1] (

,(a+ 3b
()

r(457))

Donc l'inégalité est vérifice. m
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2.4 Inégalités des trapezes pour les fonctions s-convexes

Dans tout ce qui suit I désigne un intervalle de R, dont l'intérieur est noté par I°,
a,b € I° avec a < b, L*([a, b]) 'espace des fonctions intégrables sur [a, b], s un nombre

fixé dans (0, 1].

Théoreme 2.4.1 Soit f : T — R, I C [0,00), une fonction différentiable sur I° et
a,b € I avec a < b telle que f' € L* ([a,b]). Si |f'|? est s-convexe sur [a, b] pour g > 1

et un certain nombre fizé s € (0,1), alors :

V«w;fwx_biw[f@ﬁm

< '3t (0) e dal trer oy

Preuve. Supposons ¢ = 1, du lemme 2.1.1, on a :

yﬂ@+fwx_ 1
2

b—a 1
< — 1—2t|f (¢ 1—-1t)b)|dt
— < == [ 1= 2t]If (ta+ (1 =) b)

/abf(:z:)d:v

Comme | f’| est s-convexe, on déduit :

b—a, a

FOIO L @

b—a (1 ’ s pt
< S =2l [ @) |+ (@ = 0)° | () [ e

b—a

- = <|f’(a)|/01t8|1—2t|dt—|—|f’(b)|/01(1—t)3|1—2t|dt) (2.9)

On pose
1
I :/ £5|1 — 2t| dt
0

1
12:/ (1—t)° |1 — 2t| dt
0
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Calculons I et Iy, commengons d’abord par I :
1 1 1

L =/ )1 —2t|dt:/ t5(1—2t)dt—|—/1 £ (2t — 1) dt
0 0 1

1 1
— /0 Tt -2ttt dt + /; (2t=41 — t°) dt

1

s+l p5+2 13 g5+2 s+l
:<s—|—1_2s—|—20 <2s—|—2_s—|—1;
1 2 2 1 2 1
T2t (s 1) 272 (s +2) +Ks+2_s+1>_<28+2(s+2)_2s+1(8+1)
1 1 2 2
- 23+1(s—|—1)_s—|—1+23+1(s—|—1)>+<S+2_25+2(3+2)_2S+2(3‘|‘2)>

(
- <2sz(j+1) _sil>+<s—7—2_2522(i+2)>
(

1 _ 1 >+< 2 B 1 )
25(s+1) s+1 s+2 25(s+4+2)

s—|—2—s—1>] [23—1—2—3—2]
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

- (21+> <<s+1>1<s+2>>

I, — (21 + s) <(3 + 1)1(s+2)>

1
I2=/ (1—t)° |1 — 2¢| dt
0

|
| —
8| =
N

Calculons I :

:/j(1—t)s(1—2t)dt+/11(1—t)s(2t—1)dt

CFa—tyd—2 [Pa—tytat2 [ Q- td— [ (-t dt
0 0 ; :

On calcule les intégrales dans I, commengons d’abord par :

/3(1 1) di — (L—t)*® 1 1 ot 1
0 N s+1 |~ s+1l\2oH s+ 1 0 22(s+1)

(2.10)

N=

Calculons :

/j (1 — t)° tdt (2.11)
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En utilisant le changement de variable :
u=(1-—1t) = du= —dt

En remplagant le changement de variable dans ’équation (2.11), on trouve :

1
:—/2 (1 — u)u’du
0
’LLS+1 us+2
_<s—|—1_s—|—2 o

1
2

1 2.12
B (1 _ t)s+2 (1 _ t)S—}—l 2 ( )
o s+ 2 s+1
_ 1 1 1 1
252 (s+2)  2t1(s+1) s+2 s+1
Calculons :
1
/(1—t)tdt / w® (1 — u) du
= —/ — S'H du
s+2 s+1
:<s—|—2 s+1] (2.13)
t)s+2 (1— t)s+1 1
s+ 2 s+1 N
1
2s+1 (s + 1) et (s+2)
Calculons : )
1 1 —¢)*t 1
/ 1—-¢t)°dt =— Q = — (2.14)
1 s+ 1 N 25+l (s + 1)
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En substituant les égalités (2.10), (2.12), (2.13), (2.14), dans I, alors :

(1 1 N 1 1 2 2
2T \s+1 22(s+1) 29 (s+1) 22(s+2) s+1  s+2

" (28 <sl+ 1) 22 (i n z>> B <2+<1+1)>

:<s—|1—1_sj—1+sj—2>+<23(32+1)_252(:4—1))_<252(:—|—2))
B <siz‘si1>+<28(sz+1>’2s<sl+1>>‘(25(:+2>>

R
s+ 1) (s+2) 29\ (s+1)(s+2)

Alors

I, — (s + 21> <(8 T 1)1(s+2)>

En substituant I et Iy dans l'inégalité (2.9), on obtient :

|f(a);f(b)_bia/abf("")dm

< @l g) (Grmers) e O ) (ermaes)

Donc apres simplification, on obtient :

/abf(a:)dzc

‘f(a)+f(b)_ 1
2 b—a

IA

o <+21> <<s+1>1(s+2>> (F@ =IO

La preuve de ce cas est terminée pour g = 1.
Supposons maintenant que g > 1.

On a en outre, comme :

1 1 1 1
/|1—2t||f’(ta—|—(1—t)b)|dt:/ 11— 2¢[*~%|1 — 2¢[3|f' (ta + (1 — ¢) b) |dt
0 0

< /0 11— 267 (|1 — 2¢[3|f (ba + (1 — ¢) b) |) dt
(2.15)
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On applique 'inégalité de Holder a I'inégalité ( 2.15), on obtient :

/01 11— 2t['75 (] — 2t|a|f (ta + (1 — ) b) |) dt

< (/01 11— 2t|1’(1—$)dt)’1’ (/01 (11— 2¢[3|f' (ta + (1 — ) b) |)th)
Alors

/01|1 _2t||f (ta+ (1 — £) b) |dt

1

< (/01 I — 2t|P(é)dt>’1’ (/01 11— 2¢||F (ta + (1 — £) b) |th)"

_ (/01|1—2t|dt)q (/01|1 — 2t||f (ta+ (1 — t) b) |th>;

D’autre part :

‘f(a)—zkf(b) e

P [ - 26l (bat (1 1) b)

De ce qui précede, nous avons obtenu :

/01|1—2t||f'(ta,—|— (1= t)b) |dt

=

a

< (/01 11— 2t|dt)q;1 (/01 11— 2t||F (ta + (1 — t) b) |th)
Alors

P [ 2l (et (1 1) b)

b—a
<
- 2

(/01 11— 2t|d,§)q;1 (/01 |1 — 2t||f' (ta + (1 — t) b) |th>

23
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Donc

|f(a)+f(b)

_bia/bf(w)d:v

b‘“[(/ |1—2t|dt) 1(/01|1—2t||f'(ta+(1—t)b)|4dt>‘1’]

Comme | f’|? est s-convexe, on déduit :

IA

|f(a)+f(b) /f(w)dm

b—a

< Vo ([ n—za) ([— 2@ @ @1 @ ar)

Apres simplification, on trouve :

‘f(a)-i—f(b) _bia/bf(;c)da:
< 220 ([ n- 2tldt)QQI (17 @1 [ 11 =26l @t + 15 ®) 17 [ 1 -2 (1 _t)sdtf
On a [zt =
11— 2tiear = (21+> ((8+1)1(3+2)>

[ =26 (1 — 0y e = (218“) <(s-|—1)1(8-|—2)>

Alors
|f(a)+f(b) .
2507 3+ (et errsron]

Done

|f(a>+f<b) L@

b—a
g—1

< 220(3) " [ 2)]; (F @17+ 17 B )}
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Donc l'inégalité est vérifice . m

Théoréeme 2.4.2 Soit f : I — R, I C [0,00), une fonction différentiable sur I° et
a,b € I avec a < b telle que f' € L* ([a,b]). Si |f'|? est s-convexe sur [a, b] pour g > 1

et un certain nombre fizé s € (0,1), alors :

’f(a)+f(b)_ 1
2

b_a/abf(ac)d:c

qg—1

Sb;aL(Z«z_—ll)];(sil);
(45 (r ()
() (5

[(u" (@) 1" +

1 b) |q);]

b—a

b [(If’ (@)1 +

. L r ) |q)‘1’]

Preuve. Du lemme 2.1.1, on a :

|f(a)+f(b)_ 1
2

b_a/abf(m)d:c

b—a 1 ,
< 2/0 |1 — 2t||f (ta + (1 — t) b) |dt
= b_2al/oz(1—2t)|f’(ta+(1—t)b)|dt—|—/;(2t—1)|f’(ta+(1—t)b)|dt]

Nous utilisons I'inégalité de Holder, on trouve :

‘f(a)+f(b)_ 1
2 b—a

b;"’ </0 (1—2t)qzldt>q;1 (/jlf’(ta—i—(l—t)b) |th>1
1 b;“ :(/;(2t—1)qgldt>q;1 </;|f’(ta—|—(1—t)b) |th>’1’]

De ce qui précede, nous avons obtenu :

[ § @) da

IA

qg—1 qg—1 q—1

A A =
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Comme | f’|? est s-convexe, on a :
lff(ta+ (1 —=8)b) | < t[f' (a) |+ A=) [f (B) |
Intégrons 'inégalité par rapport a t sur l'intervalle [0, 1], on trouve :

[1f (ot (1 = 1) b) 1t < 1 (@) | [ e+ 15 )17 [ (01— )"t
7 (@) 1+ 1F (B) 11
s+1

(2.16)

[1# (ta+ (1~ 0)b) jras <

En utilisant le changement de variable x = ta + (1 —t) b, t € [0,1] :
On a
t=0=zxz=0»b

=1 — a+tb
t_2:>:13— 2

t=1=x=a

Alors, l'inégalité (2.16) devient :

£ (“E2) 19+ 1 (B) |9
s+1

Aﬂf@a+u—wwwﬁs

Et de maniére analogue, on trouve :

| (@) |7+ [f7 (%52) |

JU1 (ba+ (1= 1)) |7d <

s+1
Donc |j~’(a)—2|—f(b)_bia/abf(flf)d"3
st gl ) e

qg—1

+ﬁ;“[2é;fnlq(si?f(uwww+wf<“;byﬁ;

D’autre part, on a :

q—1
q—1 a _1
2(2g —1)

4

im
q——+oo
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Démontrons maintenant

que :

q—

. q—1 @
ll]ll S E—— frd
M 2(2¢ - 1)

En utilisant un changement de variable et en posant :

On utilise la regle de I’'Hopital :

On pose :

L f@) @)
r—C g (ZB

818

) wegi(z)

1

q
g(q) = p—
Calculons les dérivées des fonctions f () et g (x)
1 1
f'(x) = et g (x)=
(2 —1) (g —1) (g —1)°
On a L
T "(x 2a—1)(a—1) -1
limf():limf():limw:lim a =0
9—1 g (x) a—=1 g’ (x) q—1 17 =1\ 1 — 2q
Nous avons trouvé que :
1 1%
lim In 972 =0
a1 |2(2g — 1)
Donc .
— 1 q
B i B
[2 (29 — 1)]
On obtient :

] <1, gell, 4o
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et

1 q
s+ 1 <1, 36(031)7 q€]1’+oo[

Alors

HCES U Ny

b [(Lf @r i (50 I">;+<|f (S5 1 (b)l"ﬂ

Donc l'inégalité est vérifice. m

2.5 Inégalités des trapézes pour les fonctions s-concaves

Dans tout ce qui suit I désigne un intervalle de R, dont I'intérieur est noté par I°,a,b €
I° avec a < b, L'([a,b]) l'espace des fonctions intégrables sur [a, b], s un nombre fixé

dans (0, 1].

Théoreme 2.5.1 Soit f : [0,00) — [0,00) est une fonction s-concave au second sens,
avec s € (0,1) et soit a,b € [0,00), a < b. Si f € L' ([a,b]), alors l'inégalité suivante

est satisfaite :

g (T2 5 1 s @an > L@ IO

Preuve. On a f une fonction s-concave :
fta+ (1 —t)b) > t°f(a)+ (1 —1)" f(b)
En intégrant 'inégalité par rapport a ¢ sur Uintervalle [0, 1], on trouve :

/Olf(ta—|—(1—t)b)dt2f(a,)/oltsdt—i-f(b)/ol(l—t)sdt

f (a) + f (b)
s+1

/Olf(ta—i—(l—t)b)dtz

En utilisant le changement de variable = ta 4+ (1 — t),t € [0, 1], on trouve :

“f(@),
b a—>b

/Olf(ta—|—(1—t)b)dt:
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Donc

[ 1@ 410 .
a b—a - s+1 '
D’autre part, on a :
fQz+ (1 —-t)y) >2t°f(x)+(1—1t)" f(y) (2.18)
En remplacant ¢ par % dans I'inégalité (2.18), on trouve :
7 (a:;ry> > f(w);;f(y) (2.19)

En utilisant le changement de variable x = ta+ (1 — t)bety = tb+ (1 — t) a,t € [0,1],

alors I'inégalité (2.19) devient :

27 (*30) 2 ftat =00+ 1+ (1= 1)a)
Comme f est s-concave, alors :
fRa+ @ —8)b) >t f(a) +(1—1) f(b) (2.20)

fb+ @A —t)a) > t°f(b)+ (1 —1)" f(a) (2.21)

Combinons les deux inégalité (2.20) et (2.21), on obtient :
fta+ (1 —=t)b)+f (tb+ (1 —t)a) > t°f (a)+(1 —1)" f (b)+t°f (b)+(1 —t)" f (a)

Donc

21 (1) 2@ -0 OO -0 f @ (2
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En intégrant 'inégalité (2.22) par rapport a ¢t sur l'intervalle [0, 1], on trouve :

[l2s (“’5”) at> [ [F (@) + (L= 1)° £ (5) + £ (5) + (L 1) F (a)]

2Sf<a+b> s 2(f(a) + £ (b))

2 - s+1
g (110) » @10
2 - s+1
(2.23)
D’apres les inégalités (2.17) et (2.23), on trouve :
b 1 b b
2 b—ala s + 1
Donc l'inégalité est vérifiée .
Dans le cas ou | f’|? est s-concave, on obtient :
b\ |? 1 b ! 7 "(b) |7
2 b—ala s+ 1

Théoreme 2.5.2 Soit f : T — R, I C [0,00), une fonction différentiable sur I° et
a,b € I avec a < b telle que f' € L* ([a,b]). Si |f'|? est s-concave sur [a,b] pour ¢ > 1

et un certain nombre fizé s € (0,1), alors :

‘f(a)-;f(b) e

b—a q—1 T s—1 , (a+ 3b
= [2(2«1—1)] 2 (1 (] >‘+

b—a , (a+ 3b ,(3a+b
< S () 7))

Preuve. Du lemme 2.1.1, on a :

()

‘f(a)+f(b)_ 1
2

b—a/ab'f(w)dw

b—a 1
2/0 11— 2¢[|F (ta + (1 — ¢) b) |dt
b —

= zal/oé(1—2t)|f’(ta+(1—t)b)|dt—|—/11(2t—1)|f’(ta+(1_t)b)|dt
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Nous utilisons I'inégalité de Holder :

1 b
b—a/a f(x)dx

b;a (/O (1—2t)<131dt>q;1 (/jlf’(ta—i—(l—t)b) |th>;]

T (/11(2t—1)qqldt>q </11|f'(ta—|—(1—t)b) |th>q]

|f<a)+f(b)_
2

IA

=

2

De ce qui précede, nous avons obtenu :

3 0 < B 1 o ot B qg—1 =z
(f o=z " = (o) = E ]
Comme | f’|? est s-concave, on a :
| (ta+ (1 =) b) |* > t°[f" (a) |* + (1 — 1)" [ (b) | (2.25)

Intégrons 'inégalité (2.25) par rapport a t sur 'intervalle [0, 1], on obtient :

[18 (a+ (= 0)b) 2t > |7 (@) 10 [ it + |5 @) |0 [ (1~ 0)" d

1 / q " (b) |2 (2.26)
[117 (ta+ (1 —typy rae > DT EITO)
0 s+1
En outre, comme :
fftz+ @A —)y) " 2 1f (@) |7+ @1 —)°|f (y) |
Pour tous x,y € [0,00) ,t € [0,1] et un certain nombre fixé s € (0, 1].
Prenons t = %, alors :
q / q / q

En utilisant le changement de variable x = ta+ (1 —t)bety = tb+(1 —t)a, t € [0,1],

en substituant dans I'inégalité (2.27), on obtient :

p a—+b
2

2° 2 |f (ta+ (1 —t)b)|"+ [f (tb+ (1 —t)a) |
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Nous avons | f’|? est une s-concave, alors :
|f" (ta+ (1 —=2)b) |? > t°|f" (a) | + (1 — 2)" [f' (b) | (2.28)

| (tb+ (1 —t)a) |* > t°[f(b) |* + (1 — 1)" [ (a) | (2.29)

En combinons (2.28) et (2.29), on obtient :
|’ (ta + (1 —8) b) |*+[f (tb + (1 — t) @) |[? 2 |f' (@) |* [t* + (1 — )]+ (b) |7 [ + (1 — £)°]

Donc
f a-+b
2
Intégrons 'inégalité (2.30) par rapport a t sur 'intervalle [0, 1], on trouve :

Lo ()

Alors

2 2 [f (a) |[t°+ (1 =)+ [ (b) |7 [t* + (1 — )] (2.30)

dt > /01 (1f" (@) |7[t°+ (A = )]+ [F () [*[t* + (1 — £)°]) dt

,[a+b
(%3)
- <a+b> @1 O
2 s+1

En utilisant le changement de variable = ta 4+ (1 — t) b, t € [0,1] , on obtient :

q
923

2
> ——(|f (a) |7+ |f' (b) |7)

s+1 (2.31)
25—1

1 / q _ 1 b / q
L1 tat (1=t b) it = [|f (@) ['da

D’apres l'inégalité (2.24), on a :

q

/01 | (ta + (1 —t)b) |7dt < 2°77

,(a+b
(%5)

En utilisant le changement de variable = ta 4+ (1 — t) b, t € [0, 1], on trouve :

t=0=xx=0»b

-1 — atb
t_2:>a:— >

t=1=axx=a
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Alors

/0% |f' (ta + (1 —¢t)b) |7dt < 2°77

Li‘b_|_b
| "2
r(457)

(e
,(3a+b
(%)

/0; |f' (ta + (1 — ) b) |7dt < 2°77

Q
+
w
(=)
~—

Et de maniére analogue :

q

[U1F (Gt (1= 1) b) 1t < 2

Donc
f(a) + f (b) 1 b
’ 2 b—a f (@) dw
b—a qg—1 o w1l. (a+3b a4
< T leaes )
b—a qg—1 o w1l. (3a+D 0\
o) (7))
On a o
qg—1 |«
[2(2(1_1)] <1, q € ]1,+o00]
Donc

‘f(a)-;f(b)_bia/a”f(w)dw

K , (a+ 3b
()

< et
(=)

(4]

IA

b—a , (a+ 3b
()

Donc l'inégalité est vérifice. m

33



CHAPITRE

INECALITES DES TRAPEZES
FRACTIONNAIRES

3.1 Inégalité d’Hermite Hadamard fractionnaire pour

les fonctions convexes

(I8])
Théoreme 3.1.1 Soit f : [a,b] — R une fonction positive avec 0 < a < b et f €

L' [a,b]. Si f une fonction convexe sur [a,b], alors inégalité suivante est satisfaite :

a+b 'a+1) o f(a)+ f(b)
1(*50) < sa e o+ s @] < T 3.1
avec a > 0.
Preuve. f est une fonction convexe sur [a, b] pour x,y € [a, b] avec A = %, alors :
f (w;ry> < f(w)—;—f(y) (3.2)
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En utilisant le changement de variable x = ta+ (1 — t)bety = tb+(1 —t) a,t € [0,1],

en substituant dans I'inégalité (3.2), alors 'inégalité (3.2) devient :

2f< +b>Sf(ta,+(1—t)b)+f(tb+(1—t)a) (3.3)

En multipliant I'inégalité (3.3) par t*~!, et intégrons par rapport a t sur l'intervalle [0, 1],

on obtient :

2/ to! ( +b>dt</ o~ 1f(ta+(1—t)b)dt+/ t* 'f(tb+ (1 —t)a)dt

f< +b> S/Olta_lf(ta—l—(1—t)b)dt+/()1to‘_1f(tb—|—(1—t)a)dt

(3.4)
Encore une fois, nous utilisons le changement de variable u = ta + (1 — t) b et
v=tb+ (1 —1t)a,t € [0,1], on trouve :
a+ b\ _ o fb—u\" f(u) b (v —a\"" f (v)
f( )S/b <b—a> a—bdu+/a<b—a> a—bdv
a-+b b (b—u)*! (v —a)®”
(") < et Wt [ @)y
2 a -|— b 1 b a—1 a—1
(50 < g tan [ 0-w f(U)du+/a (v — @) f (v) o
(3.5)
D’apres I'intégrale de Riemann-Liouville :
I%, f(t) = 1o t a1 d t
“*f()_I‘(a)/a(_w) [ (z) dz, > a
Et
«a 1 b a—1
L0 =y @0 f@dr t<b
Alors
(@) I f () = [ (b—w™" f(u)du, b>a (3.6)
D)L f(@)=[ w-a)"f@)dv, a<b (3.7)
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En combinant les inégalités (3.6) et (3.7), on obtient :

P () [I8, 7 0) + I f @] = [ (b= w)* " f (w)du+ [ (0 —a)™ f (o) dv

Alors l'inégalité (3.5) devient :

2 (a+b I'( @) o o
af( : ) ST (12, f (b) + I f (a))

f(a,—|—b> _ ol (o)

2y ) S 3=y Fd O+ ILF (@)

D’apres la relation de récurrence de la fonction gamma, alors :

a+b I'a+1
F(*57) < s s )+ 1 f @) 59

D’autre part, nous avons f une fonction convexe sur [a, b] pour ,y € [a,b] et A € [0,1] :
fta+ (1 —1t)b) <tf(a)+ (1—1t)f(b) (3.9)

f@b+ (1 —t)a) <tf(b) + (1 —1t)f(a) (3.10)

Combinons (3.9) et (3.10), on trouve :
fla+ QA —-)b)+f(Eb+ (1 —12t)a) < f(a)+ f(b) (3.11)

En multiplié I'inégalité (3.11) par t*~1, et intégrons par rapport a t sur l'intervalle [0, 1],

alors :

/Olta_lf(ta—|—(1—t)b)dt—l—/olta_lf(tb-l—(l—t)a)dtg [f(a,)—|—f(b)]/01t°‘_1dt

(br_(o;))a 12, f (b) + I f (a)] < f (a) ;r £ (b)
o e a f (a)+ f (b)
2(b—a)® 12,7 (0) + I f (@)] < :
Donc
Hatl) a f (a) + f (b)
2—a) Ld O+ IF (@) < : -
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D’apres les inégalité ( 3.8) et (3.12), on déduite :

a+b Fla+1) ., o f(a) + £ (b)
f( ) ) S 2o—ay L f O F L f (@] < =
Donc l'inégalité est vérifice. m
Corollaire 3.1.1 On pose o = 1 dans l'inégalité :
a+b Fla+1) o, o f(a) + f (b)
f( : ) S o) I, (b) + I f (a)] < 5

On obtient l’inégalité suivante :

f<a+b> < 1a/abf(:c)dw3 f(a)-2|-f(b)

2 ~—b—
Preuve.
a+b T (2) f(a) + f (b)
F(*57) S gy W d @ D f @) < T4
D’apres de l'intégrale de Riemann-Liouville, on a :
1 b
Ia+f(b)=m  f(z)dz, b>a
If@ = [ f@de, a<

La fonction gamma est définie par 'intégral suivante :
—+oo
':a— / e t*"1dt,
0

Calculons I' (1) :

Alors
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D’apres la relation de récurrence :
I'a+1) =aol (a)

Donc

r@2)=r(1+1)=1r(1) =1

On obtient :

1(“;b>szw U H@dw+/fGﬂd] f“”;fw)

f(a—2|—b> Sbia/:f(‘”)dwgf(a);f(b)

Donc l'inégalité est vérifice. m

3.2 Inégalités de type Hermite Hadamard fractionnaires
pour les fonctions dont la dérivé |f’| est convexe

Lemme 3.2.1 Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec a < b.
Si f' € L[a,b], alors l’égalité suivante est satisfaite :

F@+F®) Tlat1)
2 2(b—a)”

= b;a/ol[(l—t)a—ta]f’(ta—|—(1—t)b)dt (3.13)

(12, f (b) + I f (a)]

Preuve. On pose

I:/01[(1—t)°‘—t"‘]f’(ta—l—(l—t)b)dt
- Uol(l—t)"f’(ta—i—(l—t)b)dt] n [—/Olt"f’(ta,—i—(l—t)b)dt

=L +1

Commencons d’abord par Iy, on intégré Iy par parties par rapport a ¢ sur l'intervalle [0, 1],
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on a :

I1:/l(l—t)af’(ta—l—(l—t)b)dt

_<(1_t) f (ta —f—(l—t)b)] +/ t)“‘lf(ta:(_lb_t)b)dt
_f(b) a—1
_b_a+a_b/0 (1 —)*" f (ta+ (1 — t) b) dt
I (b) o 1 a—1
= _a/o (1 — )" f(ta+ (1 — t)b) dt

En utilisant le changement de variable = ta 4+ (1 — t) b, t € [0, 1], on trouve :

P SO /a<a—w>“_1f(w)dw

b—a b—al/o \a—0»> a—>
f (b) a qa(a—z)*"
" b-a b—ah (a—b)"
_f®) et
b—a b-—a/t (a—0b)"

f(x)dzx

(z —a)*" f (z)da

En simplifie :

(_1)01—1 _ a—1 —a __ -1 —a __ 1
m—(—l) (@a—b)"=(-1)" (b—a) =T _a)r
Alors I; devient :
I — f (b) / (z — a) f () da
b—a b-—a a)”
) 1
:b—a_(b—a,)aﬂ/a(w_a f(z) dz
Par définition de I'intégrale de Riemann-Liouville, on a :
b
I £ (a)T (o) = / (z —a)* ' f(z)de, a<b
De (3.14), on obtient :
_ J(b) al' (o)
Il_b—a, (b— )a+1bf()
Donc
b r
=10 Ot 3.15)

b—a (b—a)
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Calculons I :

Izz—/ltaf’(ta+(1—t)b)dt

(% .

_ f(a) a a1
_b_a—b_a/o t21f (ta + (1 — t) b) dt

En utilisant le changement de variable x = ta 4+ (1 — t) b, t € [0, 1], on trouve :

Lof@ e /a<b—w>"_1f(w)d$

b—a b—a b—a a—>b
_f@ e -2 @)
b—a b-a (b—a)ala—b

= f(a) +(b—a)a+1/b (b—x)* " f(z)dx

b—a

Par définition de I'intégrale de Riemann-Liouville, on a :

I OT (@) = [ (-2 f (@) da

Alors

f(a al’ (a

I, = bic)l, - (b— ()a)+1 a+‘f (b)

I2 - bfiac),l (1;(_(1 —;a1-|-)1 a+f (b) (3-16)
En combinons I et I :

B _[f®)  T(ax+1) f(a) T(a+1)
fo it | et @ [ - G g )
Alors
,_J@+F®) T+

b—a (b— a)a+1 [Ig-i-f (b) + I f (a)}
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En substituant I dans 1’égalité (3.13), on trouve :

Fl@+f@®) T(a+1) | a
2 T 2(b—a)° L f )+ I f ()]
_b—a(f(@+f() T(a+1) o
T2 ( b—a  (b—a)** 12 d () +I"‘f(a)}>
Alors
F@+f®) T(a+1) o
SO w0
fl@+f®) T(a+1) o
= 2 = b= a) d O+ LS (a)]

Donc ’égalité est vérifice. m

Corollaire 3.2.1 On pose a = 1 dans I’ égalité :

fla)+ £ (@)

I'a+1)

2
b—a

2 (b= a) Tord ®) LS (@)

= 22 /01[(1—t)a—ta]f’(ta—l—(l—t)b)dt

On obtient l’égalité suivante :

fla)+f(b)
2 “b—a

Preuve. . Si a = 1, alors :

fl@+f() T
2 2(b—a)

/ f(a:)dar;_i/ (1—2t) f (ta+ (1 — t)b) dt

uif 0)+ 1o f @)] = ° 2 [ (1= 20) f' (ta+ (1 1) ) dt

Par définition de I'intégrale de Riemann-Liouville, on a :

I f(b) =

Et
Iy_f(a) =

r (1)

T (1

/f(zc)da:, b>a

)/f(sc)dw, a<b
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La fonction gamma est définie par 'intégral suivante :
+oo
':a— / e ‘t*1dt,
0

Calculons I" (1) :
_ [T
(1) = / etdt
0

Alors

D’apres la relation de récurrence :

'a+1) =al (a)

Donc
re=r@a+1)=1Ir@1)=1
On obtient :
.f(a)+f(b) 1 b b—a 1 /
2 " 2(b-a) (2/af("3)d*”’>: > /0(1—2t)f(ta+(1—t)b)dt
fla)+F(b)

2 bia,/abf(w)dm:b_za/ol(l_2t)f'(ta+(1—t)b)dt

Donc 1’égalité est vérifie. m

Théoreme 3.2.1 Soit f : [a,b] — R une application différentiable sur (a,b) avec

a < b. Si|f'| est conveze sur [a, b], alors l'inégalité suivante est satisfaite :

b—a 1 , ,
s 0+ s @] < ot (1= g ) i @1+ 1 o
(3.17)

LCESCR RS
2 2(b—a)”

Preuve. En utilisant le lemme 3.2.1, on a :

|f(a)+f(b) I(a+1)
2

~ b a) T O+ Iz'f—}| < b;a /01 | (1 — )" —*|| ' (ta + (1 — ¢) b) |dt
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Comme | f’| est convexe, alors :

‘f(a)+f(b)_1“(a+1)
2

e IR S|

< P[0T @ |+ - 01 6 e

+ = =N BIF (@) |+ (1 ) 1F ) [ de (318)
On pose

K= [T((1= )" =) HF (@) |+ (1= 8) | (b) [] dt
Et

1
K, = 1 "= @A =) [t[f (a) |+ @ =) [f (b) ] dt
Calculons K, et K, commencons d’abord par Kj :
! % (a4 1 (03
Ki=If (@)] [F(1=0" —t)tdt + |1 (B)| [, (1= =) (1 = t)dt

— I @1 |[ e o ar— [Feriar

Hrol|[fa-ota- [fa-nea

Calculons l'intégrale dans K7, on commencons par :

/o; PR € el B € t)a+2] }

oa+1 o+ 2 0
B 1 a+1 1 a+2
- _ (3) — (z) (ot ! (3.19)
a—+1 o+ 2 a—+1 o+ 2
i 1 a+2 1 a+1
__t _r G G
a+1 o+ 2 o+ 2 a+1
Calculons l'intégrale :
1 a-+2
1 ot 7z 1
/ to+lds — ( - (3) (3.20)
0 a+2], o+ 2
Calculons l'intégrale :
1 a+2
3 1—t)*|? 1 3
/ (1 —pyotrar— — (L= 1 _ ) (3.21)
0 o+ 2 o+ 2 o+ 2
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Calculons l'intégrale :

/; (1 . t) +dt — /; (ta . ta+1) di — ( ta-i-l B ta+2 % _ (%)a_i_l - (%)014-2
° ° at+l oa+2|, a+l oa+2
(3.22)

D’apres les égalités (3.19), (3.20), (3.21), (3.22), alors :

1a+2 loz—}-l 111—}-2
[y -y W 007

+1 o+ 2 o+ 2 oa+1 o+ 2

—klf’(b)l( 6 M ) B (;)a+2)

o+ 2 o+ 2 a—+1 o+ 2

Pour K, Calculons 'intégrale :

2= 17 @] [, @ = =)t 17 )] ] (= (-7 (=t at
:|f’(a,)|V; t‘”‘ldt—/; (1—t)°‘tdt1—|—|f’(b)|[/; ta(l—t)dt—/;(l—t)"“rldt

On a o
at+2 71 1\
/lta“dt:(t _ (2) (3.23)
i a—|—2% o+ 2 o+ 2
a+1 a+2
1 11—t a—p*2] (L 1
/t(l—t)adt:—(( UM Gt ONNG) (3.24)
i a-+1 o+ 2 N a-+1 o+ 2
a+1 a+2
1 ot tot+2 1 1 1 1 1
/ (1—t)t“dt:< — = — —(2) +<2) (3.25)
3 a+1 a+2% a+1l o+2 a+1 o+ 2
a+2
! 11—t (4
/(1—t)°‘+1dt:—<()] _G) (3.26)
1 o+ 2 N o+ 2

D’apres les égalités (3.23) et (3.24) et (3.25) et (3.26), on obtient :

_ip SN 6 R € M €
Lfmn(a+2— - T

o+ 2 oa+1 o+ 2

1 a+1 1 a+2 1 a+2
+|f’(b)|(a1 G +(2) ) )

+1 o+ 2 oa+1 o+ 2 o+ 2
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En combinant K, et K5, on trouve :

g 127 10

Kyt Ka=1f (a)l(a—l—l_ art | PO a4
1
1

() e (i- )

— @I+ oD (15

=|f"(a)|

Alors, en substituant K; + Ko dans I'inégalité (3.18), on trouve :

|f @A TO_OH D e p )+ 13 1 (@)

2(b—a)”

b—a 1
<
- 2 <a+1

(1 _ ;)) £ (@) | + |F (b) |

Alors

f@+f®) T+, . bea [ 1Y |

‘ 2 T 2p_ e LS O F L @] < oo (1 - 2) 14 (a) | + 1 (B) ]
Donc l'inégalité est vérifice. m

Corollaire 3.2.2 On pose a = 1 dans l'inégalité :

fl@+f®) T(a+1) ., . b—a 1\ ,

‘ 2 ~ b= a) md O+ ELf (@) < o (1 — 2) (1 (@) |+ 1f (b) ]

On obtient l’inégalité suivante :

‘f(a)+f(b)_
2

1 b b—a _ )
[ @ de <A @11 0]

Preuve. Si a = 1, alors :

‘f(a)+f(b)_ r(2)
2

2(b—a) [Toy f (b) + Ip_f (a)]

< (1= @i ir e

Par définition de l'intégrale de Riemann-Liouville, on a :

1

Iot f (b) = ra

/bf(zc)da:, b>a
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Et
1

I‘(1)/‘:)]‘(58)6&1:, a<b

Ib—.f (CL) =

La fonction gamma est définie par 'intégral suivante :
—+o00
':a— / e 't*1dt,
0

Calculons I" (1) :
_ [T
(1) = / etdt
0

Alors
ra)=1

D’apres la relation

I'la+1) =al (a)

o r)=r(+1)=1r(1)=1.
On obtient :
‘f<a>-;f<b> _ 2(Fb<f)a) <2/abf(a:)da:) <P @ 1 0]
Alors
|f(a)—2Ff(b) — @ < P @ 11 o)

Donc 'inégalité est vérifice. m
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CONCLUSION

La problématique de ce mémoire était d’étudier certaines inégalités de type trapezes et
de se familiariser avec certains outils nécessaires dans les démonstrations de ce genre de

problemes.

Dans la premiere partie, nous sommes intéressés a rappeler quelque classes de fonctions

ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie, nous avons étudiés quelques inégalités de type trapezes classiques
pour les fonctions dont la valeur absolue des dérivées premieres sont convexe, concave, ainsi

s-convexes et s-concaves.

Dans la troisieme partie, nous avons discutés I'inégalité d’Hermite-Hadamard ainsi que

I'inégalité de type trapezes via les opérateurs intégraux de Riemann-Liouville.
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