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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions le nombre de cycles limites d’une classe
des systémes de Kukles

T ==y
g=x+Y @+ (alry) —A)

>1

ou Ay > 0 et g(x,y) est un polynome de degré n;—2 > 0, |¢| est un paramétré
suffisament petit avec ¢;(0,0) = 0, en utilisant la méthode de moyennisation
du premier ordre et du deuxiéme ordre. Cette étude est illustrée par des
applications.

Mots clé : Cycle limite, théorie de moyennisation,systéme de Kukles.
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Abstract

In this work, we study the number of limit cycles of the class of the Kukles
systems
T =y
g=x+> @+ (alx,y) - A)
>1
where A; > 0 and the polynomial ¢;(x,y) has degree n; —2 > 1, |¢| is a small
paramete with ¢;(0,0) = 0, by using the first and second averaging method.
This study is illustrated by applications.
Keywords : Limit cycle, Averaging theory, Kukles systems.
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Introduction

Les systémes différentiels et les cycles limites sont des concepts impor-
tants en mathématiques et en physique. En mathématiques, un systéme dif-
férentiel est un ensemble d’équations qui décrivent I’évolution d’un systéme
dynamique au fil du temps. Les cycles limites sont des trajectoires ou des
valeurs vers lesquelles un systéme dynamique tend au fil du temps, en dépit
de perturbations extérieures.

En physique, les systémes différentiels sont souvent utilisés pour modéliser
le mouvement des objets dans ’espace et le temps, comme les orbites des
planétes autour du soleil. Les cycles limites peuvent représenter des états
d’équilibre stables ou des oscillations périodiques dans un systéme physique.

La théorie des systémes différentiels et des cycles limites est un domaine
de recherche passionnant qui a de nombreuses applications pratiques, no-
tamment en ingénierie, en biologie et en économie. L’étude de ces concepts
permet de mieux comprendre le comportement des systémes complexes et de
prédire leur évolution a long terme.

En mathématiques, un cycle limite d’un systéme différentiel est une or-
bite périodique isolée dans I’ensemble de toutes les orbites périodiques d’un
équation différentielles, la notion de cycle limite a été introduite en 1881 par
Poincaré. Puis au début du 20éme siecle, dans le 2éme congres internatio-
nal de Mathématique en 1900 & Paris, David Hilbert a présenté son célebre
exposé intitulé "Problemes Mathématiques". La 16éme de ses 23 problémes
s’écrite de déterminer le nombre maximal de cycles limites existants pour le
systéme polynomial planaire de degré n

{iZP@w)
J=Q(zy),

Les recherche ont donnés méthodes pour chercher le nombre maximal de
cycles limites des systémes différentiels : le théoréme de Poincaré Bendixson,
le critére de non existence de Dulac, la bifurcation de Hopf, la méthode de

Melnikov, méthodes de perturbations, la méthode de Moyennisation . . .
Le systéme de Kukles polynomial [11] s’écrit :

&= —y,5=Q(z,y), (0.1)

ol Q(x,y) est un polynoéme de degré n.Kukles, en 1944 a introduit le systéme
différentiel (0.1) avec

Qz,y) =z + a12? + asxy + asy? + asx® + aszy + agry® + ary®,



et a donné la condition nécessaire et suffisante pour que le systéme ait un
centre a l'origine. Dans [7], Pauteur a prouvé que certains systémes cubiques
de la forme (0.1) pouvant avoir sept cycles limites. Dans [5], Chavarriga and al
ont étu dié le nombre maximum de cycles limites de faible amplitude pour les
systemes de Kukles qui peuvent coexister avec quelques courbes algébriques
invariantes.

Dans ce travail nous allons utiliser la théorie qualitative des équations
différentielles ordinaires pour traiter une classe généralisée des équations de
Kukles de la forme (0.1). Plus précisémentons intéresse a la recherche des
cycles limites d’une classe des systémes de Kukles.

Ce mémoire est subdivisé en trois chapitres.

Le chapitre 1 est un rappel sur les notions de base de la théorie qualitative
des systémes dynamiques. On introduira des définitions élémentaires tels que :
le systéme dynamique, les points d’équilibres et leurs natures, la linéarisation
et la stabilité au voisinage d’un point d’équilibre, le cycle limite ainsi que des
théoremes sur l'existence et la non-existence des cycles limites.

Dans Le deuxiéme chapitre, nous avons introduit la théorie de la moyen-
nisation pour chercher le nombre maximum de Cycles limites des systémes
différentiels. Nous avons illustré les théorémes par des exemples.

Le troisiéme chapitre, nous étudions le nombre maximum de Cycles li-
mites d'une classe des systémes différentiels polynomiaux de Kukles, partur-
bées par un petit paramétre €

T = -,
g=x+Y @ +y)(alry) - A),

>1

ou A; > 0 et ¢(z,y) est un polyndome de degré n;—2 > 0, |¢| est un paramétré
suffisament petit avec ¢;(0,0) = 0.en utilisant la méthode de moyennisation
du premier ordre et du deuxiéme ordre. Le contenu du chapitre deux est
correspond au travail [14].



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base des systémes
dynamiques, points d’équilibre, stabilité du point critique, portrait de phase,
cycles limites, existence et non-existence de cycle limite. Enfin nous terminons
par donner la définition des systémes Hamiltonien.

1.1 Systéme dynamique

Les systémes dynamiques étudient I’évolution des systémes au fil du temps
en fonction de régles déterministes ou probabilistes. Ils sont utilisés dans de
nombreux domaines tels que la physique, la biologie, I’économie et la météo-
rologie pour modéliser des phénomenes complexes et prévoir leur évolution
future. Il peut étre défini (en mathématiques) comme suit

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application
U:R" xR*" — R",
définie sur tout RT x R", telle que :
oU(.,z): R" — R™ est continue.
oU(t,.): R" — R" est continue.
oU(0,z) = x.
oU(t+s,x)=U(t;U(s,x)) pour t,s € R* = € R".

Exemple 1.1.1 Soit le systéeme linéaire suivant :

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

{x(o):xmteR,xeR, (1.1)

ol A est une matrice constante, la solution de (1.1) est :
z(t) = e x .
Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car I’application :
U:R" xR" — R",
qui & tout t € R"; x € R™ associe :
(t,z) — U(t,r) = ' x xg,

qui vérifier les quatre propriétés précédentes.

1.2 Points critiques
Définition 1.2.1 Soit le systéme non linéare :
T = F(x), (1.2)

on appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.2) tout point zq €
R™ tel que :

1.2.1 Linéarisation

Définition 1.2.2 Soit le systéme suivant :
T = Az, (1.3)

ot

afi
of;
est une matrice (n X n), est appelé le systéeme linéarisé du systéme (1.3) en
xo.

A= (57 (w0)) = Df(w0), 1 <1,j <n,



1.2. POINTS CRITIQUES

Exemple 1.2.1 Soit le systéme non linéaire suivant :

{ﬂ0:2§

22() + (1)
() = a (14)

il est clair que f(x) =0, entraine que xo = (0.0) est le seul point d’équilibre
de ce systéme, on cherche le linéarisé de ce systéme en xg,

_ <%<X> %(X))

U 269

(22 1
- 1 0 )’

Dﬂm»:(?é).

Donc le systéme linéarisé du systéme (1.4) est

Df(X)

alors

FIG 1.1- Portrait de phase du
systme (1.4)



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.2.2 Classification des poins critiques

Notons la matrice Jacobienne A par

a b
a=(o ),

ol \1, Ay sont les valeurs propres de A, cette matrice s’appelle souvent matrice
de stabilité, les valeurs propres de A données en fonction du déterminant et
de trace par

s = %(tr(A) 1+ /() — det(A)),

et vérifient les relations A\; + Ay = t7(A), et A\; - Ay = det(A) pour la linéari-
sation le point d’équilibre (xg,yo) et alors :

o un point selle si det(A) < 0.

o Un point centre si det(A) > 0 et tr(A) = 0.

o Un foyer si det(A) > 0 et (tr(A))? — 4det(A) < 0, ce foyer est stable si
tr(A) < 0 et instable si tr(A) > 0.

o Un nceud si det(A) > 0 et (tr(A))? — 4det(A) > 0, ce noeud est stable
si tr(A) < 0 et instable si tr(A) > 0.

o Le point d’équilibre (xg,y0) et dit hyperbolique si aucun des valeurs
propres de la matrice Jacobéenne D f(xy) n’a partie réelle nulle.

1.3 Stabilité du point critique

Soit donnée un systéme de deux équation différentielles linéaires homo-
génes & coefficients constants

dx n
— = 4117 T a12yY
gt , (1.5)

— =anr +a
i 11 12Y

ou

A:{a“ “12}7&0,

ag1 A22

Pour étudier la stabilité des point critiques de systéme (1.5) il faut établir
I’équation caractéristique :

a;; — A a2 —0
21 aze — A ’

6



1.3. STABILITE DU POINT CRITIQUE

on cherche ses racines \; et \q, les cas suivantes se présentent la stabilité du
systeme (1.5) :
1— Si A\, A sont réelles et distincts :

(a) SiA; < 0, s <0, le point critique est asymptotiquement stable (noeud
stable).

(b) Si A1 > 0, Ay > 0, le point critique est instable (noeud instable).

(c) Si Ay > 0, <0, le point critique est instable (point selle (col)).

2— Si les racines de 1’équation caractéristique sont complexes ot \; =
p+ig, A =p—iq:

(a) Si p < 0,q # 0,le point critique est asymptotiquement stable (foyer
stable).

(b) Sip > 0,q # 0.,le point critique est instable (foyer instable).
3— Les racines A\; = Ay sont multiples :

(a) Si A1 = A2 < 0, le point critique est stable (noeud stable).

(b) Si Ay = A2 > 0, le point critique est instable (nceud instable).

Exemple 1.3.1 Soit le systéme non linéaire suivant :

écrivons l’équation caractéristiqure

:0’

2-A )
2 1—-A

ol

A2 -3\ —8=0.

Les racines de systéme et Ay = =3 — /41 < 0, \g = =3+ V41 > 0 sont

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

réelles et distinctes le point critique (0,0) est instable.

FIG 1.2 - Portrait de phase
du systme Er.

1.4 Portrait de phase

Soit le systéme planaire :

{yzmai’ (1.6)

ou P et () sont polynomes en x et y.

Définition 1.4.1 les solutions (z(t),y(t)) du systéme (1.6) représentent dans
le plan (x,y) des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systéme
sont des solutions constantes. La figure compléte des orbites de ce systéme
ainsi que les points critiques représentés dans le plan (z o y) est appelé plan
de phase.

Théoréme 1.4.1 On appelle orbite périodique du systéme (1.6) un trajec-
toire ¢,(t) qui n'est pas réduite a un point et telle qu’il existe T' > 0 vérifiant
op(x) = . Le plus petit réel T strictement positif tel que ¢p(z) = x est
appelé période. 1l est indépendant du point x pris sur la trajectoire.

Remarque 1.4.1 Toute solution périodique de correspond & une courbe fer-
mée dans l’espace des phases, l'inverse est vrai.

8



1.5. SOLUTIONS PERIODIQUES ET CYCLES LIMITES

Remarque 1.4.2 Pour un systéme non autonome ceci est faut. C’est a dire
une orbite fermée du systéme :

= f(t,x), x € R",

ne correspond pas nécessairement a une solution périodique.

1.5 Solutions périodiques et cycles limites

Définition 1.5.1 On dit que (z(t),y(t)) est un solution du systéme (1.6)
si le champ de vecteurs X = (P,Q)" est toujours tangent a la trajectoire
représentant cette solution dans le plan de phase, autrement dit :

vt e I: Pa(ty(t))r + Qa(t), y(t)y = 0.

Définition 1.5.2 On appelle solution périodique du solution (z(t),y(t)) pour
laquelle il existe un réel T > 0 tel que :

Vie [0,T[:x(t+T)=a(t) ety(t+T)=1y(t).
Le plus petit nombre T qui conviens s appelle alors période de cette solution.
Donnons d’abord la définition des cycles limites par

Définition 1.5.3 On appelle cycle limite du systéme (1.6), toute la solution
périodique isolée dans ’ensemble de toute la solution périodique isolée de ce
systeme.

Remarque 1.5.1 Les cycles limite apparaissent seulement dans les systéme
différentiels non linéaires.

Exemple 1.5.1 Soit le systéeme :

{ T =pr—y— x\/a?+ y? (1.7)

Jg=pyta—yyat+y?
pour résoudre ce systéme, on pose :

oot

9



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

systéeme (1.7) devient :

r=(u—r)r
{9:1 ’
POSONS :
fr)=r=(u—r)r
Alors
f(r) = 0=r=0
= r=pu

Sir > 0, on n'accepte que la racine positivé r = pu. Donc, pour r = i on a
la solution périodique (x(t),y(t)) = (cos(t + by), sin(t + 6y)), avec 6(0) = by.
Donc la plan de phase il y a un seul cycle limite d’équation © +y = p et
d’amplitude r = p.

FIG 1.3 - Cycle limite du
systme (1.7) pour ;= 1.5

10



1.6. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLE LIMITE

F.G 1.4 - Portrait de phase
du systme (1.7) pour u = 0.

1.6 Existence et non-existence de cycle limite

Une condition suffisante de non existence de solution périodique (et donc
de cycle limite) est donnée par :

Théoréme 1.6.1 Il n’y pas de trajectoire fermée dans un domaine simple-

orP 0
ment connexe du plan de phase dans lequel la divergence a7 + 8_Q garde un
T Y

stgne constant.

Bien que nous ne ferons pas usage ce travail, voici quand méme une
version simplifiée du théoréme de Poincaré-Bendixon utilise usuellement pour
détecter les cycles limites :

Théoréme 1.6.2 Si toutes les trajectoires du systéme (1.6) entrent trans-
versalement dans un domaine fermé D du plan ne contenant pas se points
d’équilibres du systéme (1.6), et ne ressortent pas de ce domaine, alors ce
domaine contient au moins une orbite périodique.

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.7 Systéme Hamiltonien

Un systéme Hamiltionien est un systéme d’équation différentielle de types

par :
{ i = Dy H(z(t),y(t))
y = D H(x(t),y(t)) ~

ou H € C*(R?"), la fonction H est appel¢ Hamiltonien du systeéme si (z,y)
est un solution du systéme, alors on calcule

%H(% y) = Do H ((t), y(t))i(t) + Dy H(2(t), y(£))y(t).

Lemme 1.7.1 Pour n,m € N, on défint

27
Imyn:/ cos™(0) sin"(0)d6.
0

:Alors ]
Imn == m [m72 n)
’ m-+n ’
et ]
Im = = T2
’ m-+n

Ces intégrales sont utiliseés jusqu’a ce qu’on arrive a looy = 2m ou Iy, =
Lio=11=0, notons qui I, , # 0 si et seulement si m et n sont paires.

12



Chapitre 2

Théoréme de moyennisation

2.1 Introduction

La méthode de moyennisation est 'une des plus importantes méthodes
pour étudier le nombre de cycles limites pour certains systéme différentiels,
voir par exemple les articles [3,13,10 et 7].

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie de la moyennisation. La
méthode de la moyennisation est 'une des plus importentes méthodes pour
chercher le nombre maximum de cycles limites des systéme différentiels. Nous
avons illustré les théoréemes par des exemples.

La notion fondamentale consiste & étudier une équation différentielle per-
turbée, formulée de la maniére suivante

T =cek(t, ) (E1)

outel CR,xeR", e suffisamment petit, et k est T—périodique en ¢ . On
définit ’équation moyennée associée a cette équation

T =ceK(x)

ou
moyennée associée a cette équation



CHAPITRE 2. THEOREME DE MOYENNISATION

Ainsi, nous pouvons rechercher les solutions périodiques de 1’équation (E})
en utilisant I’équation moyennée associée.

2.2 Meéthode de moyennisation du premier
ordre

Théoréme 2.2.1 Soit le systéme différentiel

dx

= a :gFl(t,Qj)—l—&‘2(t,$,5), <21)

T
ot Fy : RxD — R", R: RxDx]|—¢ep,ef] — R" sont des fonctions continues,
T-périodique par rapport a t, D un sous ensemble ouvert de R™ on définit
Fig: D — R". Comme suite

Fio(z) = % / Fi(s, 2)ds, (2.2)

Supposons que

(i)—F1 et R sont localement Lipchitzienne par rapport & x .

(ii)—Pour a € D avec Fip(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que
Fio # 0 pour tout z € V\{a} et dg(Fio,V,0) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe un solution ®(.,e) du
systéme (2.1) T-périodique isolée telle que ®(.,e) — a quand € — 0.

Pour démonstration.(Voir [4]).

Remarque 2.2.1 Les hypothéses de ce théoréme sont puis faible que celles
du théoréme 2.2.1 ou a place de (), il suppose que :

() Fi, R, D, Fy, D?F} et D, R sont définies, continue et bornées par une
constante M (indépendante de ¢).

A la place de (ii), il suppose que :

(jj) pour a € D avec Fig(a) = 0, on a Jp o) # 0, ou D, F désigne la
matrice Jacobienne de F' par rapport a x, D?F la matrice Hessienne de F et
Jro(a) désigne le déterminant de la Jacobienne de Fig en a.

14



2.2. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Exemple 2.2.1 Soit le systéme perturbé suivant :

{ i =y —e(da + 22% — 223) . (2.3)

j=—a

En coordonnées polaires x = rcos(), y = rsin(0), le systéme perturbé (2.3),
s’écrit sous le forme :

. T+ Yy
r = —
0 — ’]“—2
donc
i = —ecos(0)(4r cos(0) + 2r2 cos?(0) — 2r° cos*(0))
0 =1+ esin(0)(4 cos(0) + 2r? cos?(0) — 2r2 cos®*(0))
Dot

dr  —ecos(0)(4r cos(f) + 2r° cos?(0) — 2r° cos®(0))
d) 1+ esin(6)(4cos(f) + 2r cos?(0) — 2r2 cos3(6))

On sait que
1

_ 2
T =1+2z+ o(z?).

D’ov,

% = (—ecos(0)(4r cos(0) + 2r% cos*(0) — 27° cos(0)))
x (1 + esin(6)(4 cos(0) + 2r cos®(0) — 2r? cos®(0)).

Donc
dr 9
@ = EFl(e,’I") + O(E ),

ol

Fi(0,7) = — cos(0)(4r cos(0) + 2r? cos?(0) — 2r° cos®(0)).

On applique le théoréme 2.2.1

2

1

Fio(r) = %/F1(97r>d07
0

15



CHAPITRE 2. THEOREME DE MOYENNISATION

alors
27
1
Fio(r) = by /(— cos(0) (47 cos(0) + 2r? cos?(0) — 213 cos®(0)))db,
m
0
1 2m
= 5 / —4r cos?(0) — 2r% cos®(0) + 2r° cos*(0))d0),
7r
0
4 27 5 9 2 5 3 27
_ —&r 2 —ar 3 < 4
= 5 /cos (0)do + o /COS (0)do + o /COS (0))do,
0 0 0
—4r —2r? 2r3
= gfzo + T30+ 514.07
o]

2m
Im,n—/ cos™ () sin™(0)d6.
0

D’aprés la formule de Lemme 1.8.1, on a

3
[2,0:71' et [47021,
donc
Fo(r) — —4r +2r337r
o= T T oy
= 1(37"2—8).

4

Les cycles limite possibles pour (2.3) sont donnés par les racines positives de
I’équation
r
Fio(r) = 1 (3r* —8) =0,

Cette équation algébrique admet une seule solution positive

2
r= g\/é\@ = 1.633

16



2.2. METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Alors le systéme (2.3) a un cycle limite d’amplitude r = 1.63.

FIG 2.1 - Cycle limite du
systme (2.8) pour e = 0.02.

Exemple 2.2.2 On considére l’équation suivant :
i+r=e2—2%

ot € > 0 suffisamment petit.

{ =y . (2.4)

y=-—x+e(2-2")y

En coordonnées polaires x = r cos(0), y = rsin(0), le systéme perturbé (2.4),
s’écrit sous le forme :

. T4 yy
r =
) gr iy
0 - 7’—2
donc
7 = +re(2sin?(0) — r? cos?(0) sin?(0))
6 = —1 + re(2cos(f) sin(f) — r? cos®(0) sin(6))
Dot

dr _ re(2sin?(6) — 2 cos?(6) sin(0))
dd  —1+4re(2cos(f)sin(0) — r2 cos?(6) sin(h))

17



CHAPITRE 2. THEOREME DE MOYENNISATION

On sait que

_ 2
e =1+ 2+ o(z?).
D’ou
dr 9 G2(0) 12 co(8) sin’
7 re(2sin®(0) — r* cos®(0) sin”(0))
x (1 + re(2cos(f) sin(f) — r* cos®(0) sin(h))).
Donc J
ar _ 2
5= eF1(0,7)+ O(e?),
ot

Fi(0,7) = —r(2sin?(0) — r? cos®(0) sin?(9)).
On applique le théoréme 2.2.1

2

1
Flo(’l“) = —/Fl(H,r)dQ,
2m
0
alors
1 2m
Fio(r) = ;— r(2sin?(0) — 1 cos?(0) sin(6))d0,
T
0
2w
= ;— 2r sin(6) + 73 cos?(6) sin?(0)do,
™
0
9 2m 3 2w
— 77 [ gin? r 2(0) gin2
= 5 [sin (0)do + o /cos (0) sin“(0)do,
0 0
2r 3
= —%[0.2 + ﬁfzz-
Ou

2m
Im,n—/ cos™(0) sin"(0)d#,
0

d’apres la formule de Lemme 1.8.1, on a :

1
1072 = —7 et 1272 = g’ﬂ',

18



2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

donc
2r r3 1
F = —— —_——
10<T) 27T7T+ 2 47T
1 2
= = -8
L)

Les cycles limite possibles pour (2.4 ) sont donnés par les racines positives de
l’équation

1
Fio(r) = gr(r* = 8) = 2V2 = 2.82.

Cette équation algébrique admet une seule solution positive :
r = 2.82.

Alors le systéme (2.4) a un cycle limite d’amplitude r = 2.82.

FIG 2.2 - Cycle limite du
systme (2.4) pour € = 0.003.

2.3 Meéthode de moyennisation du deuxiéme
ordre

Le théoréeme suivant fournit une approximation du second ordre pour les
solutions de certains systémes différentiels périodiques.
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CHAPITRE 2. THEOREME DE MOYENNISATION

Théoréme 2.3.1 On considére le systéme différentiel

d
T = df =cF\(t,x) + 2 Fy(t,x) + 2 R(t, x,€), (2.5)
ot F1,F, :Rx D — R"R:Rx D x|—¢f,ef[ = R" sont des fonctions
continues, T-périodiques en la premiére variable et D un ouvert de R™. On
définit Fig, Fyo :— R"™ pour (2.2) et

S

T
Fao(z / (D, Fi(s,z /Fl(t, z)dt + Fy(s, z)ds, (2.6)
0

sSupposons que

(i) pour tout t € R, Fy € Cy, Fy, F», R et D,Fy sont localement lipchit-
ziennes par rappot o x. R est différentiable par rapport a e.

(ii) Pour V € D, un ensemble ouvert et borné et pour tout € € |—cf,ef],
il existe a. € V tel que Fio(a.)+eFs(as) =0 et dg(Fio(as)+eFy(ac, V,0) #
0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
isolée o(.,€) de l'équation (2.7) telle que ©(0,¢) = a

Les conditions (i) et (ii) de théoréme 2.3.1 peuvent étre remplacées par
(4) et (3j) respectivement

(j) Fi, R, D,F\,D?Fet D,R sont définies continues et bornées par une
constante M (indépendante de €) dans|0,+oo| X D, —cf <e <ef

(dj) Fio(z) =0,Vz € D et pour a € D avec Fyy(a) =0, on Jp,(a) # 0.

Pour la démonstration voir [?, 12, 7] :

Exemple 2.3.1 Soit le systéme différentiel polynomial perturbé

r— 2 _ 2 2
{x— y+e(y® + 8xy 23:)+510x‘ 27)

Y = x + 210y + 4exy,

En coordonnées polaires x = r cos(f), y = rsin(0), le systéme perturbé (2.7),
s’écrit sous le forme :

7 = 2r(8r cos? fsin — 7r cos® 0 + 5r cosf + 10¢)
0 =1—ersinf + Ter cos? 0 sin 0 + 8re cos 0,
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2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

Considérons maintenant & comme nouvelle variable indépendante, alors :

dr  2r(8rcos®0sin@ — 7rcos® 0 + 5r cos 0 + 10¢)

dd 1 —ersinf+ Tercos26sin + 8re cos
Ou bien
I R0, + 2E(0,7),
d9 =& 2
ol

Fi(0,7) = —r? cos(—8 cos® Osin § + 7cos® § — 5).

Fy(0,7) = r(—=15r*cos®#sin @ + 5cos f sin § + 22r° cos® § sin 6
+11272 cos® @ — 16072 cos* 6 + 1872 cos® 6 + 10).

Donc nous allons appliquer le théoréme de moyennsiation du premiére ordre,on

a :
2

FlO(T) = %/Fl(ﬁ,r)de

0

D’apres la formule (1.9), on a

Flo(T) = 87“2[2_1 — 7T2[3_0 + 57“2[1‘0
= 07

soit Fyo(r) léqution moyennée du second ordre associée au systéme (2.7). Maintenant,
on détermine Fy(r) par :
27 0

1
FQO(T):Q_/ Flﬁr/FlrsdsdQ—i——/Fg@rdG

0

donc

aﬁFl(Q r) = —2r cos 0(—80 cos fsin § + 7cos*  — 5),
-

et

0
/F1 ) / —r? cosf(—8 cosfsin + 7cos* § — 5)ds,
0

0
par Scientific Workplace on a

21



CHAPITRE 2. THEOREME DE MOYENNISATION

1
Fi(r,s)ds = —ETQ cos B (8 cos 360 + 7 cos 30 + 24 cos + 3sinf — 32)

o\%

1
= —Er2(32 cos® @ — 24 cos ) + 21 sin @ — 28sin®
+24 cosf + 3sinf — 32)
1
— —Er2(32 cos® 0 — 28sin® @ + 24 sin ) — 32)

1
= —§r2(8cos30 — 7sin®6 + 6sinf — 8),

et

Fy(0,7)d) = QL(—157~215,1 51,4 + 2212144
v

¥
o\§

+112r%15 0 — 160721, o + 487215 + 10.27

5m 3 r?
= 112— — 160— +487)— + 1
r(( S 604—|—87r)2+0)
= 7r(—r*+10)
= —r(+r* - 10).
Il vient que
27 0
FQOZ /aFleT/FlTSdS—f——/FQQTdQ
r

= (10—r)
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2.3. METHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

L’équation Fyy(r) = 0 a une seul racine positive r = /10 = 3.1623, alors le
systéeme differentiel a un cycle limite d’amplitude r = 3.1623.

FIG 2.3 - Cycle limite du
systme (2.7) pour ¢ = 0.01.
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Chapitre 3

Cycles limites d’une classe de
systémes différentiels de Kukles
généralisés

3.1 Présentation du probléme

Le 16e probléme de Hilbert est I'un des 23 célébres problémes posés par le
mathématicien David Hilbert en 1900. Ce probléme, en particulier, se divise
en deux parties :

1. Premiére partie : Cette partie concerne la disposition et le nombre des
ovals des courbes algébriques planes de degré donné. Il s’agit de questions
sur la topologie des courbes algébriques réelles.

2. Seconde partie : Cette partie concerne I'existence et la distribution des
cycles limites des systémes différentiels polynomiaux dans le plan.

Ces derniéres années, plusieurs articles ont été publiés sur les cycles limites
de systémes différentiels polynémiaux planaires. La raison principale de cette
étude est le seizieme probléme, nous résolu, de Hilbert. En particulier, un
grand nombre d’articles sont consacrés aux cycles limites qui bifurquent en
orbites périodiques a partir d'un centre & = —y,y = .

Les chercheurs considérent 4 classes spéciales des équations différentielles :

- L’équation de Liénard

- L’équation de Duffing

- L’équation de Mathieu
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3.1. PRESENTATION DU PROBLEME

et I’équation de Kukles, sorte ’équation différentielle de la forme

Uil
y=Q(z,y)
ou Q(z,y) est un polyndome de degré n.
Dans [9], Libre et Mereu ont étudié, en utilisant le méthode de la moyen-

nisation le nombre maximal de cycles limites pour les systémes différentiels
de kukles généraliser :

=y
{yz—w—f@)—%@y—h@wl—mﬁ ) (3.1)

ou f(x),g(x),h(x) sont de degré ni,ny et n3 respectivement, .
Dans [6], Garcia etal, ont étudié le nombre maximum de cycles limites
pour les systéme différentiels plus généralisés de Liémard

=y
{@_—$—ﬂ@—9@w—huw2’ (3:2)

ou f(z),g(z) et h(z) sont de degré n peut [2] cycles limites en utilisant la
théorie de moyennisation du premier ordre et n cycles limites en utilisant la
théorie de moyennisation du deuxiéme ordre.

Dans [1], Boulfoul etal, ont étudié le nombre maximum de cycles limites

pour les systémes différentiels plus généralisés de Kukles :

T ==y
{yzx—ﬂ@—g@w—h@wﬁ4@w3’

ou f(x),g(x),h(x) et [(x) sont de degré ni, ng, n3 et ny respectivement.
Dans ce chapitre, nous intéressons au nombre maximum de cycles limite
d’une classe de systémes différentiels de Kukles :

T ==y
g=a+Y @+l (ale,y) — A) (3.3)

>1

ou Ay > 0 et go(z,y) est un polynome de degré ny—2 > 0, |¢| est un paramétré
suffisament petit avec ¢,(0,0) = 0. Cette étude a fait 'object d’un article
publié¢ dans "Nonlinear Analysis" [14].

Notre résultat est le suivant :
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D’'UNE CLASSE DE SYSTEMES
DIFFERENTIELS DE KUKLES GENERALISES

Théoréme 3.1.1 Soit |¢| un paramétre suffisament petit, le nombre maxi-
mum de cycles limites des systémes différentiels de Kukles généralisés (3.3)
qui peuwvent bifurquer du centre linéaire © = —y,y = x, en utilisant le théo-
réeme de moyennisation.

(i) du premier ordre est ki — 2 cycles limites.
(it) du deuziéme ordre est max {ko — 2;2 [22] — 2} ou [] est la fonction
partie entiére et pour { = 1,2;n, = 2k, ou ny = 2k, — 1 pour ky, > 2.

3.2 Preuves des résultats

3.2.1 Preuve du cas (i) du théoréme 1

Pour utiliser la méthode de moyennisation premier ordre, nous écrivons
le systéme (3.3) en coordonnées polaires (r, ) ou

{x:rcosﬁ

r >0,
y =rsinf

on écrit les polynomes ¢ (x,y) apparaissant dans (3.3) comme

ni—2 d
alzy) =Y (O ajuy).
d=1 j=0
On consideére
¢ (z,y) = Alz,y) + B(z,y) + C(z,y) + D(z,y) (3.4)
ou
e ki1 s

[
A(x,y) = Z (Z azi—1,23$2s_2i+192i_1)7 B(x,y) = Z(Z a2z‘,2s—1$25_1_2iy2i)

s=1  i=1 s=1 =0

["12_2] k}l—l S

Clz,y) = Z (Z a2i728$25—2iy2i> et D(z,y) = Z(Z a2i_1728_1$28—2iy2i—1)‘

s=1 =0 s=1 =1

Par conséquent, pour le systéme

T=—y
{ ¥ =+ + (@2* +y)e(q(r,y) — Ar) (3:5)
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3.2. PREUVES DES RESULTATS

devient :
{ 7 = er?(qi(rcosf,rsinf) — A;)sin

0 =1+ er(q(rcosh,rsinf) — Ay)cosf

Considépendante maintenant # comme nouvelle variable indépendante, avec

¢(0.0) = 0, alors
dr

do

Soit Fjg ’équation moyennée du premier ordre associée du systéme (3.3).
En utilisant la notion introduite dans le chapitre 2, on calcule Fiq.

= 2Ry(r,0) + 0(2).

27

1
Flo(T’) = % R(T’,Q)d@
0

2
= ;—/(ql(rcose,rsine) — Ay)sin0do
m

2 2
= r—/ql(rcosé’,rsinﬁ) sin@d@—l—r—/—Al sin 0d0,
2m 2m

on a

(e

2T
2
Fio(r) = ;— /ql(r cos @, rsin 0) sin 6d6. (3.6)
0

D’apres le formule (3.4) on

27r

N

Fio(r) = Zagz 1,25(7 cos)** 721G gin) 1Y

kl 1 s

+ Z (Z agi2s—1(r cos)25_l_2i¢9(r sin?)0
s=1 =0

[nl -2

]

Z agi 95 (1 c08)* 7% (1 sin) >0

+ 2
s=1 =0
ki—1 s

+2
s=1

()~ aniz1.20-1(r cos)** 7% (r sin) *~10)) sin o),
=1
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D’'UNE CLASSE DE SYSTEMES
DIFFERENTIELS DE KUKLES GENERALISES

donc

2m 12
Fio(r / Z Zagz 1951 OS2 O sin® 0dO)r*s 2,

s=1 =

on a
21

r i s 20 s—
Fio(r) = o Z(Z (121'_1728_1/COS2S_216)811’12 0do)r*—2, (3.7)

fi
—
-
Il
-
=

ou ny € {2]{3172161 — ]_}

Alors le polynéme Fj, peut avoir au plus = k—2 racines positive.
Par conséquent, le systéme différentiel (3.5) peut avoir au plus k; — 2 cycles
limites.

2(k1—2)—2
2

3.2.2 Application 1

Nous donnons maintenant un exemple de systéme différentiel polynomial
(3.5) avec ny = 6.

Proposition 3.2.1 En appliquant la méthode de moyennisation d’ordre 1
au systéme (3.5) avec nqy = 6, au plus un cycle limite bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire & =y, y = —x.

Preuve. On considéré le systéme (3.5) ou A; > 0 et ¢i(x,y) est un
polynoéme de degré 4 > 0, donc

4 d
a(z,y) = Z(Z ajqr"7y’).
d=1 j=0

Donc ce cas : ny =6 et k; = 3.
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3.2. PREUVES DES RESULTATS

L’équation Fio(r) s’écrit sous forme

3 2] s 2
Fio(r) = ;—W(Z(Z (9i-125—1 / cos® % §sin* 0df)r* 2 (3.8)
s=1 i=1 )
’]"3 1 27T 2 27'('
= Q_[Z a2i1,1/COS22iQSinzi 0de)r* 2 +Za2i1,3/c0842i981n2i 0d6)r* 2
T =1 0 i=1 0
3 27 2T 27
= ;—[am /Sin2 0do + (1173/0082981112 0dor? + a373/sin4 0dor?],
s
0 0 0
on a
re 2 2
Fio(r) = %(al,l[()z + ay 31227 + a3 31o.47°),
avec 5
T T
02 =T, 122 R 0.4 4
donc
r3 T 3T, o
F10(7“) = %(&1’17(’ + <a1731 + a373z)7° )
r? a1 3 + az 33T, ,
= oolam+ (=)
a1 3+ 3a
= o+ (2 1 2)r%),
alors

3
T
FIO(T) = Z(4a1,1 + (CL173 + 3013’3>7”2>,

si 4ay1 + (a13 + 3ag3) < 0, ce polynome Fio(r) admet un racine positive

—4CL11
T = —_—
CL173 + 3@373

le systéme (3.5) posséde un cycles limite de rayon r = , / ﬁ si seulement
si
4011’1 (CL173 + 3013’3) < 0.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D’'UNE CLASSE DE SYSTEMES
DIFFERENTIELS DE KUKLES GENERALISES

Exemple 3.2.1 Soit le systéme perturbé suivant

=y (3.9)

=+ ¢e(x? +y?)(—y + 2y3 + 4Py + 3z — 2).
Dans ce cas

a1l = —1,@1,3 = 4,a3,3 = 27610,4 =3,4=2
etny =6 et qi(x,y) de degré 4, nous substituons les valeurs précédentes dans
léquation (3.7), on a
3
Fro(r) = %(107"2 —4).
Les cycles limite possibles pour (3.9) sont donnés par les racines positives de
l’équation
Flg (T) = 0

La racine positive unique de Fio(r) est r = 0.63. Donc l’équation différen-
tielle a pour suffisamment petit admet un cycle limite qui bifurque de [’orbite
périodique de rayon 0.63 du systéme perturbé (3,9).

FIG 3.1- Cycle limite du
systme (3.9) avec € = 0.01.

3.2.3 Application 2

Nous donnons maintenant un exemple de systéme différentiel polynomial
(3.5) avec ny =T.

30



3.2. PREUVES DES RESULTATS

Proposition 3.2.2 FEn appliquant la méthode de moyennisation d’ordre 1 au
systéme (3.5) avec ny = 7, au plus deux cycles limites bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire & =y, y = —x.

Preuve. On considéré le systéme (3.5) ou A; > 0 et ¢1(z,y) est un
polynoéme de degré 5 > 0, donc

Donc cecas:ny =7et k = 4.
L’équation Fig(r) s’écrit sous forme

3 2w

.3 s S .
Fio(r) = %<Z(Za211’231/COS232268111219619)7"2Z2

s=1 i=1 0
2

3 1
= ;—[Z (127;_171(/ cos> % g sin? 9d6’)7"21_2
T
i=1

0
2

2
+ Z CL21173</ cos* ™% f sin® 0df)r* 2
i=1

0
3 27

+ Z agi_1,5(/ cos® % 0 sin® 0d0)r* 2,

=1 0

alors

2 2

T3

Fio(r) = %[am/sin2 0d9+a1,3/cos2€sin2 0dor?
0 0

2 2
+as 3 / sin* 0dor? + a1 5 / cos? 0sin? 0do

0 0
2

+a575/sin6 0dor],

0
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on a

3

r
Fio(r) = %(%,1[0,2 +arslio+ (a13022 + assloa) r? + a5,510.67”4>7

avec
3T

T
Ipo=m, Iy9 = T Ing = T , Tog = =,

8

I

donc
3

= 1_6[(5(15’5) 7”4 + (2(1173 + 6&373) 7"2 + (8&1’1 + CL175)],

F10 (’I“)
Alors le polynomiale Fio(r) peut avoir au plus deux racines positives. Par

conséquent, le systéme différentiel (3,5) peut avoir au plus deux cycles li-
mites.

Exemple 3.2.2 Soit le systéme perturbé suivant

T=-y (3.10)
g =x+e(x® +y?)(—y + 22% + 49° + 22ty + 2y° — 2).
Dans ce cas
a1l = -1, a1,3 = 2, as3 = 4, a15 = 2, 55 = 2,A; =2,

avec ny = 7 et q1(x,y) de degré 5, nous substituons les valeurs précédentes
dans l’équation (3.7), on a

3

Fio(r) = %(—6 +10r2 + 5r%) = 0.

Les cycles limite possibles pour (3.10) sont donnés par les racines positives
de ’équation

Fw(?”) = 0.

La racine positive unique de Fio(r) est r = 14/2y/5y/11—4 = 0.7. Donc
l’équation différentielle a pour suffisamment petit admet un cycle limite qui
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3.2. PREUVES DES RESULTATS

bifurque de l’orbite périodique de rayon 0.7 du systéme perturbé (3.10).

FIG 3.2- Cycle limite du
systme (3.10) avec € = 0.01 .

3.2.4 Preuve du cas (ii) du théoréme 1

Nous allons appliquer la théoréme de moyennisation du deuxéme ordre.
Pour cela nous écrivons le systéme (3, 3), en coordonnées polaires (7, 6). ou
x=rcosf,y =rsinf,r > 0, on pose

ni—2 d

alzy) =Y O aju®y),

d=1 j=0

et

2—2

QQ(xa y) = (
d=1 j

3

M=

bj,dﬂfd_jyj),

Il
=)

Le systéme (3, 3) s’écrit comme suite

{ = —e(A1+ ey — qi(r,0) — ega(r,0))r? sin 6

0 =1—c(+A; +edy — qu(r,0) — eqo(r, 0))r cos b, (3.11)

ou g;j(r,0) = gj(rcosf,rsind), pour j € {1,2}.
Prenant # comme une nouvelle variable indépendante, le systéme (3.11)
devient :

% =cFi(r,0)+ e2Fy(r,0) + 0(?),
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DIFFERENTIELS DE KUKLES GENERALISES

ou
Fl (Tv 0) = (Q1 (T7 0) - Al)rz Sin@
Fy(r,0) = (q2(r,0) — Ay — (q1(r,0) — Ay)*r cos0)r?sin 6.

Déterminons la fonction Fyg(r) correspondante. Pour cela, on pose Fio(r) =
0 qui est L’équivalent au

(3.12)

A2;—12s—1 = O,V 1 < ’i, s < kl —1. (313)
Ensuite calculons
nl 2]
0 ) )
EFI (r,0) = ; Zzl Qgi— 1,25 O8> 2 0 sin® 0)(2s + 2)r***! — 24,7 sin
[" ] s
Z (gi 25 €082~ O sin® 1 ) (25 + 2)r? T
=1 i=1
Z Zagl 251 €082 172 O sin? T 0) (25 + 1)r?
—1 i=0
[n12_2 s—1
i .
Fi(r,0) = i 1.2s —1)% cos f sin?* 2 )25 t2 3.14
1(r,0) 512212 0<a>( )% cos 0 sin )r (3.14)
nl s )
—A;r?sind + Z Zagl QSZ( )( 1)® cos®~2+20 f sin §)r?s+2
s=1 =0
k1—1 s—1
2s—2i4+2a—1 2s+1
+Z Zaglgs 12 (a)( 1) cos 0 sin 0)
s=1 =0 a=0
et

in21+2a+1 9

9 n1=2 .
/Fl(ﬂ ¢) = (Z (2i—1,2s Z <8 ; Z) (_1)(1;@4—7“) r2+2 — Ar?(cosf — 1)
0

i i 1 — cog2s—2it+2a+1 g
£33 ( )(—w Jr2e+2

=1 =0 —o \¢ 2s —2+2a+1
il it : ; 25—2i+2a
7 1 — cos 0
25— —1)¢ 23—&-1.
+;(;a2’2 lazo (a)( ) 25 — 21+ 2a r
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D’autre part

2m 2m
/008.21”+1 0 sin® 0df = /cosp 0 sin**1 0do,Vp,q € NU{0}. (3.15)
0

0

En utilisant

(3.15) on obtient que

2 0
0
2 Fyy = / (5, F(r,0) / Fi(r, 6) + Fa(r, 0))df (3.16)
0 0
[n12_2] s s—1 5 — Z ) 2T Sin2a+2i+2 ng
— QA i s _1 a+ 0 25+3
Y ) () o R
[n1272] 3 2m
ALY (O o [ cost™ T s ) 05+ 2)r
§ =1 0
[ [ s
+ Z 3 7S s astzae) (25 + 2)Qr7
5=1 s=1 =0 =1
52 [22] .
" Z ZZ @2i-1,26023,25) (28 + 2) K7 77000 / Fy(r,0)do,
5=1 s=1 =0 i=1 /
ou
Q _ i f027r COSQs—2i+2a+2§—2i+2 0 Sin25 0do (_1)a+1
a—o \¢ 25 —2i+2a+1 ;
et
s—1 s — i f027r COS2§—2298in25—|—2a+2i+2 0db
K= ‘ 1
iy a 20 +21+ 1
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Mais, (3.9) implique que

27 2
/Fg(r, 0) = r2/q2(r, 0) sin 0d6 (3.17)
0 0
2
+2A,7° / [q1(r, 0) sin 0] cos 0db
0
2
—r? /(ql(r, 0))? cos 6 sin Od6,
0
2m
G=r° / [q1 (7, 8) sin 0] cos Od0
0
De plus, (3.6) dans (3.7), on a
2w ka—1 s 2
T2/QQ(7“, 0) sin 0df = Z(Z bgi_1725_1/cost_ziHSin% 0do)r**+t. (3.18)
0 s=1 i=1 0
Maintenant, (3.14) et (3.15) on a
[n12—2] s o | |
G = Z (Z CLQ,‘_LQS/COS2S_2Z+2(98iI121 0)r?st3, (3.19)
s=1 =0 9

De plus, ¢; s’écrit en (3.4) avec D = 0 (voir éq.3.13) et

(i(z,9))* = A>+2BA+ B*+2BC +(C?
22 5 (M52 s )
) Z Z Z Z aggyggclgz,1’2§$28722+2572l+1y2l+2171.

5=1 =1 35=1 =0

Donc
[nlz_Q] s [n12—2] S

27
rs /(ql(x, y))? cos 0 sin 0df) = 2 Z Z Z(agg,ggagg,l,zg)Hr2§+2§+3,

0 5=1 =1 35=1 1i=0
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ou
27

"= / Cos®SHHEEAER  gin? 2 9.
0
Par conséquent, (3.16), (3.17), (3.18) et (3.19), nous avons défini F»((r) par

I:n172] 5—1 . 2m . 2 +2+2
—1 sin“*=""2 0do
2 F = 2A i—1.9s 0 _1 a+1\ . 25+3
mly0(r) 1 Z Zaz 1,2 GZ;( " ) a1 (=) H)r
[n12 2] s 27
A Z (Z a2i172s/00525+2i+298in2" 0d0)(2s + 2)r**3

22 (52
* Z Z ZZ 712502 95) (25 + 2)Qr2*+2s+3

§=1 s=1 =1 =0
ERIGRIE
" Z ZZ (2i— 128a215 28+2)KT2§+28+3

s=1 =0 =1

27

ko—1 s
+ Z<Z b2i—1,2s—1/COSQS_%Qsin% 0do)r>+!
s=1 =1 J
(M=) 2
+24, Z (Z a2¢—1,23/00325‘2”29511122‘ 9)7,23+3
s=1  i=1 /

”1 2 [
2§+2§+3
—2 Z Z §: E 23,2502i-1,25) GT )

5=1 7=1 5=1 =0

Alors le polynome Fyy(r) peut avoir au plus max {l@ [”1 2} 2}
racines positives. Par conséquent, le systéme différentiel ( 3. 3) peut avoir au
plus max {k’g 2;2 [”1 2} 2} cycles limites.

3.2.5 Application

Nous donnons maintenant un exemple de systéme différentiel polynomial
avec n; = ng = 6 qui ont deux cycles limites.
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Proposition 3.2.3 Le nombre maximum de cycles limites des systéme dif-
férentiels (3.3) avec ny = ngy = 6, qui peuvet bifurquer du center linéaire,
en utilisant la théoréme de moyennisation du deuxiéme ordre est deux cycles
limaites.

Preuve. On considéré le systéme (3.3) avec A; > 0 et ¢1(z,y) est un
polynome de degré 4 > 0,pour i = 1,2 donc

a(zy) =Y O ajay).

d=1

et

a(w,y) =) (D biar"y).

d=1 j=0

Dans ce cas, n; = ny = 6 et ky = ky = 3 (n; = 2k;, si n; paire).
L’équation Fyy(r) s’ecrit sous la forme

2 s s—1i . 2T . 2q42i+2
s—1 sin 0do
27TF2‘0(7’) = 24, E (§ a2i71’2s§ : ( . ) 0 (_1)a+1>7,25+3

s=1 =1 a=0 2a + 21 + 1
2 s 27
A Z(Z 42i-1,2s / cos®* 2 g sin* 0dO)(2s + 2)r* 3
s=1 =1 0

2 2 s s
+ Z Z Z Z[(a2z—1,2§a21,2s)(2§ +2)Q + (a2i—1,250275)(25 + 2)K]T2§+2S+3
5=1 s=1 i=1 i=0
27

2 S
+ Z(Z boi 1251 / cos® ™% f sin* 0df)r*s
s=1 i=1 )
9 s 2T
+2A; Z(Z a2i—1,2s / cos® 22 g sin? §)r?s 3
s=1 i=1 0
2§ 2 3

—2 Z Z Z Z(a2€,2§a2571,2§)GT2§+2§+3.

5=1 =1 5=1 =0
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alors

2 s 2 2 s s
_ § § : 2543 E : E : E § 254+2s+3
27TF2.0(7") = RLST’ + P’Z‘@S’g?"
s=1 i=1 §=1 s=1 =1 =0
2 s 2

i 2 3
+ Z Z Gi,sT%H _9 Z Z Z Z %’i’§7§702§+2§+37

s=1 =1 5=1 71=1 §=1 =0

ou R; s, Fi;s5 Gis et Viisssont des constantes.

Alors le polynomiale Fyy(r) peut avoir au plus deux racines positives.
Par conséquent, le systéme différentiel (3,3) peut avoir au plus deux cycles
limites.
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Conclusion et perspectives

La méthode de moyennisation permet de simplifier 'analyse des sys-
témes de Kukles en transformant les équations différentielles non linéaires
complexes en systémes moyennés plus simples. Cela facilite I’étude qualita-
tive du comportement des solutions, notamment l’identification des cycles
limites. Nous continuons & travailler sur des problémes analogues, on se pro-
pose d’étudier le nombre maximum de cycles limites d’une classe de systémes
différentiels de Kukles (3.3), en utilisant la théorie de moyennisation d’ordre
trois.
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