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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions le nombre de cycles limites d�une classe
des systèmes de Kukles8<:

_x = �y
_y = x+

X
l�1

"l(x2 + y2)(ql(x; y)� Al) ;

où A` > 0 et ql(x; y) est un polynôme de degré nl�2 � 0; j"j est un paramétré
su¢ sament petit avec ql(0; 0) = 0; en utilisant la méthode de moyennisation
du premier ordre et du deuxième ordre. Cette étude est illustrée par des
applications.
Mots clé : Cycle limite, théorie de moyennisation,système de Kukles.
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Abstract

In this work, we study the number of limit cycles of the class of the Kukles
systems 8<:

_x = �y
_y = x+

X
l�1

"l(x2 + y2)"l(ql(x; y)� Al) ;

where Al > 0 and the polynomial ql(x; y) has degree nl� 2 � 1, j"j is a small
paramete with ql(0; 0) = 0, by using the �rst and second averaging method.
This study is illustrated by applications.
Keywords : Limit cycle, Averaging theory, Kukles systems.
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صـــــملخ  

  
المعممة من  كلكول التفاضلیة الجمللفئة من الحلول الدوریة المعزولة قمنا بدراسة عدد  عمل،ال افي ھذ  

  الشكل

  

ቐ
ݔ̇ = 																																																								ݕ−

ẏ = x + ෍ε୪(xଶ + yଶ)(q୪(x, y) − A୪),
୪ஹଵ

 

                                                     

,q୪(xو Al>0 حیث y) جةكثیر الحدود من الدرnl-2≥0  ،| |ε معامل صغیر كفایة مع q୪(0,0)=0 ،  

  .ودعمنا ھذه الدراسة بأمثلة تطبیقیة ولى والثانیة،باستخدام طریقة المتوسط من درجة الأ
  

 الكلمات الرئیسة: الحلول الدوریة المعزولة، طریقة المتوسط، جملة كوكل
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Introduction
Les systèmes di¤érentiels et les cycles limites sont des concepts impor-

tants en mathématiques et en physique. En mathématiques, un système dif-
férentiel est un ensemble d�équations qui décrivent l�évolution d�un système
dynamique au �l du temps. Les cycles limites sont des trajectoires ou des
valeurs vers lesquelles un système dynamique tend au �l du temps, en dépit
de perturbations extérieures.
En physique, les systèmes di¤érentiels sont souvent utilisés pour modéliser

le mouvement des objets dans l�espace et le temps, comme les orbites des
planètes autour du soleil. Les cycles limites peuvent représenter des états
d�équilibre stables ou des oscillations périodiques dans un système physique.
La théorie des systèmes di¤érentiels et des cycles limites est un domaine

de recherche passionnant qui a de nombreuses applications pratiques, no-
tamment en ingénierie, en biologie et en économie. L�étude de ces concepts
permet de mieux comprendre le comportement des systèmes complexes et de
prédire leur évolution à long terme.
En mathématiques, un cycle limite d�un système di¤érentiel est une or-

bite périodique isolée dans l�ensemble de toutes les orbites périodiques d�un
équation di¤érentielles, la notion de cycle limite a été introduite en 1881 par
Poincaré. Puis au début du 20éme siècle, dans le 2éme congrès internatio-
nal de Mathématique en 1900 à Paris, David Hilbert a présenté son célèbre
exposé intitulé "Problèmes Mathématiques". La 16éme de ses 23 problèmes
s�écrite de déterminer le nombre maximal de cycles limites existants pour le
système polynomial planaire de degré n�

_x = P (x; y)
_y = Q (x; y) ;

Les recherche ont donnés méthodes pour chercher le nombre maximal de
cycles limites des systèmes di¤érentiels : le théorème de Poincaré Bendixson,
le critère de non existence de Dulac, la bifurcation de Hopf, la méthode de
Melnikov, méthodes de perturbations, la méthode de Moyennisation . . .
Le système de Kukles polynomial [11] s�écrit :

_x = �y; _y = Q(x; y); (0.1)

où Q(x; y) est un polynôme de degré n:Kukles, en 1944 a introduit le système
di¤érentiel (0:1) avec

Q(x; y) = x+ a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x
3 + a5x

2y + a6xy
2 + a7y

3;
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et a donné la condition nécessaire et su¢ sante pour que le système ait un
centre à l�origine. Dans [7], l�auteur a prouvé que certains systèmes cubiques
de la forme (0:1) pouvant avoir sept cycles limites. Dans [5], Chavarriga and al
ont étu dié le nombre maximum de cycles limites de faible amplitude pour les
systèmes de Kukles qui peuvent coexister avec quelques courbes algébriques
invariantes.
Dans ce travail nous allons utiliser la théorie qualitative des équations

di¤érentielles ordinaires pour traiter une classe généralisée des équations de
Kukles de la forme (0:1). Plus précisémentons intéresse à la recherche des
cycles limites d�une classe des systèmes de Kukles.
Ce mémoire est subdivisé en trois chapitres.
Le chapitre 1 est un rappel sur les notions de base de la théorie qualitative

des systèmes dynamiques. On introduira des dé�nitions élémentaires tels que :
le système dynamique, les points d�équilibres et leurs natures, la linéarisation
et la stabilité au voisinage d�un point d�équilibre, le cycle limite ainsi que des
théorèmes sur l�existence et la non-existence des cycles limites.
Dans Le deuxième chapitre, nous avons introduit la théorie de la moyen-

nisation pour chercher le nombre maximum de Cycles limites des systèmes
di¤érentiels. Nous avons illustré les théorèmes par des exemples.
Le troisième chapitre, nous étudions le nombre maximum de Cycles li-

mites d�une classe des systèmes di¤érentiels polynomiaux de Kukles, partur-
bées par un petit paramètre "8<:

_x = �y;
_y = x+

X
l�1

"l(x2 + y2)(ql(x; y)� Al);

où Al > 0 et ql(x; y) est un polynôme de degré nl�2 � 0; j"j est un paramétré
su¢ sament petit avec ql(0; 0) = 0:en utilisant la méthode de moyennisation
du premier ordre et du deuxième ordre. Le contenu du chapitre deux est
correspond au travail [14].
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base des systèmes
dynamiques, points d�équilibre, stabilité du point critique, portrait de phase,
cycles limites, existence et non-existence de cycle limite. En�n nous terminons
par donner la dé�nition des systèmes Hamiltonien.

1.1 Système dynamique

Les systèmes dynamiques étudient l�évolution des systèmes au �l du temps
en fonction de règles déterministes ou probabilistes. Ils sont utilisés dans de
nombreux domaines tels que la physique, la biologie, l�économie et la météo-
rologie pour modéliser des phénomènes complexes et prévoir leur évolution
future. Il peut être dé�ni (en mathématiques) comme suit

Dé�nition 1.1.1 Un système dynamique sur Rn est une application

U : R+ � Rn �! Rn;

dé�nie sur tout R+ � Rn, telle que :

� U (:; x) : R+ �! Rn est continue.
� U (t; :) : Rn �! Rn est continue.
� U(0; x) = x:
� U (t+ s; x) = U (t;U(s; x)) pour t; s 2 R+; x 2 Rn:

Exemple 1.1.1 Soit le système linéaire suivant :

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

�
_x = Ax
x (0) = x0;

t 2 R+; x 2 Rn ; (1.1)

où A est une matrice constante, la solution de (1:1) est :

x(t) = etA � x0:

Le système (1:1) engendre un système dynamique, car l�application :

U : R+ � Rn �! Rn;

qui à tout t 2 Rn; x 2 Rn associe :

(t; x)! U(t; x) = etA � x0;

qui véri�er les quatre propriétés précédentes.

1.2 Points critiques

Dé�nition 1.2.1 Soit le système non linéare :

_x = F (x); (1.2)

on appelle point critique ou point d�équilibre du système (1:2) tout point x0 2
Rn tel que :

F (x0) = 0:

1.2.1 Linéarisation

Dé�nition 1.2.2 Soit le système suivant :

_x = Ax; (1.3)

où

A = (
@fi
@fj

(x0)) = Df(x0); 1 � i; j � n;

est une matrice (n � n), est appelé le système linéarisé du système (1:3) en
x0:

4



1.2. POINTS CRITIQUES

Exemple 1.2.1 Soit le système non linéaire suivant :�
_x(t) = x2(t) + y(t)
_y(t) = x(t)

; (1.4)

il est clair que f(x) = 0; entraine que x0 = (0:0) est le seul point d�équilibre
de ce système, on cherche le linéarisé de ce système en x0;

Df(X) =

 
@f1
@x
(X) @f1

@y
(X)

@f2
@x
(X) @f2

@y
(X)

!
;

=

�
2x 1
1 0

�
;

alors

Df(0:0) =

�
0 1
1 0

�
:

Donc le système linéarisé du système (1:4) est�
_x(t) = y(t)
_y(t) = x(t)

:

FIG 1.1- Portrait de phase du
systme (1.4)
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.2.2 Classi�cation des poins critiques

Notons la matrice Jacobienne A par

A =

�
a b
c d

�
;

où �1, �2 sont les valeurs propres deA, cette matrice s�appelle souvent matrice
de stabilité, les valeurs propres de A données en fonction du déterminant et
de trace par

�1;2 =
1

2
(tr(A)�

p
(tr(A))2 � 4 det(A));

et véri�ent les relations �1 + �2 = tr(A), et �1 � �2 = det(A) pour la linéari-
sation le point d�équilibre (x0; y0) et alors :
� un point selle si det(A) < 0.
� Un point centre si det(A) > 0 et tr(A) = 0.
� Un foyer si det(A) > 0 et (tr(A))2 � 4det(A) < 0, ce foyer est stable si

tr(A) < 0 et instable si tr(A) > 0.
� Un n�ud si det(A) > 0 et (tr(A))2 � 4det(A) > 0, ce n�ud est stable

si tr(A) < 0 et instable si tr(A) > 0.
� Le point d�équilibre (x0; y0) et dit hyperbolique si aucun des valeurs

propres de la matrice Jacobéenne Df(x0) n�a partie réelle nulle.

1.3 Stabilité du point critique

Soit donnée un système de deux équation di¤érentielles linéaires homo-
gènes à coe¢ cients constants8><>:

dx

dt
= a11x+ a12y

dy

dt
= a11x+ a12y

; (1.5)

où

� =

�
a11 a12
a21 a22

�
6= 0:

Pour étudier la stabilité des point critiques de système (1.5) il faut établir
l�équation caractéristique :�

a11 � � a12
a21 a22 � �

�
= 0;

6



1.3. STABILITÉ DU POINT CRITIQUE

on cherche ses racines �1 et �2, les cas suivantes se présentent la stabilité du
système (1:5) :

1� Si �1; �2 sont réelles et distincts :
(a) Si �1 < 0; �2 < 0; le point critique est asymptotiquement stable (n�ud

stable).

(b) Si �1 > 0; �2 > 0; le point critique est instable (n�ud instable).

(c) Si �1 > 0; �2 < 0; le point critique est instable (point selle (col)).

2� Si les racines de l�équation caractéristique sont complexes où �1 =
p+ iq; �2 = p� iq :
(a) Si p < 0; q 6= 0;le point critique est asymptotiquement stable (foyer

stable).

(b) Si p > 0; q 6= 0;le point critique est instable (foyer instable).
3� Les racines �1 = �2 sont multiples :
(a) Si �1 = �2 < 0; le point critique est stable (n�ud stable).

(b) Si �1 = �2 > 0; le point critique est instable (n�ud instable).

Exemple 1.3.1 Soit le système non linéaire suivant :

�
_x(t) = 2x(t) + 5y(t)
_y(t) = 2x(t) + y(t)

; (EF )

écrivons l�équation caractéristiqure

���� 2� � 5
2 1� �

���� = 0;
où

�2 � 3�� 8 = 0:

Les racines de système et �1 = �3�
p
41 < 0; �2 = �3+

p
41 > 0 sont

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

réelles et distinctes le point critique (0; 0) est instable.

FIG 1.2 - Portrait de phase
du systme EF :

1.4 Portrait de phase

Soit le système planaire : �
_x = Q(x; y)
_y = P (x; y)

; (1.6)

où P et Q sont polynomes en x et y.

Dé�nition 1.4.1 les solutions (x(t); y(t)) du système (1:6) représentent dans
le plan (x; y) des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce système
sont des solutions constantes. La �gure complète des orbites de ce système
ainsi que les points critiques représentés dans le plan (x � y) est appelé plan
de phase.

Théorème 1.4.1 On appelle orbite périodique du système (1:6) un trajec-
toire �t(t) qui n�est pas réduite à un point et telle qu�il existe T > 0 véri�ant
�T (x) = x. Le plus petit réel T strictement positif tel que �T (x) = x est
appelé période. Il est indépendant du point x pris sur la trajectoire.

Remarque 1.4.1 Toute solution périodique de correspond à une courbe fer-
mée dans l�espace des phases, l�inverse est vrai.

8



1.5. SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET CYCLES LIMITES

Remarque 1.4.2 Pour un système non autonome ceci est faut. C�est à dire
une orbite fermée du système :

_x = f(t; x); x 2 Rn;

ne correspond pas nécessairement à une solution périodique.

1.5 Solutions périodiques et cycles limites

Dé�nition 1.5.1 On dit que (x(t); y(t)) est un solution du système (1:6)
si le champ de vecteurs X = (P;Q)t est toujours tangent à la trajectoire
représentant cette solution dans le plan de phase, autrement dit :

8t 2 I : P (x(t)y(t))x+Q(x(t); y(t))y = 0:

Dé�nition 1.5.2 On appelle solution périodique du solution (x(t); y(t)) pour
laquelle il existe un réel T > 0 tel que :

8t 2 [0; T [ : x(t+ T ) = x(t) et y(t+ T ) = y (t) :

Le plus petit nombre T qui conviens s�appelle alors période de cette solution.

Donnons d�abord la dé�nition des cycles limites par

Dé�nition 1.5.3 On appelle cycle limite du système (1:6), toute la solution
périodique isolée dans l�ensemble de toute la solution périodique isolée de ce
système.

Remarque 1.5.1 Les cycles limite apparaissent seulement dans les systéme
di¤érentiels non linéaires.

Exemple 1.5.1 Soit le système :�
_x = �x� y � x

p
x2 + y2

_y = �y + x� y
p
x2 + y2

; (1.7)

pour résoudre ce système, on pose :�
x = r cos(�)
y = r sin(�)

;

9



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

système (1:7) devient : �
_r = (�� r)r
_� = 1

;

posons :

f(r) = _r = (�� r)r:

Alors

f(r) = 0 =) r = 0

) r = �:

Si r > 0, on n�accepte que la racine positivé r = �. Donc, pour r = � on a
la solution périodique (x(t); y(t)) = (cos(t+ �0); sin(t+ �0)), avec �(0) = �0.
Donc la plan de phase il y a un seul cycle limite d�équation x + y = � et
d�amplitude r = �.

FIG 1.3 - Cycle limite du
systme (1.7) pour � = 1:5

10



1.6. EXISTENCE ET NON-EXISTENCE DE CYCLE LIMITE

F.G 1.4 - Portrait de phase
du systme (1.7) pour � = 0:

1.6 Existence et non-existence de cycle limite

Une condition su¢ sante de non existence de solution périodique (et donc
de cycle limite) est donnée par :

Théorème 1.6.1 Il n�y pas de trajectoire fermée dans un domaine simple-

ment connexe du plan de phase dans lequel la divergence
@P

@x
+
@Q

@y
garde un

signe constant.

Bien que nous ne ferons pas usage ce travail, voici quand même une
version simpli�ée du théorème de Poincaré-Bendixon utilise usuellement pour
détecter les cycles limites :

Théorème 1.6.2 Si toutes les trajectoires du système (1:6) entrent trans-
versalement dans un domaine fermé D du plan ne contenant pas se points
d�équilibres du système (1:6), et ne ressortent pas de ce domaine, alors ce
domaine contient au moins une orbite périodique.

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.7 Système Hamiltonien

Un système Hamiltionien est un système d�équation di¤érentielle de types
par : �

_x = DYH(x(t); y(t))
_y = DxH(x(t); y(t))

;

où H 2 C2(R2n), la fonction H est appelé Hamiltonien du système si (x; y)
est un solution du système, alors on calcule

d

dt
H(x; y) = DxH(x(t); y(t)) _x(t) +DyH(x(t); y(t)) _y(t):

Lemme 1.7.1 Pour n;m 2 N; on dé�nt

Im;n =

Z 2�

0

cosm(�) sinn(�)d�:

:Alors
Im;n =

m� 1
m+ n

Im�2;n;

et
Im;n =

m� 1
m+ n

Im;n�2:

Ces intégrales sont utiliseés jusqu�à ce qu�on arrive à I0;0 = 2� ou I0;1 =
I1;0 = I1;1 = 0, notons qui Im;n 6= 0 si et seulement si m et n sont paires.

12



Chapitre 2

Théorème de moyennisation

2.1 Introduction

La méthode de moyennisation est l�une des plus importantes méthodes
pour étudier le nombre de cycles limites pour certains système di¤érentiels,
voir par exemple les articles [3; 13; 10 et 7].
Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie de la moyennisation. La

méthode de la moyennisation est l�une des plus importentes méthodes pour
chercher le nombre maximum de cycles limites des système di¤érentiels. Nous
avons illustré les théorèmes par des exemples.
La notion fondamentale consiste à étudier une équation di¤érentielle per-

turbée, formulée de la manière suivante

_x = "k(t; x) (E1)

où t 2 I � R; x 2 Rn , " su¢ samment petit, et k est T�périodique en t . On
dé�nit l�équation moyennée associée à cette équation

_x = "K(x)

où
moyennée associée à cette équation

K(x) =
1

T

TZ
0

k(t; x)dt

13



CHAPITRE 2. THÉORÈME DE MOYENNISATION

Ainsi, nous pouvons rechercher les solutions périodiques de l�équation (E1)
en utilisant l�équation moyennée associée.

2.2 Méthode de moyennisation du premier
ordre

Théorème 2.2.1 Soit le système di¤érentiel

_x =
dx

dt
= "F1(t; x) + "

2(t; x; "); (2.1)

où F1 : R�D ! Rn; R : R�D�]�"f ; "f [! Rn sont des fonctions continues,
T -périodique par rapport à t, D un sous ensemble ouvert de Rn on dé�nit
F10 : D ! Rn. Comme suite

F10(z) =
1

T

TZ
0

F1(s; z)ds; (2.2)

supposons que

(i)�F1 et R sont localement Lipchitzienne par rapport à x .
(ii)�Pour a 2 D avec F10(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que

F10 6= 0 pour tout z 2 �V nfag et dB(F10; V; 0) 6= 0:
Alors, pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe un solution �(:; ") du

système (2.1) T -périodique isolée telle que �(:; ")! a quand "! 0.
Pour démonstration.(Voir [?]):

Remarque 2.2.1 Les hypothèses de ce théorème sont puis faible que celles
du théorème 2:2:1 où à place de (i), il suppose que :

(j) F1, R, DxF1, D2
xF1 et DxR sont dé�nies, continue et bornées par une

constante M (indépendante de ").
A la place de (ii), il suppose que :
(jj) pour a 2 D avec F10(a) = 0, on a JF10(a) 6= 0, où DxF désigne la

matrice Jacobienne de F par rapport à x, D2
xF la matrice Hessienne de F et

JF10(a) désigne le déterminant de la Jacobienne de F10 en a.

14
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2.2. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Exemple 2.2.1 Soit le système perturbé suivant :�
_x = y � "(4x+ 2x2 � 2x3)
_y = �x : (2.3)

En coordonnées polaires x = r cos(�), y = r sin(�), le système perturbé (2 :3 ),
s�écrit sous le forme : 8><>:

_r =
x _x+ y _y

r
_� =

_yx� _xy

r2

;

donc �
_r = �" cos(�)(4r cos(�) + 2r2 cos2(�)� 2r3 cos3(�))
_� = 1 + " sin(�)(4 cos(�) + 2r2 cos2(�)� 2r2 cos3(�)) :

D�où
dr

d�
=
�" cos(�)(4r cos(�) + 2r2 cos2(�)� 2r3 cos3(�))
1 + " sin(�)(4 cos(�) + 2r cos2(�)� 2r2 cos3(�)) :

On sait que
1

1� x = 1 + x+ o(x
2):

D�où

dr

d�
= (�" cos(�)(4r cos(�) + 2r2 cos2(�)� 2r3 cos3(�)))

�(1 + " sin(�)(4 cos(�) + 2r cos2(�)� 2r2 cos3(�)):

Donc
dr

d�
= "F1(�; r) +O("

2);

où
F1(�; r) = � cos(�)(4r cos(�) + 2r2 cos2(�)� 2r3 cos3(�)):

On applique le théorème 2:2:1

F10(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(�; r)d�;

15



CHAPITRE 2. THÉORÈME DE MOYENNISATION

alors

F10(r) =
1

2�

2�Z
0

(� cos(�)(4r cos(�) + 2r2 cos2(�)� 2r3 cos3(�)))d�;

=
1

2�

2�Z
0

�4r cos2(�)� 2r2 cos3(�) + 2r3 cos4(�))d�;

=
�4r
2�

2�Z
0

cos2(�)d� +
�2r2
2�

2�Z
0

cos3(�)d� +
2r3

2�

2�Z
0

cos4(�))d�;

=
�4r
2�

I2:0 +
�2r2
2�

I3:0 +
2r3

2�
I4:0;

où

Im;n =

Z 2�

0

cosm(�) sinm(�)d�:

D�après la formule de Lemme 1:8:1, on a

I2;0 = � et I4;0 =
3�

4
;

donc

F10(r) =
�4r
2�

� +
2r3

2�

3�

4

=
r

4

�
3r2 � 8

�
:

Les cycles limite possibles pour (2 :3 ) sont donnés par les racines positives de
l�équation

F10(r) =
r

4

�
3r2 � 8

�
= 0;

Cette équation algébrique admet une seule solution positive

r =
2

3

p
2
p
3 = 1:633

16



2.2. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Alors le système (2 :3 ) a un cycle limite d�amplitude r = 1:63:

FIG 2.1 - Cycle limite du
systme (2.3) pour " = 0:02:

Exemple 2.2.2 On considère l�équation suivant :

�x+ x = "(2� x2) _x

où " > 0 su¢ samment petit.�
_x = y
_y = �x+ "(2� x2)y : (2.4)

En coordonnées polaires x = r cos(�), y = r sin(�), le système perturbé (2 :4 ),
s�écrit sous le forme : 8><>:

_r =
x _x+ y _y

r
_� =

_yx� _xy

r2

;

donc �
_r = +r"(2 sin2(�)� r2 cos2(�) sin2(�))
_� = �1 + r"(2 cos(�) sin(�)� r2 cos3(�) sin(�)) :

D�où
dr

d�
=

r"(2 sin2(�)� r2 cos2(�) sin2(�))
�1 + r"(2 cos(�) sin(�)� r2 cos3(�) sin(�)) :

17



CHAPITRE 2. THÉORÈME DE MOYENNISATION

On sait que
1

1� x = 1 + x+ o(x
2):

D�où

dr

d�
= �r"(2 sin2(�)� r2 cos2(�) sin2(�))

�(1 + r"(2 cos(�) sin(�)� r2 cos3(�) sin(�))):

Donc
dr

d�
= "F1(�; r) +O("

2);

où
F1(�; r) = �r(2 sin2(�)� r2 cos2(�) sin2(�)):

On applique le théorème 2:2:1

F10(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(�; r)d�;

alors

F10(r) =
�1
2�

2�Z
0

r(2 sin2(�)� r2 cos2(�) sin2(�))d�;

=
�1
2�

2�Z
0

2r sin2(�) + r3 cos2(�) sin2(�)d�;

=
�2r
2�

2�Z
0

sin2(�)d� +
r3

2�

2�Z
0

cos2(�) sin2(�)d�;

= � 2r
2�
I0:2 +

r3

2�
I2:2:

Où

Im;n =

Z 2�

0

cosm(�) sinn(�)d�;

d�après la formule de Lemme 1:8:1, on a :

I0;2 = �� et I2;2 =
1

8
�;

18
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donc

F10(r) = � 2r
2�
� +

r3

2�

1

4
�

=
1

8
r
�
r2 � 8

�
:

Les cycles limite possibles pour (2 :4 ) sont donnés par les racines positives de
l�équation

F10(r) =
1

8
r
�
r2 � 8

�
= 2

p
2 = 2:82:

Cette équation algébrique admet une seule solution positive :

r = 2:82:

Alors le système (2 :4 ) a un cycle limite d�amplitude r = 2:82:

FIG 2.2 - Cycle limite du
systme (2.4) pour " = 0:003:

2.3 Méthode de moyennisation du deuxième
ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du second ordre pour les
solutions de certains systèmes di¤érentiels périodiques.
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CHAPITRE 2. THÉORÈME DE MOYENNISATION

Théorème 2.3.1 On considère le système di¤érentiel

_x =
dx

dt
= "F1(t; x) + "

2F2(t; x) + "
3R(t; x; "); (2.5)

où F1; F2 : R � D ! Rn; R : R � D � ]�"f; "f [ ! Rn sont des fonctions
continues, T -périodiques en la première variable et D un ouvert de Rn. On
dé�nit F10; F20 :! Rn pour (2.2) et

F20(z) =

TZ
0

(DxF1(s; z)

sZ
0

F1(t; z)dt+ F2(s; z)ds; (2.6)

supposons que

(ii) pour tout t 2 R; F1 2 C1; F1; F2; R et DxF1 sont localement lipchit-
ziennes par rappot à x. R est di¤érentiable par rapport à ":
(ii) Pour V 2 D; un ensemble ouvert et borné et pour tout " 2 ]�"f; "f [ ;

il existe a" 2 V tel que F10(a")+"F20(a") = 0 et dB(F10(a")+"F20(a"; V; 0) 6=
0:
Alors, pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T-périodique

isolée '(:; ") de l�équation (2:7) telle que '(0; ") = a":
Les conditions (i) et (ii) de théorème 2:3:1 peuvent être remplacées par

(j) et (jj) respectivement
(j) F1; R;DxF1; D

2
xF1et DxR sont dé�nies continues et bornées par une

constante M (indépendante de ") dans[0;+1[�D;�"f < " < "f
(jj) F10(z) = 0;8z 2 D et pour a 2 D avec F20(a) = 0; on JF20(a) 6= 0:
Pour la démonstration voir [?, 12, ?] :

Exemple 2.3.1 Soit le système di¤érentiel polynomial perturbé�
_x = �y + "(y2 + 8xy � 2x2) + "210x
_y = x+ "210y + 4"xy;

: (2.7)

En coordonnées polaires x = r cos(�), y = r sin(�), le système perturbé (2 :7 ),
s�écrit sous le forme :�

_r = 2r(8r cos2 � sin � � 7r cos3 � + 5r cos � + 10")
_� = 1� "r sin � + 7"r cos2 � sin � + 8r" cos �; :
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2.3. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE

Considérons maintenant � comme nouvelle variable indépendante, alors :

dr

d�
=
2r(8r cos2 � sin � � 7r cos3 � + 5r cos � + 10")
1� "r sin � + 7"r cos2 � sin � + 8r" cos � :

Ou bien
dr

d�
= "F1(�; r) + "

2F2(�; r);

où
F1(�; r) = �r2 cos(�8 cos2 � sin � + 7 cos2 � � 5):

F2(�; r) = r(�15r2 cos5 � sin � + 5 cos � sin � + 22r2 cos3 � sin �
+112r2 cos6 � � 160r2 cos4 � + 18r2 cos2 � + 10):

Donc nous allons appliquer le théorème de moyennsiation du première ordre,on
a :

F10(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(�; r)d�:

D�après la formule (1 :9 ), on a

F10(r) = 8r2I2:1 � 7r2I3:0 + 5r2I1:0
= 0;

soit F20(r) l�éqution moyennée du second ordre associée au système (2 :7 ).Maintenant,
on détermine F20(r) par :

F20(r) =
1

2�

2�Z
0

[
@

@r
F1(�; r)

�Z
0

F1(r; s)ds]d� +
1

2�

2�Z
0

F2(�; r)d�;

donc
@

@r
F1(�; r) = �2r cos �(�8� cos � sin � + 7 cos2 � � 5);

et
�Z
0

F1(r; s)ds =

�Z
0

�r2 cos �(�8 cos � sin � + 7 cos2 � � 5)ds;

par Scienti�c Workplace on a
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CHAPITRE 2. THÉORÈME DE MOYENNISATION

�Z
0

F1(r; s)ds = � 1
12
r2 cos � (8 cos 3� + 7 cos 3� + 24 cos � + 3 sin � � 32)

= � 1
12
r2(32 cos3 � � 24 cos � + 21 sin � � 28 sin3 �

+24 cos � + 3 sin � � 32)

= � 1
12
r2(32 cos3 � � 28 sin3 � + 24 sin � � 32)

= �1
3
r2(8 cos3 � � 7 sin3 � + 6 sin � � 8);

et

1

2�

2�Z
0

F2(�; r)d� =
r

2�
(�15r2I5:1 + 5I1:1 + 22r2I3:1

+112r2I6:0 � 160r2I4:0 + 48r2I2:0 + 10:2�

= r((112
5�

8
� 1603�

4
+ 48�)

r2

2�
+ 10)

= r(�r2 + 10)
= �r(+r2 � 10):

Il vient que

F20 =
1

2�

2�Z
0

@

@r
F1(�; r)

�Z
0

F1(r; s)ds+
1

2�

2�Z
0

F2(�; r)d�

= r(10� r2)
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2.3. MÉTHODE DE MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE

L�équation F20(r) = 0 a une seul racine positive r =
p
10 = 3:1623; alors le

système di¤erentiel a un cycle limite d�amplitude r = 3:1623:

FIG 2.3 - Cycle limite du
systme (2.7) pour " = 0:01:
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Chapitre 3

Cycles limites d�une classe de
systèmes di¤érentiels de Kukles
généralisés

3.1 Présentation du problème

Le 16e problème de Hilbert est l�un des 23 célèbres problèmes posés par le
mathématicien David Hilbert en 1900. Ce problème, en particulier, se divise
en deux parties :
1. Première partie : Cette partie concerne la disposition et le nombre des

ovals des courbes algébriques planes de degré donné. Il s�agit de questions
sur la topologie des courbes algébriques réelles.
2. Seconde partie : Cette partie concerne l�existence et la distribution des

cycles limites des systèmes di¤érentiels polynomiaux dans le plan.
Ces dernières années, plusieurs articles ont été publiés sur les cycles limites

de systèmes di¤érentiels polynômiaux planaires. La raison principale de cette
étude est le seizième problème, nous résolu, de Hilbert. En particulier, un
grand nombre d�articles sont consacrés aux cycles limites qui bifurquent en
orbites périodiques a partir d�un centre _x = �y; _y = x.
Les chercheurs considèrent 4 classes spéciales des équations di¤érentielles :
� L�équation de Liénard
� L�équation de Du¢ ng
� L�équation de Mathieu
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et l�équation de Kukles, sorte l�équation di¤érentielle de la forme�
_x = �y
_y = Q(x; y)

:

où Q(x; y) est un polynôme de degré n:
Dans [9], Libre et Mereu ont étudié, en utilisant le méthode de la moyen-

nisation le nombre maximal de cycles limites pour les systèmes di¤érentiels
de kukles généraliser :�

_x = y
_y = �x� f(x)� g(x)y � h(x)y2 � h0y3

; (3.1)

où f(x); g(x); h(x) sont de degré n1; n2 et n3 respectivement .
Dans [6], Garcia etal, ont étudié le nombre maximum de cycles limites

pour les système di¤érentiels plus généralisés de Liémard�
_x = y
_y = �x� f(x)� g(x)y � h(x)y2 ; (3.2)

où f(x); g(x) et h(x) sont de degré n peut
�
2
n

�
cycles limites en utilisant la

théorie de moyennisation du premier ordre et n cycles limites en utilisant la
théorie de moyennisation du deuxième ordre.
Dans [1], Boulfoul etal, ont étudié le nombre maximum de cycles limites

pour les systèmes di¤érentiels plus généralisés de Kukles :�
_x = �y
_y = x� f(x)� g(x)y � h(x)y2 � l(x)y3 ;

où f(x); g(x); h(x) et l(x) sont de degré n1; n2; n3 et n4 respectivement.
Dans ce chapitre, nous intéressons au nombre maximum de cycles limite

d�une classe de systèmes di¤érentiels de Kukles :8<:
_x = �y
_y = x+

X
l�1

"l(x2 + y2)"l(ql(x; y)� Al) ; (3.3)

où A` > 0 et q`(x; y) est un polynôme de degré n`�2 � 0; j"j est un paramétré
su¢ sament petit avec q`(0; 0) = 0: Cette étude a fait l�object d�un article
publié dans "Nonlinear Analysis" [14].
Notre résultat est le suivant :
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D�UNE CLASSE DE SYSTÈMES
DIFFÉRENTIELS DE KUKLES GÉNÉRALISÉS

Théorème 3.1.1 Soit j"j un paramètre su¢ sament petit, le nombre maxi-
mum de cycles limites des systèmes di¤érentiels de Kukles généralisés (3:3)
qui peuvent bifurquer du centre linéaire _x = �y; _y = x; en utilisant le théo-
rème de moyennisation.

(i) du premier ordre est k1 � 2 cycles limites.
(ii) du deuxième ordre est max

�
k2 � 2; 2

�
n1�2
2

�
� 2
	
où [:] est la fonction

partie entière et pour ` = 1; 2;n` = 2k` ou n` = 2k` � 1 pour k` � 2:

3.2 Preuves des résultats

3.2.1 Preuve du cas (i) du théorème 1

Pour utiliser la méthode de moyennisation premier ordre, nous écrivons
le système (3:3) en coordonnées polaires (r; �) où�

x = r cos �

y = r sin �
r > 0;

on écrit les polynômes q1(x; y) apparaissant dans (3:3) comme

q1(x; y) =

n1�2X
d=1

(
dX
j=0

aj;dx
d�jyj):

On considère

q1(x; y) = A(x; y) +B(x; y) + C(x; y) +D(x; y) (3.4)

où

A(x; y) =

[n1�22 ]X
s=1

(

sX
i=1

a2i�1;2sx
2s�2i+1y2i�1); B(x; y) =

k1�1X
s=1

(

sX
i=0

a2i;2s�1x
2s�1�2iy2i)

C(x; y) =

[n1�22 ]X
s=1

(

sX
i=0

a2i;2sx
2s�2iy2i) et D(x; y) =

k1�1X
s=1

(

sX
i=1

a2i�1;2s�1x
2s�2iy2i�1):

Par conséquent, pour le système�
_x = �y
_y = +x+ (x2 + y2)"(q1(x; y)� A1)

; (3.5)
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devient : �
_r = "r2(q1(r cos �; r sin �)� A1) sin �
_� = 1 + "r(q1(r cos �; r sin �)� A1) cos �

:

Considépendante maintenant � comme nouvelle variable indépendante, avec
q(0:0) = 0, alors

dr

d�
= "R1(r; �) + 0("

2):

Soit F10 l�équation moyennée du premier ordre associée du système (3:3):
En utilisant la notion introduite dans le chapitre 2, on calcule F10:

F10(r) =
1

2�

2�Z
0

R(r; �)d�

=
r2

2�

2�Z
0

(q1(r cos �; r sin �)� A1) sin �d�

=
r2

2�

2�Z
0

q1(r cos �; r sin �) sin �d� +
r2

2�

2�Z
0

�A1 sin �d�;

on a

F10(r) =
r2

2�

2�Z
0

q1(r cos �; r sin �) sin �d�: (3.6)

D�après le formule (3:4) on

F10(r) =
r2

2�

2�Z
0

(

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s(r cos)
2s�2i+1�(r sin)2i�1�

+

k1�1X
s=1

(

sX
i=0

a2i;2s�1(r cos)
2s�1�2i�(r sin2i)�

+

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=0

a2i;2s(r cos)
2s�2i(r sin)2i�

+

k1�1X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s�1(r cos)
2s�2i�(r sin)2i�1�)) sin �d�;
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donc

F10(r) =
r3

2�

2�Z
0

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s�1 cos
2s�2i � sin2i �d�)r2s�2;

on a

F10(r) =
r3

2�

k1�1X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s�1

2�Z
0

cos2s�2i � sin2i �d�)r2s�2; (3.7)

où n1 2 f2k1; 2k1 � 1g :
Alors le polynôme F10 peut avoir au plus

2(k1�2)�2
2

= k�2 racines positive.
Par conséquent, le système di¤érentiel (3:5) peut avoir au plus k1 � 2 cycles
limites.

3.2.2 Application 1

Nous donnons maintenant un exemple de système di¤érentiel polynomial
(3:5) avec n1 = 6.

Proposition 3.2.1 En appliquant la méthode de moyennisation d�ordre 1
au système (3:5) avec n1 = 6; au plus un cycle limite bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire _x = y, _y = �x.

Preuve. On considéré le système (3:5) ou A1 > 0 et q1(x; y) est un
polynôme de degré 4 > 0; donc

q1(x; y) =

4X
d=1

(

dX
j=0

aj;dx
d�jyj):

Donc ce cas : n1 = 6 et k1 = 3:
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L�équation F10(r) s�écrit sous forme

F10(r) =
r3

2�
(

[2]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s�1

2�Z
0

cos2s�2i � sin2i �d�)r2i�2 (3.8)

=
r3

2�
[

1X
i=1

a2i�1;1

2�Z
0

cos2�2i � sin2i �d�)r2i�2 +

2X
i=1

a2i�1;3

2�Z
0

cos4�2i � sin2i �d�)r2i�2]

=
r3

2�
[a1;1

2�Z
0

sin2 �d� + a1;3

2�Z
0

cos2 � sin2 �d�r2 + a3;3

2�Z
0

sin4 �d�r2];

on a

F10(r) =
r3

2�
(a1;1I0;2 + a1;3I2;2r

2 + a3;3I0:4r
2);

avec

I0:2 = �; I2:2 =
�

4
; I0:4 =

3�

4
;

donc

F10(r) =
r3

2�
(a1;1� + (a1;3

�

4
+ a3;3

3�

4
)r2)

=
r3

2�
(a1;1� + (

a1;3� + a3;33�

4
)r2)

= r3(a1;1 + (
a1;3 + 3a3;3

4
)r2);

alors

F10(r) =
r3

4
(4a1;1 + (a1;3 + 3a3;3)r

2);

si 4a1;1 + (a1;3 + 3a3;3) < 0, ce polynôme F10(r) admet un racine positive

r =

s
�4a11

a1;3 + 3a3;3
;

le système (3:5) possède un cycles limite de rayon r =
q

�4a11
a1;3+3a3;3

si seulement

si
4a1;1(a1;3 + 3a3;3) < 0:
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Exemple 3.2.1 Soit le système perturbé suivant�
_x = �y
_y = x+ "(x2 + y2)(�y + 2y3 + 4x2y + 3x4 � 2): (3.9)

Dans ce cas

a1;1 = �1; a1;3 = 4; a3;3 = 2; a0;4 = 3; A1 = 2

et n1 = 6 et q1(x; y) de degré 4, nous substituons les valeurs précédentes dans
l�équation (3.7), on a

F10(r) =
r3

8
(10r2 � 4):

Les cycles limite possibles pour (3 :9 ) sont donnés par les racines positives de
l�équation

F10(r) = 0:

La racine positive unique de F10(r) est r = 0:63: Donc l�équation di¤éren-
tielle a pour su¢ samment petit admet un cycle limite qui bifurque de l�orbite
périodique de rayon 0:63 du système perturbé (3; 9).

FIG 3.1- Cycle limite du
systme (3:9) avec " = 0:01:

3.2.3 Application 2

Nous donnons maintenant un exemple de système di¤érentiel polynomial
(3:5) avec n1 = 7.
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Proposition 3.2.2 En appliquant la méthode de moyennisation d�ordre 1 au
système (3:5) avec n1 = 7; au plus deux cycles limites bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire _x = y, _y = �x.

Preuve. On considéré le système (3:5) ou A1 > 0 et q1(x; y) est un
polynôme de degré 5 > 0; donc

q1(x; y) =
5X
d=1

(
dX
j=0

aj;dx
d�jyj):

Donc ce cas : n1 = 7 et k1 = 4:
L�équation F10(r) s�écrit sous forme

F10(r) =
r3

2�
(
3X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s�1

2�Z
0

cos2s�2i � sin2i �d�)r2i�2

=
r3

2�
[
1X
i=1

a2i�1;1(

2�Z
0

cos2�2i � sin2i �d�)r2i�2

+
2X
i=1

a2i�1;3(

2�Z
0

cos4�2i � sin2i �d�)r2i�2

+
3X
i=1

a2i�1;5(

2�Z
0

cos6�2i � sin2i �d�)r2i�2;

alors

F10(r) =
r3

2�
[a1;1

2�Z
0

sin2 �d� + a1;3

2�Z
0

cos2 � sin2 �d�r2

+a3;3

2�Z
0

sin4 �d�r2 + a1;5

2�Z
0

cos4 � sin2 �d�

+a5;5

2�Z
0

sin6 �d�r4];
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on a

F10(r) =
r3

2�
(a1;1I0;2 + a1;5I4:2 + (a1;3I2;2 + a3;3I0:4) r

2 + a5;5I0:6r
4);

avec

I0:2 = �; I2:2 =
�

4
; I0:4 =

3�

4
; I4:2 =

�

8
; I0:6 =

5

8
�;

donc

F10(r) =
r3

16
[(5a5;5) r

4 + (2a1;3 + 6a3;3) r
2 + (8a1;1 + a1;5)];

Alors le polynomiale F10(r) peut avoir au plus deux racines positives. Par
conséquent, le système di¤érentiel (3; 5) peut avoir au plus deux cycles li-
mites.

Exemple 3.2.2 Soit le système perturbé suivant�
_x = �y
_y = x+ "(x2 + y2)(�y + 2x2y + 4y3 + 2x4y + 2y5 � 2): (3.10)

Dans ce cas

a1;1 = �1; a1;3 = 2; a3;3 = 4; a1;5 = 2; a5;5 = 2; A1 = 2;

avec n1 = 7 et q1(x; y) de degré 5, nous substituons les valeurs précédentes
dans l�équation (3:7), on a

F10(r) =
r3

8
(�6 + 10r2 + 5r4) = 0:

Les cycles limite possibles pour (3 :10 ) sont donnés par les racines positives
de l�équation

F10(r) = 0:

La racine positive unique de F10(r) est r = 1
2

q
4
5

p
5
p
11� 4 = 0:7: Donc

l�équation di¤érentielle a pour su¢ samment petit admet un cycle limite qui
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3.2. PREUVES DES RÉSULTATS

bifurque de l�orbite périodique de rayon 0:7 du système perturbé (3:10).

FIG 3.2- Cycle limite du
systme (3:10) avec " = 0:01 :

3.2.4 Preuve du cas (ii) du théorème 1

Nous allons appliquer la théorème de moyennisation du deuxème ordre.
Pour cela nous écrivons le système (3; 3), en coordonnées polaires (r; �). où
x = r cos �; y = r sin �; r > 0, on pose

q1(x; y) =

n1�2X
d=1

(
dX
j=0

aj;dx
d�jyj);

et

q2(x; y) =

n2�2X
d=1

(
dX
j=0

bj;dx
d�jyj);

Le système (3; 3) s�écrit comme suite�
_r = �"(A1 + "A2 � q1(r; �)� "q2(r; �))r2 sin �
_� = 1� "(+A1 + "A2 � q1(r; �)� "q2(r; �))r cos �;

(3.11)

où qj(r; �) = qj(r cos �; r sin �); pour j 2 f1; 2g :
Prenant � comme une nouvelle variable indépendante, le système (3:11)

devient :
dr

d�
= "F1(r; �) + "

2F2(r; �) + 0("
2);
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où �
F1(r; �) = (q1(r; �)� A1)r2 sin �
F2(r; �) = (q2(r; �)� A2 � (q1(r; �)� A1)2r cos �)r2 sin �:

(3.12)

Déterminons la fonction F20(r) correspondante. Pour cela, on pose F10(r) =
0 qui est L�équivalent au

a2i�1;2s�1 = 0;8 1 � i; s � k1 � 1: (3.13)

Ensuite calculons

@

@r
F1(r; �) =

[n1�22 ]X
s=1

(

sX
i=1

a2i�1;2s cos
2s�2i+1 � sin2i �)(2s+ 2)r2s+1 � 2A1r sin �

+

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i;2s cos
2s�2i � sin2i+1 �)(2s+ 2)r2s+1

+

k1�1X
s=1

(
s�1X
i=0

a2i;2s�1 cos
2s�1�2i � sin2i+1 �)(2s+ 1)r2s;

F1(r; �) =

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s

s�iX
a=0

�
s� i
a

�
(�1)a cos � sin2a+2i �)r2s+2 (3.14)

�A1r2 sin � +
[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=0

a2i;2s

iX
a=0

�
i

a

�
(�1)a cos2s�2i+2a � sin �)r2s+2

+

k1�1X
s=1

(
s�1X
i=0

a2i;2s�1

iX
a=0

�
i

a

�
(�1)a cos2s�2i+2a�1 � sin �)r2s+1;

et
�Z
0

F1(r; �) =

[n1�22 ]X
s=1

(

sX
i=1

a2i�1;2s

s�iX
a=0

�
s� i
a

�
(�1)a sin

2i+2a+1 �

2a+ 2i+ 1
)r2s+2 � A1r2(cos � � 1)

+

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=0

a2i;2s

iX
a=0

�
i

a

�
(�1)a1� cos

2s�2i+2a+1 �

2s� 2 + 2a+ 1 )r2s+2

+

k1�1X
s=1

(
s�1X
i=0

a2i;2s�1

iX
a=0

�
i

a

�
(�1)a1� cos

2s�2i+2a �

2s� 2i+ 2a )r2s+1:
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D�autre part

2�Z
0

cos2p+1 � sinp �d� =

2�Z
0

cosp � sin2p+1 �d�;8p; q 2 N [ f0g : (3.15)

En utilisant (3:15) on obtient que

2�F2:0 =

2�Z
0

(
@

@r
F (r; �)�

�Z
0

F1(r; �) + F2(r; �))d� (3.16)

= 2A1

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s

s�iX
a=0

�
s� i
a

�
(�1)a+1

R 2�
0
sin2a+2i+2 �d�

2a+ 2i+ 1
)r2s+3

+A1

[n1�22 ]X
~s

(
~sX
~{=1

a2~{�1;2~s

2�Z
0

cos2~s+2~{+2 � sin2~{ d�)(2~s+ 2)r2~s+3

+

[n1�22 ]X
~s=1

[n1�22 ]X
s=1

~sX
~{=0

sX
i=1

(a2~{�1;2~sa2i;2s)(2~s+ 2)Qr
2~s+2s+3

+

[n1�22 ]X
~s=1

[n1�22 ]X
s=1

~sX
~{=0

sX
i=1

(a2i�1;2sa2~{;2~s)(2~s+ 2)Kr
2~s+2s+3 +

2�Z
0

F2(r; �)d�;

où

Q =
iX

a=0

�
i

a

�R 2�
0
cos2s�2i+2a+2~s�2~{+2 � sin2~{ �d�

2s� 2i+ 2a+ 1 (�1)a+1;

et

K =

s�iX
a=0

�
s� i
a

�R 2�
0
cos2~s�2~{ � sin2~{+2a+2i+2 �d�

2a+ 2i+ 1
(�1)a:
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Mais, (3.9) implique que

2�Z
0

F2(r; �) = r2
2�Z
0

q2(r; �) sin �d� (3.17)

+2A1r
3

2�Z
0

[q1(r; �) sin �] cos �d�

�r3
2�Z
0

(q1(r; �))
2 cos � sin �d�;

G = r3
2�Z
0

[q1(r; �) sin �] cos �d�

De plus, (3:6) dans (3:7); on a

r2
2�Z
0

q2(r; �) sin �d� =

k2�1X
s=1

(
sX
i=1

b2i�1;2s�1

2�Z
0

cos2s�2i � sin2i �d�)r2s+1: (3.18)

Maintenant, (3:14) et (3:15) on a

G =

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=0

a2i�1;2s

2�Z
0

cos2s�2i+2 � sin2i �)r2s+3: (3.19)

De plus, q1 s�écrit en (3:4) avec D = 0 (voir éq.3.13) et

(q1(x; y))
2 = A2 + 2BA+B2 + 2BC + C2

+2

[n1�22 ]X
~s=1

~sX
~{=1

[n1�22 ]X
ŝ=1

ŝX
{̂=0

a2{̂;2ŝa2~{�1;2~sx
2~s�2~{+2ŝ�2{̂+1y2{̂+2~{�1:

Donc

r3
2�Z
0

(q1(x; y))
2 cos � sin �d� = 2

[n1�22 ]X
~s=1

~sX
~{=1

[n1�22 ]X
ŝ=1

ŝX
{̂=0

(a2{̂;2ŝa2~{�1;2~s)Hr
2~s+2ŝ+3;
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où

H =

2�Z
0

cos2~s�2~{+2ŝ�2{̂+2 � sin2{̂+2{̂ �d�:

Par conséquent, (3:16); (3:17); (3:18) et (3:19); nous avons dé�ni F2:0(r) par

2�F2:0(r) = 2A1

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s

s�iX
a=0

�
s� i
a

�R 2�
0
sin2a+2i+2 �d�

2a+ 2i+ 1
(�1)a+1)r2s+3

+A1

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s

2�Z
0

cos2s+2i+2 � sin2i �d�)(2s+ 2)r2s+3

+

[n1�22 ]X
~s=1

[n1�22 ]X
s=1

~sX
~{=1

sX
i=0

(a2~{�1;2~sa2i;2s)(2~s+ 2)Qr
2~s+2s+3

+

[n1�22 ]X
~s=1

[n1�22 ]X
s=1

~sX
~{=0

sX
i=1

(a2i�1;2sa2~{;~s)(2~s+ 2)Kr
2~s+2s+3

+

k2�1X
s=1

(
sX
i=1

b2i�1;2s�1

2�Z
0

cos2s�2i � sin2i �d�)r2s+1

+2A1

[n1�22 ]X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s

2�Z
0

cos2s�2i+2 � sin2i �)r2s+3

�2
[n1�22 ]X
~s=1

~sX
~{=1

[n1�22 ]X
ŝ=1

ŝX
{̂=0

(a2{̂;2ŝa2~{�1;2~s)Gr
2~s+2ŝ+3:

Alors le polynôme F20(r) peut avoir au plus max
�
k2 � 2; 2

�
n1�2
2

�
� 2
	

racines positives. Par conséquent, le système di¤érentiel ( 3.3) peut avoir au
plus max

�
k2 � 2; 2

�
n1�2
2

�
� 2
	
cycles limites.

3.2.5 Application

Nous donnons maintenant un exemple de système di¤érentiel polynomial
avec n1 = n2 = 6 qui ont deux cycles limites.
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Proposition 3.2.3 Le nombre maximum de cycles limites des système dif-
férentiels (3:3) avec n1 = n2 = 6, qui peuvet bifurquer du center linéaire,
en utilisant la théorème de moyennisation du deuxième ordre est deux cycles
limites.

Preuve. On considéré le système (3:3) avec A1 > 0 et q1(x; y) est un
polynôme de degré 4 > 0;pour i = 1; 2 donc

q1(x; y) =
4X
d=1

(
X

aj;dx
d�jyj):

et

q2(x; y) =
4X
d=1

(
dX
j=0

bj;dx
d�jyj):

Dans ce cas, n1 = n2 = 6 et k1 = k2 = 3 (ni = 2ki; si ni paire).
L�équation F20(r) s�ecrit sous la forme

2�F2:0(r) = 2A1

2X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s

s�iX
a=0

�
s� i
a

�R 2�
0
sin2a+2i+2 �d�

2a+ 2i+ 1
(�1)a+1)r2s+3

+A1

2X
s=1

(
sX
i=1

a2i�1;2s

2�Z
0

cos2s+2i+2 � sin2i �d�)(2s+ 2)r2s+3

+
2X
~s=1

2X
s=1

~sX
~{=1

sX
i=0

[(a2~{�1;2~sa2i;2s)(2~s+ 2)Q+ (a2i�1;2sa2~{;~s)(2~s+ 2)K]r
2~s+2s+3

+
2X
s=1

(
sX
i=1

b2i�1;2s�1

2�Z
0

cos2s�2i � sin2i �d�)r2s+1

+2A1

2X
s=1

(

sX
i=1

a2i�1;2s

2�Z
0

cos2s�2i+2 � sin2i �)r2s+3

�2
2X
~s=1

~sX
~{=1

2X
ŝ=1

ŝX
{̂=0

(a2{̂;2ŝa2~{�1;2~s)Gr
2~s+2ŝ+3:
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alors

2�F2:0(r) =

2X
s=1

sX
i=1

Ri;sr
2s+3 +

2X
~s=1

2X
s=1

~sX
~{=1

sX
i=0

Fi;~{;s;~sr
2~s+2s+3

+
2X
s=1

sX
i=1

Gi;sr
2s+1 � 2

2X
~s=1

~sX
~{=1

2X
ŝ=1

ŝX
{̂=0

V{̂;~{;ŝ;~sr
2~s+2ŝ+3;

où Ri;s,Fi;~{;s;~s; Gi;s et V{̂;~{;ŝ;~s sont des constantes.
Alors le polynomiale F20(r) peut avoir au plus deux racines positives.

Par conséquent, le système di¤érentiel (3; 3) peut avoir au plus deux cycles
limites.
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

La méthode de moyennisation permet de simpli�er l�analyse des sys-
tèmes de Kukles en transformant les équations di¤érentielles non linéaires
complexes en systèmes moyennés plus simples. Cela facilite l�étude qualita-
tive du comportement des solutions, notamment l�identi�cation des cycles
limites. Nous continuons à travailler sur des problèmes analogues, on se pro-
pose d�étudier le nombre maximum de cycles limites d�une classe de systèmes
di¤érentiels de Kukles (3.3), en utilisant la théorie de moyennisation d�ordre
trois.
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